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Kinleitung.

Eine im Einheitskreise der w-Ebene regulidre analytische
Funktion z = f (w) 1aBt sich dort in eine konvergente Potenzreihe
entwickeln :

(1) f)= 3 a0

- n=0
und vermittelt eine Abbildung des Einheitskreises auf einen
Bereich B der z-Ebene. Dieser Bildbereich ist einfach zusammen-
héingend und soll von einer einzigen Jordan-Kurve R begrenzt
werden. Setzen wir weiterhin voraus, dall der Bereich B end-
lichen inneren Inhalt F hat, so konvergiert

ro2m

lim [ [ |f(oei?)fododd =lima 3 n|a, |ren
]

r—10 r—+1 n=1

und stellt den Inhalt von B:

(@) —2 3 ula,|*

n=1

dar.” ',

Der Inhalt und ebenfalls der Umfang, iiberhaupt die ganze
Gestalt des Bildbereiches werden von der abbildenden Funk-
tion f(w).bestimmt. Sie hiangen also von den Koeffizienten der
Potenzreihe (1) ab, und zwar der Inhalt nur von den Absolut-
betrigen dieser Koeffizienten. Neben Inhalt und Umfang be-
sitzt der Bildbereich B noch andere ihm eigentiimliche Charak-
teristiken wie z. B. seine Greensche Funktion der ersten Rand-
wertaufgabe der Potentialtheorie und deren Integrale, ferner
sind auch die Eigenwerte und Eigenfunktionen des Randwert-
problems

(3) Au+Au=0, ulB =0
durch den Bereich B eindeutig bestimmte GroBen.
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Alle diese Charakteristiken des Bereiches B hingen mit der
Abbildungsfunktion f(w) zusammen und miissen sich demnach
auch durch die Koeffizienten a, ausdriicken lassen. Man kann
nun die Frage aufwerfen, wie sich die Eigenschaften des Be-
reiches B und diese seine Charakteristiken in den Koeffizienten
der Reihe (1) spiegeln und umgekehrt, was man fiir Schliisse
von den Koeffizienten auf diese ziehen kann. Dieser Fragenkreis
tritt als Analogon neben denjenigen, der sich mit der Wechsel-
bezichung von Funktion und Koeffizienten ihrer Potenzreihe
beschaftigt, und iiberschneidet sich auch mit diesem. In diesem
Zusammenhange sei auf die Ergebnisse von Lowner!) und
Gronwall?) und von R. Nevanlinna?) iiber die Koeffizienten
einer Potenzreihe, die den Einheitskreis auf einen konvexen
bzw. sternigen Bereich abbildet, hingewiesen.

Bei Untersuchungen dieser Fragen wird man auch die an
den Bereich B fest gekniipfte Greensche Funktion G(z, y; &, 7)
heranziehen und ihre Beziehung zu den Koeffizienten néiher
untersuchen. Vor allem wird dann die explizite Darstellung des
ersten Eigenwertes der Randwertaufgabe (3), fiir die ja der Kreis
die beiden bekannten Minimaleigenschaften besitzt?), interessie-
ren. Dieser erste Eigenwert 148t sich ausgehend von der Integral-
gleichung

u(@,y) = %J IG(r, y; E,mu(&,n)dédy
B

mit Hilfe des von H. A. Schwarz angegebenen Verfahrens der
sog. Schwarzschen Konstanten konstruieren. Dieser so einfach
anmutende Weg erweist sich aber wegen der Kompliziertheit
der auftretenden Integrale der iterierten Kerne als nicht gangbar;
er fithrt aber immerhin zu einer Betrachtung von Integralen der
Form

IB“GW:?}; E:‘ﬁ)]“dﬂ?dy (%=1,2’3’...).

Auch das von Kellogg (Math. Annalen 86) angegebene Ver-
fahren iterativer Konstruktion einer Eigenfunktion und des

1) Leipziger Berichte Bd. 69 (1917).

2) Comptes Rendus Bd. 162 (1916).

3) Oversikt av Finska Bd. 63 (A) Nr. 6. (1920/21).

4) Vgl. Courant, Math. Ztschr. Bd. 1 (1918), bzw. Faber, Minch.
Ber. 1924 und Krahn, Math. Ann. Bd. 94 (1925).
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zugehorigen Higenwertes fithrt auf dieselben Integrale der ite-
rierten Kerne.

In der folgenden Arbeit werden wir fiir einige Charalcteri-
stiken eines einfach zusammenhidngenden Bereiches den Zu-
sammenhang mit der Kreisabbildungsfunktion angeben und
untersuchen. Im § 1 werden wir eine Losung fiir das isoperi-
metrische Problem durchfiithren. Der dort zu gebende Beweis
erinnert in seinem Prinzip an den von A. Hurwitz!) mit Hilfe
der Fourierschen Reihe gelieferten. Im § 2 werden wir eine Be-
trachtung iiber die Inhalte der von den Niveaukurven der
Greenschen Funktion begrenzten Teilbereiche von B anstellen,
verschiedene Integrale untersuchen und sie durch die Koeffi-
zienten der Potenzreihe ausdriicken. Ferner werden wir eine
Ungleichung fiir das Integral der Greenschen Funktion, erstreckt
itber B, beweisen, die wir dann im § 4 zur Abschitzung des
ersten Eigenwertes benutzen werden. Im folgenden § 3 beschéf-
tigen wir uns mit der funktionalen Abhéngigkeit der Koeffi-
zienten a,, der abbildenden Potenzreihe vom Bildpunkte £ =£&-1-in
(Quellpunkt der Greenschen Funktion von B) des Nullpunktes
der w-Ebene. Diese Abhangigkeit wird in gewissen Rekursions-
formeln zum Ausdruck kommen, aus denen wir dann noch
einige Folgerungen ziehen. Der § 4 bringt Untersuchungen iiber
die Eigenwerte des Bereiches B, in denen Resultate des §3
benutzt werden. Insbesondere werden wir zeigen, daf} 47 i

F
untere Grenze fiir 4, also auch fiir das Spektrum der Eigen-

werte ist.

§ 1. Das isoperimetrische Problem.

Diesen Namen trigt bekanntlich die folgende Problemstel-
lung: Es ist diejenige Kurve unter allen ebenen rektifizierbaren
Jordankurven von gegebenem Umfange L, die den groliten
Flicheninhalt F einschliel3t, zu suchen. Die Losung dieses Pro-
blems ist Aquivalent mit dem Beweis der sog. isoperimetrischen
Ungleichung
(1) L*—4nF =0

und der Bestimmung derjenigen Kurve, fiir die in dieser Un-

1) Courant-Hilbert, Methoden der math. Physik.
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gleichung das Gleichheitszeichen gilt. Bekanntlich ist der Kreis
die Losung des Problems.

Hier soll diese Losung unter Benutzung der abbildenden
Potenzreihe gegeben werden. Es sei
(2) z=f(w) = 20% wt, 8, +0,%)

n=

die den Einheitskreis der w-Ebene auf den von einer Kurve mit
den genann'en Eigenschaften begrenzten Bereich B abbildende
Potenzreihe. Der Flicheninhalt F und der Umfang L dieses
Bildbereiches werden durch die Integrale

12 27
3) F=Jﬁﬂf’(9€*‘*"‘) Fodedd, L=df | (%) |do

angegeben. Wir fithren, um die Integration von [ (e?)| be-
quem ausfithren zu kénnen, die Funktion £ (w) ein, indem wir
setzen **):
)F (?ﬂ) =2 Ny - Wt = [F (w]]zl
1

(4) g
F(w)= 3 b, -w; bt =a, +=0.
=0

n
Zwischen den b, und den a, besteht diese Beziehung :
(5} n-a, = b&'bn-l 5 bl'bﬂ—i ¢ bz'bn—:s e - bur-l'bﬂ'
Es ist
27 1 £ 27
L= [|F (%) dd = 3 b,-b, [da-msdg,
0 n,m=0 L]

Beriicksichtigt man, dal

g 0 fiir 7 4= m
[ eio-ms gy — :
0 2x bir n = m,
so erhilt man
(6) L=2z. 3|b,[r%)
n=10

*) Ist ¢y = 0, so muB nach (4) und (5) auch @, = 0 sein, wenn der An-
satz (4) méglich sein soll; wir setzen dann a, -+ 0 voraus, wodurch in (12)
by durch b, und b; durch b, zu ersetzen ist.

*%) Vgl. dazu Bieberbach, Berliner Berichte 1924, S. 181f. Dort wird
die Frage nach der Konvergenz von (6) und der Existenz des zweiten
Integrals von (3) erledigt.
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Fiir den Flacheninhalt F ergibt die Integration

)
>n-m-a,-a,o"tmE.e0-mMgdodd,
=

(7) : F=a: En-[anF.
n=1

Zieht man jetzt die Schwarzsche Ungleichung

A

®) | S B rs Sla - S8
p=1 p=1 p=1

heran, und zwar in der speziellen Form
b8 7
(%) PORH -
p=—1 r=1

(das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn alle o,
gleich sind), so erhdlt man

nt|a, = |by-by_y 4 by-b, 0+ :-?
= “"[;bu'bnq |2 + Ibl'bn—zlg & R i ‘bﬂ-—-l'bﬂlzl’
wo das Gleichheitszeichen dann und nur dann gilt, wenn
(11) Boads b= bl s=ibdid, siw=d v s imm bisd bk
ist. Demnach ist

ﬂ|ﬁn‘zé E [|bﬂbn—lfz+ ‘bl'bn—ﬂis—i_' : ]:[ Elbﬂ|2]2f
1 =1 n=1

N=

oder

i

= 4nt
Damit ist die isoperimetrische Ungleichung bewiesen; es bleibt
noch die Diskussion der Moglichkeit des Gleichheitszeichens.
Notwendig und hinreichend dafiir hat sich die Beziehung (11)
erwiesen. Es mul} also

_ b iy -
bﬂ-—l-_g;'bn_g_b_ulgg-ﬁﬂ_a—-. "y

cl:da .
(12) b= (52) b by 0



sein. Die Funktion F (w) hat also diese Gestalt

E" w) = b E L l) s _ﬁ_
( ) ey (] n_ﬂ (ED‘ . Et’ - 1 F .

(13) f ) = [F )P = 5—p s

ist, 20 kann f(w) entweder nur eine ganze lineare Funktion,
wenn niamlich b; = 0 ist, oder aber nur eine linear gebrochene
Funktion von w sein, und also, da der Inhalt des Bildbereiches
endlich vorausgesetzt war, nur eine Kreisabbildung vermitteln.

Ob man den Beweis fiir die isoperimetrische Ungleichung
auf diesem Wege schon gefithrt hat, habe ich aus der Literatur
nicht ersehen konnen.

§ 2. Die Greensche Funktion und die Koeffizienten
der abbildenden Potenzreihe.

Wenn w = w(z) die zum Bereiche B gehorige Riemannsche
Abbildungsfunktion und G (x, ¥; &, ) die zur ersten Randwert-
aufgabe der Potentialtheoric gehorige Greensche Funktion des
Bereiches B ist, so besteht, wenn der Quellpunkt { =& 4 iy
bei der Abbildung durch die Funktion w(z) dem Nullpunkt
w — 0 der w-Ebene entspricht, zwischen beiden Funktionen die
bekannte Beziehung

(1) G, y; &)= —1glw@|,

Im Falle, dafi der Punkt { nicht auf den Nullpunkt w =0,
sondern auf einen Punkt w () abgebildet wird, braucht man den
Einheitskreis nur in sich selbst zu transformieren:

und
G(z,y; &)= —lg[w s O]
zu nehmen.
Aus dieser Darstellung der Greenschen Funktion lassen sich
ihre beiden Definitionseigenschaften ablesen: sie ist eine auf dem
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Rande R von B verschwindende Potentialfunktion und verhilt
- sich in B reguldr mit Ausnahme des Quellpunktes, wo sie loga-
rithmisch singular wird.

Die Bildkurven der mit dem FEinheitskreis konzentrischen
Kreise |w| = p < 1 heillen die Niveaukurven der Greenschen
Funktion des Bereiches B; auf ihnen ist

(2) Gz, y; £,)=—lgo=c,

wo ¢ eine positive Konstante ist.
Die zu w(z) gehorige Umkehrfunktion sei die Funktion

® =10 = 3 a,ur,

und zwar sei sie schon diejenige Funktion, die den Nullpunkt
w = 0 In den Aufpunkt z = { der Greenschen Funktion iiber-
fithrt: @y = £. Der Inhalt eines von der Niveaukurve (o) be-
grenzten Teilbereiches B, von B ist dann gegeben durch

02n @
(4) F{e)=éf0f [/ (0ei?) Pododd =n Z nlay g™,

Vollzieht man den Grenziibergang o — 1, so ergibt sich fiir den
Flicheninhalt des Gesamtbereiches

oo
(5} F:ﬂEniﬁniz*
n=1
Die Darstellung von F(g) gestattet uns, der Frage des Wachs-
tums des Inhaltes der Teilbereiche mit dem Radius g des ent-
sprechenden Kreises der w-Ebene nachzugehen. Zu diesem

Zwecke untersuchen wir die Funktionen ﬂg_} und if)

@ 0
sie als Funktionen von ¢ in einem rechtwinkligen Koordinaten-

system aufgetragen, so liefern sie je eine monoton wachsende,
nach unten konvexe Kurve. Es ist

; werden

F (02) F (01) F (0,) Bor) o
6 - o z — = —= fiir S .
6) 2 = @ 03 of =g
Dabei kann das Gleichheitszeichen dann und nur dann stehen,
WeNnn @, =dy =+« + =da, =---=0 ist, d.h. wenn der Bild-

bereich B ein Kreis um ¢ = a, ist.
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Die Funktion k(o) nimmt fir p =0 den Wert 0 an und

e
fiir o = 1 den Wert F. Der Inhalt des von der Kurve —Fé@ iiber
1
(0, 1)begrenzten Flachenstiickes wird durch das Integral J. F (o) dg
e

0
dargestellt und ist kleiner, hochstens gleich dem Inhalt des dber
dem Intervall (0, 1) liegenden rechtwinkligen Dreiecks (0, 1, F),
also kleiner, hochstens gleich F/2.

A

Flegs o

0

o : >0

Damit haben wir die folgende Ungleichung

1

E() s F
7) f— do<t
0
bewiesen. Das Gleichheitszeichen kann dann und nur dann
stehen, wenn B ein Kreis um den Punkt { = a, als Mittelpunkt
ist. Das in der letzten Ungleichung auftretende Integral formen

wir nun durch partielle Integration um:

1 1 1
J‘%Q-)- do = [Fle)1gel — jlg eF'le)de= *flg o F' (o) de,
0 0

lg 0 F(o) verschwindet némlich fir o =1, aber auch fiir
o = 0, denn es ist schon

limp-lgo = 0.
g—0
Nun ist aber
2x
F (o) =0f |7 (0€'?) 2o d?

12



und also

1 2=
F (o)

J'l—g—dg= - f J'lg@\f(efﬂ"'?‘) Pododd.
0 0 0

Dieses letzte Integral ist aber nun nichts anderes als das in
Polarkoordinaten der w-Ebene transformierte Integral der
Greenschen Funktion, erstreckt iiber den Gesamtbereich B.
Damit haben wir die Relation gewonnen

1
: _ (Fl
(8) lLJ‘G(w,.y,E,n)dxdy_vg L.

Und mit ihr zugleich die Abschéitzung

F
(9) f Gz, g & m)dedy < %)
B

wo das Gleichheitszeichen nur im Falle des Kreises mit § = &+
als Mittelpunkt gilt.

Die Gleichung (8) erlaubt uns, das Integral iiber die Green-
sche Funktion durch die Koeffizienten der abbildenden Potenz-
reihe auszudriicken. Es ist nach Gleichung (4)

1
F B ox.
10 ([ yie ndedy—[FLap=F Slaf
b 0 n=1

Die Funktion F(&, %) = [[G(x, y; &, g)daedy geniigh be-
kanntlich der Di_fferentia-]gleitﬁmng AF =—2 7z und verschwin-
det auf dem Rande von B. Derselben Differentialgleichung ge-
niigt aber auch die Funktion — % (&2 4 n?) = — i;] @ [2-
Schreiben wir demnach die Funktion F(£, ) in der Form

L= =]

T JT
Fen) =5 3 anl— 5ol
b/

*) Vgl. M. Miiller, Heidelberger Ber. 1929.
13



g0 stellt uns

(11) p(&,m) = 2 a,

n={)
eine in B regulire, stets positive Potentialfunktion dar, die auf
dem Rande von B die Werte

p (&) [F =47 [P

annimmt und im Innern von B stets > &2+ #? ist. Bezeichnen
wir mit R ; den Kkleinsten Abstand eines Randpunktes vom
Nullpunkt und mit R may den grobten, so gilt die Ungleichung
R2, < p(& n) < R2, . Die Funktion p(&, ) kann iibrigens
dann und nur dann in B konstant sein, wenn B ein Kreis um
¢ = 0 ist.

(9)

Wir wenden uns nun der Funktion zu und betrachten

1
das Integral ji(f! +dp . Aus der Gleichung (4) folgt nach er-

0
laubter gliedweiser Integration

1

F (0) = nla,®

12 = hy 2l

(12) Jg iz 2/ 2n —1
0 n=1

Dieses Integral formen wir ebenfalls durch partielle Integration
um. Hs ist
1

Jotta- [0 e
0

0

1l 2n

—F +ff%\f’(9€“""‘)lzeded?9-
00

I

Das auf der rechten Seite auftretende Integral ist nun aber das
in Polarkoordinaten transformierte Integral

j[emm;s.v) dady ;le d"’dE
: |w () |
B B

14



dessen Existenz leicht machweisbar ist. Damit haben wir die
 Beziehung gewonnen

1
(13) fj favibndedy = F -+ f Eég}dﬂ
B 0

oder, wie man diese auch schreiben kann,

(14) !Lf(iuéj—l)dxdy—JEF%ndg.

Den Integranden links kann man iibrigens geometrisch als
Fliche deuten, dhnlich wie es Jensen?) bei | w(z) |* getan hat.
Man erhalt so eine auf dem Rande von B aufsitzende Fliche,
die iiber dem Punkte  einen unendlich fernen Gipfel trigt.
Zur niheren Diskussion des Verlaufes dieser Fliche kann man
den Winkel «, den die Tangentialebene der Fliache mit der
z-Ebene einschlieBt, berechnen. Es ergibt sich:

Ist der Bereich B ein Kreis vom Radius R, so ist die Fliche
eine Rotationsflache, deren Meridian ein Stiick eines Hyperbel-
astes ist. In diesem Falle 1aBt sich auch das Integral (13) an-
geben:

(15) ” ot dwdy = B+ 3 (B — (8 4 )]
B

n (B — 8 )R 4
! E— 18+

+ 7

Zu dieser Gléichung kommt man leicht, wenn man zu den
Gleichungen (12) und (13) noch die Gleichung (10) vom §3
hinzunimmt.

1) Jensen, Acta Math. Bd. 36 (1912).
15



Dem letzten Integral stellen wir das Integral

jf e~ G@uiindygdy = jf w(z) | dady
: B

B

zur Seite. Transformation in Polarkoordinaten der w-Ebene
liefert bei Beriicksichtigung von Gleichung (4)

nzla |2
Gz, ¥;6 1) —
(16) jjle vt dady = 27- n} T

Zerspaltet man die Summe rechts, so ergibt sich noch:

1

J'f e~ @@ 5N dy dyﬂ Fr— j F(Q)d
B 0

(17) | oder
1

fj 1= |w)|ldedy = jF(Q)dQ

B 0

F{Q), F_(f_) haben
Y 4
wir damit in Beziehung gesetzt zu Integralen der Greenschen
Funktion und diese zugleich durch die Koeffizienten der ab-
bildenden Potenzreihe ausgedriickt.
Als weiteres Integral dieser Art betrachten wir noch

f | w (3) Izdmdy = ff e—2G(z,v;E ) d;‘cdy ]
B B

Man erhilt leicht

2 n? | a,
(18) Jf e28dzdy=mn Z n‘—|~ -
B

Die Integrale iiber die Funktionen F(g),

n=1

Spaltung der rechten Summe in 2, 7 + 1 5 0 2 n|a, |t und
1

16



125

— e 3| a, |% wo die erste Summe gleich AT ) gig&ﬂ
0 0

2
ist, die zweite den Flacheninhalt F und die letate [ | f(e!?) |2 do
: 0
darstellt, fithrt zu der Beziehung
12=

(19) JJg"J"[l —|w () Hdady -—=Jaf[!f(€""‘).2— 1) Flodedd .

Nunmehr wollen wir die schon in der Einleitung erwihnten
Integrale

Fo (&) = .gf[f?(m, y; & mdady  (m=1,2,3,...)

untersuchen. Wir werden diese Integrale ebenfalls durch die
Koeffizienten @, der abbildenden Potenzreihe ausdriicken und
diese Relationen finden:

oo
:'Z'm! |CIH_2 *)

n=1

n'm —1:

Die Funktionen F (&, 5) sind alle in B positiv und verschwinden
auf dem Rande von B. Fir sie gelten die Abschitzungen

1 F
i =t ]
m ! Fm (&, 7) = 2
. = Fn (&
Bildet man also mit diesen Funktionen die Reihe Z : mi;,-ﬁ-)-,
m=_) ;
so besitzt - diese in der Reihe F(1 4+ s+ 1+ 3i4--:) eine

Majorante; ihre absolute und gleichmiBige Konvergenz fiir alle
Punkte von B + R ist damit sichergestellt. Man darf also In-
tegration und Summation vertauschen und erhilt:

(21) t[feﬂﬁz,w; E’?ﬂdmdy 25'5'15_(‘;’_.?3} 2

m!
B n=0

Betrachten wir noch kurz die Integrale der ganzzahligen Potenzen
der Greenschen Funktion iiber den Teilbereich B 5

Fom (£ 75 0) :EU (G (=, y; & Dmdzdy.

e

*) M. Miiller, Heidelberger Ber. 1929.



In Analogie zum Falle m = 0 bilden wir auch hier die Funktion
F’“{%M—} und erstrecken ihr Integral iiber das Intervall (0, 1).
Wir erhalten ganz entsprechend

1

(22) Fpsa (6, 1) = f E-‘”—{‘f—é”ﬁ]de (m=0,1,2,...).
]

In (22) ist (8) als Spezialfall fiir m — 0 enthalten.
Die Funktionen F, (&, 7) sind Spezialfille der allgemeinen
Funktion der komplexen Variablen o - iz =&

f(s) =£I[G(w,y; ) rdedy.

Diese Funktion 148t sich durch eine Dirichletsche Reihe mit nur
positiven Koeffizienten darstellen. Es ist namlich:

12=x
ffﬂ}:dl'ﬁf (—1g o) |f (0€?) 2ododd

= 1
=2n. Y n2la,? [(—Igo)fe™"*-do.
n—=1 O

Um die rechtsstehenden Integrale, deren Existenz leicht nach-
weisbar ist, zu berechnen, transformieren wir in die Variable

z

z= —2n-lgp; p=e¢ 2n
und erhalten:

1
g BT == 1 8 o=, —_— e
ﬁr(__lg Q} 92 IdQ— (Tza&ﬂ' IE € dz = —
0

Demnach ist

Li+1) e
(23) Fgy = T ).“%1 |::—s_|f.

In (23) ist (20) als Spezialfall fiir s = m enthalten. Die Darstel-
lung der Funktion f(s) durch eine Dirichletsche Reihe gestattet
es, der Untersuchung ihres Konvergenzbereiches niaherzutreten, -
was aber hier im einzelnen nicht mehr durchgefiihrt werden soll.

18



Auf diese Weise lilt sich also jedem Bereiche B eine Di-

. richletsche Reihe mit nur positiven Koeffizienten zuordnen. Ins-

besondere entspricht dem Koebeschen Schlitzbereich, auf den
der Einheitskreis durch die Koebesche Extremalfunktion abge-
bildet wird, die Riemannsche Zetafunktion.

§ 8. Uber die Abhiingigkeit der Koeffizienten der
abbildenden Potenzreihe vom Quellpunkt der
Greenschen Funktion.

Die Formeln des § 2 machen ersichtlich, daf} die Koeffizienten
der abbildenden Potenzreihe Funktionen von & und # sind.
Diese ihre funktionale Abhéngigkeit vom Punkte { oder, was
dasselbe ist, vom Punkte 7, dem Bildpunkte des Punktes £,
soll in diesem § 3 Gegenstand der Untersuchung sein.

Die Funktion
(1) 2 =@ (w) =3 b,w

n=1
leiste die konforme Abbildung des Einheitskreises der w-Ebene
auf den Bereich B der z-Ebene, so dali dem Nullpunkte der
w-Ebene der Nullpunkt der z-Ebene entspricht. Der Bildpunkt
des Punktes w — 7 soll der Punkt z — { sein:

‘::"?J(T) A= Ebntn'
n=1

Wir fragen nun nach der Funktion
(2) z=f(w) = 3a,w,
n=0

die den Einheitskreis ebenfalls auf den Bereich B abbildet, aber
den Nullpunkt der w-Ebene in den Punkt z — { iiberfiihrt:

(3) F(0) =a,=¢.

Die Abbildung, die diese Funktion leistet, kinnen wir in zwei
Schritten vollzogen denken: Zuerst bilden wir den Einheits-
kreis durch die linear gebrochene Funktion

wtT i —t
=i — . =

) 14+7-w’ ¥ 1—1-1
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auf den Einheitskreis der #-Ebene ab; dabei wird der Null-
punkt der w-Ebene in den Punkt ¢ — 7 verlegt. Nunmehr bilden
wir den Einheitskreis der {-Ebene mittels der Funltion

(t)_g}(w+r )__ ;7 (w—l—r )n

147w l1+4+7-w

[

auf den Bereich B ab. Damit haben wir die gewiinschte Abbil-
dung geleistet. Hs besteht demnach diese Gleichung:

(6) flw;7)= ¢ (Iu-’i—+ ) oder 2{&, wn __zl’b (1_0—':_)::

Die erste Gleichung besagt, dall f(w;7) auch eine analytische
Funktion von 7 oder, wie wir auch sagen konnen, von ¢ ist:

f(w) = f(w; g).

Die zweite Gleichung enthilt die Abhiingigkeit der Koeffizien-
ten @, von v bzw. [, die durch Koeffizientenvergleich niher
untersucht werden konnte. Wir wollen hier aber fiir den all-
gemeinen Fall einen anderen Weg einschlagen: Es ist belkannt-

lich
(6) '™ (7) = ;‘:?._n@ 55 a ?]ig)ﬁﬁ' :

wo das Integral etwa iiber den Kreis |t| = p < 1, der den
Punkt 7 enthilt, zu erstrecken ist. Fiithren wir die linear ge-
brochene Transformation (4) ein, so wird

1_‘IJ2 dw; t—'czwl_lﬂz

= Uty s

g0 dal} also das obige Integral in das Integral

(1473 -w)™t
{m g i Tl sk b
e }*rF)‘m Enz(ﬁ“ ) gmtl e
zu erstrecken iiber den Kreis ‘ Bt P=pei, der den
e P
147w

Nullpunkt enthilt, iibergeht. Setzen wir in diesem Integral
20



fiir f(w) die Potenzreihenentwicklung ein, so ergibt sich

¢ Rl

: 'l}llm} {‘E} X 2: s s 1 . é n—m—1 (] + iw)m—l dw
e =1

2m
n

e P e
¥ - A=+ r—
7 2 ¥ Ll DTl -

n=0 v=

=

Nun ist aber

i_ wﬂ—m‘iﬂ‘-‘ldwt
22

0 fir n+v—m =0

1 fiirnt+v—m=0,

so daB in der Reihe rechts nur diejenigen Glieder einen Bei-
trag liefern, fiir die n 4+ » = m ist. Da zu n =0 v =m gehort

und (m ; 1) — (ist, tritt @, nicht auf. Wir gewinnen somit diese

Rekursionsformeln :

— |7 |2ym 2 — 1
{7) (l_ml_"'!'-_l_ J t;?(”’} (7) = 2 (: _T) ™mr.q.

=]

Fiir m = 1, 2, 3 lauten sie:

a(r) = (1— [z[})-¢/(7);

4y (2) + 70, (1) = ST g
(8)
ay(7) + (?) Ty (7)
70 (@) = L g )

Diese drei Gleichungen werden wir spiter noch benutzen. Aus
den Gleichungen (7) lassen sich die a,(r) rekursiv durch 7 und
die Ableitungen der Funktion g (w) in dem Punkte 7 ausdriicken.

Betrachten wir einmal den Fall, dal der Bereich B ein Kreis
um den Nullpunkt der z-Ebene mit dem Radius R ist. Dann ist

¢(w)=R-w
und also

w+T

o v

= R(w+17)- 2 (— 17w,
n=0



Es i1st demmnach
9 a,=R-z; a=R(Q1—|7[3); a, = (— 1yp-17n—1g,

oder

10) =105 a=ltly a.u,:(—lwl(f;)“_]al.

Diese Beziehungen erhidlt man natiirlich auch aus den Rekur-
sionsformeln (7). Im Falle des Kreises 148t sich also die Ab-
hangigkeit, der Koeffizienten @, vom Punkte v bzw. { explizit
angeben, so dafl man diese Abhingigkeit sehr leicht niher
untersuchen kann.

Zunichst sieht man sofort, daf alle @, verschwinden, wenn
der Punkt { auf den Rand des Kreises |z | = B oder, was
dasselbe ist, wenn der Punkt 7 auf den Rand des Einheitskreises
riickt. Die Funktion f(w) hat dann die Gestalt f(w) =a, =1,
d. h. sie leistet nicht mehr die Abbildung des Einheitskreises
auf den Kreis |z | = R.

Weiterhin wollen wir den Laplaceschen Differentialausdruck

i 9* " :
A= e -+ ot von den Absolutbetrigen der a,({) bilden. Man
findet
4
4|ay| = — R
und

n—3 n—1
4la,| =(n— 1)2—53.-___;_ — (n + 1)2.9____ -
und daraus
o0 oo 1
""'(2'“‘”‘): S dla|=2
n=1 n=1 4

Wir bilden noch den Laplaceschen Differentialausdruck fiir
| ay |*:

: . 2
A|@1|ﬂ=16%§—8-

Fiir die 4 | a, |* (n = 2, 3, .. .) ergeben sich schon wenig iiber-
sichtliche Ausdriicke.
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Wir kehren nun wieder zum allgemeinen Bereich B zuriick
und setzen zunéchst nur voraus, daf3 die abbildende Funktion

fw)=a,+aw+aw+- - -

schlicht ist. Fiir die Koeffizienten ¢, und a, einer solchen Funk-
tion gilt bekanntlich die Ungleichung?)

| =2]a].

Setzt man in diese Ungleichung die sich aus den beiden ersten
der Gleichungen (8) ergebenden Ausdriicke fiir @, und a, ein,
so gelangt man auf bekannte Weise zum Koebeschen Verzer-
rungssatz fiir die Funktion ¢(w) und ihre Ableitung. Nun be-
steht neben der obigen Ungleichung noch die andere, ebenfalls
bei Bieberbach?) sich findende Ungleichung

a5 — 00, = |a, 2.

Das Gleichheitszeichen gilt hier ebenfalls nur fiir die Koebesche
Extremalfunktion. Bildet man nun mit Hilfe der drei ersten
Gleichungen (8) den Ausdruck @} —a,.a,, so findet man

a3 —a; a3 = (1— |7}t {(‘?2_('1'})2 <= tp—l(f) _?g‘f{f}]_

Man gelangt so zu der Ungleichung

3!
== (1_ |-ri2)2'

2¢/ (7)-¢" (1) — 3¢ (7)
2¢%(7)

Der links auftretende Differentialausdruck ist der sog. Schwarz-
sche Differentialparameter [¢] fiir die Funktion ¢(z). Fiir ihn
gilt also im Falle, dafl die Funktion ¢(w) schlicht ist, die obige
Ungleichung. Wie die Funktion ¢(w) selbst, kann auch er bei
Annidherung des Punktes w an den Rand des Kinheitskreises
nur wie das Quadrat des reziproken Abstandes des Punktes w
von der Peripherie unendlich werden. Ist der Bereich B ein
Kreisbogenpolygon, so geniigt im besonderen die Funktion ¢ (w)
einer Differentialgleichung, deren linke Seite durch den Schwarz-
schen Differentialparameter dargestellt wird. Ist die durch die

1) Bieberbach, Berliner Sitzungsber. 1916, S. 940ff.



Funktion ¢(w) geleistete Abbildung schlicht, so kann demnach
die obige Ungleichung als Erginzung des Koebeschen Verzer-
rungssatzes aufgefalit werden.

Wir untersuchen noch die Frage nach dem Verhalten der
Funktionen a, (r) auf dem Rande des Einheitskreises. Fiir den
Fall, daB} der Bildbereich B ein Kreis ist, verschwinden, wie wir
schon sahen, alle a,(r) auf dem Rande. Fiir den allgemeinen
Fall wollen wir voraussetzen, dafl der Bereich B endlichen
inneren Inhalt hat. Dann existiert das Integral (10) von §2
und verschwindet auf dem Rande von B. Auf dem Rande
miissen demnach alle |a:H |* einzeln verschwinden; d. h. alle
Funktionen a,(r) verschwinden bei Anniherung des Punktes 7 an
den Kreisrand, falls die Funktion f(w;7) = a,+ a; w -+ a,w?4-- - .
den Einheitskreis auf einen Bereich von endlichem inneren Inhalt
abbildet. Aus dieser Tatsache folgt noch auf Grund der ersten
von den Gleichungen (8), dafi die Ableitung einer solchen Funk-
tion @(r) bei Anndherung des Punktes w an den Rand nur
von geringerer als erster Ordnung unendlich werden kann.

§ 4. Uber die Eigenwerte des Bereiches.

Schon in der Einleitung haben wir auf die Eigenwerte 4,
des Randwertproblemes

(1) Adu+ Au=0, 9 1B

und ihre Abhingigkeit von der Gestalt und dem Inhalt des
Bereiches B hingewiesen. Nunmehr wollen wir eine untere
Grenze, die nur vom Inhalt des Bereiches abhéngt, fiir das
Spektrum des Problemes (1) angeben. Wir gewinnen sie mit
Hilfe eines von Picard?!) angegebenen Verfahrens sukzessiver
Approximation fiir partielle Differentialgleichungen vom ellip-
tischen Typus, das wir hier fiir das zum Randwertproblem (1)
gehorige Problem mit inhomogenen Randbedingungen

(2) Au+xu =0, u|B=h(s),
wo h (s) eine stetige Funktion der Bogenlinge s auf dem Rande R

von B ist, anwenden.

1) Picard, Journ. de Math. (4) Bd. 6 (1890), S. 145f.
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Die Picardsche Methode zur Gewinnung der Losung des
Problems (2) werde hier kurz skizziert: Man geht aus von fol-
genden Gleichungen:

Au, =0,

3
[:) Auﬂ+xﬂ'n—l=0:

==y Bsnn

und bestimmt aus ihnen eine unendliche Folge von Funktionen
Uys Ug, Ug - . . derart, dall auf dem Rande

(4) u |B = h(s), %, |B =0 w=2,8...)

ist, eine Aufgabe, deren Losung nach bekannten Sitzen der
Potentialtheorie stets moglich ist. Mit diesen Funktionen bildet
man alsdann die Reihe

(5) wy (2, ) - U (@, Y) o u (2, y) e

Diese Reihe konvergiert nun gleichméflig gegen eine Funktion
u(x, y), die auf dem Rande R von B die vorgeschriebenen
Werte annimmt und der Differentialgleichung (2) geniigt, so-
lange

(6) |2|- M < 1

ist, wenn mit M der Maximalwert von ;—EJ‘J-G{:E, y: &, 1), dedy
b

bezeichnet wird. Aus dieser Ungleichung folgert man gewthnlich,
dal} dies der Fall ist, wenn der Flicheninhalt des Bereiches B
nur hinreichend klein gemacht werden kann. Wir wollen hier
jedoch den Flacheninhalt von beliebiger endlicher Grofie voraus-
setzen, dann kénnen wir aus (6) unter Beriicksichtigung der Un-
gleichung (9) von § 2 beziiglich | x| schlieBen, daB fiir

47

<
%] < 52

die Reihe (5) konvergent ist. Wir konnen also folgenden Satz
aussprechen :
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Das inhomogene Problem (2) besitzt sicherlich Losungen fiir
alle Werte des Parameters x», fiir die

: %

(1) 5

SHEt

F
Nehmen wir nun an, z falle mit dem ersten Eigenwert des
homogenen Problemes (1) zusammen; dann weill man aber aus
der Theorie der linearen partiellen Differentialgleichung vom
elliptischen Typus, dal fiir x — A, das Problem (2) keine Losung
besitzen kann!). Wir schlieflen also, dafl

47

(8) Ay > F

sein muB. Fiir das Spektrum der Eigenwerte des Problemes (1)
ist also
47 47

T‘i‘llgj-zé"'élﬂg{_?

n g ..
Die untere Grenze fiir den ersten Eigenwert ist iibrigens der

Faktor von n im asymptotischen Gesetz von Weyl-Courant:

4=

}1“;—':—?1. Der genaue Wert des ersten Eigenwertes ist

§ooni 4?" 1 ¢,(B). Dabei ist c,(B) eine positive Konstante, die

die Abhiingigkeit des ersten Eigenwertes von der Gestalt des
Bereiches ausdriickt; sie ist fiir den Kreis bekanntlich kleiner
als fiir jeden anderen Bereich vom selben Flicheninhalt.

Fiir den Einheitskreis und das Quadrat lifit sich die Un-
gleichung (8) numerisch priifen. Fir den Einheitskreis ist 4,
nimlich das Quadrat der ersten Nullstelle der Besselschen Funk-
tion nullter Ordnung J (o) und diese liegt im Punkte p, =—2,40483,

so daB also in der Tat o7 > %I:'E = 4 ist. Im Falle des Quadrates
mit der Seitenlinge a sind

2

A= (m? 4 n?) m,n=1%,23...)

atd

1) Lichtenstein, Enzyklop. d. math. Wiss. IT. Bd., 3. Teil, 2. Hilfte.
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die Eigenwerte. Auch hier ist

Dt 4dx 4dxm

a? F a*’

Wir geben noch eine Abschatzung fiir die Summe der rezi-
proken Eigenwertquadrate; fiir sie gilt die bekannte Relation
von E. Schmidt

2
{9] ‘T-j.-g:ff J‘J‘Gm(m, y,E,ﬁ}dmdydfdfq,
R

so dall also die Ungleichung besteht

(=5}

oy P2
(10) 2 15 = S
n=1
2.
Aus ihr kann man iibrigens die schwiichere Abschitzung A, %2

fiir den ersten Eigenwert gewinnen.

Die Summe der reziproken Eigenwertquadrate 1a8t sich
ebenfalls leicht in Beziehung setzen zu den Koeffizienten der
abbildenden Potenzreihe: es ist namlich

i 1 = J‘( m\aniﬂ) RS ATt 2 A4,

n=
wenn wir
(12) [[|a.pdsdn— 4,
setzen.

Die A, lassen sich fiir den allgemeinen Bereich nicht explizit
angeben ; schon beim ersten 4, st6Bt man auf Schwierigkeiten :

12
Ay — J;fu — =)l ¢ (D) pdEdy =Ufof(1—eﬂ}ﬂ.w’{eew);4ededﬂ;

dieses Integral ist allgemein nicht auswertbar.
Wéhlt man aber als Bereich B einen Kreis oder ein Quadrat,
so lassen sich fiir jenen die A4, einzeln ausrechnen und fiir dieses
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laBt sich eine Abschitzung des ersten 4, angeben. Wenn B
ein Kreis ist, so gelten die Gleichungen (10) von § 3 und die 4,
berechnen sich leicht zu:

1 2 1 27 RA
(13) = d il [n o ﬂ"ﬂ EICE )
(n=1,2:8 dap

Die Kenntnis der 4, und der Eigenwerte A, fiir den Kreis
gestattet uns, eine interessante Beziehung iiber die Nullstellen
der Besselschen Funktionen abzuleiten:

Bekanntlich sind die Besselschen Funktionen die Eigen-
funktionen des Problemes (1) fiir den Kreis, und die Quadrate
ihrer séimtlichen Nullstellen sind die Eigenwerte fiir den Ein-
heitskreis; bezeichnen wir die Nullstellen der nten Besselschen
Funktion J,(g) mit £, ,(n =0,1,2,...), (m=1,2,3...)
und beriicksichtigen wir, dafi auch die negativen Wurzeln die-
selben Eigenwerte liefern, so ist

o o o0 fns]
2-1 1 Zy E 1 T 2‘7 A
il —— 2 = — - S =
n—1 ﬂ_ﬁ m=1 n=0 k:‘*“ 2:.-z=l o

Unter Benutzung von Gleichung (13) fiir B = 1 erhilt man:

9 -t a¥ ofila a8l _._1___]
gﬂ%@;—? ZL'; nn £ 1) @+ 2)

n=1
7® | 2 3}
und also
1 72 [ n? 5
(14) Diodin o oI (___ i )
., 1 k:h“ 8 3 2

Die rechte Seite hat, wenn = = 3,1416 genommen wird, den
Wert 0,974. Dieses Resultat steht mit der Ungleichung (10) in
Einklang.

Ist der Bereich B ein Quadrat, so liBt sich 4, mit Hilfe
des elliptischen Integrals, das die Abbildung des H-Kreises auf
das Quadrat leistet, leicht zwischen 2 Grenzen einklemmen.
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Lebenslauf.

Am 15.Mai 1907 wurde ich, Wilhelm Kraus, in Lich
(Hessen) als Sohn des Kaufmanns Wilhelm Kraus geboren.
Ieh besuchte das Realgymnasium in Gieflen und bestand dort
Ostern 1926 die Reifepriiffung. Darauf studierte ich Mathematik
und Physik an den Universititen Giefien, Gottingen und Berlin.
Im Sommersemester 1930 bestand ich in Gieflen das Staats-
examen fiir das hohere Lehramt und bin seit Herbst 1930 im
Vorbereitungsdienst fiir das hohere Lehramt an der Oberreal-
schule in Giellen.

In Gottingen horte ich Vorlesungen und Ubungen bei den
Herren Professoren: Bernays, Grandjot, Courant, Hil-
bert, Herglotz, Prandtl, van der Waerden;

in Berlin bei den Herren Professoren: Hammerstein,
Henning, Hopf, von Laue, Planck, Sehmidt, Schro-
dinger, Schur.

Meine akademischen Lehrer in Gieflen waren die Herren
Professoren: Cermak, Engel, Falckenberg, Geppert,
Jaffé, Konig, Schlesinger. Thnen allen bin ich zu grofiem
Danke verpflichtet. Die vorliegende Arbeit wurde von Herrn
Professor Dr. Geppert angeregt. Ihm dafiir wie fiir die For-
derung, die ich in meinem Studium durch ihn erfahren habe,
meinen verbindlichsten Dank sagen zu konnen, ist mir eine
angenchme Pflicht.



