
Integraalilaskenta, verkkomateriaali
Matematiikan perusopinnot

5. Integrointi
5.5 Analyysin peruslause
5.5.2 Analyysin peruslause, todistus

Todistus. 1) Derivaatan määritelmän avulla:

lim
h→0+

F (x+ h)− F (x)

h
= lim

h→0+

1

h
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f(t)dt−
∫ x

a

f(t)dt

)
= lim

h→0+

1

h

(∫ a

x

f(t)dt+

∫ x+h

a

f(t)dt

)
= lim

h→0+
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∫ x+h
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f(t)dt

(∗)
= lim

h→0+

1

h
f(c)(x+ h− x)

= lim
h→0+

f(c),

jollakin c ∈ [x, x + h]. Kohdassa (∗) käytettiin integraalilaskennan vä-
liarvolausetta. Siis

x ≤ c ≤ x+ h.

Kun h→ 0+, niin kuristusperiaatteen nojalla c→ x. Siis

lim
h→0+

f(c) = lim
c→x+

f(c) = f(x),

koska f on jatkuva pisteessä x. Vastaavasti

lim
h→0−

F (x+ h)− F (x)

h
= f(x).

Siis

lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h
on olemassa, eli F on derivoituva, ja F ′(x) = f(x).

2) Jos G′(x) = f(x), niin F (x) = G(x) + C. Siis∫ x

a

f(t)dt = F (x) = G(x) + C.

1



2

Kun x = a, niin

G(a) + C =

∫ a

a

f(t)dt = 0,

joten C = −G(a). Valitaan x = b, jolloin∫ b

a

f(t)dt = G(b) + C = G(b)−G(a).

�.
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