
Integraalilaskenta, verkkomateriaali
Matematiikan perusopinnot

5. Integrointi
5.6 Integrointi sijoittamalla
5.6.5 Sinien ja kosinien tulot

Geometrialla voidaan osoittaa
sin(x+ y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y).

Koska cos(−y) = cos(y) ja sin(−y) = − sin(y), niin
sin(x− y) = sin(x) cos(y)− cos(x) sin(y).

Laskemalla kaavat puolittain yhteen saadaan
sin(x+ y) + sin(x− y) = 2 sin(x) cos(y)

eli

(1) sin(x) cos(y) =
sin(x− y)

2
+

sin(x+ y)

2
.

Tästä yhtälöstä voidaan johtaa kaavat kosinien tulolle ja sinin tulolle
esimerkiksi derivoimalla. Derivoimalla muuttujan x suhteen saadaan

(2) cos(x) cos(y) =
cos(x− y)

2
+

cos(x+ y)

2
.

Toisaalta, derivoimalla muuttujan y suhteen, ja kertomalla puolittain
luvulla −1, saadaan

(3) sin(x) sin(y) =
cos(x− y)

2
− cos(x+ y)

2
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