
Integraalilaskenta, verkkomateriaali
Matematiikan perusopinnot

6. Integrointitekniikoita
6.2 Rationaalifunktion integroiminen
6.2.1 Integroinnin vaiheet

Rationaalifunktio on muotoa

R(x) =
P (x)

Q(x)
,

missä P ja Q ovat polynomeja.
R1-jaetaan) (helppo) Jos deg(P ) ≥ deg(Q), niin suoritetaan polyno-
mien jakolasku (jakoyhtälöllä tai jakokulmassa) ja saadaan

R(x) = P1(x) +
P2(x)

Q(x)
,

missä P1 ja P2 ovat polynomeja ja deg(P1) < deg(Q).
R2-hajotetaan) (joskus haastava) Etsitään polynomin Q nollakohdat
ja jaetaan

P2(x)

Q(x)

osiin (tehdään osamurtokehitelmä) esimerkiksi
1

x2 − x
=

1

x(x− 1)︸ ︷︷ ︸
“murtolauseke”

=
1

x− 1
+ (−1)1

x︸ ︷︷ ︸
“2kpl osamurtoja”

R3-integroidaan) (helppo) Käytetään joka osamurtoon erikseen kaa-
vaa ∫

g′(x)

g(x)
dx = ln |g(x)|+ C,

esimerkiksi ∫
1

x− 1
= ln |x− 1|+ C.
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