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Matematiikan perusopinnot

7. Integroinnin sovelluksia
7.1 Siivuttaminen ja pyörähdyskappaleet
7.1.2 Pyörähdyskappaleen tilavuus

Olkoon R käyrän y = f(x) ja x-akselin väliin jäävä alue välillä [a, b].
Alue R pyörähtää x-akselin ympäri, jolloin muodostuu kolmiulotteinen
kappale.

Kohdassa x ∈ [a, b] poikkileikkauksen pinta-ala on

A(x) = π|f(x)|2 = πf(x)2.

Pyörähdyskappaleen tilavuus on siis siivutusmenetelmän perusteella

V = π

∫ b

a

f(x)2dx.

Esimerkki. Lasketaan r-säteisen pallon tilavuus. Pallo muodostuu,
kun käyrän y =

√
r2 − x2 (määritelty välillä [−r, r]) ja x-akselin rajaa-

ma alue pyörähtää x-akselin ympäri. Saadaan

V = π

∫ r

−r

√
r2 − x2

2
dx

= π

∫ r

−r

(r2 − x2)dx

= 2π

∫ r

0

(r2 − x2)dx

= 2π

[
rx2 − x3

3

]r
x=0

=
4πr3

3
.
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