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7. Integroinnin sovelluksia
7.1 Tilavuus siivuttamalla ja pyörähdyskappaleet
7.1.5 Toruksen tilavuus

Esimerkki. Lasketaan ympyrätoruksen tilavuus. (Vertaa kirjan sivuun
397.)

Torus muodostuu, kun ympyrä x2+(y−b)2 = a2 pyörähtää x-akselin
ympäri. Ympyrän yläosa on

y = b+
√
a2 − x2.

Ympyrän alaosa on
y = b−

√
a2 − x2.

Ylemmän puoliympyrän pyörähdyskappaleen tilavuus

V1 = π

∫ a

−a

(b+
√
a2 − x2)2dx

π

∫ a

−a

(b2 + 2b
√
a2 − x2 + a2 − x2)dx.

Alemman puoliympyrän pyörähdyskappaleen tilavuus

V2 = π

∫ a

−a

(b+
√
a2 − x2)2dx

π

∫ a

−a

(b2 − 2b
√
a2 − x2 + a2 − x2)dx.

Toruksen tilavuus on

V = V1 − V2 = π · 4b
∫ a

−a

√
a2 − x2dx︸ ︷︷ ︸

a-säteisen puoliympyrän ala

= 4πb · πa
2

2

= 2π2a2b.
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