
Integraalilaskenta, verkkomateriaali
Matematiikan perusopinnot

7. Integroinnin sovelluksia
7.3 Käyrän pituus ja pinnan ala
7.3.2 Kartion pinnan ala

Tarkastellaan ympyräkartiota, jonka pohjan säde on r ja vaipan le-
veys pohjalta kärkeen on s. Leikkaamalla kartio auki nähdään, että
vaippa on ympyräsektori. Olkoon keskuskulma θ. Vaipan ala

A =
θ

2π
· πs2 = s2

2
· θ = s2

2

2πr

s
= πrs.

Jos kartio leikataan ohuiksi kolmiomaisiksi suikaleiksi aloittaen kartion
kärjestä, väite on ilmeinen.

Tarkastellaan katkaistua kartiota, jossa pohjan säde on r2 ja huipun
säde on r1, sekä vaipan korkeus on s. Alaksi saadaan

πr2(s1 + s)− πr1s1 = π((r2 − r1)s1 + r2s).

Yhdenmuotoisuuden perusteella
s1

s1 + s2
=
r1
r2
,

joten
(r2 − r1) = r1s.

Katkaistun kartion vaipan alaksi saadaan

A = π(r1s+ r2s) = 2πrs,

missä

r =
1

2
(r1 + r2).

Jos r1 = r ja r2 = 0, saadaan kartion vaipan ala. Jos r1 = r2 = 2,
saadaan lieriön vaipan ala.

Tehtävä. Leikkaa kuutio kolmeksi kartioksi. Mikä on kartioiden vaip-
pojen alojen kokonaissumma (pohjat mukaan lukien)?
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