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Matematiikan perusopinnot

7. Integroinnin sovelluksia
7.3 Käyrän pituus ja pinnan ala
7.3.3 Pyörähdyskappaleen pinnan ala

Pyöräytetään kuvaajaa y = f(x) x-akselin ympäri välillä [a, b]. Välin
jako Pn = {x0, x1, . . . , xn}. Välillä [xi−1, xi] vaipan ala on likimäärin
katkaistun kartion vaipan ala

2πrisi,

missä ri ≈ |f(xi)| ja si ≈
√

1 + f ′(xi)2∆xi, ∆xi = xi − xi−1. Siis koko
pyörähdyskappaleen pinnan ala on

A ≈ 2π
n∑

i=1

|f(xi)|
√

1 + f ′(xi)2∆xi.

Kun n→∞ siten, että max ∆xi → 0, saadaan

A = 2π

∫ b

a

|f(x)|
√

1 + f ′(x)2dx.

Esimerkki. Lasketaan r-säteisen pallon pinta-ala. Pallo muodostuu,
kun käyrä y =

√
r2 − x2 pyörähtää x-akselin ympäri välillä [−r, r].

Merkitään

f(x) =
√
r2 − x2, jolloin f ′(x) = − x√

r2 − x2
.
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Pinta-ala on

A = 2π

∫ r

−r
|f(x)|

√
1 + f ′(x)2dx

= 4π

∫ r

0

√
r2 − x2

√
1 +

x2

r2 − x2
dx

= 4π

∫ r

0

√
r2 − x2 + x2dx

= 4π

∫ r

0

rdx

= 4πr2.

Esimerkki. Aiemmin johdettiin s-säteisen pallon pinta-alalle kaava
4πs2.

Jaetaan r-säteinen pallo pallokuoriin. Tällöin ri-säteisen ∆ri-paksuisen
pallokuoren tilavuus on

Vi ≈ 4πr2i ∆ri.

Siis

V =
n∑

i=1

Vi ≈ 4π
n∑

i=1

r2i ∆ri.

Kun n→∞ siten, että max ∆ri → 0, niin saadaan

V = 4π

∫ r

0

s2ds = 4π

[
s3

3

]r
s=0

.
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