
Integraalilaskenta, verkkomateriaali
Matematiikan perusopinnot

7. Integroinnin sovelluksia
7.4 Massakeskipiste
7.4.3 Pappuksen lause

Olkoon R tasoalue ja suora L samassa tasossa niin, että R ja L eivät
leikkaa. Kun alue R pyörähtää suoran L suhteen, syntyy pyörähdys-
kappale (tai osa sellaisesta). Tällöin

(a) Pyörähdyskappaleen tilavuudelle saadaan

V = 2πr̄A.

(b) Pyörähdyskappaleen pinta-alalle saadaan

S = 2πr̄s.

Kaavoissa r̄ on massakeskipisteen etäisyys suorasta L; A on alueen
R pinta-ala ja s on alueen R reunan pituus.

Esimerkki. Puoliympyrä, jota rajaa y(x) =
√
r2 − x2 pyörähtää x-

akselin ympäri täyden kierroksen, jolloin syntyy pallo. Aiemmin las-
kettiin, että painopiste on (0, 4r/3π).

(a) Tilavuudelle saadaan

V = 2π · 4r

3π
· πr

2

2

(b) Pallon pinta-alalle saadaan

S = 2πr̄ · πr = 2π2rr̄ = 4πr2.

Siis

r̄ =
4πr2

2π2r
=

2

π
r ≈ 0.637r.

Kuvan perusteella vastaus tuntuu järkevältä.

Tehtävä. Laske toruksen tilavuus ja pinta-ala Pappuksen lauseen avul-
la.
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