
Integraalilaskenta, verkkomateriaali
Matematiikan perusopinnot

7. Integroinnin sovelluksia
7.9 1-kertaluvun differentiaaliyhtälöt
7.9.3 Lineaarinen differentiaaliyhtälö

1. kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtälö on muotoa (kirja s. 450)

y′ + p(x)y = q(x),

missä p ja q ovat jatkuvia funktioita. Jos q(x) = 0, saadaan homogee-
ninen yhtälö

y′ + p(x)y = 0.

Ratkaistaan ensin (1)
Se ratkaistaan kirjoittamalla y′ = dy/dx, jolloin

dy

dx
= f(x)g(y)⇐⇒ dy

g(y)

separointi
= f(x)dx.

Tämä yhtälö voidaan integroida puolittain∫
1

g(y)
dy =

∫
f(x)dx.

Vastaus sievenee, mikäli 1/g(y) ja f(x) osataan integroida analyytti-
sesti.

Esimerkki. Ratkaise
y′ =

x

y

Ratkaisu. Separoidaan
dy

dx
=

x

y
muotoon

ydy = xdx,

josta integroimalla puolittain saadaan
1

2
y2 =

1

2
x2 + C1,

1



2

eli
y2 − x2 = C,

missä C = 2C1

Esimerkki. Ratkaise alkuarvo-ongelma
y′ = x2y3, y(1) = 3.

Ratkaisu. Huomataan, että y = 0 on DY:n y′ = x2y3 ratkaisu, mutta
se ei toteuta alkuarvoehtoa y(1) = 3. Kun y 6= 0, saadaan yhtälöstä

dy

dx
= x2y3

separoimalla ∫
1

y3
dy =

∫
x2dx.

Siis
− 1

2y2
=

1

3
x3 + C1

eli
1

y2
= −2

3
x3 + C.

(Tämä on implisiittinen muoto.) Ehdosta y(1) = 3 saadaan
1

32
= −2

3
x3 + C, C =

7

9
.

Ratkaisu on
1

y2
= −2

3
x3 +

7

9
,

1

y2
=
−6x3 + 7

9
,

eli
y =

3√
7− 6x3

(eksplisiittinen muoto)
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