Introduction to univalent functions
Spring 2015
Exercise 7, week 8

1. Let f be a locally univalent analytic function in ID such that

1
14+2\2 B
f'(2)=( )e%“, CeT, C>0, zeD.

1—2

Show that

(1—]z)<1+C(1—|2]), z€D,

‘f”(Z)
f'(z)

but f is not univalent if C' > 0 is sufficiently large.

2. Let 7 € (0,7) and

4% 1 COSNT —
plz)=14+—- ) ———2", 2¢€D.
2 7

Show that R(p(e?)) = 2rr=2(r — |0]) if |#] < 7 and R(p(e®?)) = 0 if
T <16 <.

3. (Schwarz 1955) Let A be an analytic function in I and consider the dif-
ferential equation f”+ Af = 0 in . Show that the following conditions
are equivalent:

(1) supA(2)I(1 - [2])? < oo;

zeD

(ii) there exists p € (0,1) such that
inf ; >
inf pon (25 2k) 2 p
for the zero-sequence {24} of each solution f.

Hint: Nehari and Kraus. o g»

4. (Chuaqui et. al. 2013) Let A be t}&i/re. Then the Euclidean distance
between all distinct zeros z and w’every non-trivial (entire) solution f
of f"+ Af = 0 is uniformly bounded away from zero if and only if A
is constant.

Hint: Kraus.

5. (Yamashita 1977) A locally univalent analytic function f in D is called
uniformly locally univalent, if there exists p > 0 such that f is univa-
lent in each pseudohyperbolic disc of radius p. Show that the following
conditions are equivalent for each locally univalent functions f in ID:

(1) f is uniformly locally univalent;

(i) sup
z€D

PO 1 oty < oo
PE - 1) < oo



(ifi) sup[Sy(2)[ (1 = |2*)* < oo;
z€D
(iv) There exist p > 0 and an univalent function A in I such that

W= (1)

Hint: You may use Becker’s univalence criteria which says that if an
analytic function f in I satisfies |zf"(2)/f(2)|(1 — |2?) < 1 for all
z € D, then f is univalent in ID.
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Usean muuttujan differentiaalilaskenta (9 op)
Kevit 2015
Ohjattu harjoitus 10 (viikko 12)

Yhden muuttujan funktion f derivaatta pisteessd = a on

T—a r—a

Jos z = a, niin f'(a) = (f(z) — f(a))/(z — a). Funktion f arvoja f(z) voidaan siis
approksimoida kun x on ldhelld pistettd a:

fz) = L(z) = f(a) + f'(a)(z — a).

Téssé funktiota L(x) kutsutaan funktion f(x) linearisoinniksi, ja sen kuvaaja y =
L(z) on funktion f(x) tangenttisuora pisteessd = = a. Vastaavasti kahden muuttujan
funktion f(z,y) linearisointi pisteessd (a,b) on

f(x,y) ~ L(:E,y) = f(a) b) + fl(a’b)(x - a) + f2(a"b)(y - b)

Kuvaaja z = L(z,y) on funktion f(z,y) tangenttitaso pisteessd (a,b).

Tan ?l“m at {x,y.1(x.y))

f(a) + " (a)(x—a)
% A f(x)

D

Tehtavat:
1. Muodosta funktion f(x,y) = (v/z + /y)* linearisointi pisteessé (a, b).

2. Laske likiarvo luvulle (v/15 + \/@)2 kiyttdmalla lineaarista approksimointia.
Tarkista laskimen avulla kuinka ldhelld saamasi likiarvo on todellista arvoa.
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Usean muuttujan differentiaalilaskenta (9 op)
Kevit 2015
Ohjattu harjoitus 10 (viikko 12)

Yhden muuttujan funktion f derivaatta pisteessd « = a on

f’(a) = lim I(‘x) — f(a’)

r—a T —a

Jos z = a, niin f'(a) ~ (f(z) — f(a))/(z — a). Funktion f arvoja f(x) voidaan siis
approksimoida kun x on lihelld pistettd a:

f(z) = L(z) = f(a) + ['(a)(z — a).

Téassi funktiota L(x) kutsutaan funktion f(x) linearisoinniksi, ja sen kuvaaja y =
L(z) on funktion f(z) tangenttisuora pisteessa x = a. Vastaavasti kahden muuttujan
funktion f(z,y) linearisointi pisteessd (a,b) on

f(z,y) ~ L(z,y) = f(a,b) + f1(a,b)(z — a) + fa(a, b)(y — b).

Kuvaaja z = L(z,y) on funktion f(xz,y) tangenttitaso pisteessi (a,b).

Tan plane at (x.y.f(X.y})

f(a) + ’(a)(x—a)

D

a X

Tehtavit:
1. Muodosta funktion f(z,y) = (v/z + ,/¥)* linearisointi pisteessi (a,b).

2. Laske likiarvo luvulle (v/15 + v/99)? kiiyttamalla lineaarista approksimointia.
Tarkista laskimen avulla kuinka ldhelld saamasi likiarvo on todellista arvoa.
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Usean muuttujan differentiaalilaskenta (9 op)
Kevit 2015
Ohjattu harjoitus 10 (viikko 12)

Yhden muuttujan funktion f derivaatta pisteessd z = a on

fa) — 1 1O =@

T—a €r—1a

Jos z =~ a, niin f'(a) = (f(z) — f(a))/(z — a). Funktion f arvoja f(z) voidaan siis
approksimoida kun z on lihelld pistetta a:

f(@) = L(z) = f(a) + f(a)(z — a).

Téssd funktiota L(z) kutsutaan funktion f(z) linearisoinniksi, ja sen kuvaaja y =
L(z) on funktion f(x) tangenttisuora pisteessé = a. Vastaavasti kahden muuttujan
funktion f(z,y) linearisointi pisteessé (a,b) on

fz,y) ~ L(z,y) = f(a,b) + f1(a,b)(z — a) + fa(a,b)(y — b).

Kuvaaja z = L(z,y) on funktion f(x,y) tangenttitaso pisteessi (a,b).

Tan planc at (x.y,{(x.y))
o

fl@) +f(a)x-2)
..// T (%) Linear apprq;
/ f(x+h,y

B Gty )

Tehtavit:
1. Muodosta funktion f(z,y) = (v + ,/y)® linearisointi pisteessi (a,b).

2. Laske likiarvo luvulle (\/ﬁ + \/@)2 kdayttdmalla lineaarista approksimointia.
Tarkista laskimen avulla kuinka lahelld saamasi likiarvo on todellista arvoa.
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Usean muuttujan differentiaalilaskenta (9 op)
Kevit 2015
Ohjattu harjoitus 10 (viikko 12)

Yhden muuttujan funktion f derivaatta pisteessd x = a on

#/(a) = lim M

T—a T—a

Jos z =~ a, niin f'(a) = (f(z) — f(a))/(z — a). Funktion f arvoja f(x) voidaan siis
approksimoida kun x on lahelld pistetta a:

f(z) ~ L(z) = f(a) + f'(a)(z — a).

Téssé funktiota L(z) kutsutaan funktion f(z) linearisoinniksi, ja sen kuvaaja y =
L(z) on funktion f(x) tangenttisuora pisteessd z = a. Vastaavasti kahden muuttujan
funktion f(z,y) linearisointi pisteessd (a,b) on

f(may) = L('T>y) = f(a’ b) 1 fl(aab)(x - a’) + f2(a‘a b)(y - b)
Kuvaaja z = L(z,y) on funktion f(z,y) tangenttitaso pisteessd (a,b).

Tan plane at (x,y.f(x.y))

f(a) + " (a)(x—a)

/ - :.'I.:‘I:.
- ~_f(x) N
s / l f(x+h,y+k) ! :
/ X : 1
. N . S ! Graph of f -
t '
// a X o e ! ' x.5)
(x+h.y+k) g
Tehtavat:

1. Muodosta funktion f(z,y) = (v + /y)? linearisointi pisteessi (a,b).

2. Laske likiarvo luvulle (\/ﬁ +1/99)? kilyttamalld lincaarista approksimointia.
Tarkista laskimen avulla kuinka ldhella saamasi likiarvo on todellista arvoa.
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Usean muuttujan differentiaalilaskenta (9 op)
Kevit 2015
Ohjattu harjoitus 11 (viikko 14)

Luennolla méadriteltiin kahden muuttujan funktion f(z,y) gradienttivektori

Vi(e,y) = filz,y)i+ folz,y)j-

Kolmen muuttujan funktion f(z,y,z) gradienttivektori on puolestaan

Vf(x,y,Z) = fl(xayaz)i+ f2(xay7z)j + fg(x,y,z)k.

Jos f on n muuttujan z,,...,x, funktio, niin gradientti méaritellddn yksikkovekto-
reiden ey, ..., e, avulla seuraavasti:
of af
Vf=+—e1+ -+ ——ep.
f 61‘1 ! axn "

Jos f(xz,y) on differentioituva pisteessa (a,b) ja jos V f(a,b) # 0, niin luennolla osoi-
tettiin pistetulon avulla, ettd gradientti V f(a, b) osoittaa pisteen (a,b) kautta kulke-
van tasa-arvokiyrin normaalin suuntaan. Kolmen muuttujan tapauksessa funktion
f(z,y, z) tulee olla differentioituva pisteessi (a,b,c), sekd V f(a,b,c) # 0. Pistetu-
lon avulla voidaan osoittaa, ettd gradientti V f(a,b,c) osoittaa ns. tasa-arvopinnan
normaalin suuntaan.

Tehtavit:
1. Laske Vf(z,y,2) ja Vf(1,-1,2), kun f(z,y,2) = 2% + > + 22
2. Miirad gradienttia kiyttien pallopinnan z2+v%4 22 = 6 tangenttitason yhtilo
pisteessd (1,—1,2).

Opastus: Tehtédvissa 1 annetun funktion f tasa-arvopinta f(z,y, z) = 6 kulkee
pisteen (1, —1,2) kautta. Voit olettaa tunnetuksi, ettd polynomifunktiot ovat
kaikkialla differentioituvia.
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