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1. Tausta

Useat matematiikan ongelmat pelkistyvit lopulta tilanteeseen, jossa tulee ratkaista komplek-
silukujen joukossa yhtdlo f(z) = 0. Yleisessd tapauksessa tdmé helpolta nayttdva ongelma on
osoittautunut erittiin vaikeaksi késitelld. Esimerkiksi, vuonna 1799 Gaussin todistaman algebran
peruslauseen nojalla kompleksikertoimisella polynomiyhtdlolli on asteensa verran juuria — mo-
nikerrat laskien. Kuitenkin, jo mielivaltaisen viidennen asteen polynomiyhtilon tapauksessa juu-
ria ei osata eksplisiittisesti kirjoittaa polynomin kertoimien avulla, kuten Abel osoitti vuonna
1824.

1.1. Bergmanin avaruuden nollakohdat

Riemannin kuvauslauseen nojalla jokainen yhdestiyhtendinen kompleksitason aito osajoukko on
konformisesti ekvivalentti kompleksitason yksikkokiekon ID kanssa. Néin ollen on jarkevad rajoit-
tua tutkimaan yksikkokiekon analyyttisia funktioita, joiden joukolle kiytetaan merkintdd H (D).

Joidenkin funktioavaruuksien tapauksessa siihen kuuluvien funktioiden nollakohtien karak-
terisaatio on tunnettu. Esimerkiksi Hardy-avaruuden
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jokaisen funktion f € HP nollakohdat {z,} toteuttavat Blaschke-ehdon
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Témén lisiksi, jokainen ehdon (1.1) toteuttava pistejono {z,} C D on erdéin Hardy-avaruuteen
HP kuuluvan funktion nollajono — erityisesti funktioksi voidaan valita pistejonoon {z,} liittyvi
Blaschke-tulo.

Painotettu Bergmanin avaruus AL, missi 0 < p < oo, koostuu niisté funktioista f € H(D),
joille
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Téssd w on positiivinen integroituva painofunktio. Yksinkertaisimmassa tilanteessa w = 1, jol-
loin saadaan klassinen Bergmanin avaruus AP. Edes téssd tapauksessa avaruuteen kuuluvien



funktioiden nollakohtia ei ole pystytty karakterisoimaan tdydellisesti. Yleisesti tiedetdin, ettéd
funktion f € AP nollajono {z,} toteuttaa ehdon
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kaikilla € > 0 (|3, s. 98], [4]). Ehdon (1.2) yleistys, joka liittyy tapaukseen AL, 16ytyy lih-
teesté [16, Theorem 3.14|. Liséksi on olemassa Bergmanin avaruuden funktioita, joiden nollajo-
not eiviat toteuta Blaschke-ehtoa. N&in ollen on perusteltua sanoa, ettd Bergmanin avaruuden
funktiot toteuttavat melkein Blaschke-ehdon. Toisaalta, Bergmanin avaruuden funktioiden nol-
lakohtia ei voida karakterisoida radiaalisella ehdolla, koska nollakohtien sijaitessa esimerkiksi
positiivisella reaaliakselilla on nollakohtien toteutettava Blaschke-ehto (|3, Theorem 13, s.116],
[19]). Bergmanin avaruuden nollakohtien tdydellinen karakterisaatio on osoittautunut hankalak-
si ja mielenkiintoiseksi ongelmaksi, ja se on saanut osakseen mittavaa kansainvilistd huomiota.
Bergman-tyyppisid avaruuksia ovat tutkineet esimerkiksi Horowitz [9, 10, 11, 12|, Korenblum [14]
ja Seip [17, 18].

Tohtorikoulutettava tutustui pro gradu -tutkielmassaan [13] Bergmanin avaruuden ominai-
suuksiin. Tutkielmassa késiteltiin tuloksia [16, Lemma 6.3, Theorem 3.5, Proposition 3.16 ja
Lemma 3.17].

1.2. Kompleksiset differentiaaliyhtilot

Kompleksialueen differentiaaliyhtilot ovat muodostuneet viimeisten vuosikymmenien aikana laa-
jan kansainvélisen tutkimusyhteistyon kohteeksi. Teorian nykytilanteen valossa lineaariset diffe-
rentiaaliyhtalot
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ovat jo verrattain hyvin tunnettuja objekteja, kun kertoimet ag_1(2),...,a1(2),ap(z) ovat ana-
lyyttisia funktioita. Tiedetddn, ettd kertoimien kasvu on yhteydessd ratkaisujen kasvuun, ja
kidntden |2, 5, 6, 7, 15, 20]. Toisaalta ratkaisufunktioiden nollakohtien lukuméaara voidaan myos
liitté4a kertoimien kasvuun [8]. Viimeaikaisten tulosten nojalla kompleksisen differentiaaliyhtalon

f"+a(z)f =0 (1.3)

ratkaisujen nollakohtien minimaalinen separaatio méédrdytyy analyyttisen kertoimen a(z) mak-
simaalisen kasvun mukaan, ja kidntden [1]. Ndin ollen voidaan sanoa, ettd yhtélon (1.3) tapauk-
sessa kertoimen kasvu, ratkaisujen kasvu, ratkaisujen nollakohtien lukumééara ja ratkaisujen nol-
lakohtien minimaalinen separaatio liittyvét ldheisesti toisiinsa.

2. Tavoitteet

Jatko-opintojen tavoitteena on tutustuttaa tohtorikoulutettava Bergmanin avaruuteen liittyviin
seikkoihin ja luoda hénelle vahva tietopohja tulevaa tutkijanuraa ajatellen. Tamé tarkoittaa mo-
nien yksikkdkiekon analyyttisten funktioavaruuksien tutkimista ja niiden kytkemisté yksikkokie-
kon differentiaaliyhtdl6ihin. Tohtorikoulutettavan tarkoituksena on tutkia Bergmanin avaruuden
nollakohtien karakterisaatio-ongelmaa kiyttdmalld hyviksi jo olemassaolevaa differentiaaliyhté-
l16iden teoriaa.

Yksikkokiekon differentiaaliyhtéldiden oskillaatioteoria antaa monipuoliset tydkalut nolla-
kohtien tutkimiseen. N&illd menetelmilld tohtorikoulutettava tutkii ratkaisufunktioden nolla-
kohtia tarkastelemalla niiden lukumaéraé, separaatiota ja tiheytta. Eréds konkreettinen ongelma



on esimerkiksi tutkia differentiaaliyhtélon (1.3) kertoimen nollakohtien vaikutusta ratkaisufunk-
tioihin. T4t4 ongelmaa ei ole kisitelty vield kirjallisuudessa. Tutkimuksen edetessd sen paiapaino
siirretddn yleisten analyyttisten funktioiden nollakohtien tutkimiseen, jossa differentiaaliyhté-
16t esiintyvét ldhinnd apuvilineen roolissa. Nollakohtien tutkimuksessa tarkastellaan erityises-
ti nollakohtien geometrisen jakauman merkitystd niin differentiaaliyhtiléiden kuin Bergmanin
avaruuden funktioiden tapauksessa.

3. Toteutus

3.1. Aikataulu

Tohtorikoulutettava valmistui filosofian maisteriksi 20. syyskuuta 2013. Jatko-opinnot on tar-
koitus aloittaa lokakuussa 2013. Jatko-opinnot koostuvat kursseista ja tutkimussuunnitelman
aihepiiriin kuuluvista tieteellisistd artikkeleista. Tohtorikoulutettava on jo suorittanut jatko-
opintoihin kuuluvia kursseja. Jatko-opinnot, mukaanlukien viitoskirjatyo, on tarkoitus saada
valmiiksi neljassé vuodessa.

3.2. Rahoitus

Aikavililld 1.10. — 31.12.2013 rahoitus tulee 15hteesté Strateginen rahoitus/Jouni Rattys 930349.
Téamén jalkeen, 1.1.2014 alkaen, jatko-opinnot ja niihin liittyvit matkat pyritdin rahoittamaan
suomalaisten sdatididen apurahojen avulla. Tohtorikoulutettava hakee muun muassa Viisdlan
rahaston apurahaa syksyn 2013 haussa.

4. Tutkimusympéiristo

Fysiikan ja matematiikan laitoksella klassinen kompleksianalyysi ja differentiaaliyhtiléiden teo-
ria ovat erditéd laitoksen vahvuusaloja. Kompleksianalyysin tutkijaryhmé koostuu monista kan-
sainvélistd huippututkimusta tekevistd tutkijoista, jotka takaavat tohtorikoulutettavalle tuotte-
liaan tutkimusympériston.

Jatko-opintoihin pyritdédn sisillyttaméaan ulkomaille kohdistuva tutkimusvierailu, jonka koh-
deyliopisto valitaan mythemmin. Ulkomaanvierailulla taataan tohtorikoulutettavalle mahdolli-
simman monipuolinen nikemys kompleksianalyysin tutkimuksesta.

5. Odotetut tutkimustulokset

Tutkimusaihe on haastava ja on todenndkoisté, ettd Bergmanin avaruuden funktioiden nollakoh-
tia ei saada karakterisoitua. Tutkimuksen tuloksena kuitenkin voidaan odottaa uusia osatuloksia
nollakohtien geometrisesta jakaumasta. Yhteenvetona, Bergmanin avaruuden tutkiminen antaa
tohtorikoulutettavalle hyvian pohjan tulevaa tutkimusta varten.
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