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1. Tausta

Useat matematiikan ongelmat pelkistyvät lopulta tilanteeseen, jossa tulee ratkaista komplek-
silukujen joukossa yhtälö f(z) = 0. Yleisessä tapauksessa tämä helpolta näyttävä ongelma on
osoittautunut erittäin vaikeaksi käsitellä. Esimerkiksi, vuonna 1799 Gaussin todistaman algebran
peruslauseen nojalla kompleksikertoimisella polynomiyhtälöllä on asteensa verran juuria � mo-

nikerrat laskien. Kuitenkin, jo mielivaltaisen viidennen asteen polynomiyhtälön tapauksessa juu-
ria ei osata eksplisiittisesti kirjoittaa polynomin kertoimien avulla, kuten Abel osoitti vuonna
1824.

1.1. Bergmanin avaruuden nollakohdat

Riemannin kuvauslauseen nojalla jokainen yhdestiyhtenäinen kompleksitason aito osajoukko on
konformisesti ekvivalentti kompleksitason yksikkökiekon D kanssa. Näin ollen on järkevää rajoit-
tua tutkimaan yksikkökiekon analyyttisia funktioita, joiden joukolle käytetään merkintää H(D).

Joidenkin funktioavaruuksien tapauksessa siihen kuuluvien funktioiden nollakohtien karak-
terisaatio on tunnettu. Esimerkiksi Hardy-avaruuden

Hp =

{
f ∈ H(D) : sup

0≤r<1

1

2π

∫ 2π

0
|f(reiθ)|p dθ <∞

}
, 0 < p <∞,

jokaisen funktion f ∈ Hp nollakohdat {zn} toteuttavat Blaschke-ehdon∑
n

(1− |zn|) <∞. (1.1)

Tämän lisäksi, jokainen ehdon (1.1) toteuttava pistejono {zn} ⊂ D on erään Hardy-avaruuteen
Hp kuuluvan funktion nollajono � erityisesti funktioksi voidaan valita pistejonoon {zn} liittyvä
Blaschke-tulo.

Painotettu Bergmanin avaruus Apω, missä 0 < p < ∞, koostuu niistä funktioista f ∈ H(D),
joille ∫

D
|f(z)|pω(z) dA(z) <∞.

Tässä ω on positiivinen integroituva painofunktio. Yksinkertaisimmassa tilanteessa ω ≡ 1, jol-
loin saadaan klassinen Bergmanin avaruus Ap. Edes tässä tapauksessa avaruuteen kuuluvien
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funktioiden nollakohtia ei ole pystytty karakterisoimaan täydellisesti. Yleisesti tiedetään, että
funktion f ∈ Ap nollajono {zn} toteuttaa ehdon∑

n

(1− |zn|)
(
log

1

1− |zn|

)−1−ε
<∞ (1.2)

kaikilla ε > 0 ([3, s. 98], [4]). Ehdon (1.2) yleistys, joka liittyy tapaukseen Apω, löytyy läh-
teestä [16, Theorem 3.14]. Lisäksi on olemassa Bergmanin avaruuden funktioita, joiden nollajo-
not eivät toteuta Blaschke-ehtoa. Näin ollen on perusteltua sanoa, että Bergmanin avaruuden
funktiot toteuttavat melkein Blaschke-ehdon. Toisaalta, Bergmanin avaruuden funktioiden nol-
lakohtia ei voida karakterisoida radiaalisella ehdolla, koska nollakohtien sijaitessa esimerkiksi
positiivisella reaaliakselilla on nollakohtien toteutettava Blaschke-ehto ([3, Theorem 13, s.116],
[19]). Bergmanin avaruuden nollakohtien täydellinen karakterisaatio on osoittautunut hankalak-
si ja mielenkiintoiseksi ongelmaksi, ja se on saanut osakseen mittavaa kansainvälistä huomiota.
Bergman-tyyppisiä avaruuksia ovat tutkineet esimerkiksi Horowitz [9, 10, 11, 12], Korenblum [14]
ja Seip [17, 18].

Tohtorikoulutettava tutustui pro gradu -tutkielmassaan [13] Bergmanin avaruuden ominai-
suuksiin. Tutkielmassa käsiteltiin tuloksia [16, Lemma 6.3, Theorem 3.5, Proposition 3.16 ja
Lemma 3.17].

1.2. Kompleksiset di�erentiaaliyhtälöt

Kompleksialueen di�erentiaaliyhtälöt ovat muodostuneet viimeisten vuosikymmenien aikana laa-
jan kansainvälisen tutkimusyhteistyön kohteeksi. Teorian nykytilanteen valossa lineaariset di�e-
rentiaaliyhtälöt

f (k) + ak−1(z)f
(k−1) + · · ·+ a1(z)f

′ + a0(z)f = 0, k ∈ N,

ovat jo verrattain hyvin tunnettuja objekteja, kun kertoimet ak−1(z), . . . , a1(z), a0(z) ovat ana-
lyyttisia funktioita. Tiedetään, että kertoimien kasvu on yhteydessä ratkaisujen kasvuun, ja
kääntäen [2, 5, 6, 7, 15, 20]. Toisaalta ratkaisufunktioiden nollakohtien lukumäärä voidaan myös
liittää kertoimien kasvuun [8]. Viimeaikaisten tulosten nojalla kompleksisen di�erentiaaliyhtälön

f ′′ + a(z)f = 0 (1.3)

ratkaisujen nollakohtien minimaalinen separaatio määräytyy analyyttisen kertoimen a(z) mak-
simaalisen kasvun mukaan, ja kääntäen [1]. Näin ollen voidaan sanoa, että yhtälön (1.3) tapauk-
sessa kertoimen kasvu, ratkaisujen kasvu, ratkaisujen nollakohtien lukumäärä ja ratkaisujen nol-
lakohtien minimaalinen separaatio liittyvät läheisesti toisiinsa.

2. Tavoitteet

Jatko-opintojen tavoitteena on tutustuttaa tohtorikoulutettava Bergmanin avaruuteen liittyviin
seikkoihin ja luoda hänelle vahva tietopohja tulevaa tutkijanuraa ajatellen. Tämä tarkoittaa mo-
nien yksikkökiekon analyyttisten funktioavaruuksien tutkimista ja niiden kytkemistä yksikkökie-
kon di�erentiaaliyhtälöihin. Tohtorikoulutettavan tarkoituksena on tutkia Bergmanin avaruuden
nollakohtien karakterisaatio-ongelmaa käyttämällä hyväksi jo olemassaolevaa di�erentiaaliyhtä-
löiden teoriaa.

Yksikkökiekon di�erentiaaliyhtälöiden oskillaatioteoria antaa monipuoliset työkalut nolla-
kohtien tutkimiseen. Näillä menetelmillä tohtorikoulutettava tutkii ratkaisufunktioden nolla-
kohtia tarkastelemalla niiden lukumäärää, separaatiota ja tiheyttä. Eräs konkreettinen ongelma
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on esimerkiksi tutkia di�erentiaaliyhtälön (1.3) kertoimen nollakohtien vaikutusta ratkaisufunk-
tioihin. Tätä ongelmaa ei ole käsitelty vielä kirjallisuudessa. Tutkimuksen edetessä sen pääpaino
siirretään yleisten analyyttisten funktioiden nollakohtien tutkimiseen, jossa di�erentiaaliyhtä-
löt esiintyvät lähinnä apuvälineen roolissa. Nollakohtien tutkimuksessa tarkastellaan erityises-
ti nollakohtien geometrisen jakauman merkitystä niin di�erentiaaliyhtälöiden kuin Bergmanin
avaruuden funktioiden tapauksessa.

3. Toteutus

3.1. Aikataulu

Tohtorikoulutettava valmistui �loso�an maisteriksi 20. syyskuuta 2013. Jatko-opinnot on tar-
koitus aloittaa lokakuussa 2013. Jatko-opinnot koostuvat kursseista ja tutkimussuunnitelman
aihepiiriin kuuluvista tieteellisistä artikkeleista. Tohtorikoulutettava on jo suorittanut jatko-
opintoihin kuuluvia kursseja. Jatko-opinnot, mukaanlukien väitöskirjatyö, on tarkoitus saada
valmiiksi neljässä vuodessa.

3.2. Rahoitus

Aikavälillä 1.10. � 31.12.2013 rahoitus tulee lähteestä Strateginen rahoitus/Jouni Rättyä 930349.
Tämän jälkeen, 1.1.2014 alkaen, jatko-opinnot ja niihin liittyvät matkat pyritään rahoittamaan
suomalaisten säätiöiden apurahojen avulla. Tohtorikoulutettava hakee muun muassa Väisälän
rahaston apurahaa syksyn 2013 haussa.

4. Tutkimusympäristö

Fysiikan ja matematiikan laitoksella klassinen kompleksianalyysi ja di�erentiaaliyhtälöiden teo-
ria ovat eräitä laitoksen vahvuusaloja. Kompleksianalyysin tutkijaryhmä koostuu monista kan-
sainvälistä huippututkimusta tekevistä tutkijoista, jotka takaavat tohtorikoulutettavalle tuotte-
liaan tutkimusympäristön.

Jatko-opintoihin pyritään sisällyttämään ulkomaille kohdistuva tutkimusvierailu, jonka koh-
deyliopisto valitaan myöhemmin. Ulkomaanvierailulla taataan tohtorikoulutettavalle mahdolli-
simman monipuolinen näkemys kompleksianalyysin tutkimuksesta.

5. Odotetut tutkimustulokset

Tutkimusaihe on haastava ja on todennäköistä, että Bergmanin avaruuden funktioiden nollakoh-
tia ei saada karakterisoitua. Tutkimuksen tuloksena kuitenkin voidaan odottaa uusia osatuloksia
nollakohtien geometrisesta jakaumasta. Yhteenvetona, Bergmanin avaruuden tutkiminen antaa
tohtorikoulutettavalle hyvän pohjan tulevaa tutkimusta varten.
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