Fourier-analyysin peruskurssi 2014
12. marraskuuta 2014

Ohessa on laskuharjoitusten ratkaisuja. Luvussa 1 on jokaisesta tehtédvéasta tehtdvananto
ja ratkaisu sekda mahdollisesti "lisdys”-kohta, jossa on sanottu jotain ylimaaraista aihee-
seen liittyvaa. Luvussa 2 on joitakin lisdyksid. Matlabilla voi tehdé visualisointeja, katso
esimerkiksi Kuva[I] Laskuharjoitusten pitaja on kiinnostunut kuulemaan vaihtoehtoisista
ratkaisutavoista ja neuvoo mielelldan vaikkapa Matlabin kaytossa silloin kun ehtii.
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1.1 Harjoitus 1

H1T1. Olkoon A > 0, ja olkoon f(z) jaksollinen funktio, jonka perusjakso on a. Osoita,



ettd funktio g(z) = f'(Ax) on jaksollinen ja maaraa sen perusjakso.

Ratkaisu. Nyt siis
fle+a)=f(z), z€eR, (1)

ja a > 0 on pienin positiivinen luku, jolla on tdma ominaisuus. Oletetaan, etta f on
derivoituva kaikkialla. Nyt derivoimalla yhtalod puolittain saadaan

f'(x+a)=f'(z), xR
Siis funktiolle g patee
gla) = f'(Ax) = f'(Az +a) = ['(AMz +a/N) =g(z +a/)), z€R

eli g on a/N-jaksollinen. Nyt a/\ > 0. Osoitetaan, ettd a/A on funktion g perusjakso eli
pienin positiivinen jakso. Jos luvulle b > 0 pétee

gz +b) =g(z), zeR,
eli
'Oz +Xb)— f/(Ax) =0, zeR,

niin saadaan

[f(At 4+ Ab) — f(A)], teR,

t 1
0= /O FOa +2) = fa)dz = 5

eli merkitsemalla Mt = z saadaan
flx+ ) = f(x), zeR,

joten koska a > 0 on funktion f perusjakso ja Ab > 0, niin taytyy olla Ab > a eli b > a/\.
Néhdéén, ettd mielivaltainen funktion g positiivinen jakso b on vihintdén a/\. Siis a/A
on funktion g perusjakso.

H1T2. Olkoon g(z) parillinen funktio. Osoita, etta

/O;g(m)dm =2 /Oa g(x)dx.

Ratkaisu. Patee siis

Nyt

/a g(x)dx = /Oa g(x)dx + /Oa g(x)dx

—x —

eli riittaa osoittaa

/0 g(x)dx = /Oa g(x)dx.

—Q

Tekemaéllda muuttujanvaihto x = —s ja kayttamalla oletusta saadaan

/0 g(z)dr = /Og(—S)(—ds) - _ /Og(s)ds = /Oa g(s)ds,

—Q « «
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eli vaite patee.

H1T3. Olkoon g(z) parillinen funktio. Osoita, ettd ¢'(x) ja

ovat molemmat parittomia funktioita.

Ratkaisu. Péatee siis
g(x) =g(-x), zeR.

Derivoimalla tata puolittain, saadaan

g(@) =g(-2)(-2) = —g'(-2), zeR,

eli ¢’ on pariton funktio. Toisaalta tekeméalla muuttujanvaihto t = —s saadaan oletuksen
nojalla

G(=a) = [ gt = [ g(=s)(~ds) = = [ g(s)ds = ~G(a)
eli G on pariton funktio.

Lisdys. Induktiolla nahdaan, etta ¢™ ja

xT

g (z) = /0 ' /0 AR /0 T gt - dtadty = (n—ll)' /0 (z— )" g(t)dt

ovat parittomia, kun n on pariton ja parillisia, kun n on parillinen. Téssi ¢¢=™ on funk-
tion g astetta n oleva integraalifunktio, jonka laskemiseen kéaytetdadan Cauchyn kaavaa
toistetulle integroinnille.

H1T4. Olkoon f : R — R funktio. Osoita, etta

Py = H £ C2)
on parillinen, ja
Gty = 1= S2)

on pariton funktio. Esita tétd tietoa kiyttden funktiot p(z) = 23 + 222 + z ja ¢(z) =
1/(1 — z) parillisen ja parittoman funktion summana.

Ratkaisu. Sieventamaélld ndhdéaan, ettéa

Pwy = LEDHIEED) _J@ D) gy ey

ja
6wy = LoD _ J@ D) g cp
Siis F' on parillinen ja G on pariton. Huomataan myos, etta

J(@)+ f(=2) | [x) = f(-x)
2 * 2

F(z)+ G(z) = = f(x).



Siis kirjoittamalla f = F'4+G on funktio f saatu esitettya parillisen ja parittoman funktion
summana.

Nyt funktiolle p(z) = a3 + 222 + x pitee

P2 f ot (—2) +2(-2)’ + (—a)  4a?

= 212,
2 2

Fy()
Funktio G(x) voidaan laskea tehtédvapaperin kaavasta tai laskemalla
Gy(z) = p(z) — Fy(z) = 2° + 22° + v — 22 = 2° + 2.
Siis
p(x) = Fy(x) + Gylr) = 22° + (27 + z),

missé [}, on parillinen ja G, on pariton.

Funktiolle ¢ voidaan laskea

1 1 14z 1—x
F(z) = Tt e i tie 1
e 2 2 1—22
ja
11 1+ -z x
G _ 1-z 1t 1—a2 1—22
Q('r> 2 2 1 _ .:172
eli 1
T
g(ac) = Fq(x) + Gq(x) = +

missé [}, on parillinen ja G, on pariton.

Lisdys. Nahdéan, ettd f voidaan esittad parillisen ja parittoman funktion summana vain
yhdella tavalla. Nimittéin, jos g on sekd parillinen etté pariton, niin

g(x) = g(—x) = —g(z), = €R,

joten
g(x) =0, zxzekR.

Siis jos funktio on seké parillinen ettd pariton, niin se on identtisesti nolla. Lisdksi on
selvid, etta parillisten funktioiden lineaarikombinaatio on parillinen ja parittomien funk-
tioiden lineaarikombinaatio on pariton. Oletetaan, ettd f = FF+G = H + I, missa F' ja H
ovat parillisia ja G ja I ovat parittomia. Néin ollen ¢ = F — H = I — GG on seka parillinen
ettd pariton ja siten identtisesti nolla. Siis F'= H ja G = I.

H1T5. Olkoon m,n € N\ {0}. Osoita, etta
1 ™
—/ cos(mx) cos(nx)dr = Oy,
™ J—m

missé d,,, on Kroneckerin deltafunktio.

Ratkaisu. Koska kosini on parillinen, kaavalla

cos(x — y) + cos(x + y)
2

COST COSY =



saadaan

1 /= 1 /=
—/ cos(mx) cos(nx) do = —/ cos(mx) cos(nx) dz
™ J—m ™ Jo

. . (2)
= 71T/0 cos([m — n|r) dz + 71r/o cos([m + njz) dz

Toisaalta 1
—/ cos(kx)dx = oo, k € Z.
7 Jo
Nimittain | |
—/ cos(()-:p)dm:—/ ldr =1
mJo 7 Jo
ja

k:/Tr cos(kx) dr = [sin(kx)];_, = sin(kn) — sin(0) = sin(km) =0, k€ Z,
0
mika antaa tulon nollasiddannolla

1/Oﬂcos(k’x)dx:0, ke Z\{0}.

T
Siis
1 T
—/ cos(mx) cos(nx) dx
™J-m

= 1/7r cos([m — n]z) dx + 1/7r cos([m + nlx) dx (3)
7 Jo 7 Jo
= 50,m7n +0= 6m,n-

H1T6. Oletetaan, ettd f(x) on jaksollinen funktio jaksonaan 27, joka voidaan esittdé
muodossa

flx) = ;ao + 2 (ap, cos(nx) + b, sin(nz)) , (4)

missa a,, ja b, ovat reaalisia vakioita. Maéraa vakiot b, kertomalla puolittain funktiolla
sin(mx) ja integroimalla termeittain.

Ratkaisu. Siis | -

f(x) = 200 + > (a, cos(nz) + by, sin(nz)),
n=1
miké antaa
f(x)sin(mx) = ;ao sin(maz) + i a, cos(nx) sin(mx) + i b, sin(nz) sin(mzx).
n=1 n=1

Nyt vaihtamalla integroinnin ja summauksen jarjestysta saadaan sinin parittomuuden ja



Lemman 4.1. nojalla

/7; f(z)sin(mx) dx

1 T
§a0/ sin(mzx dx+/ Zan cos(nz) sin(max dx+/ Zb sin(nz) sin(mx) dx

™

= Z / cos(nz) sin(mzx) dx + Z by / sin(nx) sin(max) dz
— n=1 —Tr
e Zan'0+an'7Tdnm:7Tbm
n=1 n=1
Siis { =
= —/ f(z)sin(mzx)dz, m e N.
™J—7

H1T7. Olkoon f jaksollinen funktio jaksonaan 27 siten, etta
f(z) ==, kun z € (—m, 7).

Piirra funktion f kuvaaja ja muodosta funktion f Fourier-sarja. Maéraé lisiksi ne arvot,
joita kohti Fourier-sarja suppenee funktion f epajatkuvuuskohdissa.

Ratkaisu. Fourier-kertoimet on méaritelty asettamalla

—/ )cos(nzx)dx, n € Ny,
ja
b, = i/ﬂ f(z)sin(nz)dx, n €N,
ja funktion f Fourier-sarja on )
;ao + i(an cos(nz) + b, sin(nz)).

Nyt koska x cos(nz) on pariton funktio kaikilla n € R, niin

1 ™
/ ) cos(nzx) dx = —/ xcos(nz)dr =0, n €N,

1
e T J—7

Toisaalta koska x sin(nx) on parillinen funktio kaikilla n € N, niin

b, = 71T/7; f(z)sin(nx) dx = ;/szin(nx) dx

=— 7rxsin(mz: dx

7 Jo
2 [—wzcos(nx)]” 2 (™ —cos(nx)
-2l 2 ey, ©)
_2 l—ﬂcos(mr) B 0] 0

7r n
DY (e

n n



Kuva 1: Funktion f(x) = x Fourier-sarjan 10. osasumma.

Siis
)n+1

NQZ

Nyt f(z) toteuttaa Dirichlet’'n ehdot: f on méaritelty valilla (—m, ), f on 27-jaksollinen
ja f sekéd f’ ovat paloittain jatkuvia valilla (—m, 7). Néin ollen

sin(nz).

o) 1)n+1

5 () + 1a) =23 S

sin(nz), zeR.

Funktio f on jatkuva muualla, paitsi pisteissd nm, missd n on kokonaisluku. Naissa pis-
teissé jaksollisuuden nojalla

(—m+m)=0

(Flm) + fn)) =

DN | —

(f(nmy) + f(nm-)) =

N | —

eli Fourier-sarjan summa on 0.

Funktion f Fourier-sarja on Kuvassa [l joka on piirretty Matlabilla. Vastaavia kuvia voi
piirtdd muun muassa funktioilla, jotka loytyvét osoitteesta
http://integraali.com/fourier2014/.

Fourier-sarjan osasummia voi piirtda nappéarasti myos WolframAlpha-sivustolla.
Esimerkki, jossa WolframAlphan komentoriville kirjoitettiin

2%xsum n=1 to 10 (-1)"(n+1)*sin(nx)/n


http://integraali.com/fourier2014/
http://www.wolframalpha.com/input/?i=2*sum+n%3D1+to+10+%28-1%29%5E%28n%2B1%29*sin%28nx%29%2Fn

1.2 Harjoitus 2

H2T1. Olkoon f jaksollinen funktio jaksonaan 27 siten, etta
f(z) = xsin(px), kunz € (—m, x|,

missa p on positiivinen kokonaisluku. Osoita, ettd funktion f Fourier-kertoimille pétee
b, = 0 kaikilla n € N,
(_1)2p+1

2
. ja a, = (—1)7’*”“7]) neN\{p}.

a, = )
P 2p p? —n?

Ratkaisu. Funktion f(x) = xsin(7z) jaksollisen laajennuksen kuvaaja on Kuvassa [2]
Fourier-kertoimet on maaritelty asettamalla
1 ™
an = —/ f(z)cos(nz)dx, n € Ny,
T J—m
ja
1 ™
b, = —/ f(z)sin(nz)dx, n €N,
™ J—m

ja funktion f Fourier-sarja on

1 [e.e]
500 + > (a, cos(nx) + by, sin(nz)).
n=1

Nyt, koska f on parillinen, niin f(z)sin(nz) on pariton ja siten b, = 0 kaikilla n € N.
Edelleen f(x)cos(nx) on parillinen, joten

2 1

a, = i/oﬂ f(z)cos(nzx)dx = = /07r zsin(px) cos(nz) dr = — /Oﬂx(sm((p—n)x)—l—sin((p—i—n)x)) dz,

s ™

missd kdytettiin kaavaa 2sinz cosy = sin(z — y) + sin(x + y). Nyt
/ zsin(kz)dr =0, k=0,
0

ja arvoilla k € N'\ {0} saadaan

/Oﬂxsin(kx) dr = [—xczs(kx)r N /OTr _Coli(kx)cu

=0

_ —mcos(km) N [sin(k:x)] "

k k?
— E(_l)k—l—l 1.

=0

o

Nain ollen
/ xsin(2pz)dr = ————
0

3=

Clp:

ja arvoilla n € N\ {p} saadaan

(et (=pre

1 e
n - . - . dr =
@ T /0 zsin((p —n)z) +zsin((p + n)r)de p—n p+n

8



Kuva 2: Funktion f(z) = xsin(7z) jaksollisen laajennuksen kuvaaja

Nyt huomataan, ettéa
p—n=(p+n)—2n,

joten koska (—1)7%" = 1, niin voidaan laskea

+n—2n+1 +n-+1
(_1)p " (_1)}7 _ (_1)p+n+1 p+n + p—n _ (_1)p+n+1 2p

n = p—n ptn 2 —n2 p?_n2 2 —n?
Siis

f(z) = % + i a, cos(nx),

n=1
missa 1 %
a, = 2 ja  a, = (—1)5"+”+1p2 — 3 nE N\ {p}.

H2T2. Laske (1 o (1

7;2712—1 Ja T;srﬂ—él

kéayttdaen hyvaksi tehtavin 1 Fourier-sarjaa pisteessa x = 0 tai x = 7, kun p = 1 tai p = 2.

Ratkaisu. Arvolla p = 1 saadaan

2-1 1 1
= (=1 =9 — (=1 — = =
W=D E=2 a=E0g =
ja
2 (_1)n+1
.= (—1)"+2 = > 2
an = (=1) 1 —n? -1 =

Nyt funktio f toteuttaa Dirichlet’n ehdot eli f on 27-jaksollinen ja f seké f’ ovat paloittain
jatkuvia valilla (—m,7|. Lisdksi f on kaikkialla jatkuva. Néin ollen

(-1

n2 —

cos(nx)

N | —

f(z) =zsinz =

(F) + (@) =1~ 5 cosiz +2 i

kaikilla z € R. Valitsemalla 2 = 0 saadaan

—0=1--+2Y*~— i Y =
J(0)=0 SRR PRI S P S

Toisaalta valinta x = 7 tuottaisi

1 OO(_l)n+l 00 1 3
0=1+-+2Y 2 —(—1)" di — =
Tar £n2—1< )roel 712#—1 1



Arvolla p = 2 saadaan

(== 1 24041 22
=y Ty DT e =t
ja
2-2 4
_ 24141 _
a=CDT e e T
seké A 41}
an = (—1)**! = (=1) n > 3.

4 —n? n2—4’

Koska f(x) = zsin(2x) on jatkuva ja 2m-jaksollinen, sekd f’ on paloittain jatkuva, niin

' 1 1 4 1 < (—1)
xsin(2r) = 3 (flzo)+ f(xy)) = —3 + 3008% — 7 cos(2x) + 4;::3 R cos(nzx)
kaikilla z € R. Valitsemalla x = 7 saadaan
1 4 1 s 1 © 1 25
______ 4N —rsin27r =0 eli ==
2 3 1" ;::3712—4 e =E e ;nz—zl 18
Toisaalta valinta x = 0 antaisi
1 4 1 > (=) ) & (=) 7
— _ — — 4 = O 0 = O 1 = .
> 371" £n2—4 - & §n2_4 12

H2T3. Muodosta funktion f(z) = sinz, z € [0,7], kosiniterminen Fourier-sarja etsi-
mélld ensin sopiva funktion f(z) parillinen laajennus. Sarjaksi tulee

o

fl@)y=1-2>"

n=1

o cos(nz).

Ratkaisu. Haetaan kosinitermistd Fourier-sarjaa, joten koska kosini on parillinen, niin
tehddan funktiolle parillinen laajennus. Asetetaan siis parillisuuden saamiseksi

f(z) = f(—x) =sin(—x) = —sinx = |[sinz|, =z € (—m,0).

Nahdaan, ettd f(x) = [sinz| kaikilla x € (—m, 7] ja nyt f voidaan laajentaa jaksolliseksi
jatkuvaksi funktioksi.

Koska f on parillinen, f(z)sin(nz) on pariton ja b, = 0 kaikilla n € N. Fourier-sarjaan
ei siis tule sinitermeja. Toisaalta, koska f(z) cos(nz) = sin x cos(nz) on parillinen

a, = 72T/07r sin x cos(nx) = 71T/07r sin((1 —n)z) +sin((n + 1)z)dx

kaavan
2sinzcosy = sin(z —y) +sin(x +y), =,y € R,

nojalla. Nyt
/ sin(kz) =0, k=0,
0

10



ja arvoilla k # 0 saadaan

/Trsm(/zm;):<_C°S<’“'7))7r :1—(—1)k:{07 k=2m, meN,,

k I %, E=2m—-1, meN.

Siis jos n on pariton, niin 1 —n ja n+ 1 ovat parillisia ja a,, = 0. Olkoon n = 2m jollakin

meN.Nytl—-n=1-2mjan+1=2m+ 1, joten

o = i/oﬂ sin((1 — n)z) +sin((n + V)a)dz = 71T (1 2, 2 )

—2m  2m+1
1( 4m+2+4m—2> 41
dm2 —1 4dm2 -1

T T ogdm2—1

Erityisesti ay = %. Koska f toteuttaa Dirichlet'n ehdot ja on kaikkialla jatkuva, niin

saadaan 50 4 .
flz)=——— cos(2nzx), x€R.

2 _
T mwim4n® -1

H2T4. Osoita tehtivin 3 avulla, etta

© 1 1
;4712—1:5'

Ratkaisu. Sijoittamalla tehtédvan 3 sarjaan z = 0 saadaan huomaamalla, etta f(0) = 0

2 4 1 © 1 1
- = —— =0 el —_— =,
T 7rnz::14n2—1 i ;4712—1 2

Toisaalta koska cos(2nf) = cos(nm) = (—1)" ja sin(3) = 1, niin sijoittamalla z =
saadaan

s
2

2 4 (-1 R B L |
- — — =1 el ~— = —
T erzzjléln?—l e 71214712—1 4 2

Voidaan toki sijoittaa mikéd tahansa muukin muuttujan x arvo, jolloin saadaan jonkun
sarjan summa. Tietyilld muuttujan z arvoilla cos(2nz) ottaa yksinkertaisen muodon ja
sarja nayttaa yksinkertaiselta.

Huomaa, etté jos funktio f ei olisikaan jatkuva pisteessi x, niin sarjan summaksi tulisi

(f(xo) + flzy)) # fl2).

N | —

Téssé on mahdollinen virheen paikkal

H2T5. Osoita, ettd funktiojoukko
{1, cos(2z), cos(4x), cos(6x), ...}

on ortogonaalinen vélilla [0, 7] ja muodosta sita vastaava ortonormaali joukko.

11



Ratkaisu. Nyt ollaan valilla [0, 7] ja on siis sisdtulo

(f.9) = /07T f(x)g(x)dz.

Olkoon fi(x) = cos(2kx) kaikilla & € Ny. Nyt kosinin parillisuuden nojalla

™

(fi, fj) = /Oﬂ cos(2kx) cos(2jz)dxr = ;/

—T

cos(2kx) cos(2jz)dx = g&,w-
kaikilla k, 7 € Ny paitsi arvolla k£ = 5 = 0, silla

1foll® = (fo, fo) = /07r cos(0) cos(0)dz = weli || fol| = V7.
Néin ollen {1, cos(2z), cos(4x), cos(6x), ...} on ortogonaalinen. Lisdksi

15 = G di) =5 el sl =5, keN.

Siis vastaava ortonormaali joukko on
T } 1 \/5 \/5 \F
={ —,/—cos(2x),/—cos(4x), 1/ — cos(b6x),... ;.
it} = v V2 oo Zeoan 2 ostn

H2T6. Laske funktion f(x) = cos z yleistetyt Fourier-kertoimet tehtédvéin 5 ortonormaalin
joukon suhteen.

Ratkaisu. Nyt véli ja sisidtulo ovat samat kuin tehtavéssa 5 ja f(z) = cosz. Funktiot

ey = ﬁ seké ep = \/% cos(2kx), k € N, ovat ortonormaaleja, joten jos haetaan Fourier-
kertoimia ¢, joille patisi

oo
f - Z CkCr,
k=0
niin saadaan yleistettyjen Fourier-kertoimien kaava
o0
(f,en) = Z ¢k (egy€n) = Cny,  m € Ny.
k=0

Nyt kosinin parillisuuden nojalla

cn=(f,en) = / d,, cos x cos(2nzx)dr = dn/ coszcos(2nx)dr =0, n €N,
0 -7
missa dy = ﬁ ja d, = \/%, n € N. Nain ollen kaikki yleistetyt Fourier-kertoimet ovat
nollia.

Nyt funktiota f yritettiin esittdd funktioiden e, summana, mutta nahtiin, ettd tallaista
esitysta ei voi tehda. Nahtiin, etta vakiot ¢, ovat nollia, eli funktio f sattuu jopa olemaan
ortogonaalinen jokaisen funktion e, suhteen.
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Analoginen tilanne olisi kokeilla esittdd (1,0,0) € R?® vektorien (0,1,0),(0,0,1) € R?
avulla. Esitysta
(1,0,0) = a(0,1,0) + b(0,0,1),

missd a,b € R, ei 16ydy. Vektori (1,0,0) sattuu jopa olemaan kohtisuorassa vektoreita
(0,1,0) ja (0,0,1) vastaan. Esitys ei onnistu, koska {(0,1,0),(0,0,1)} ei ole avaruuden
R3 kanta. Vastaavasti esitys f = 3 cxep ei onnistu, koska {ey} ei ole kanta tdménhetkisen
tilanteen funktioavaruudelle, joka sisdltda funktion f.

H2T7. Maarita vakiot ay, 8o, 81, %0, 71, V2 siten, ettd polynomit

g1(z) = ag
g2(2) = Pz + Bo
g3(x) = 72$2 + 7T+ Y

muodostavat ortonormaalin joukon valilla [—1, 1].

Ratkaisu. Nyt ollaan valilla [—1, 1], joten sisdtulona on

(9= [ S@l)ds, f.9€C(-1D),

ja normi on || f||* = (f, f), kaikilla f € C,(—1,1).

Tapa 1. Lasketaan luvut (gx, g;), k,j € {1,2,3}, ja vaaditaan, ettd (gi, g;) = Jx;. Saa-
daan kuuden yhtalon yhtéloryhma ja voidaan ratkaista kuusi vakiota oo, B0, 51, Y0, 71, V2
yksikéasitteisesti.

Tapa 2. Otetaan funktiojoukko {1, x, z?} ja kiytetdéin Gram-Schmidtin ortonormalisoin-
timenetelméd. Gram-Schmidtin menetelméssé lineaarisesti riippumattomalle funktiojou-
kolle { f,} tehddin seuraavaa.

Koska funktiot ovat lineaarisesti riippumattomia, mikadn funktio ei ole identtisesti nolla.
Asetetaan

. _ &
1 — )
1f1]
jolloin {e;} on ortonormaali.
Oletetaan, etté on saatu méiriteltyd ortonormaali funktiojoukko {eq, e, ..., e,}. Nyt ase-
tetaan .
Wp4+1 = fn—i—l - Z <fn+1> €k> €k,
k=1
jolloin

(Wny1,€m) = (fat1,€m) Z frriser) (ersem) = (far1, €m) — (far1,em) =0,

eli loydetdaan uusi ortogonaalinen funktio w, ;. Lineaarisen riippumattomuuden nojalla

w1 Z 0, joten voidaan asettaa w
R 7”7
[
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jolloin {ey, ea, ..., €pn, €11} on ortonormaali joukko.

Jos joukon {f,} lineaarista riippumattomuutta ei vaadita, niin ortonormalisoinnin joka
vaiheessa syntyvan joukon {ej,es, ..., e,} lineaarinen riippumattomuus varmistettaisiin
poistamalla turhat funktiot f;.

Tehdadn nyt Gram-Schmidtin ortogonalisointi funktioille

filz) =1
folz) =2
fa(z) = 2°.

Koska ) .
1Al = [ A@f@de= [ 1de=2,

niin || f1]| = V2, ja

1
€1 ﬁ
Nyt
—/1 Y dr =0
<f2761>_ _1\/§ X )
joten
wy = fo — <f2,€1>€1 = fa.
Koska

1 1 )
huall® = 107 = [ a*de =2 [ o*de =3,
-1 0 3
niin ]| = /2/3, ja

ot o[
= ] ~ V2"

Nyt
12 1 g2 2 1 V2
ey = [ Sdr=2 [ Toar=S. o =F
el /—1\/596 G2 T3 AT 3
ja
1 3
<f3,62>=/ z? ixdx:(),
-1
joten
21 1
w3:f3_<f37€1>€1_<f3762>62: 2_\2_\/5::52_3.
Koska
1 1 1 2 1 2 4 2 8
2 2 2 4 2
- _ = dzg/ B S T B
Jusl = [ @2 = gPde =2 [t = a4 Gdo = 5o 54 G =

niin ||ws|| = /8/45, ja
W3 2 1) 45 2 5
_ :1/458( _ ) =222
= s /87— 3 s¥ Vs
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Valitaan

1 3 ) [45
on = —, = O = s = ) = — -, —= _—
0 /2 Bo T, B \/; 70 \/; V2 3
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1.3 Harjoitus 3

H3T1. Funktion f(x) = sinz kosiniterminen Fourier-sarja valilla [0, 7] on

2 >, cos(nm) + 1

flz) ~— Z L cos(nx).
Soveltamalla téita tietoa yhdessd Parsevalin kaavan kanssa osoita, ettéi
1 n 1 n 1 T 2 — 8
12.32 ° 32.52  52.72 16

Ratkaisu. Parsevalin kaava loytyy luennoista, mutta laskuharjoitusten pitdja johtaa sen
itselleen tassa. Jos -
f = Z Cn€n,
n=1

missé {e,} on ortonormaali kanta, niin sisitulon ominaisuuksilla saadaan

oo o oo o0 9
I£17 = <Z Cnn, ch€k> =YDl (en,er) = D el = D leal™
n=1 n=1

n=1k=1

= [ f@)gwyda

Nyt sisatulona on

ja ortonormaali kanta on

{\}5} U {cos(na)} U {sin(nz)}

2
.. 2 _ ao . . . 2
siis ¢§ = % ja asettamalla vaikkapa ¢3, , = a2 ja ¢3, = b

kaava
f/ flx f+Za +b2).

Koska f on pisteiden nm ulkopuolella kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva funktio, jolla on
jaksona 27, niin funktion f Fourier-sarja suppenee tasaisesti kohti funktiota f Lauseen
4.7. nojalla ja Lauseen 8.3. nojalla tdma kaava pétee.

n € N, saadaan luentojen

Nyt ap/2 = 2/7 eli ag = 4/ ja a2/2 = 8/m%. Toisaalta b, = as,_1 = 0 kaikillan € N ja

2 cos(2nm) + 1 4 1
Aoy, = = e = — :
T 11— (2n)? m(2n—1)(2n + 1)
joten
, 16 1
ay, = —
w2 (2n — 1)2(2n + 1)2
Toisaalta
R 1 g
—/ f(x)dx = —/ sin®(z)dx = —/ (1 — cos(2x))dx = 1.
w™J—x T™Jr o2m J—=

16



Saadaan

8§ 16X 1
1=—+
2 7T2Z(2n—1) 2(2n+1)2
eli
2 —i 1 1 N L1 N
S 2 (2n—1)22n+1)2 0 12.32 0 32.52  52.72

H3T2. Olkoon

-1, kin —7 <z <0
o) = )
un 0 < x <.

Etsi muotoa

N
Z ay, cos(nx) + B, sin(nz))

oleva trigonometrinen polynomi siten, etta
| (@) = Pla))de

on mahdollisimman pieni.

Ratkaisu. Luentojen nojalla kyseessa on funktion f Fourier-sarjan N:s osasumma. Funk-
tion f Fourier-sarjaa voidaan siis pyytad esitettiviksi tallaisellakin tehtavinannolla. Kos-
ka f on pariton, niin

1 L
a, =— [ f(z)cos(nz)dr =0, n € Ny,
™ J-m
ja
1 /= 2 [ )
b, = / f(x)sin(nx)dz = —/ f(z) sin(nx)dx
(0 s ™ Jo
2 [ 2
- 4 7
7r/o sin(nx) mr[ cos(nx)|’_, (7)
2
- 1N -1 n+1
21t e,
joten A
bgnzo Ja an—l = m, n € N.
Siis

ﬁmrb

NZQk sin(2k — 1)z

k=1

ja etsitty polynomi on

2(1 + (=1)"*)
nm

sin(nx).

H3T3. Olkoon f jaksollinen funktio jaksonaan 27 siten, ettd f(z) = €2*, kun —7 < z < 7.
Muodosta funktion f kompleksiterminen Fourier-sarja.

17



Ratkaisu. Halutaan kirjoittaa

missa

Valitaan L = , jolloin

missa

Nyt

1 T ) 2—=in)z1™ 21 (,—im\" =27 ([ im\"™
Cp = 7/ eI gy — 1| : _ ¢ (™) 6. (™)
— 2 [ 2—in | _ 27(2 —in)

—1)* 2r _ 27 : _1\n
:( )" (e e ):smh(27r).(1).7 nel.
27(2 —in) 0 2 —in
H3T4. Osoita, etté
5 Z cos| 1)6] sin(2mé)
2n — =——"
sing ’

kun 6 # 0, £m, £27, .. ..

Ratkaisu. Tapa 1. Noudatetaan tehtdvapaperin vihjettd ja lasketaan samantapaisesti
kuin Tavassa 2.

Tapa 2. Eulerin kaavan mukaan

e = cos(nz) + isin(nz), =z € C.

Siis
Z cos[(2n — 1) x] +4 Y _sin[(2n — 1) z]
= n=1
Z i(2n—1)z —iz Z (ein)n
n=1 n=1 ' (9)
e 6121(1 - ez2xm> 1— 6722:):
= € - N B
1 — 6223: 1 — 6—22x
B 6”(]. _ e—i?x)(l _ 6i2xm)
- (1 _ €i2x)<1 _ e—m)
Nyt

(1 —e ) =€ — 7" = 2sinw

18



ja

(1 =€) (1 — e ) =2 — (2 ™) = 2(1 — cos(22)) = 4sin’(2),

joten

f:l cos[(2n — 1) x|+ i sin[(2n — 1) 2]

n=1

- 2 . .

= %(1 — cos 2xm — isin 2zxm)
_sin(2xm) 1 — cos(2zm)

~ 2singx 2siny

Vasemman ja oikean puolen reaaliosat ovat yhtasuuret, joten saadaan

sin(2zm)

il cos[(2n —1)z] =

2sinx
ja imaginaariosista saadaan

1 —cos(2zm)  sin®mx

isin [(2n —1)x] =

2sinzx sin x

(10)

(11)

(12)

kun x ¢ 7Z. Etuna Tapaan 1. oli nyt se, etta saatiin kaava seké kosinin etta sinin summille,

joissa argumenttia x kerrotaan parittomilla luvuilla.

H3T5. Osoita, ettd Dirichlet-ytimille péatee yhtalo

o 00- ()

kun x # 0, +£27, +4m, . . ..

Ratkaisu. Luennoissa méadariteltiin

1 k
Dy(z) = 3 + Y cos(nz), ze€RkeN,.

n=1
Siis
1

k
Dy(x) = —5+ > cos(nz), z€R,keN,.

n=0

Eulerin kaavan nojalla

m

EW_L:O cos(nzx) + 1 f:o sin(nz) = > (e")"

n=0

1 — (eix)m-‘rl B ei(n+1/2)a: _ e—im/Z

1—eic  eiw/2 _ p—ix/2
_cos(m +1/2)x — cos(z/2) + i [sin(m + 1/2)z] 4 sin(z/2)

2isin(z/2)
1 sin(m+1/2)z  icos(m+1/2)x — cos(z/2)

2 Tosim(z2) 2 sin(2/2)
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Vasemman ja oikean puolen reaaliosat ovat yhtasuuret, joten saadaan

i sin(m + 1/2)z
2 = -1 14
Z cos(nx) + sin(z/2) (14)
ja imaginaariosista saadaan
U cos(x/2) — cos(m + 1/2)x
2 = 15
Z sin(nz) Sn(z/2) , (15)
kun z ¢ 277Z. Yhtélo (14) on luennoissa mainittu Lagrangen trigonometrinen yhtalo. Siis
1 & sin(m +1/2)z
D = — =
k() 5T 712::1 cos(nx) 2sin(z/2)
el in(2k 4+ 1)t
Dy(2t) = Sk + Dt
2sin(t)
ja siten
! 1 = sin?(N't)
2 Dy (2t) = — n(2k + 1)t = — 2k — 1t = ——=
z; #(2) = nt z:: U= S kZ:l sin b= sin?(t) ’

missé kiytettiin tehtavin H3T3 kaavaa (12). Sijoitetaan ¢ = z/2, jolloin saadaan

sin(Nz/2)

23 o= (i)

kuten haluttiin.

H3T6. Olkoot f,g,h : R — C jaksollisia 27-jaksoisia funktioita siten, etta f,g,h €
L'[—m, 7. Osoita, etté
fx(g+h)=fxg+ f=h.

Ratkaisu. Konvoluution ja summafunktion maaritelmien seka integraalin ominaisuuksien
nojalla kaikilla x € R

1

= | @) g+ )= ydy

(Fxlg+m)a) =5 [
1

=5 | Iw)gl—y)+hla—y)dy

27r/ f(y)g(x ydy+f f()( y)dy
= (f*9)(@) + (f xh)(x).
Siis f*(g+h)=fxg+ fxh.
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1.4 Harjoitus 4

HAT1.

Olkoot f,g: R — C jaksollisia 27-jaksoisia funktioita siten, etta f,g € L'[—7, 71]. Osoita,
ettd konvoluution f * g kompleksikertoimisille Fourier-kertoimille ¢, péatee

Cn = apb,, n €7,

missé kertoimet a,, ovat funktion f, ja b, funktion g, kompleksikertoimiset Fourier-kertoi-
met.

Vihje: Voit vaihtaa kertoimien ¢, lausekkeessa integroimisjérjestysté Fubinin lauseen avul-
la.

Ratkaisu. Funktioiden f ja g konvoluutio on maéaritelty kaavalla

(f*g)(x =5 / (r —y)dy, x€R.

Saadaan

1

Cp = - /_Z(f x g)(x)e " dx

217T /7r (1 /7r fy)g(z — )dy) —inz g,
(27T> /_,r/_ —y)e ™ dydx
() [ [ #wote — ypedzay,

missd viimeinen yhtasuuruus seuraa Fubinin lauseesta. Nyt voidaan tehda muuttujan-
vaihto * — y = t ja huomata, ettd funktioiden f,g ja e ™* 2m-jaksollisuuden nojalla
integroimisvélit eividt muutu, jolloin saadaan

= () [t .

Lo : I .
— —my —nt —
(27T [w f(y)e dy) (27r /,ﬂg(t)e dx) apby,, n €Z.

(17)

HA4T2.
Olkoon f(z) = x ja g(x) = sinx. Laske konvoluutio (f * g)(z).

Ratkaisu. Kaytetdan konvoluution maaritelméa ja sinin summakaavaa sekéd huomataan,
ettd y cosy on pariton ja ysiny on parillinen funktio, jolloin saadaan

(fxg)le 27r/ fy ?/)dy:;ﬁ/_zysm(x—y)dy
27T /—7r Yy [SIH(ZE) COS(_Z/> + COS(JJ) Sin(—y)] dy (19)

= _C(:'(x) /Oﬂysin(y)dy
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Nyt

™

/0 ysin(y)dy = [~y cos(y)];_, — /0 — cos(y)dy = — cos(m) =T,
joten nahdaan, ettd (f * g)(z) = — cos(x) kaikilla x € R.
HA4T3.

Olkoon s, = (—1)"(2n + 1), missa n € Ny. Osoita, etta

= N+1ZJ

ei suppene kohti raja-arvoa, mutta

N+1Zt

suppenee. Toisin sanoen, Cesaron menettelytavan soveltaminen kerran ei tuota suppene-
vaa jonoa, mutta toinen sovelluskerta kylla.

Ratkaisu. Mééritelladn Cesaron operaattori. Jos a = (ay)nen, On jono, niin asetetaan
Ces (a)y = ——= > _a;, N eN,.

Tavanomaiseen tapaan merkataan funktioiden iteraatteja potensseilla: jos f : X — X
on funktio, niin asetetaan f° = Id ja f* = f(f" '), n € N. Siis esimerkiksi f3(z) =
f(f(f(z))). Siis jono, joka saadaan, kun jonoon s sovelletaan Cesaron menettelytapaa
kerran, on jono Ces (s). Toisaalta jono, joka saadaan, kun jonoon s sovelletaan Cesaron
menettelytapaa kahdesti, on jono Ces %(s).

Huomataan, etta funktiolla Ces on kaidnteisfunktio. Jos
b= Ces (a)

niin

n+12aj eli Za]— (n+1)b,, n € Ny.
=0

Siis ag = by ja
:zn:aj Za] (n+1)b, —nb,—1, n€N.
Siis
Ces '(b), = (n+1)b, —nb,_1, neN,
missd b_; := 0. Nyt tehtavinannon jonolle saadaan , etta
Ces (8), = (—1)"
eli Ces (s), ei suppene, mutta

I+ (-1 1
2 n+1

Ces *(s), =
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Taulukko 1: Tehtavin H4T3 jonon (s,) Cesaro-kuvia. Viidennelld rivilld on esimerkkilas-

kuja.
n|1/(n+1)| s, | (n+1)Ces (s), | Ces(s), | (n+1)Ces?(s), | Ces?(s),
0 1 1 1 1 1 1
1| 12 | -3 2 1 0 0
2 1/3 5 3 1 1 1/3
3| 14 | -7 4 1 0 0
41 15 9 | 5=1-345-7+9 | 1=5:(1/5) | 1=1-1+1-1+1 | 1/5=1.(1/5)
50 1/6 | -11 6 1 0 0
6 | 17 |13 7 1 1 1/7
71 18 |15 8 1 0 0
8| 19 |17 9 1 1 1/9
9| 1/10 |-19 .10 1 0 0
10 1/11 21 11 1 1 1/11
11 1/12 -23 -12 -1 0 0
12 1/13 25 13 1 1 1/13
13| 1/14 | -27 14 1 0 0
14 1/15 29 15 1 1 1/15
15 1/16 -31 -16 -1 0 0

kun n — oo.

Sivuston http://integraali.com/fourier2014/cesaro/ Matlab-funktiolla ’cesaro.m’
voi kéyttdd Cesaron menetelméd erilaisiin lukujonoihin. Taulukon [1] BTEX-koodi saatiin
Matlabista funktiolla ’latextaulukkor.m’.

H4T4.

Anna esimerkki jonosta, jossa Cesaron menettelytavan soveltaminen kaksi kertaa ei tuota
suppenevaa jonoa, mutta kolmas sovelluskerta tuottaa.

Ratkaisu. Tehtivassa 3 jonolle Cesaron menettelytapaa piti kayttda kahdesti, etta jo-
no saatiin suppenemaan. Kayttamaélla kéanteistd Cesaron menettelytapaa tehtdvan 3
jonoon saadaan siis haluttu jono. Siis olkoon s = (s,) kuten tehtavissd 3 ja valitaan
a = Ces ~'(s). Jonon a lukuja on laskettu Matlabilla Taulukkoon .

HATS5.

Osoita, ettd jos x # 0, £27, +4m, ..., niin

1 00
M - 2]'2:1 sin(jz) Cesaron mielessé.
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Taulukko 2: Tehtéavan H4T3 jonon (s,) Cesdro-alkukuva ja sen Cesdro-alkukuva. Viiden-

nelld rivilli on esimerkkilaskuja. Téssé siis esimerkiksi a, = Ces ~'(s), = (n + 1)s, —
nS,_1, missa s_q := 0.
n|1/n+1)] s, | (n+1)s, | an= Ces (s), | (n+1)a, | Ces 2(s),
0 1 1 1 1 1 1
1 1/2 -3 -6 -7 -14 -15
o 1/3 | 5 15 21 63 77
3| 1/4 | -7 | -28=4-(-7) 43 172 1235
4 1/5 9 45=5-9 73=45-(-28) 365 537
) 1/6 -11 -66 -111 -666 -1031
6 1/7 13 91 157 1099 1765
7 1/8 -15 -120 -211 -1688 -2787
8 1/9 17 153 273 2457 4145
9 1/10 -19 -190 -343 -3430 -5887
Ratkaisu. Yhtalon (15) nojalla
5 i sin(jz) = cos(z/2) - cos((m + 1)z) _ 1 B cos(.(m + %)x)7
= sin(x/2) tan(z/2) sin(z/2)
joten
s _ 1 cos((m + 1)x)
S (z) =2 i — — 2
(z) gsm@ )~ an@ /) sin(z/2)
Yhtilon nojalla saadaan arvoilla 2t = z ¢ 277
. 1 X
—— ) Sp(x)=——) Sp(2t
N+1&= () N+1k§::0 «(20)
-1 1 i (2k + 1)t
= ——— ) cos
sint N +1 /= (20)
-1 1 N—+1
- 2k — 1)t
sint N +1 (= cos( )
=1 1 sinz(N +1))
~ sint N +1 2sint =0
kun N — oo. Siis Cesaron mielessa
n 1
lim 2 in(jr) — ———— =0.
niibo jz_;]sm(jx) tan(z/2)

HAT6.

Olkoon f : R — C jatkuva ja jaksollinen funktio, jaksonaan 27. Jos funktion f Fourier-
sarja suppenee pisteessa rg € [—, 7|, eli raja-arvo

o= i S (o)
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on olemassa, niin niyta, ettd talloin valttdmatta a = f(xo).

Ratkaisu. Oletuksista seuraa, ettd f € L°°[—m, 7]. Néin ollen Fourier-sarja Cesaro-
suppenee pisteessa x, funktion arvoon:

on(zo) = f(wo), N — oo.
Oletuksen nojalla Fourier-sarja suppenee myo6s tavallisessa mielessé pisteessé, xq:
Sn(zg) > a, N — 0.
Kun tavallinen raja-arvo on olemassa, niin Cesaro-raja-arvo yhtyy tédhan, eli

1

N
N+1ZSJ'—>CL, N — 0.

J=0

UN(%) =

Néin ollen raja-arvon yksikasitteisyyden nojalla a = f(xg).

25



1.5 Harjoitus 5

H5T1.

Jatkuvan, mutta ei missédan derivoituvan funktion olemassaolo on dariesimerkki siita, etta
funktion toistuva derivointi voi johtaa hyvin poikkeukselliseen (ja huonoon) funktiokéyt-
taytymiseen. Olkoon ¢ > 0, K > 0 ja n € N mielivaltaisesti valittuja vakioita. Ma&raa
vakiot A, M ja 0 siten, ettd funktiolle

f(z) = Asin(Mzx + 0)
pitee |f*)(x)| < ¢ kaikilla 2 € R ja 0 < k < n, mutta |f™(0)| > K.

Ratkaisu. Sinin summakaavan nojalla

j sin(x) = cos(x) =sin (z +7/2), z R,
T

mista saadaan ketjusdannolla

iCos(x) = jsin(z+7r/2) =cos(z+7/2), xzeR
x

Siis jos derivoidaan sinié tai kosinid, niin argumentti kasvaa luvulla 7/2. Induktiolla saa-
daan

dk

—— sin(z) = sin(x + k7 /2),

ng (21)

s cos(x) = cos(x + kn/2), xR keZ.

T
Nyt siis
f®(z) = AM*sin(Mz 4 0 + kn/2), 2 € R,k € Ny,
eli
f™(0) = AM™sin(6 + n/2)

ja asettamalla § = —(n — 1) /2 saadaan

F™0) = AM™sin(r/2) = AM™.
Oletetaan, etta A, M > 0, jolloin saadaan

\f(k)(:v)| < AMF, zeRkeN,

22
£90)] = Avr )

Oletetaan aluksi, ettd K < e. Nyt voidaan valita M =1 ja A = K, jolloin
IfP(z)| < AM* =K <e, 2z€RkeN, (23)

£(0)] = AM" = K.

Oletetaan nyt, ettd K > ¢. Pitiisi saada
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AMF <e, 0<k<n-1

K < AM™ (24)
Jos M > 1, niin k — M?" on kasvava ja riittdd saada vaikkapa
AM™ ! = ¢,
AM" = K (25)

joka toteutuu, kun M = K/e > 1 ja A =¢"/K"'. Valitaan siis
(9:—(71—1)%, M=1, A=K, kun K <¢,

ja
T K g™
= — —1— = —
0=—(n—1)7, M="

A:W, kunK>€.

Y

H5T2.

Kokonaislukujonon {a, },en sanotaan olevan lakunaarinen, jos
0<a<ayg < ---

ja jos on olemassa ¢ > 1 ja N > 1 siten, ettd a,.1 > qa, kaikille n > N. (Td&méa on
eri asia kuin luentorungossa esitetty lakunaarinen Fourier-sarja, vaikkakin asiayhteys on
olemassa.) Mitka seuraavista jonoista ovat lakunaarisia? Perustele vastauksesi.

a) {ak}keN = {Qk}kzeN
b) {axtren = {(k!)* }ren
¢) {axtren = {k(k + 1)(k + 2) bren

Ratkaisu. a) Nyt

k+1
ak+1_2+

(07% 2k

eli lukujono on lakunaarinen.

=2=1q>1, k>1=:N,

b) Nyt

N2

eli lukujono on lakunaarinen.

c) Nyt
ak+1_(k+1)(k+2)(k:—l—3)_k+3_ §
o kRt DGT2 kT b ko
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Néin ollen lakunaarisuusehto ei voi patea. Ehdon sarkyminen voidaan laskea vaikka seu-
raavalla tavalla. Olkoon ¢ > 1 mielivaltainen. Valitaan K € N siten, ettd K > 3/(q — 1)
elig—1>3/K. Nyt

AL41 3 3
142 <14+ 2 cl4g-1=q k>K
o tpsitypcstta ¢ k2

eli lakunaarisuusehto ei voi patea arvolla q.

H5T3.

Olkoon (1, 7m2,7m3 . . .) tasan jakautunut vélille [0, 1) ja olkoon b € [0,1). Osoita, etta

< .
lim #{1<n<N:n,€[0,b)}
N—oo N

=b.
Vihje:
#{1<n<N:n,el0,b)}=#{1<n<N:n,€(0,0)} +#{1l <n<N:n, =0}

Ratkaisu. Tasan jakautuneisuuden méaaritelman mukaan ehdosta (a,b) C [0,1) seuraa

#{1<n<N:n,€(a,b)}

Rvs N =b-a.
Erityisesti
<n< :
N—o0 N

Siis ”satunnaisesti lukujonosta valittu alkio on valilla (0,b6) todenndkéisyydella b” tai
"lukujonon alkioista 1000 % on valilla (0,b)”.

Osoitetaan nyt, ettd "satunnaisesti lukujonosta valittu alkio on 0 todennakoisyydelld 0.
Sitten voidaan vihjettd noudattaen péatelld, ettd “satunnaisesti lukujonosta valittu alkio
on valilla [0,b) todennakoisyydelld b” eli, etta nollan lisdédminen suotuisien tapahtumien
joukkoon ei lisda todennékoisyytta.

Aluksi ndhdéaén, etté
N #{1<n<N g e0)

1
#{1<n<N:n,€{0}} #{1<n<N:n,€(0,1)}
N N
Siis
<n< : <n< :
N—o0 N N—o0 N
Néin ollen
i TFAlsn<Nim, €[0,0)f
N—oo N
po #LSn<Nin € {0} #{1<n<N:m€(0.0)) (27)
= lim +
N—oo N N
=0+ (b—0)=b.
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H5T4.

Olkoon (n1,72,m3...) tasan jakautunut valille [0,1) ja olkoon 0 < a < b < 1. Osoita
kiyttamalla apuna tehtavaa etta

1
lim —Zx[ab (1) /0 X[a.p)(2)dz

N—oco N

Ratkaisu. Huomataan, etté
N
#{1 S n S N: Tin € [O, b)} = Z X[O,b)(nn)'
Siis tehtévan nojalla
Nh_I}lOONZX[Ob) ) —b—/ X[0,5)(
Nyt Xa,p) = X[0,0) — X[0,a) J& Voidaan laskea
NIgI;ONZxab ) —nggoNmeb T —ngI;ONZX[oa) )

1 1
:/0 X[O,b)(x)dl’—/o X[0,a)(2)dz (28)

H5T5.

Olkoon (11,m2,73 .. .) tasan jakautunut vélille [0,1) ja olkoon 0 < a; < by < 1 kaikilla
k=1,..., K. Olkoon

K
$) = Z )\k)([%bk)(x), A, ..., €C.

k=1

Osoita kayttamalla apuna tehtavaa [HHT4l etta
1
Jim NZQ ) —/ g(z)dz.
Ratkaisu. Tehtavan [HET4 avulla voidaan laskea

Nh_r)n N Z g(ny) = lim — Z Z N X[ag be) (1) Z Ak hm N Z Xlak,bk) (7n)

N—oo N =21

1
= Z)‘k/ X[ambk)(l‘)dx :/ ZAkX[akybk)(I)dw :/ g(I)d{E
k=1 79 0 k=1 0

(29)
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1.6 Harjoitus 6

H6T1.

Osoita, etté yhtalolla

" / o 4
y" + 0,02y + 25y = — cos(nt)
™m

on yksityisratkaisu
Yn = Ay cos(nt) + By, sin(nt),

missa

- 4(25 — n?)
A= (25— 2 + (0,02

ja
0.08

b= [(25 — n2)2 + (0,02)2]

Ratkaisu. Olkoon n € N kiinnitetty. Lahdetddn etsimaén yksityisratkaisua yritteella.
Koska oikealla puolella on termi cos(nt), niin yritteeksi tulee valita jotain samannakoéisté
ja sopivan mielivaltaista. Kosinin lisaksi mukaan on hyvé ottaa sini. Tehdaén siis yrite

y = Acos(nt) + Bsin(nt).

Saadaan
y' = —Ansin(nt) + Bn cos(nt)
y' = —An? cos(nt) — Bn?sin(nt) = —n?y.
Siis
y" + 0,02y + 25y
= (25 — n?)y + 0,02y
= |A(25 — n?) +0,02Bn] cos(nt) + | B(25 — n*) — 0,024n) sin(nt)
4
=3 cos(nt)
Saadaan

4
A(25 —n?) +0,02Bn = —;
™n

B(25 —n?) — 0,024n = 0.
Voidaan ratkaista alemmasta yhtalostéa

0,02An

B=1s w2y

ja kun tadmaé sijoitetaan ylempéaan yhtdloon, saadaan

_2)2 2
0,02Ann:A (25 —n?)" +(0,02n)%| _ 4

A(25 —n*) +0,02———r :
(25 =) 40,0255 (25— n2?) —-
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Siis ) 425 - n?)
2 [(25 — n2)2 + (0,02)?]

ja
0,02An 0,02n 4(25 — n2) 0.08

B = a5 =0 = 25— ) w2 (35 — 22 £ (0,027 7n[(25 = n?2 4 (0,02)7]

Saatiin halutut vastaukset. Vakioiden A ja B arvot riippuvat luvusta n, joten merkitdan

A=A,ja B=B8B,.
H6T2.
Etsi yksityisratkaisu yhtalolle
y' +cy +y= Ksint,
missd ¢ > 0 ja K € R ovat vakioita.

Ratkaisu. Jos K = 0, niin selvasti y = 0 on yhtdlon ratkaisu. Jos K # 0, niin etsitdan
ratkaisua yritteella. Oikealla puolella on sint, joten valitaan yritteeksi sinin ja kosinin
lineaarikombinaatio

y = Acost + Bsint.

Saadaan
y' = —Asint + Bcost
y" = —Acost — Bsint = —y.
Siis
y' +cy +y=cy = —Acsint + Bccost = K sint.

Siis valitaan B = 0 ja A = —K/c. Tama valinta toimii myos tilanteessa K = 0. Etsitty
ratkaisu on siis

K
y(t) = —— cost.
c

Lisdys. Huomataan, ettd jos ¢ < 0, niin ratkaisutapa toimii myo6s. Jos olisi ¢ = 0, niin
ratkaisua ei saataisi talla menettelylld vaan oltaisiin umpikujassa 0 = K sint. Katsotaan
mielenkiinnon vuoksi tdma tilanne l&dpi. Olkoon ¢ = 0. Nyt y = Asint+ B cost on ratkaisu
homogeeniyhtalolle

y// +y=0.

Ratkaistaan epahomogeeninen yhtalo
y' +y= Ksint
vakion varioinnilla. Annetaan vakioiden A ja B ollakin funktioita A(t), B(t). Saadaan

y(t)

A(t)sint + B(t) cost
A'(t)sint + A(t) cost + B'(t) cost — B(t) sint
A"(t)sint + 2A'(t) cost — A(t)sint + B"(t) cost — 2B'(t) sint — B(t) cost.

<
<
—
~
N—

Il

y"(t)

31



Saadaan
y' +y=A"(t)sint +2A'(t) cost + B"(t) cost — 2B'(t)sint = K sint.

eli vaikkapa A” — 2B’ = K ja 2A’ + B” = 0. Siis vaikkapa A = 0 ja B = —Kt/2 kiy.

Haluttu ratkaisu olisi
Kt
y(t) = 5 sint.

H6T3.

Osittaisdifferentiaaliyhtéloiden vakiokertoimista paéstdan usein eroon sopivalla muuttu-
janvaihdolla. Etsi sopiva vakio A siten, etta sijoitus t = A7 lampoyhtaloon

ou 0%u

—_— = —

ot 0x?
sieventaa sen muotoon

ou 0%u

or  Ox?

Muunna vastaavalla tavalla aaltoyhtalo

Pu 0%

—_— =" —
ot? 0x?
muotoon
Pu  u
or2  ox?’

Ratkaisu. Ketjusadnnon ja alkuperadisen yhtélon nojalla

ou_oudr _ uodr o
37'_8t87'_a8x2 or -« o2’

Lampoyhtalon muuttujanvaihdossa tulee siis valita A = 1/a.
Merkitadn nyt derivointia alaindeksilla. Siis esimerkiksi
o _
ot
Aaltoyhtalolle saadaan ketjusdannon, tulon derivoimissddnnon ja alkuperaisen yhtalon
nojalla

Ug.

0*u
or?
Nyt t =Arelit, = Ajat,, =0. Saadaan

= Urr = (UT>7— = (utt’r>7— = utt(tﬂ')Q + wt,r = C2me(t7)2 + it 7.

Upr = @ AUy
Aaltoyhtalon muuttujanvaihdossa tulee siis valita A = 1/c tai A = —1/c.

H6T4.
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Etsi muotoa u(z,t) = X (x)T(t) oleva ratkaisu lampoyhtalolle
o _
ot "oz

kun u(0,t) = u(nm,t) = 0 kaikilla ¢ > 0 ja

O<z<m t>0,

u(z,0) =1+ 3cos(2z) + 2cos(4x), 0<z <.

Ratkaisu. Yhtalo on nyt annettu alueessa 0 < x < w, ¢t > 0 eli "suorakulmiossa” (z,t) €
(0,7) x (0, 00). Koska alue on suorakulmio, on mielekésté yrittda separoida muuttujat eli
tehda yrite u(z,t) = X (x)T(¢).

Yritteen antama ratkaisu on johdettu luentorungossa ja siten
s 2
u(z,t) =Y Age " 'sin(kz),
k=1

missa i
A= / wo(t) sin(kt)dt.
0
Nyt
up(z) = 1+ 3cos(2x) +2cos(4z), 0<uzx <,

ja tulisi siis laskea kertoimet Aj. Lasketaan kertoimet osissa ja kaytetadn ylaindeksejé.
Ensimmainen termi antaa

Al = i/{fysin(k;t)dt_ [_CO]:(“)Y ~ 20— (=),

Siis indeksin % parillisilla arvoilla A}, = 0 ja

4 1
Ay = .
=l om — 17 me N
Taméan laskun nojalla
9 2T . L . .
A== / cos(2t) - sin(kt)dt = — / sin((k — 2)t) + sin((k + 2)t)dt
7 Jo mJo
2 2
= (1—- (-1 -9 (1= (=1)**
g (1= (0P =)+ (1 (1))
2 2
=(1-(-D"—"—(1-6 —_—
1= ) (g -0+ g
Siis indeksin % parillisilla arvoilla A2 = 0 ja muulloin
4 1 1 8 k
N R ) Ry e
. 8 2m—1
A3 o Am=r N.
el (2m—1)2 — 4] me
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Analogialla nahdéén, etta

2 s
AP = —/ cos(4t) - sin(kt)dt = 0,
m Jo
kun k& on parillinen ja etta
8 2m —1
A3 = — N.
= om— 12— 167 ©
Siis As,, =0, m € N, ja
4 1 6(2m — 1) 42m — 1)
Agpq = Al 3A2 243 = —
21 = Aot ¥ 3 Mmoo = 5 T T 2m—12—-4 (2m—1)2—16

H6T5.
Etsi muotoa u(z,t) = X (x)T(t) oleva ratkaisu aaltoyhtélolle

Pu 0%

o2~ oz
kun w(0,¢) = u(m, t) = 0 kaikilla t > 0 ja

O<zx<m t>0,

u(z,0) = z(r — x), E;Z(x,()) =0, 0<z<m.

Ratkaisu. Luentorungossa johdettiin ratkaisulle kaava

u(z,t) = 72r ;;i sin(kx) [Ay cos(kct) + By sin(kct)] ,

missa

m:K%@mwm

ja
1 /7 )
By, = %/0 wy (t) sin(kt)dt.

)

Nyt ui(x) = uy(x,0) = 0, joten By = 0, k € N. Vastaavasti ug(z) = u(z,0) = z(r — x),

joten
AM:/tW—ﬂmmth
0

Taulukkointegroimalla (osittaisintegroimalla) saadaan

D I F R
wt — t* | sin(kt)
T —2t *Cf),j“;t) t(m — t)=<eakt) f°,§:“t)

_9 — 51;2( t) (’/T N 2t) SII}€(2 t)
0 COZ (3kt) _9 coz(gk:t) 0
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Eli

, — cos(kt) sin(kt) cos(kt)
/ b — ) sin(kt)dt = H(m — ) —— " + (1 — 2) = — 2
Siis
— cos(kt sin(kt cos(kt)]"
A = t(ﬂ_t) ( ) ( _ ) (2>_ (3)
k k k =0
E7 2 B (30)
cos
— [_2 5 ] = ﬁ(l_ (-1)%), keN
=0
Siis
Agm = O, m e N,
ja
At = ——— meN
2m—1 — (2m _ 1)37 m :
Sijoittamalla kertoimet A sarjaan, saadaan
(2,0) = 53" ot sin(2k — 1)) cos((2k — 1)et
u(z,t) = =) ————sin — 1)x) cos — 1)et.
’ iz (2k—1)3

H6T6.

Osoita Fourier-integraaliesitysta kayttamalla, etté

(wz) + wsin(ws) 0, kun x < 0,
00 in
/ COR\WE) T WSO gy = /2, kun x = 0,
0 14+ w?

me ", kun x > 0.

Ratkaisu. Valitaan

me ", x> 0.

f@:{o, - z <0

Koska f ja f’ ovat paloittain jatkuvia, niin Lauseen 17.4 nojalla

flz—=) + f(z+)

F(z) = /Ooo A(w) cos(wz) + B(w) sin(wz) = 5 , z€eR,
Adw) = 71T [ 16y costuyat
ja
B(w) = jr = sysingwryae.
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Taulukkointegroimalla (osittaisintegroimalla) saadaan

D | 1] F | R
cos(wt) et
—wsin(wt) | —e~" | —cos(wt)e™*
—w?cos(wt) | et | wsin(wt)e™ | —w? cos(wt)e™
eli
/cos(wt)e_tdt = — cos(wt)e™" + wsin(wt)e ™" + / —w? cos(wt)e 'dt
eli
/cos(wt)e_tdt _w sin(wt)e " — Cos(wt)e_t.
14 w?
Siis -
Alw) = w sin(wt)e™t — cos(wt)e™ 040404 11 .
1+ w? o l+w? 14 w?
Vastaavasti

B(w) = /OOO e~ sin(wt)dt,

joten taulukko

D | 1] F | R
sin(wt) et
wcos(wt) | —e ' | —sin(wt)e
—w?sin(wt) | et | —wcos(wt)e™t | —w?sin(wt)e”!
antaa
/Sin(wt)e_tdt = —sin(wt)e " — w cos(wt)e™" + / —w? sin(wt)e'dt
eli
/sin(wt)e’tdt _—w cos(wt)e " — sin(wt)e‘t.
14+ w?
Siis
Blw) = —w cos(wt)e™t — sin(wt)e | 0404 Y g _w
14 w? 1—0 1+ w? 1+ w?
Siis
. 0, kun x < 0,
Fle) = / cos(wz) + wsln(wx)dw _ Sl fat) /2, kun = = 0,
0 1+w 2
me ", kun x > 0.
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1.7 Harjoitus 7

H7T1.

Osoita Fourier-integraaliesitysta kayttamalla, ettéa

oo 1 —
/ cos(mw) sin(wa)dw — /2, kan0<z<m
0 w 0, kun x > 7.

Ratkaisu.

H7T2.

Osoita Fourier-integraaliesitysta kayttamalla, ettéa

/oo cos (%) COS(UW)d | Zcosz, kun |z| < 7/2
0 1 — w2 Y=Y 0 kun |z| > 7/2.

Ratkaisu.

H7T3.
Muodosta funktion

r, kin0<zx<a
f(x)_{(), kun = > a

kosini-integraaliesitys.

Ratkaisu.

H7T4.

Muodosta funktion
fle)y=e4e, x>0,

kosini-integraaliesitys.

Ratkaisu.

H7T5.

Etsi

1
}—C<1+x2)'
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Ratkaisu.

H7T6.

Etsi funktion
e, kunz >0

f(x):{(), kun x <0

Fourier-muunnos.

Ratkaisu.

1.8 Harjoitus 8

HS8T1.

Etsi funktion
e’, kun —1<z<1

)= { 0, muulloin

Fourier-muunnos.

Ratkaisu.

H8T?2.

Olkoon F(f(t)) funktion f(¢) Fourier-muunnos ja a € R vakio. Osoita, ettd

F(f(t —a)) = e ™" F(f(t)).

Ratkaisu.

HS8TS3.

Etsi Lauseen 19.9 avulla

Ratkaisu.

H8T4.
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Olkoon g € L'(—00,00). Kéyta Fourier-muunnosta differentiaaliyhtélén
' —u+2g(x) =0

ratkaisun u(x) = g * e~l?l 16ytamiseksi. Mité oletuksia ratkaisun tulee toteuttaa, jotta
menetelméé voi soveltaa?

Ratkaisu.

H8T5.

Osoita, etté
fxg=gx/],

missa [ ja g sellaisia funktiota, ettd konvoluutiot f * g ja g x f ovat hyvin méariteltyja.

Ratkaisu.

HS8T6.

Olkoot f: R — R, g:R — R ja h: R — R sellaisia funktiota, etta (f*g)-hja f*(g-h)
ovat hyvin maériteltyja. Tarkastele pateeko yhtalo

(fxg)-h=[fx(g-h),

toisin sanoen, onko konvoluutio assosiatiivinen tulon kanssa?

Ratkaisu.

2 Lisayksia

2.1 Trigonometrisia kaavoja

Tehtévissa tarvittiin kaavaa

cos(x — y) + cos(z + y)
2 )

COS T COSY = z,y € R.

Kerrataan kaavan
2sinx cosy = sin(x + y) —sin(x —y), x,y € R. (31)

alkeisgeometrinen todistus ja johdetaan siitd tehtdvan H1T5 kaava. Kaavan oikeellisuus
nahdaan Kuvasta 3] joka 16ytyi Googlen kuvahaulla osoitteesta
http://i.stack.imgur.com/dhFCv. jpg.

Ohessa oleva todistus on peréisin lehdestd Dimensio 6/2013, sivu 62.
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Kuva 3: Sinin summakaava.

y=7—(a+p)

o

Oheisessa kuvassa
h=bsina = asinf

eli ) )
sina  sin [

a b

Symmetrian nojalla

sina  sinf  siny
a b ¢’
Tata kutsutaan sinilauseeksi. Nyt kosinin maéritelman ja sinilauseen nojalla

c=acosf+bcosa = (c Sl_na> cos § + (c smﬁ) COS .

sin 7y sin 7y
Kertomalla puolittain luvulla (sin~y)/c saadaan
siny = sin acos  + sin 3 cos .

Koska kolmion kulmien summa on m, niin v = 7 — (a + ). Toisaalta yksikkdympyréstéa
néhdéan, ettéd sin(m — ) = sin x kaikilla z. Néin ollen siny = sin(m — a — ) = sin(a+ f).
Siis saatiin

sin(a + 3) = sin acos 3 + sin 3 cos a.

Sijoittamalla luvun f paikalle luku —/ saadaan
sin(a — ) = sina cos 5 — sin 3 cos a.
Summaamalla kaksi viimeistd kaavaa yhteen, saadaan
sin(aw — 8) + sin(a + 8) = 2sinacos 5
eli kaava patee. Nyt kaava (31)) eli
2sinzcosy = sin(z — y) +sin(z +y), z,y €R,
antaa derivoimalla puolittain muuttujan x suhteen

2cosxcosy = cos(z —y) +cos(x +y), x,y€R.
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Jos taas derivoidaan muuttujan y suhteen ja kerrotaan luvulla —1, saadaan
2sinzsiny = cos(x —y) —cos(z +y), x,ye€R

Siis kaavat
2sinz cosy = sin(z — y) + sin(x + y);
2coszcosy = cos(x — y) + cos(z + y); (32)
2sinz siny = cos(z — y) — cos(x + y);

patevéit kaikilla x, y € R. Jos yksi kaava tiedetaén, muut saadaan siita esimerkiksi derivoi-
malla. Voidaan itseasiassa osoittaa, ettd funktiot sin ja cos voidaan jatkaa derivoituviksi
koko kompleksitasossa ja etté ylldolevat kaavat patevat kaikilla z,y € C.

2.2 Perusjakson olemassaolosta

Antti Puurosen esittamalla todistustavalla saadaan seuraava tulos.

Lause 2.1. Jaksollisella ei-vakiolla funktiolla, joka on jatkuva vihintddn yhdessd pistees-
sa, on perusjakso.

Todistus. Olkoon f : R — R jaksollinen perusjaksoton funktio ja jatkuva pisteessa
a € R. Olkoon € > 0. Koska f on jatkuva pisteessa a, niin on olemassa ¢ > 0 siten, ettéd
f(a) € (f(z)—e, f(a)+e) kaikilla x € (a—6,a+6). Koska funktiolla f ei ole perusjaksoa,
1oydetaan ¢ € (0,0) siten, ettd ¢ on funktion f jakso. Néin ollen

fR) € f(la,a+c)) € f((a—0d,a+0)) € (fla) —¢, f(a) + ).

Luku € > 0 oli mielivaltainen. Siis

fR) € N (f(a) —¢, fla)+2) ={f(a)}

e>0

eli f on vakio. O
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2.3 Konformikuvauksia eli "tehdaan hassuja kuvia”
Tehtavissé [H2T7| ortonormitettiin monomit {1, z, 2%} sisitulon

(F.o)= [ F@)g(e)da

suhteen kayttamalla yhtaloryhméa tai Gram-Schmidtin ortonormitusmenetelmaa. Vas-
taavalla tavalla Gram-Schmidtin ortonormitusmenetelmalld monomeista voidaan orto-
normittaa myos muiden sisatulojen suhteen. Toisaalta kun lasketaan funktion yleistetyt
Fourier-kertoimet jonkun ortonormaalin kannan suhteen voidaan funktio joskus esittad
sarjana kannan alkioista. Taméa on hyvin yleinen toiminta-ajatus.

Kirjassa Duren, Schuster - Bergman spaces, kerrotaan seuraavaa.

Olkoon (2 kompleksitason C osajoukko niin, ettd 2 on rajoitettu yhdesti yhtendinen
(reidton) alue (yhtendinen avoin joukko). Télléin on olemassa Bergmanin ydinfunktio
K : QxQ — C siten, ettd jos f : & — C on analyyttinen (derivoituva) funktio ja
pintaintegraali

| 1#)PaAe) (33)

on aarellinen, niin voidaan kirjoittaa
)= [ FOK(EQAAQ), ze

Siis funktion f arvo jossain tietyssd pisteessd z saadaan laskemalla sisétulo

(f, k=),

missa k,(¢) = K(z,() ja sisdtulo on méadritelty asettamalla

(£.9) = [ F)9(HdA()

Funktiolla K on paljon hyvid ominaisuuksia. Paljastuu, etté jos {¢n},cy On ortonormaali
kanta ehdon toteuttavien analyyttisten funktioiden funktioiden avaruudelle A%(Q),
niin

K(z,¢) = i on(2)en(C), 2, €X.

Siis funktio K tiedetdén heti, jos 16ydetdaén joku ortonormaali kanta {@y,},,cx-

Toisaalta, jos ¢ on ns. normalisoitu Riemannin kuvausfunktio alueelle € pisteesséd ¢ eli
¢ :Q —{z€C:|z| <1} on analyyttinen bijektio ja »({) = 0 ja ¢'(¢) > 0, niin

¢'(z) = ,/K@,OK(Z,C), z e Q.

Néin ollen funktion K avulla saadaan ¢’ ja sitten tatd integroimalla saadaan (.

Siis ortonormittamalla monomit sisdtulon suhteen, laskemalla vahén ja integroimalla ker-
ran saadaan funktio (. Funktio ¢ on kiinnostava sen vuoksi, ettd se on bijektiivinen
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Kuva 4: Shakkilauta ja osa venytetysté shakkilaudasta.

kuvaus alueelta €2 yksikkokiekolle D = {z € C : |z| < 1} ja analyyttisend funktiona ¢ sdi-

lyttad kulmien suuruudet. Tavallaan ¢ "vdantelee ja venyttelee siistilla tavalla” alueesta
Q) alueen D.

Aiheeseen liittyviad kuvia on ndhtéavilla osoitteessa
http://integraali.com/fourier2014/conformal/. Demojen pitdja piirsi "venytetyt”
kuvat Matlabilla kayttaen kansion "functions” Matlab-funktioita. Kuitenkin projekti jai
jostain syysté aikoinaan kesken. Kuva |4 on vajavainen makupala.
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Kuva 5: Muutama ydin.

Kuva 6: Konvoluutio murtoviivan kanssa.
2.4 Konvoluutioita

Sivulla http://integraali.com/fourier2014/konvoluutioita/| on laskuharjoitusten
pitdjan tekemia konvoluutioihin liittyvid Matlab-funktioita.

Funktio 'murtof.m’ piirtda murtoviivafunktion ammuttavasta pistejoukosta.

Funktio ’konvydin.m’ piirtad konvoluutioytimen ammuttavasta pistejoukosta.

Funktio ’ytimet.m’ antaa Gaussin, Dirichlet’'n ja Fejerin ytimia.

Funktio ’konvo.m’ laskee kahden tiettya tyyppié olevan funktion konvoluution.

Kuvat BH9] esittédvat muutaman ytimen seké erdén murtoviivafunktion konvoluutioita nai-
den ytimien kanssa.

Kuva 7: Konvoluutio tyyppid y(z) = exp(—1/(1 — %)) olevan Gaussin kiyrin kanssa.

44


http://integraali.com/fourier2014/konvoluutioita/

Kuva 8: Konvoluutio Dirichlet-ytimen D7 kanssa.

Kuva 9: Konvoluutio Fejer-ytimen F; kanssa.
2.5 Cesaro-operaattorista

Laskuharjoitusten pitdja on parasta aikaa funktionaalianalyysin kurssilla ja paatti sen
vuoksi piristad mieltdan lukemalla internetistd lisdia Cesaron menetelméasta. Jos a =
(@), on jono kompleksilukuja, niin asetetaan

fe'e) 1/1’)
lal, = (z |an|p>
n=0

arvoilla p € (0,00). Jos ||a]|,, < oo, niin merkitdéin a € (¥ eli {7 on "itseisesti potenssilla
p summautuvien jonojen avaruus”. Koska kurssilla, esimerkiksi tehtavéssé [H4T3] nahtiin,
ettd Ces (a) on kiyttaytyy jossain mielessé jonona paremmin kuin a, niin voi aavistaa,
ettd || Ces (a)]|, olisi joskus jossain mielessd rajoitettu luvulla [lalf,,.

Sivulla
https://datuanbpdes.files.wordpress.com/2014/08/hardys-inequality.pdf
osoitetaankin, ettd jos p € (1,00), niin kompleksiselle lukujonolle by

1 n p p P o
721% < () Z|bk’p~
1= p=1) =

Kolmioepayhtalon avulla ja soveltamalla tulosta tapauksessa by = |ax|, saadaan

o0

') P oo
p D
a < a —_— arl” .
Sl <5 (i) = () S
Siis
00 n p 1/1’ /p p
_ p _
jcestal, = (XA el ) < 2 (Shwl) =l
o | Ces ()]
es (a
sup P < b .
lal, 20 llall, p—1

Sanotaan, ettd Ces : 7 — (P on rajoitettu operaattorimielessa: "kuvan normi on kor-
keintaan vakio kertaa argumentin normi”. Nahdaan viela, etta jos a ja b ovat jonoja ja
a, € C ovat vakioita, niin Ces (aa+b) = aCes (a)+ [ Ces (b). Siis Ces on lineaarinen.

On nahty, ettd vaikka sarja hajaantuu, silla voi olla mielekds summa, kun summataan
lukuja jollain uudella tavalla. Summausmenetelmista puhutaan esimerkiksi Wikipediassa:
http://en.wikipedia.org/wiki/Divergent_series.

Joku voi pitaa hajaantuvien sarjojen kayttoa outona - Wikipediasta 16ytyy hauska kasku:
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Borel, then an unknown young man, discovered that his summation method
gave the right” answer for many classical divergent series. He decided to make
a pilgrimage to Stockholm to see Mittag-LefHler, who was the recognized lord of
complex analysis. Mittag-LefHer listened politely to what Borel had to say and
then, placing his hand upon the complete works by Weierstrass, his teacher,
he said in Latin, "The Master forbids it’.

— Mark Kac, quoted by Reed & Simon (1978, p. 38)
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