Analyysi IV

1 Lineaarialgebran peruskisitteiti

Aiemmissa analyysin kursseissa kéytettyja vakiomerkintoja kuten esimerkik-
si N,Z, R, C jne kiytetddn seuraavassa tunnetuiksi oletettuina. Merkintd F
voi seuraavassa tarkoittaa joko yleisesti kuntaa tai joko reaalilukujen kuntaa
R tai kompleksilukujen kuntaa C. Jalkimma&inen merkitys péatee Luvusta 2
ldhtien, ellei erikseen toisin mainita. Edelleen F" := F x - .. x [ tarkoittaa
karteesista tuloa, jossa tekijoitd F on n kappaletta. Funktion (kuvauksen)
f X — Y kuvajoukolle f(A) = { f(x) | © € A}, erityisesti my6hemmin
lineaarikuvauksen yhteydessé, voidaan myos kayttdd merkintdd fA. Samoin
mahdollisesti joukon alkukuvalle f'(B) ={z € X | f(z) e B} = f'B.

Maéritelma 1.1. Olkoon V' epityhjd joukko ja F kunta. Pari (V,F) on
lineaariavaruus (vektoriavaruus), jos operaatiot (laskutoimitukset) + : V' x
V — V (yhteenlasku) ja - : F x V' — V (skalaarilla kertominen) toteuttavat
seuraavat ehdot jokaiselle u,v,w € V ja jokaiselle A\, u € [F:

(1)

2) (u+v)+w=u+(v+w)

(3) on olemassa 0 € V, jolle patee u +0 = u

(4) on olemassa —u € V, jolle pétee u + (—u) =0
(5) (Aw)u = A(pu)

(6) Mu+v)=Au+ v
(7) A+ p)u = du+ Au
(8) 1-

u =

Joukon V' pisteitd kutsutaan seuraavassa vektoreiksi ja kunnan F pisteitéd
skalaareiksi.



Esimerkki. (F,F) varustettuna kunnan yhteen- ja kertolaskulla on lineaa-
riavaruus.

Esimerkki. Olkoon M, (F) nxm-matriisien joukko, joiden alkiot kuuluvat
kuntaan F. T&lloin (M, xm(F),F) varustettuna matriisien yhteenlaskulla ja
skalaarilla kertomisella on llineaariavaruus.

Esimerkki. Tarkastellaan edellisen esimerkin osajoukkoa
A:={Ae€ Mun(F)|det A=0}.

Télloin (A, F) varustettuna samalla yhteenlaskulla ja skalaarilla kertomisella
kuin edellisessé esimerkissé ei ole lineaariavaruus, silld summa ei valttamatta
kuulu joukkoon A. Esimerkiksi

6 8 n 11\ (79
34 11) \45
ja télloin summan determinantti on —1 # 0.

Esimerkki. Tarkastellaan paria (F", F) ja kidytetéaéin karteesisen tulon F” pis-
teille tavanomaista merkintdd z = (21, 29, . . ., 2,). Méaritelldén nyt yhteen-
lasku ja skalaarilla A € F kertominen asettamalla z +w := (21 +wy, ..., 2, +
wy) ja Aw = (Awy, ..., Aw,). Talléin pari (F", F) on lineaariavaruus. Erityi-
sesti ndin saadaan lineaariavaruudet (R™, R) ja (C", C).

Huomautus. Joukon F" pisteilld voidaan usein kayttada myos vastaavaa pys-
tyvektorimerkintaé
21

)
Z =

Zn

Esimerkki. Tarkastellaan lopuksi jatkuvien funktioiden f : [a,b] — F jouk-
koa, missd nyt oletetaan, ettd [a,b] C R ja ettd F on joko R tai C. Té&lloin
my0s oletetaan, ettd topologia seké vélissa [a, b] ettd kunnassa F on reaaliak-
selin (tai kompleksitason) luonnollinen topologia. Huomaa, etté jatkuvuu-
desta puhuminen edellyttéa, ettd topologia sekéd kuvauksen méaéarittely- etté
kuvapuolella on méaritelty. Tavanomainen merkinté tarkasteltavalle joukolle
on

Crla,b] :=={ f : [a,b] — F| f jatkuva }.
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Maarittelemélld yhteenlasku ja skalaarilla kertominen pisteittdin jokaiselle
t € [a,bl:
(f +9)(t) = f(t) +g(t),

(AS)(E) == Af(#)

todetaan mekaanisella laskulla, ettd (Crpla, b], F) on lineaariavaruus.

Maééritelméa 1.2. Olkoon (V,F) lineaariavaruus ja olkoon S C V' epétyhja
osajoukko. Silloin S on lineaarinen aliavaruus, jos S on suljettu yhteenlaskun
ja skalaarilla kertomisen suhteen, ts. jos jokaiselle u, v € V' ja jokaiselle A € F
onu+veVijalelV.

Seuraavassa muutama esimerkki tilanteista, joissa osajoukko S ei ole lineaa-
rinen aliavaruus:

Esimerkki. Joukko S = {(a,a?) € R? | a € R} ei ole lineaariavaruuden
(R% R) aliavaruus, silli S ei ole suljettu yhteenlaskun (eikd myoskiin ska-
laarilla kertomisen) suhteen. Esimerkiksi 2(1,1) € S.

Esimerkki. Joukko S = { (a,b) € R? | b > 0} ei ole aliavaruus, silld esimer-
kiksi (0, —1) = —=1(0,1) & S.

Esimerkki. Joukko S = {(a,b,c) € R? | |a] = |b| = |c| } ei ole aliavaruus,
silli esimerkiksi (—1,1,1) + (1,1,1) = (0,2,2) & S.

Lause 1.3. Lineariavaruuden (V,F) osajoukko S on aliavaruus jos ja vain
jos Au+ pv € S kaikille u,v € V' ja kaikille A € F.

Todistus. Jos S on aliavaruus, véiite seuraa suoraan magritelmasta padttelemalld
perdakkédin \u € S, pv € S ja siis \u + pv € S. Toisaalta, jos viite péatee,
aliavaruuden méaérittelevd ominaisuudet todetaan valitsemalla A = p = 1,
jolloin u+v eV, ,jad=1,u=0, jolloin \u € V.

Huomautus. Koska u—u = 0, nollavektori 0 kuuluu kaikkiin aliavaruuksiin.

Esimerkki. Kaikkien polynomien joukko P(F) on lineaariavaruuden Cr(IF)
osajoukko, ja heti todettavissa myos lineaariseksi aliavaruudeksi. Samoin on
vilittomalla laskulla todettavissa, ettd { p € P(F) | p(0) = 0} on aliavaruu-
den P(IF) aliavaruus (ja myo6s lineaariavaruuden Cp(F) aliavaruus).



Aliavaruuskésitteen ohella keskeisimpié lineaariavaruuden peruskésitteitd ovat
lineaarinen riippuvuus ja rippumattomuus, kanta ja dimensio. Aluksi tode-
taan, ettd vektorien { vy, vy, ..., v,} lineaarikombinaatiolla tarkoitetaan vek-
toria, joka on muotoa Y ,_, Ayvg, missd jokainen A, € F. Télloin sanotaan,
ettd vektorijoukko {vy,...,v,} on lineaarisesti riippuva, jos joillekin skalaa-
reille Aj,..., A\, € F, jotka kaikki eiviit ole nollia, pitee Y ,_, \yvx = 0.
Muussa tapauksessa sanotaan, ettd ko. vektorijoukko on lineaarisesti riippu-
maton.

Huomautus. Jos yo. vektorijoukko on lineaarisesti riippuva, niin jokainen
vektori vy, jolle vastaava A\, # 0, voidaan esittdd sanotun vektorijoukon mui-
den vektorien lineaarikombinaationa: vy, = > 77, ;i (Aj/Ak)v;.

Vektorijoukon {vy,...,v,} wirittimalli joukolla tarkoitetaan ko. vektorien
kaikkien mahdollisten lineaarikombinaatioiden kokoelmaa:

spanf{vy, ..., v,} = {Z)‘kvk ‘ M €EF, k= 1,...,m}.
k=1

Jos span{vy,...,v,} =V, sanotaan, ettd vektorijoukko {vy,...,v,} virittda
lineaariavaruuden V.

Maiédritelma 1.4. Vektorijoukko B = {vy,...,v,} on lineaariavaruuden V'

kanta, jos (i) B on lineaarisesti riippumaton ja (ii) B virittda lineaariavaruu-
den V| ts. jos span{B} = V.

Huomautus. Jilkimméisen ehdon nojalla jokainen vektori v € V' voidaan
esittdd kantavektorien lineaarikombinaationa. Koska kanta on lineaarisesti
riippimaton joukko, ko. lineaarikombinaatioesitys on yksikésitteinen. Jos ni-

mittain
n n
§ AU = E Mk Uk
k=1 k=1

niin talloin on Y, (A — px)vg, josta lineaarisen riippumattomuuden nojalla
Ak — e = 0.

Jos lineaariavaruudella V' on kanta B = {vy,...,v,}, sanotaan, ettd V on
adrellisulotteinen lineaariavaruus, dim V' = n. Triviaalille lineaariavaruudelle
V = {0} asetetaan dim V' = 0. Kaikissa muissa tapauksissa sanotaan, etta
V' on addretonulotteinen, dimV = oo. Hiukan mychemmin todetaan, ettd
néin asetettu dimension méédritelmé on hyvin asetettu, toisin sanoen etté



adrellisulotteisessa tapauksessa kaikissa mahdollisissa kannoissa on sama al-
kioiden lukumééra.

Huomautus. Lineaariavaruuden R" standardikannalla tai luonnollisella kan-
nalla &, = {e1,...,e,} tarkoitetaan alkiot ovat e, = (0,...,0,1,0,...,0),
k=1,...,n, missi k:s komponentti on = 1.

Padtamme tdmén luvun parilla keskeisella lauseella:

Lause 1.5. Oletetaan, etti V = span{vy, ..., vy, }. Jos tdlloin vektorijoukolle
S =Awy,...,w,} pitee n > m, niin S on lineaarisesti riippuva. Kddntden,
jos S on lineaarisesti riippumaton, nitn n < m.

Todistus. Aluksi todetaan, etté jokainen w; voidaan esittdéd lineaarikombi-

naationa
m

Wy = Z Q45 Vi,
i=1
koska vektorijoukko {v1, ..., v, } virittdd koko avaruuden V' oletuksen perus-
teella. Tarkastellaan nyt lineaarikombinaatiota 7, cjw; = > 7% (30 agics)vi.
Témé lineaarikombinaatio = 0, jos kertoimet c¢; voidaan valita niin, ettd
2?21 a;jc; = 0 jokaiselle s = 1,..., m. Mutta tdlloin kyseessd on yhtaléryhma,

jossa on tuntemattomia (c;) enemmén (n kpl) kuin yhtéloitd (m kpl). Yhtalo-
ryhmaélld on télldin epétriviaali ratkaisu, ts. jokin ¢; # 0. Néin valitut ker-
toimet cq, ..., c, toteuttavat lineaarisen riippuvuuden mééarittelyn mukaisen

ehdon.

Lause 1.6. Oletetaan, ettd V # () on ddrellisulotteinen lineaariavaruus, jolla
on n alkiota sisdltivd kanta. Tédlloin

(1) Jokainen lineaarisesti riippumaton vektorijoukko on avaruuden V kanta.
Erityisesti, kaikissa kannoissa on sama lukumddrd alkioita.

(2) Jokaisessa koko avaruuden V' wvirittdvissd vektorijoukossa on vihintddn
n alkiota.

Todistus. (1) Olkoon S = {vy,...,v,} lineaarisesti riippumaton vektorijouk-
ko avaruudessa V. Ensimmaéinen viite tulee todistetuksi, jos todetaan, etté
S virittdd koko avaruuden V. Olkoon siis v € V mielivaltainen. Edellisen



lauseen nojalla joukko {vy, ..., v,,v} on lineaarisesti riippuva. Néin ollen, on
olemassa skalaarit ¢, cq, ..., c,, joista ainakin joku on # 0, siten, ettd

n
cv + E CjVj.
Jj=1

Koska S on lineaarisesti riippumaton, on ¢ # 0, jolloin

v = Z(—cj/c)vj.

Siis, v € span(S), joten span(S) = V.

Toisen vaitteen todistamiseksi olkoon B oletuksen mukainen kanta, jossa on n
alkiota, ja olkoon B; toinen kanta, jossa n; alkiota. Koska B; on lineaarisesti
riippumaton ja B virittdd koko avaruuden V', on edellisen lauseen nojalla
ny < n. Vaihtamalla kantojen roolit edelld saadaan ki#&nteinen epayhtilo.

(2) Olkoon nyt A = {vy, ..., v,} koko avaruuden V' virittava joukko, ts. V =
span(A). Koska kanta B on lineaarisesti riippumaton, on edellisen lauseen
nojalla n < m.

Padtdmme ensimmadisen esittdmalla lyhyesti esimerkin avaruudesta, jonka
dimensio on ad&reton:

Esimerkki. Lineaariavaruuden Cg|a, b] dimensio on #éreton. Osajoukko S =
{t" | n >0} on lineaarisesti riippumaton jokaiselle n € N, sill& siit4, ettd

f(t) = Zaktk =0
k=0

seuraa, ettd ag = a; = --- = a,, = 0 jokaiselle n € N. Mutta talloin Lauseen
1.5 nojalla on mahdotonta, ettd kyseiselld avaruudella olisi dérellisen monta
alkiota sisédltava kanta.



2 Lineaarikuvaukset

Maaritelma 2.1. Olkoot V, W molemmat F-kertoimisia lineaariavaruuksia.
Kuvaus T : V. — W on lineaarikuvaus, jos kaikille u,v € V ja kaikille A € F
on voimassa additiivisuus (1) ja homogeenisuus (2):

(1) T(u+v) =Tu+ Twv,
(2) T(A\u) = A\Tu.

Kaikkien lineaarikuvausten 7' : V' — W kokoelmalle kéytetddn merkintaé
L(V,W). Siind tapauksessa, ettd V' = W, on tavanomaista lyhentdd mer-
kintdd: L(V) := L(V,V). Jos taas V = F, toisin sanoen (V,F) = (F,F), pu-
hutaan yleensé lineaarikuvauksen sijasta lineaarisesta funktionaalista. Ident-
tiselle kuvaukselle V' — V' kiytetddn tavanomaista merkintéé idy, joka siinéd
tapauksessa, ettd lineaariavaruuden V' suhteen ei synny vaarinkésitysta, mer-
kitdan lyhyemmin id.

Seuraavat esimerkit osoittavat, etté lineaarikuvauksen kaksi méérittelyehtoa

ovat toisistaan riippumattomia.

Esimerkki. Kuvaus T : C — C, joka mééritelladn asettamalla Tz = Z,
on additiivinen, mutta ei ole homogeeninen. Additiivisuus todetaan suoralla
laskulla. Ei-homogeenisuuden toteamiseksi todetaan, ettd

T(iz) =T(i(x+1iy)) =T(—y +ix) = —y — iz
ja

iT(z) =iT(x +iy) =i(x —iy) =y + iz # T(iz).

Esimerkki. Méiritelldin kuvaus T : R*\ {(0,y)|y € R} — R asettamalla

2
T(xy,29) = z—f Téamé& kuvaus on homogeeninen, mutta ei ole additiivinen.
Homogeenisuus todetaan suoraan:

2,.2 2
AT _ 3%

T(/\(I’l, ZL‘Q)) = T(/\Il'l, )\172) = = /\T(ZL‘l,ZEQ).

)\ZL‘l T

Ei-additiivisuus todetaan laskemalla ensin
TL,-)+T(1,1)=1+1=2,
ja toteamalla, etta

T((1,-1) + (1,1)) = T(2,0) = 0 # 2.



Lause 2.2. Kuvaus T : 'V — W on lineaarinen jos ja vain jos jokaiselle
u,v €'V ja jokaiselle \,u € F on voimassa T'(Au + pw) = XTu + pTv.

Todistus. Todistus on periaatteessa samanlainen kuin Lauseen 1.3 todistus,
ja jatetadn lukijan itsensé tarkistettavaksi.

Huomautus. Edellisen lauseen nojalla on selvié, ettéa

k=1 k=1
mika todetaan induktiotodistuksella. Erikoistapaus
TAu+ (1 —=XNv)=ATu+ (1 —N)Tv,

missié A € [0, 1] puolestaan siséltiad geometrisen tiedon siité, ettd T kuvaa
pisteiden u, v madrdadman ”janan” kuvapisteiden T'u, Tv méaaradmaille ”janal-
le”.

Seuraavat kolme lemmaa siséltdvit joukon lineaarikuvausten alkeellisia pe-
rusominaisuuksia:

Lemma 2.3. Olkoot V., W.Y F-kertoimisia lineaariavaruuksia ja oletetaan,

etti T € L(V,W), S € L(W,Y). Tallosin SoT € L(V,Y).

Todistus. Selvédd on, ettd SoT on kuvaus V — Y, joten riittédé osoittaa ko.
kuvauksen lineaarisuus. Olkoon tétd varten u,v € V ja A\, u € F. Talloin on
yhdistetyn kuvauksen méaéaritelmén ja lineaarisuuden nojalla

(SoT) Au—+ pv) =S(T(Au+ pwv)) = S(ANTu + pTv)
— AS(Tu) + iS(Tw) = (S o T)(u) + (S 0 T)(v),

joten kuvaus on lineaarinen Lauseen 2.2 nojalla.

Lemma 2.4. Olkoon V annettu F-kertoiminen lineaariavaruus, R,S,T €
L(V) ja X € F. Talloin on voimassa

1) Ro(SoT)=(RoS)oT,
2) Ro(S+T)=RoS+RoT,

(1)
(2)
3) (S+T)oR=SoR+ToR,
(4) idoT =Toid=T,

(5)

5) (AS)oT =A(SoT) =S50 ().



Todistus. Lemman todistus on ldhinnd mekaaninen lasku, jossa on huomat-
tava, ettd kohdan (1) todistuksessa tarvitaan ainoastaan yhdistetun kuvauk-
sen maaritelméaé, mutta ei lineaarisuutta.

(1) Mielivaltaisesti valitulle pisteelle u € V todetaan, etti
(Ro(SoT)(u) = R((SoT)(w)) = R(S(tw)) = (RoS)(Tu) = (RoS)oT)(u),
josta kohdan (1) viite seuraa.
(2) Vastaavalla tavalla
(Ro (S+T))(u) = R((S + T)(u)) = R(Su + Tu) = R(Su) + R(Tu)

= (RoS)(u) + (RoT)(u) = (RoS+ RoT)(u).

(3) Todistetaan samalla tavalla kuin edellinen kohta.
(4) Sivuutetaan suorana seurauksena mééritelmasta id(u) = wu.
(5) Aluksi todetaan, etté

(AS) o T)(u) = (AS)(Tu) = AS(Tu) = A(S o T)(u).
Toisaalta on

AS(Tuw) = SN(Tw)) = S(OT)(w) = (S o (AT))(w),
jotka yhdistdmalla todetaan viimeinen véite oikeaksi.
Lemma 2.5. Olkoon T' € L(V,W) annettu lineaarikuvaus. Tdlloin
(1) T(0) = 0;

(2) Jos U on lineaariavaruuden V lineaarinen aliavaruus, niin kuvajoukko
T(U) on lineaariavarvuden W lineaarinen alicvaruus jo dim T(U) < dim W.

(3) Jos Y on lineaariavaruuden W lineaarinen aliavaruus, niin alkukuva
TYY) on lineaariavaruuden V lineaarinen aliavaruus ja dimT (V) <

dimV.



Todistus. (1) Lineaarisuuden nojalla T'(0) = T'(0 + 0) = T(0) + T(0) =
27°(0), josta todetaan, ettd 7'(0) = 27°(0) — 7°(0) = 0.

(2) Jos Tu, Tv € U ja A\, € F, niin u,v € U ja siis A\u+ pv € U, koska U on
lineaarinen aliavaruus. Mutta talloin ATu + puTv = T(Au + pv) € T(U)
ja siis T'(U) on lineaarinen aliavaruus. Dimensioviite on triviaali, jos W
on ddretonulotteinen. Muussa tapauksessa on {Tui,...,Tu,} alaiavaruu-
den T'(U) kanta. Koska sanottu kanta on lineaarisesti riippumaton, on siiné
alkioita enintddn yhtd monta kuin avaruuden W mielivaltaisessa kannassa
Lauseen 1.5 nojalla.

(3) Todistetaan vastaavalla tavalla kuin edellinen kohta.

Maiéritelméa 2.6. Olkoon 7' € L(V, W) annettu lineaarikuvaus. Kuvauksen
ydin (nolla-avaruus) on nollan alkukuva Np := T~1(0). Vastaavasti kuva-
avaruus on Ry;=T(V).

Lause 2.7. (1) Ydin Nr, vast. kuva-avaruus Ry, on lineaariavaruuden V.,
vast. W lineaarinen aliavaruus.

(2) Lineaarikuvaus T on injektio jos ja vain jos Ny = {0}.

Todistus. (1) Kuva-avaruutta Rp koskeva viite saadaan Lemman 2.5(2)
erikoistapauksena valitsemalla U = V. Jos sitten u,v € Np, niin Tu =
0,Tv = 0. Jos \, u € F ovat mielivaltaisia, niin T'(Au+ uv) = XTu+pTv = 0,
joten A\u 4 pv € Np, josta viite seuraa.

(2) Olettakaamme nyt, ettd 7' on bijektio. Jos w € Ny, niin Tu = 0 =
T(0), joten injektiivisyyden nojalla u = 0, toisin sanoen Ny = {0}. Olkoon
toisaalta Ny = {0}. Jos nyt T'u = T'v, niin lineaarisuuden nojalla T'(u—v) = 0
ja néin ollen u — v € Ny ja siis u — v = 0. Néin ollen, T" on injektio.
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3 Metriset avaruudet

Metrinen avaruus voidaan ymmaértaé euklidisen avaruuden yleistyksena, jos-
sa kahden pisteen z,y vélinen etéisyys |r — y| korvataan ennalta annetul-
la mittafunktiolla, joka toteuttaa tietyt vaatimukset. Samaan tapaan kuin
euklidisessa avaruudessa, voidaan télloin mééritelld raja-arvo ja jatkuvuus,
joiden avulla analyysi olennaisella tavalla eroaa algebrasta. Ellei erikseen toi-
sin mainita, tassé luvussa [F tarkoittaa joko reaaliakselia R tai kompleksita-
soa C. Tuloavaruuden F* pisteille kiiytetiin tavanomaista komponenttimer-
kintdd = = (xq,...,Tk).

Maaritelma 3.1. Metritkka epityhjassa joukossa X on funktiod : X x X —
R, joka toteuttaa seuraavat ehdot jokaiselle z,y, z € X:

(i) d(z,z) =0,

(ii) d(z,y) = 0 jos ja vain jos x =y,

(iii) d(z, y) = d(y, z),

(iv) d(x, z) < d(z,y) + d(y, z) (kolmioepayhtilo).

Télloin paria (X, d) kutsutaan metriseksi avaruudeksi.

Esimerkki. Mairitellddn epatyhjissi joukossa X d(z,y) = 0, jos z = y ja
d(xz,y) = 1, jos x # y. Talléin on helppo todeta, ettd d on metriikka, jota
kutsutaan diskreetiksi tai triviaalikst metriikaksi.

Esimerkki. Madritellian avaruudessa FF metriikka asettamalla
k
d(z,y) =Y |zj —yl.
j=1

Taméa on myos helppo todeta metriikaksi.

Esimerkki. Tavanomaisen euklidisen metriikan méérittelemiseksi tuloava-
ruudessa F¥ palautetaan mieleen Schwarzin ep#yhtilo

(Z |:cj||yj|)2 < (Z 1) (Z ).
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Tité soveltamalla voidaan heti todeta, ettd funktio d : F¥ x F¥ — R, joka on
madritellddn asettamalla

k 1/2
d(z,y) := (Z |z; — yj\2> :
j=1

on metriikka. Téll6in oletetaan, ettd neliGjuureksi valitaan positiivinen ne-
ligjuuri, jolloin Méaritelmén 3.1 ensimméinen ehto on triviaalisti voimassa.
Toinen ehto taas seuraa siité, ettd d(x,y) = 0 jos ja vain jos |z; —y;|*> = 0 jo-
kaiselle j = 1,..., k. Mutta tdmé on voimassa jos ja vain jos x; = y; jokaiselle
j =1,...,k, toisin sanoen jos ja vain jos x = y. Kolmas ehto (kommutatii-
visuus) seuraa tietenkin suoraan siitd, ettd |x; — y;| = |y; = ;| jokaiselle
j=1,... k.

Kolmioepéyhtalon toteamiseksi kiytetdan nyt hyviksi Schwarzin epayhtaloa:

k k

d(z,2)* = |oj =yl =D lej =y +y; — %l

j=1 j=1

k
<Y (g =yl + lyy — 21)°
j=1
k k k
=Y =y +2> i —yilly — 2+ D sl
j=1 j=1 j=1

k 12 , k 12k
§Z|xj—yj!2+2( !xj—yjIQ) (Z ’%"%’\2) + )y -zl
j=1 j=1 j=1

< d(z,y)* + 2d(z, y)d(y, 2) + d(y, 2)*
= (d(z,y) +d(y, 2))?,

josta viite seuraa ottamalla molemmin puolin nelijuuret.

k
J=1

Ennen jonoihin ja funktioihin liitettédviid raja-arvon ja jatkuvuuden késitteité
maéadritellddn lyhyesti keskeiset metriikan méarittelemét topologiset késitteet.

Mairitelmi 3.2. Metrisessd avaruudessa (X, d) mielivaltaiselle pisteelle z €
X ja mielivaltaiselle realiluvulle » > 0 mééritelty joukko

B(xz,r):={ye X |d(z,y) <r}

on avoin pallo, jonka keskipiste on z ja sdde r. Vastaavasti méaritelldan
suljettu pallo
B(x,r)={y e X |d(z,y) <r}
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Maéritelma 3.3. Olkoon nyt (X, d) metrinen avaruus ja A C X. Tallsin
sanotaan, ettd joukko A on avoin, jos A = () tai jos jokaista z € A vastaa
e > 0 siten, ettd B(x,e) C A. Vastaavasti, joukko F' C X on suljettu, jos
A:= X \ F on avoin joukko.

Lemma 3.4. Metrisen avaruuden avoimet pallot ovat avoimia joukkoja.

Todistus. Olkoon B(a,r) avoin pallo ja olkoon b € B(a,r) mielivaltainen
piste. Koska pallo on avoin, on d(a,b) < r ja siis s := r — d(a,b) > 0. Jos
nyt x € B(b,s), on kolmioepéyhtélon nojalla d(a,z) = d(z,a) < d(z,b) +
d(b,a) < s+ d(a,b) = r ja siis + € B(a,r). Koska x on mielivaltainen, on
B(b,s) C B(a,r), josta viite seuraa.

Metrisen avaruuden avoimille joukoille voidaan nyt todistaa seuraava

Lause 3.5. Olkoon T metrisen avaruuden (X,d) kaikkien avoimien joukko-
jen muodostama joukkokokoelma. Tdlloin on voimassa:

(i) Tyhji joukko O € T ja koko avaruus X € T.

(i) Jos {U, | a € I} on mielivaltainen kokoelma avoimia joukkoja, niin
UaEI Ua €eT.

(iii) Kahden avoimen joukon leikkaus on avoin joukko.

Todistus. (i) Tyhji joukko on avoin, koska ei ole olemassa pistettd a €
(). Se, ettid koko avaruus X on avoin, on vilitén seuraaus avoimen joukon
madritelmésta.

(ii) Olkoon nyt x € |J,¢; Us mielivaltainen. Téll6in on olemassa jokin U,
siten, ettd « € U,,. Koska U, on avoin, on olemassa avoin pallo B(z, ) niin,
etta
B(z,r) C U,, C U Uy,
acl

josta véite seuraa.

(iii) Jos Uy, Us ovat avoimia joukkoja ja UyNUs = (), on viite triviaali. Olkoon
muussa tapauksessa x € U; N Uy on mielivaltainen, niin on olemassa avoimet
pallot B(z,r;) C U, ja B(xz,m3) C Us. Mutta télloin B(z, min(ry,ry)) =
B(z,r1) N B(x,ry) C Uy N Us.
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Huomautus. Edellisen lauseen todetaan siis, ettd avoimien joukkojen mie-
livaltainen yhdiste on avoin ja samoin (alkeellista induktiota kdyttden), etta
avoimien joukkojen &arelliset leikkaukset ovat avoimia. Siirtymélld komple-
mentteihin ja kdyttdmaélla deMorganin sdantéja todetaan vastaavasti, etté
suljettujen joukkojen &érelliset yhdisteet ja mielivaltaiset leikkaukset ovat
suljettuja.

Maidéritelmé 3.6. Olkoon A metrisen avaruuden (X, d) osajoukko. Télloin
voidaan madritella:

(i) Piste z € X on joukon A kasaantumispiste, jos jokainen pallo B(x,r)
sisdltad vahintdan yhden joukon A pisteen y # z. Jos © € A ei ole joukon
A kasaantumispiste, sanotaan, ettd x on joukon A erillinen piste. Kasaantu-
mispisteiden joukolle kiytetadn merkintda A’

(ii) Piste € A on joukon A sisdpiste, jos on olemassa pallo B(x,r) C A.
Piste x € X on joukon A ulkopiste, jos on olemassa pallo B(x,r) siten, ettd
B(z,7) N A = (). Piste z € X on joukon A reunapiste, jos jokaiselle pallolle
B(x,r) sisiltda seké joukon A ettéd joukon X \ A pisteitd (vdahintddn yhden).

(iii) Joukon A sisépisteiden joukko int A on joukon A sisdosa.

(iv) Joukon A sulkeuma A := AU A'.

Huomautus. Voidaan todistaa, etta

(i) Joukon A sulkeuma A on pienin suljettu joukko, joka sisiltds joukon A.
(i) Joukon A sisdosa int A on suurin avoin joukko, joka siséltyy joukkoon A.
Maaritelma 3.7. Olkoon A metrisen avaruuden X osajoukko.

(i) Joukko A on tihed avaruudessa X, jos A = X.

(iv) Joukko A on ei missdcdn tihed avaruudessa X, jos int A = ().

Huomautus. Sulkeuman ja sisdosan méaéritelmét voidaan ilmaista myos seu-

raavasti:
A= (] F
ACF,F suljettu
ja
int A= U U.

UCA,U avoin

Varsinkin analyysissd saatetaan usein tarvita seuraavia (topologisia) késitteité:
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Mairitelmé 3.8. Olkoon A metrisen avaruuden (X, d) epétyhji osajoukko.
Joukon A halkaisija méadritellddn asettamalla

d(A) :=sup{d(x,y) | x,y € A}.

Joukko A on rajoitettu, jos d(A) < oco. Edelleen, pisteen x etdiisyys joukosta
A maéaéritelladn asettamalla

d(xz,A) :=inf{d(z,a) |a € A}.
Lemma 3.9. Jos x,y € X ja A C X on epdtyhjdi osajoukko, niin

|d(z, A) — d(y, A)| < d(z,y).

Todistus. Jos a € A on mielivaltainen, niin kolmioepéyhtélon nojalla
d(z,A) < d(z,a) < d(z,y) + d(y,a).
Ottamalla infimum pisteiden a € A suhteen saadaan
d(z, A) < d(z,y) + d(y, A),
ja siis
d(z, A) — d(y, A) < d(z,y).
Vaihtamalla x ja y saadaan samalla tavalla epayhtilo
d(y, A) — d(z, A) < d(z,y),
josta véite seuraa.

Lopuksi asetetaan seuraava

Maéritelma 3.10. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja Y sen epétyhji osa-
joukko. Madritellaén dy : Y XY — R asettamalla dy (z,y) := d(z,y) kaikille
x,y €Y, toisin sanoen, dy on kuvauksen d rajoittuma osajoukkoon Y x Y.
T&lloin dy on metriikka joukossa Y, ja sitd sanotaan metriikan d joukkoon
Y indusoimaksi metriikaksi.

Jatkossa metrisen avaruuden osajoukkoja tarkasteltaessa oletetaan aina, ellei
erikseen toisin mainita, ettd metriikka osajoukossa on alkuperéisen metriikan
indusoima metriikka.
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4 Metriset avaruudet 11

Téssé luvussa tarkastellaan lukujonojen ja funktioiden raja-arvoja ja jatku-
vuutta metrisessd avaruudessa, sekd ndiden avulla méariteltavia topologisia
késitteitd ja klassisia peruslauseita.

Aluksi todetaan, ettd lukujono (x,,),eny metrisessi avaruudessa voidaan myos
tulkita kuvauksena s : N — X jolloin z,, = s(n). Yleensd kiytetddn myos
lyhyempéaé merkintda (x,,), mikéli vadrinkésityksen vaaraa ei ole.

Maéritelméa 4.1. Jono (z,) metrisessd avaruudessa X suppenee kohti pis-
tettd z € X, jos jokaista € > 0 vastaa luonnollinen luku n. siten, ettd

d(zp,z) <e

aina, kun n > n.. Talloin merkitddn z = lim, . ,. Jonoa (z,) sanotaan
Cauchyn jonoksi, jos jokaista € > 0 vastaa luonnollinen luku n. siten, etté

d(xp, Tm) < &
aina, kun n,m > n..
Lause 4.2. Olkoon (x,) suppeneva jono metrisessi avaruudessa X . TallGin
(i) Jonon raja-arvo x :=lim, . x, on yksikdsitteinen.
(ii) Jokainen jonon (x,) osajono suppenee kohti samaa raja-arvoa x.
(iii) Jono (x,) on Cauchyn jono.
Todistus. (i) Olettakaamme, ettd jonolle on saatu kaksi raja-arvoa z ja
y. Olkoon € > 0 mielivaltainen. T&lloin raja-arvon méaéritelméan nojalla on
olemassa kaksi luonnollista lukua n, ja n, siten, ettd d(x,,z) < € aina, kun

n > n, ja vastaavasti d(z,,y) < ¢ aina, kun n > n,. Jos nyt n > max(n,,n,),
on kolmioepéyhtélon nojalla

0<d(z,y) < d(z,zy) +d(zn,y) <e+e=2e

Koska ¢ oli mielivaltainen, on valttaméttd d(z,y) = 0 ja siis * = y metriikan
perusominaisuuksien nojalla.

(ii) Tama& osa viitteestéd on triviaali ja voidaan sivuuttaa.
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(iii) Raja-arvon médritelmén nojalla d(z,,z) < € aina, kun n > n.. Mutta
jos nyt n, m > n., niin kolmioepayhtélén nojalla

d(zp, ) < d(zy, ) + d(x, 2,) < 26,
josta véite seuraa.

Samaan tapaan kuin lukujonoille voidaan funktion jatkuvuuden méaritelmé
yleistdd metrisiin avaruuksiin:

Maiaritelmé 4.3. Olkoon f : X — Y kuvaus metriseltd avaruudelta (X, dx)
metriseen avaruuteen (Y, dy ).

(i) Kuvaus f on jatkuva pisteessi x € X, jos jokaista ¢ > 0 vastaa 0. =
dc(z) > 0 siten, ettd dy (f(z), f(y)) < € aina, kun dx(z,y) < 0, toisin sanoen
aina, kun y € By, (z,9).

(il) Kuvaus f on jatkuva metrisessd avaruudessa X, jos se on jatkuva jokai-
sessa pisteessd xr € X.

(iii) Kuvaus f on tasaisesti jatkuva metrisessi avaruudessa X, jos jokaista
e > 0 vastaa . > 0 siten, ettd dy (f(z), f(y)) < € aina, kun dx(x,y) < J..

Huomautus. Huomaa, etté tasaisen jatkuvuuden tapauksessa d. on riippu-
maton pisteista x, y.

Seuraava lause sitoo yhteen tietylla tavalla kuvauksen jatkuvuuden ja jonojen
suppenemisen:

Lause 4.4. Metristen avaruuksien (X,dx) ja (Y,dy) wvdlinen kuvaus f :
X — Y on jatkuwva pisteessi x € X jos ja vain jos jokaiselle pistejonolle
(), jolle x = lim,_ ,, vastaavien kuvapisteiden jono (f(x,)) toteuttaa

ehdon f(z) = lim, o f(x,).

Todistus. Oletetaan aluksi, ettd kuvaus f on jatkuva pisteessd z € X ja
valitaan € > 0 mielivaltaisesti. Télloin jatkuvuuden mééritelmén nojalla on
olemassa 6 > 0 siten, ettd dy (f(z), f(y)) < € aina, kun y € By, (x,6). Olkoon
edelleen (z,) mielivaltainen jono, jolle x = lim,, .. Talléin dx(x,,x) — 0,
kun n — oo. Mutta tdmé& merkitsee sitd, ettd on olemassa luonnollinen luku
ng siten, ettd x, € By, (x,0) aina, kun n > ns. Télloin on edellisen perusteella
dy (f(x), f(z,)) < € aina, kun n > ns. Ta&ma puolestaan meerkitsee sité, etta

f(él?) = limy, oo f(ajn)
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Kéanteisen viitteen todistamiseksi oletetaan, ettd f ei ole jatkuva pisteessé
r € X. Tallin on olemassa ¢ > 0 ja sitd vastaava f(z)-keskinen pallo
By, (f(x),¢) siten, ettd minkéén pallon By, (z,0) kuva f(Bg, (z,0)) ei (koko-
naan) sisilly palloon By, (f(x),¢). Tarkastellaan nyt pallojonoa (Bqy (, +)).
Edelliseen nojautuen muodostetaan pistejono (z,) siten, etté jokainen x,, €
By (2, %) ja jokainen f(z,) € Ba, (f(z),¢). Konstruktion perusteella on
selvdi, ettd jono (z,) suppenee kohti pistettd x, mutta (f(z,)) ei suppene
(ainakaan) kohti pistettd f(x). Koska tdméa on ristiriidassa oletuksen kanssa,

on kuvauksen f oltava jatkuva pisteessa z.

Maéritelmi 4.5. Metrinen avaruus (X, d) on tdydellinen, jos jokainen Cauc-
hyn jono avaruudessa (X,d) suppenee. Vastaavasti osajoukko A C X on
taydellinen metrisessd avaruudessa (X, d), jos jokainen joukon A pisteiden
muodostama Cauchyn jono suppenee kohti joukon A pistetté.

Lause 4.6. Jokainen euklidinen avaruus F* on tdydellinen.

Todistus. (i) Perusanalyysin nojalla tiedetaén, ettd Cauchyn jonot reaaliak-
selilla R suppenevat, joten R on tédydellinen metrinen avaruus.

(i) Oletetaan seuraavaksi, ettd F = C ja ettd (z,) on kompleksilukujen
muodostama Cauchyn jono. Jaetaan jonon luvut reaali- ja imaginaariosiinsa:
Zn = Ty + 1Y,. Suppenemisen nojalla jokaista € > 0 vastaa luonnollinen luku
n. siten, etta
d@(Zn, Zm) = |Zn - Zml = |In — Ty + 'L(yn - ym|
= ((zn — $m)2 + (Yn — ym>2)1/2 <é
aina, kun n, m > n. Cauchyn jonon méiritelmén nojalla. Mutta téalloin on

(xn - ‘Im)2 + (yn - ym)2 < 52'

Positiivisuuden nojalla on

(xn - xm)Q < 627 (yn - ym)2 <e€

2
aina, kun n, m > n.. Mutta nyt todetaan (ottamalla nelijuuret), etta

|Tn — Tm| < C, Y — ym| < €

aina, kun n,m > n., mikd merkitsee sitd, ettd (z,) ja (y,) ovat Cauchyn
jonoja reaaliakselilla R. Edellisen kohdan (R tdydellinen) nojalla on olemassa
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reaaliluvut z,y siten, ettd dg(z,,z) — 0 ja dr(yn,y) — 0, jolloin myds (z,)
suppenee kohti kompleksilukua z = x 4 1y.

(iii) Edellisten kohtien perusteella tapaus k = 1 on késitelty. Tarkastellaan
nyt yleistd tapausta F*. Olkoon (,,) Cauchyn jono euklidisessa avaruudessa
F*, jolloin jokainen jonon piste z, voidaan esittii komponenttimuodossa
Ty = (Tpa,- .., Tog). Merkitiéin lyhyyden vuoksi avaruuden F* metriikkaa
di. Koska (z,,) on Cauchyn jonno, jokaista ¢ > 0 vastaa luonnollinen luku n,

siten, etta
/2
A (Tp, T) = (Z |z — xm,]\2> <e
aina, kun n, m > n.. Mutta talloin jokaiselle 7 = 1,..., k todetaan, etta
|Tn — | < di(@n, 2m) < €
aina, kun n, m > n.. Toisin sanoen, jokaiselle j =1,...,k on (x, ;) Cauchyn

jono avaruudessa [F. Koska IF on téydellinen, on olemassa pisteet y; € F, j =
., k siten, ettd dF(x, ;,y;) = 0, kun n — oo. Pisteet y; € F, j =1,... k,
méiritteleviit nyt pisteen y := (y1,...,yx) € F*. Télloin selvisti

k(Tn, y) (Z|xng y]|2) — 0,

kun n — oo, toisin sanoen, Cauchyn jono (z,,) suppenee kohti pistettd y € F*,
ja siis F* on téydellinen.

Seuraavassa tahdataan erdisiin analyysin klassisiin peruslauseisiin metrisissa
avaruuksissa. Aluksi tarvitaan kuitenkin kaksi lausetta, jotka ovat lahinné
apulauseita jatkoa varten. Olkoon aluksi (x,,) pistejono metrisessé avaruudes-
sa. Téalloin onsyytéd havaita, ettd sama (geometrinen) piste voi toistua jonossa
useamman kerran, josta johtuen jonon méérddma pistejoukko {z, | n € N}
voi olla aarellinen pistejoukko, vaikka jonossa sindnséd onkin numeroituvan
monta elementtii.

Lause 4.7. Olkoon (z,,) suppeneva jono metrisessi avaruudessa X ja x ol-
koon kyseisen jomon raja-arvo. Jos jonon mddriamdissd pistejoukossa {x,}
on ddrettoman monta (erillistd) pistettd, niin raja-arvo x on pistejoukon
{z,} kasaantumispiste.

Todistus. Olettakaamme, ettd = ei ole pistejoukon {z,} kasaantumispiste.
Télloin on olemassa pallo B(z,e¢), jossa ei ole muita joukon {z,} pisteita
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kuin korkeintaan piste z. Mutta x on oletuksen mukaan jonon (z,) raja-
arvo, joten jonon pisteet ovat pallossa B(z,e) aina, kun n > n.. Mutta
talloin pistejoukossa {x,} on enintdén &érellisen monta pistettd, nimittdin
pisteen x ja jonon pisteiden zy,...,x, 1 madraamét erilliset pisteet. Tama
on vastoin oletusta.

Lause 4.8. Olkoon (X,d) tdydellinen metrinen avaruus ja Y sen (metri-
nen) aliavaruus (jossa siis on metriikan d joukkoon Y indusoima metriik-
ka).Tdllgin Y on tdydellinen jos ja vain jos Y on suljettu osajoukko.

Todistus. Olettakaamme aluksi, ettd Y on tédydellinen. Sen osoittamisek-
si, ettd Y on suljettu joukko, olkoon y € X joukon Y kasaantumispiste.
Téll6in jokainen pallo B(y, 1/n) sisdltdd ainakin yhden joukon pisteen y,, # v.
Selvésti jono (y,) suppenee kohti pistetta y. Koska (y,) on Cauchyn jono ja
Y on tiydellinen, on y € Y. Mutta t#lloin sulkeuma Y = YUY’ C Y, ja kun
ainaY CY,onY =Y jasiis Y on suljettu.

Olkoon sitten Y suljettu joukko téaydellisessd avaruudessa X. Aliavaruuden
Y tédydellisyyden osoittamiseksi olkoon (y,) Cauchyn jono joukossa Y. Jo-
no (y,) on tietenkin Cauchyn jono myos koko avaruudessa X. Koska X on
taydellinen, jono (y,) suppenee kohti jotakin pistettd x € X. Jos jonon (y,)
madradmassé pistejoukossa on enintédén ddrellisen monta pistettd, on y, = x
erddstéd indeksin n arvosta alkaen, joten tdlloin z € Y. Muussa tapaukses-
sa Lauseen 4.7 nojalla x on jonon madrdaman pistejoukon kasaantumispiste,
siis myds joukon Y kasaantumispiste. Koska Y on suljettu, on y € Y.

Metrisen avaruuden X osajoukkojen jonoa (A,) sanotaan laskevaksi jonoksi,
jOSAl DAy D -,

Lause 4.9 (Cantorin leikkauslause). Olkoon X tdydellinen metrinen avaruus
ja (F,) laskeva jono epdtyhjia suljettuja osajoukkoja, joille pitee d(F,) — 0.
Tilloin F = (), F, on epdtyhji ja sisdiltid tismdlleen yhden pisteen.

Todistus. Aluksi todetaan, etté leikkaus F' sisdltdé enintdédn yhden pisteen.
Jos nimittdin F' sisdltdd vahintdén kaksi pistettd, on d(F) > 0, ja koska
jokaiselle F}, on d(F,,) > d(F) > 0, joudutaan ristiriitaan oletuksen d(F},) —
0 kanssa.

Néin ollen, riittda todistaa, ettd F' on epétyhja joukko. Jokaisesta joukosta
F,, valitaan piste z,. Koska d(F,) — 0, on jono (z,) vélttamétta Cauc-
hyn jono. Taydellisyyden perusteella jonolla (z,) on raja-arvo x € X. Nyt
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osoitetaan, ettd x € F', jolloin siis F' on epétyhja. Tata varten osoitetaan,
ettd x € F,, jokaiselle ng € N. Jos jonon (x,) midrddmissa pistejoukossa
on enintddn adrellisen monta pistettd, on x = x, erddstd indeksin arvosta
n alkaen, ja siis € F,. Jonon (F},) laskevuuden nojalla x € F,,. Muus-
sa tapauksessa jonon (x,) médradmassa pistejoukossa on ddrettomén monta
pistettd ja Lauseen 4.7 nojalla = on kyseisen pistejoukon kasaantumispiste.
Mutta tallin z on joukon { x, | n > ng } kasaantumispiste ja siis (vield suu-
remmalla syylld) joukon F,,, kasaantumispiste. Koska F,,, on suljettu joukko,
se sisdltdd kasaantumispisteensd, ja siis © € F),,.

Lause 4.10 (Bairen lause). Olkoon X taydellinen metrinen avaruus ja (A,)
jono ei-missddn tiheitd osajoukkoja. Tdlloin X # J,—, An; toisin sanoen, on
olemassa ainakin yksi piste, joka ei kuulu joukkojen A, yhdisteeseen.

Todistus. Koska A; on ei-miss#én tihed, on int A; = 0, jasiis A; # X. Mutta
tallsin X \ A; on epityhji avoin joukko, ja niin ollen on olemassa piste
ja avoin pallo B(z1,d;) € X \ A;. Voidaan samalla olettaa, ettd 6; < 1.
Tarkastellaan nyt suljettua palloa Fy := B(wx1,01/2) ja vastaavaa avointa
palloa B(x1,6;/2). Koska joukko A, on ei-missdin tihed, on int Ay = () ja
siis X \ Ay epityhji avoin joukko. Mutta nyt on myos B(x1,d1/2) N (X \
Ay) avoin ja epityhji. Jos nimittdin kyseinen leikkaus olisi tyhji, niin olisi
avoin pallo B(zy,6,/2) C Ay, miké merkitsisi sit, ettd int Ay # (), miké on
ristiriidassa oletuksen kanssa. Joukosta B(zy,d;/2) N (X \ Az) voidaan nyt
valita avoin pallo B(xs, d2), jonka séde voidaan olettaa olevan pienempi kuin
1/2. Olkoon nyt Fy := B(xq,02/2) ja B(xa,d2/2) vastaava avoin pallo. Talloin
F, C F) edellisen konstruktion perusteella. Tarkastelemalla joukkoa Aj ja
toistamalla edellinen pédttely konstruoidaan palloon B(xg,ds/2) sisdltyva
pallo B(z3,03) C X \A_3 ja jonka side on < 1/4. Jatketaan tarkastelemalla
suljettua palloa F3 := B(z3,d3/2).

Jatkamalla nyt edellisté padttelya induktiivisesti konstruoidaan laskeva jono
(F,) avaruuden X suljettuja epétyhjia osajoukkoja, joille konstruktion pe-
rusteella pétee d(F,) — 0. Koska X on tdydellinen metrinen avaruus, niin
Cantorin leikkauslauseen nojalla on olemassa piste z = [ —; F,,. Télloin
myos z = (oo, B(zn,0,/2) C oo, (X \ A4,). Mutta tilldin selvisti z ei
kuulu joukkoon [ J7, A,.

Lause 4.11 (Bairen lause, toinen versio). Olkoon X tdydellinen metrinen

avaruus ja (A,) sellainen jono sen osajoukkoja, etti X = o2, A,. Tilloin
yhden osajoukon sulkeumalla A, on epdtyhjd sisdosa.
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Todistus. Edellisen lauseen keskeinen sisélté voidaan pukea seuraavaan muo-
toon: Jos jokainen A, on ei-missddn tihed, niin X # (J -, A,. Kdantadmalla
tdmé loogiseksi vastakohdakseen saadaan seuraava tulos: Jos X =77 | A,,
niin ainakin yksi joukoista A,, ei ole ei-missédén tihed. Mutta tdmé tarkoittaa
sitd, ettd yhdelle joukolle A, pitee, ettd int A,, # (), mikd on tidsmilleen
vaitetty ominaisuus.

Huomautus. Bairen lauseiden tarkeyden vuoksi seuraavat termit ovat hy-
vin vakiintuneita: Metrisen avaruuden osajoukko on ensimmdisen kategorian
joukko, jos se voidaan esittéé ei-missdén tiheiden joukkojen jonon yhdisteend,
ja muussa tapauksessa sanotaan, ettéd osajoukko on toisen kategorian jouk-
ko. Edelliset lauseet voidaan néité termejéa kiyttien nyt ilmaista seuraavassa
muodossa:

Lause 4.12. Jokainen tdydellinen metrinen avaruus on toisen kategorian
joukko.

Palautetaan nyt mieleen Lause 3.5, joka siis sanoo, ettd metrisessd avaruu-
dessa kaikkien avoimien joukkojen kokoelma siséltdd tyhjéan joukon ja koko
avaruuden, ja lisdksi mielivaltaisen avoimien joukkojen osakokoelman yhdis-
te on avoin, ja dérellisen monen avoimen joukon leikkaus on avoin. Metrii-
kan olemassaolosta riippumatta, joukkokokoelmaa 7 epétyhjassid joukossa
X, joka toteuttaa téssa sanotut ehdot, sanotaan topologiaksi, ja paria (X, 7)
topologiseksi avaruudeksi. Asetetaan nyt seuraava mééritelma, jota jatkossa
sovelletaan metrisessé avaruudessa.

Maéritelmé 4.13. Olkoon I' kokoelma topologisen avaruuden X (siis esi-
merkiksi metrisen avaruuden) osajoukkoja. Kokoelma I" on joukon A C X
peite, jos A C |Jger K. Jos kokoelma I' siséltdéd ddrellisen, vast. nume-
roituvan, monta avaruuden X osajoukkoa, sanotaan, ettd I' on joukon A
adrellinen, vast. numeroituva peite. Jos taas kokoelma I' siséltdd ainoastaan
avoimia avaruuden X osajoukkoja, sanotaan, ettd I' on joukon A avoin peite.
Lopuksi, jos I' C I' ja A C Ui K, on I peitteeseen I' siséltyvé joukon
A osapeite.

Maidritelma 4.14. Topologisen avaruuden X osajoukko A on kompakti, jos
joukon A jokainen avoin peite siséltéda dérellisen osapeitteen. Joukko A on re-
latiivikompakti, jos sen sulkeuma A on kompakti. Jos avaruus X on kompkati,
sanotaan, ettd X on kompakti topologinen avaruus.

Siirrytddn nyt todistamaan nelja lausetta, joita voidaan sanoa tietysséd mie-
lessé analyysin keskeisiksi lauseiksi. Yksi néistd, Cantorin leikkauslause, on
edelld jo alustavassa muodossa todistettu, ks. Lause 4.9.
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Lause 4.15 (Bolzano-Weierstrassin lause). Kompaktin metrisen avaruuden
jokaisella ddrettomdlld osajoukolla on ainakin yksi kasaantumispiste.

Huomautus. Edellisesssd “dareton osajoukko”tarkoittaa osajoukkoa, joka
sisdltda adrettoméan monta pistetta.

Todistus. Olettakaamme, ettd X on kompakti ja ettd A C X on osajouk-
ko, jolla ei ole lainkaan kasaantumispisteitd. Osoitetaan, ettd A on dérellinen
joukko. Olkoon nyt x € X mielivaltainen piste. Vastaoletuksen mukaan z ei
ole joukon A kasaantumispiste. Kasaantumispisteen mééritelman (Maaritelméa
3.6) mukaan on olemassa avoin pallo B(z), jolle leikkaus B(z) N A on joko
tyhja joukko tai {z}. Kokoelma { B(x) | x € X } on selvisti avaruuden X
avoin peite. Koska X on kompakti, voidaan peitteesta valita dérellinen osa-
peite {B(x1), ..., B(z,)}. Mutta télloin on

A:AﬂXCAﬂCJB(xj):CJAﬂB(xj)CO{xj}:{xl,...,a:n}.

j=1 j=1

Lause 4.16 (Lindelofin peitelause). Joukon A C R" jokainen avoin peite
sisdltdad numeroituvan osapeitteen.

Todistus. Olkoon I" joukon A avoin peite. Tarkastellaan nyt (avoimien pallo-
jen muodostamaa) pallokokoelmaa G, johon luetaan mukaan kaikki sellaiset
pallot

B(z,r)={y eR" [d(z,y) <r},

joille z = (zq,...,z,) € Q" ja r € Q. Pallokokoelma G on selvésti numeroi-
tuva, G = { By, By, ...}. Olkoon nyt € A mielivaltainen. Koska I' on joukon
A avoin peite, on olemassa avoin joukko U, € T siten, ettd x € U,. Talloin
on olemassa (seuraavaksi todistettavan lemman nojalla) avoin pallo B, € G
siten, ettd x € B, C U,. Itse asiassa, téllaisia palloja B, on darettéméan mon-
ta, mutta valitaan niistd yksi, ja annetaan sille merkintd B,. Mutta t&lloin

on
A= J{etc|JB.cJUs
€A €A €A
joten { B, | z € A} on joukon A avoin peite. Mutta tamé& peite on numeroi-
tuva kokoelman G osakokoelma ja siis numeroituva. Talloin myos kokoelma
{U, | z € A} on joukon A peite, joka on alkuperiisen peitteen I' osapeite.
Koska jokaista valittua palloa B, vastaa tdsmélleen yksi U,, on {U, |z € A}
peitteen I' numeroituva osapeite.
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Lemma 4.17. Olkoon G = {By, Bs,...} kaikkien avaruuden R™ pallojen
kokoelma, joiden sdide ja keskipisteiden kaikki koordinaatit ovat rationaalisia.
Jos A C R™ on avoin joukko ja x € A, niin on olemassa B, € G siten, ettd
r € B, CA.

Todistus. Lihdetdin liikkeelle avoimesta pallosta B(z,r) C A, ja merkitaan
pisteen = koordinaatit © = (z1,...,x,). Koordinaatit ovat tietenkin reaali-
lukuja. Valitaan nyt rationaaliluvut yi, & = 1,...,n, niin, ettd jokaiselle k&
pitee |y, — x| < 4. Téll6in on pisteen y = (y1, ..., yn) etdisyys pisteestd x

n 1/2 n

r

d(y,r) = (E |yk—$k|2> < E \Ye — o] <Z'
k=1 k=1

Lopuksi valitaan rationaaliluku ¢ niin, ettd 7 < ¢ < 3. Téllin on = €
B(y,q) € B(x,r) C A kolmioepédyhtilon perusteella. Mutta B(y,q) € G,

joten lemma on todistettu.

Ennen seuraavan Heine-Borelin lauseen todistamista méaéaritelldan, mité tar-
koitetaan suljetulla vililla euklidisessa avaruudessa R™:

Maéiritelma 4.18. Suljettu vili [a,b] C R™ on reaaliakselin suljettujen vilien
karteesinen tulo, ts. kun a = (aq,...,a,) ja b= (by,...,b,), niin

la,b] ={z=(x1,...,2,) €ER" |a; <z; <bj, j=1,....n}.

Joukko A C R™ on rajoitettu, jos on olemassa ddrellinen suljettu vili [a,b] D

A.

Lemma 4.19. Jokainen euklidisen avaruuden R™ ddrellinen suljettu véili on
kompaktsi.

Todistus. Olettakaamme, ettd I := [a, b] on dérellinen suljettu véli, joka ei
ole kompakti. Télloin on olemassa vélin I; avoin peite U, josta ei voida poi-
mia ddrellistd osapeitettd. Jaetaan nyt I; 2" kappaleeseen yhtenevia suljettu-
ja vileja komponenttivilien [a;, b;] keskipisteiden avulla. Téll6in ainakin yksi
néin saaduista darellisisté suljetuista véleistd, olkoon se I, on sellainen, etté
U on vilin I, peite (kuten se on kaikkien muidenkin ko. viilien peite) ja ei voi-
da poimia aéarellistd vélin I, osapeitettd. Konstruktiosta seuraa, ettd Io C I4
ja selvisti d(Iy) = d(1;)/2. Jatkamalla induktiivisesti konstruoidaan laskeva
jono (I) suljettuja vileji siten, etti d(I) = d(I;)/2*! — 0, kun k — oo.
Mutta télloin Cantorin leikkauslauseen (Lause 4.9) nojalla on olemassa piste
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r € (e Ix. Valitaan nyt U € U niin, ettd z € U ja pallo B(z,r) C U.
Koska d(I) — 0, voidaan valita k niin suureksi, ettd x € I, C B(z,r) C U.
Mutta télloin U yksin peittdd vélin [ ja on siis dérellinen osapeite, miké on
ristiriidassa konstruktion kanssa.

Lause 4.20. Jokainen suljettu ja rajoitettu joukko A euklidisessa avaruudes-
sa R™ on kompakti.

Todistus. Koska A on rajoitettu, on olemassa (férellinen) suljettu véli [a, b] D
A. Olkoon nyt U joukon A avoin peite. Télloin on U U (R™ \ A) vélin [a, b]
avoin peite. Edellisen lauseen nojalla [a, b] on kompakti, joten sen peitteesté
voidaan valita dérellinen osapeite. Mutta tdméa osapeite maaraa peitteestd U
adrellisen osapeitteen, joka peittdéd joukon A.
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5 Funktiot metrisessi avaruudessa

Aiemmista analyysin kursseista tiedetdén, etta suljetulla (reaaliakselin) vélil-
14 mairitelty reaaliarvoinen funktio f : [a,b] — R on rajoitettu ja saavuttaa
maksimi- ja minimiarvonsa kyseisella vélilla. Sama tulos pétee yleisemmin
jatkuville (reaaliarvoisille) funktioille metrisissi avaruuksissa:

Lause 5.1. Olkoon f : X — R jatkuva funktio kompaktissa metrisessi ava-
ruudessa (X, d). Tdllgin f on rajoitettu avaruudessa X ja lisiksi on olemassa
pisteet xs € X, x; € X siten, ettd f(xs) = sup f(X) ja f(x;) =inf f(X).

Todistus. (a) Aluksi todistetaan, ettd f on rajoitettu, toisin sanoen, etté
on olemassa reaaliluku b siten, ettd |f(y)| < b jokaiselle y € X. Olkoon
nyt x € X mielivaltainen. Koska f on jatkuva, on olemassa 9, > 0 siten,
ettd |f(y) — f(z)| < 1 aina, kun y € By(x,d,). Talloin on kolmioepdyhtélon
nojalla voimassa

fW)l = 1f(y) = f@) + f@)| < |f(y) = f@)] + [f(2)] <1+ [f(2)].

Avoimien pallojen { By(x,d,) | € X } kokoelma muodostaa avaruuden X
avoimen peitteen. Koska X on kompakti, peitteestd voidaan poimia darellinen
osapeite

{Bd(l’l, 5371)7 ey Bd(l’n, 5%1)}

Merkitddn b := max{l + | f(z1],..., 1+ |f(x,]}. Olkoon nyt y € X mielival-
tainen. T&ll6in on olemassa j € {1,...,n} siten, ettd y € By(x;,d,,), ja siis

1F(y)] < 14 |f(z)| < b

(b) Edellisen ja reaaliakselin tédydellisyyden nojalla on olemassa reaaliluku

m = sup f(X) < b < oo. Olettakaamme nyt, ettd f(x) < m jokaiselle

x € X. Siirrytdén tarkastelemaan funktiota g(x) := m+f(w) Funktio ¢ on

jatkuva, koska m — f(x) > 0 jokaiselle x € X. Todistuksen edellisen osan
nojalla on g rajoitettu, toisin sanoen on olemassa reaalilluku B > 0 siten,

ettd |g(x)| = m_;(l,) < B jokaiselle z € X. Mutta télloin on f(z) < m — %

jokaiselle x € X | josta seuraa, ettia sup f(X) < m — % < m, ristiriita.

(¢) Infimumia koskeva véite todistetaan samalla tavalla kuin edellinen kohta.

Palautetaan nyt vield kerran mieleen funktiojonon pisteittdinen ja tasainen
suppeneminen. Ellei erikseen toisin mainita, tAmén luvun funktiot ovat seu-
raavassa funktioita metrisestd avaruudesta X euklidiseen avaruuteen F. Ol-
koon nyt (f,) funktiojono. Talloin sanotaan, ettd jono (f,) suppenee pis-
teittdin kohti funktiota f, f, — f, jos jokaista pistettd x € X ja jokaista
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e > 0 vastaa N = N(x,¢) siten, ettd | f,,(x)— f(x)| < € aina, kun n > N. Vas-
taavasti sanotaan, ettd funktiojono (f,,) suppenee tasaisesti kohti funktiota
f, jos jokaista ¢ > 0 vastaa Ny(e) siten, ettd jokaiselle pisteelle x € X on
|fu(x) — f(x)] < € aina, kun n > N. Tasaisen suppenemisen mééritelmé on
selviéisti yhtépitéva sen kanssa, ettd sup,cy | fn(z) — f(x)] — 0, kun n — oo.
Samoin on vilittomaésti todettavissa

Lause 5.2. Jos jono (f,) suppenee tasaisesti kohti funktiota f, niin jono
suppenee kohti funktiota f myds pisteittiin. Kidnteinen vdiite ei ole voimassa.

Lause 5.3. Olkoon (f,) jono jatkuvia funktioita metrisessd avaruudessa X .
Oletetaan, ettd jono suppenee tasaisesti kohti funktiota f. Tdlloin f on jat-
kuva funktio.

Todistus. On osoitettava, ettd rajafunktio f on jatkuva jokaisessa pisteessi
a € X. Olkoon siis a mielivaltainen, ja olkoon € > 0 samoin mielivaltainen.
Jonon tasaisen suppenemisen nojalla on olemassa N = N(¢) siten, ettd

(@) = f2)| <e/3

aina, kun n > N. Toisaalta, koska f, on jatkuva pisteessid a, on olemassa
0 > 0 siten, ettd

|fn(y) - fn(a)| < 5/3

aina, kun d(y,a) < d. Jos nyt lisdksi n > N, niin kolmioepéyht#lon nojalla

[F(y) = F@) < 1F () = Fa()] + | fuly) = fula)[ + [fula) = f(a)],

misté véaite seuraa.

Seuraus 5.4. Olkoon (f,) jatkuvien funktioiden jono, joka suppenee pis-
teittdin kohti funktiota f metrisessd avaruudessa X. Jos f on epdjatkuva
jossakin pisteessi a € X, niin jono (f,) ei suppene tasaisesti kohti funktio-

ta f.

Esimerkki. Olkoon X = [0,1] ja f,(t) = t". Télloin X on kompakti (koska
se on suljettu ja rajoitettu), ja jokainen f, on jatkuva. Selvisti ( f,) suppenee
pisteittédin kohti funktiota f, joka on =0, kun 0 <t < 1ja =1, kun ¢t = 1.
Koska funktio f on epéjatkuva pisteessd t = 1, ei jonon suppeneminen ole
tasaista.

Esimerkki. Madritellaan f, : [0, 1] — R asettamalla

fn(m) =

nr x
n+z 1+4+z/n
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Télloin f,(z) — x, kun n — oo jasiis (f,,) suppenee pisteittéin kohti funktio-
ta f(z) = . Sen todistamiseksi, ettd suppeneminen on tasaista, tarkastellaan
erotusta

2
nx T
o(a) i= ) — Flo)| = | 25—l = 2
Koska ¢'(x) = ”‘”((jj;r)"’;) > 0, on ¢(z) kasvava vélilla [0, 1] ja siis
1
O§¢($)§¢(1):n+1 — 0,

kun n — oo. Néin ollen, suppeneminen on tasaista.

Esimerkki. Sen perusteella, ettd edelliset suppenemisen méaéritelmét sisél-
tavit myos kompleksiarvoiset funktiot ja ettd C ja R? voidaan samaistaa
euklidisen metriikan tilanteessa, voidaan edelld sanottua soveltaa myos funk-
tioihin ja funktiojonoihin, joiden arvojoukkona on R2. Esimerkkini olkoon
Q :=10,1] x [0,1] ja médritelliéin funktiot f, : @ — R? asettamalla

l+ny 14+4nz\ [(1/n+y z+1/n
n+z nt+y ) \l+a/n 1+y/n)’

fulz,y) = (

Nyt on selvad, ettd funktiojono (f,) suppenee pisteittdin joukossa Q kohti
funktiota f(z,y) = (y,z). Edelleen todetaan, etti

) = flo) = (3222 ) — - o) ()

n+x’ n+y n+xz' n+ty

Laskemalla euklidinen etiisyys tasossa R?, toisin sanoen erotuksen moduli
kompleksitasossa C', saadaan

Mutta talloin on

sup |fu(z,y) — f(z,y)| < —
(z,y)EQ n

kun n — oo, joten siis suppeneminen on tasaista.

Olkoon nyt (X,d) kompakti metrinen avaruus ja tarkastellaan jatkuvien
funktioiden f : X — [ kokoelmaa, jolle kidytetddn seuraavassa merkintaé
Cr(X), tai lyhyemmin C(X).
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Lause 5.5. Kuvaus dy, : C(X) x C(X) — R, joka mddritelliin asettamal-
la dso(f,g) = sup,ex |f(x) — g(z)|, on metritkka funktiojoukossa C(X) (ja
mdadrittelee siis metrisen avaruuden (C(X),ds)).

Todistus. Edellisen lauseen todistamisessa ainoa epétriviaali kohta on kol-
mioepayhtélo. Tata varten olkoot f,g,h € C(x) ja x € X mielivaltaisia.
T&ll6in on

[f(2) = W) < [(f () — g(x)) + (9(x) — h(z)]
|f(2) = g(@)] + |g(2) — h(z)]

sup |f(z) — g(z)| + sup lg(z) — h(x)]

= doo(f,9) + do(g, h).

IA N IA

Mutta talloin on

doo(f, h) = sup | f(2) — h(z)| < doo(f,9) + doo(g, ).

rzeX

Eras kaikkein tarkeimmista lauseista tassa kurssissa on seuraava

Lause 5.6. Olkoon (X, d) kompakti metrinen avaruus. Jatkuvien funktioiden
f: X — F madarittelemd metrinen avaruus (C(X),dw) on taydellinen, toisin
sanoen jokainen Cauchyn jono (f,) avaruudessa (C(X),ds) suppenee.

Todistus. Todistus jakautuu kolmeen osaan: Aluksi todetaan, ettd kyseinen
funktiojono suppenee pisteittdin kohti funktiota f : X — F. Seuraavaksi
osoitetaan, ettd suppeneminen kohti funktiota f on tasaista ja lopuksi tode-
taan, ettéd rajafunktio on jatkuva.

(a) Koska (f,) on Cauchyn jono avaruudessa (C(X),d), jokaista ¢ > 0
vastaa luonnollinen luku N = N(e) siten, ettd

doo(frs fn) = sUD [ fu(@) = fim(2)| < /3

rzeX

aina, kun n,m > N. Olkoon nyt z € X mielivaltainen. T&ll6in on

‘fn(x) - fm(x)| < dm(fmfﬁl) < 8/3

aina, kun n,m > N. Mutta tamé merkitsee sitd, ettd (f,(x)) on Cauchyn
jono euklidisessa avaruudessa . Koska I on tdydellinen ja x € X on mieli-
valtaisesti valittu, suppenee (f,,) pisteittiin kohti funktiota f : X — F.
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(b) Olkoon nyt € X mielivaltainen. Koska f(z) = lim,_, fn(z), voidaan
valita n, > N siten, ettd |f,, () — f(x)| < e/3. Jos nyt n > N, niin

(@) = f(2)] < [fal2) = fo. (@) + | fo,(2) = f2)] </3+¢/3 <e.
Koska tdmé arvio on voimassa jokaiselle x € X, on
ol 1) = 50| fule) — (o) < 2

zeX

<e€

aina, kun n > N, miké osoittaa suppenemisen tasaisuuden.

(c) Rajafunktion jatkuvuus seuraa vélittomaésti Lauseen 5.3 perusteella.
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6 Mitta-ja integrointiteoria I: ulkomitta

Tarkastellaan seuraavassa yksinkertaisuuden vuoksi reaaliakselin suljetulla
vélilla [a, b] jatkuvien reaaliarvoisten funktioiden joukkoa C([a,b]). Lausees-
sa 5.5 médriteltiin metriikka do (uniformi metriikka), jonka mééritteleméa
metrinen avaruus (C([a, b]), d) on Lauseen 5.6 nojalla tdydellinen. Joukossa
C([a,b]) kéytetddn monesti muitakin metriikkoja, eritoten integraalin avulla
madriteltyind. Kuvan antamiseksi, mistd on kysymys, voidaan aluksi tarkas-
tella vélilld [a, b] annetun jatkuvan funktion f tavallista Riemannin integraa-
lia fabf(x)dx Jos nyt 1 < p < oo, niin funktio d, : C([a,b]) x C([a,b]) — R,
joka maaritelladn lausekkeen

a0 = ([ i) - (o) "

avulla, méarittelee metriikan joukossa C([a, b]). Télloin tosin kolmioepédyhté-
16n todistaminen on aikaisempaa tyolaampéé, tdmé seuraa ns. Minkowskin
epayhtalostd, johon palataan myohemmin. Olennaista on, ettd néin saatu
metrinen avaruus (C([a, b)), d,) ei ole tdydellinen. Témé asiaintila on seuraus-
ta Riemannin integraalin rajoitetusta kéyttokelpoisuudesta. Monet tdmén
tyyppiset pulmat voidaan ratkaista korvaamalla Riemannin integraali Lebes-
guen integraalilla.

Ensi askel tdhdn suuntaan on méaritelld ulkomitan kdsite. Jos ajatellaan
reaaliakselin rajoitetun vélin I = [a, b] mittaa, on luonnollista sanoa, etta
vélin pituus on sopiva vélin mitta: [(1) = b — a. Jos nyt pyritdin reaaliakse-
lin osajoukkojen mitan maéarittelyyn, ideaalitavoite voisi olla, ettd seuraavat
ominaisuudet toteutuisivat:

(1) Mitta m(FE) on maéritelty jokaiselle osajoukolle £ C R.
(2) Jokaiselle rajoitetulle vélille I C R on voimassa m(I) = [(I).

(3) Jos (E,) on jono erillisii reaaliakselin joukkoja, ts. F, N E,, = 0 aina,
kun n # m, niin mitta on tdydellisesti addititvinen, ts.

m(g Ej) = i:; m(Ej).

(4) Mitta on siirtoinvariantti, toisin sanoen, jos a € Rjaa+ F :={a+ z |
x € B}, niin m(a + E) = m(E).
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Voidaan kuitenkin osoittaa, ettd sanottuja neljaa ehtoa ei voida samanaikai-
sesti saada toteutumaan. Olennaisesti tilanne on se, ettd ehdot (1) ja (3) eivét
ole yhteen sopivia. On tietysti jossain médrin makuasia, kummasta halutaan
luopua. Osoittautuu kuitenkin, ettéd ehto (1) on vahemmaén térked, ja néin
ollen sallitaan, ettd on olemassa reaaliakselin osajoukkoja, joiden pituutta ei
voida mééritella.

Ehdot (2), (3) ja (4) toteuttavaan mittakésitteeseen pédsemiseksi otetaan
aluksi kayttoon ulkomitan kdsite. Ulkomitalla pyritdén antamaan arvio an-
netun joukon A C R mitalle peittdmélld joukko A avoimilla vileilla ja laske-
malla nédiden valien pituuksien summa. Ulkomitta voidaan mééritella kaikille
joukoille A C R seuraavasti:

Maiaritelmé 6.1. Joukon A C R ulkomitta m*(A) méadritellddn asettamalla

m*(A) = inf{ Zl(_fj) | Iy =(a;,b;), j €N, AC U I; }
=1 =1

Huomautus. (a) Ulkomitan méérittelevien pituussummien joukko on epé-
tyhja, silla A C (J;2,(—j,j). Néin ollen, ulkomitta on todella maaritelty
kaikille joukoille A C R.

(b) Joukon A ulkomitta on aina ei-negatiivinen, mutta se voi olla myos
ddreton: 0 < m*(A4) < oc.

(c¢) Ulkomitta on monotoninen suure, toisin sanoen, jos A C B C R, niin
m*(A) < m*(B). Témén osoittamiseksi olkoon (I;) jono avoimia vileja niin,
ettd B C J;Z, I;. Téllsin on my6s A C U2, I, ja niin ollen on

m*(A) < Zzaj).

Kaymalla nyt 1api kaikki mahdolliset téllaiset vilijonot todetaan, etta

[e.e]

m*(A) < mf{;z(m} = m*(B).

Ulkomitan madritelmén jarkevyys edellyttad, ettd tarkastellaan edellé esitet-
tyjen ominaisuuksien (2), (3) ja (4) voimassa oloa ulkomitan suhteen. Aluksi
todistetaan
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Lause 6.2. Reaalilukuvilin ulkomitta on sama kuin valin (euklidinen) pituus.

Todistus. (a) Olkoon I = [a,b] aluksi suljettu ja rajoitettu vali. Jos nyt
e > 0 on mielivaltainen, niin I C (a — €,b + ¢). Mutta télloin ulkomitan
madritelméan perustuen

m*(I) <lla—eb+e)=b—a+2e.
Koska ¢ on mielivaltainen, on néin ollen m*(A) < b —a = I({).

Kéénteisen epayhtélon todistamiseksi olkoon (1,,) jono avoimia vélejé, jotka
peittavat valin I, ts. I C (Jo—, I,,. (Huomaa, ettd Lindelofin peitelauseen
(Lause 4.16) nojalla voidaan aina olettaa, etté vélin I peite on numeroituva.)
Koska I on kompakti (Lause 4.20), dédrellisen moni yo. véleistd peittdé vélin
I, ts. on olemassa I, ..., I, siten, etta

k
Ic|JIL,
j=1

Koska vili I on suljettu, on a € I, ja siis a € I = (a1, by), missé I; on jokin
yllapoimituista &édrellisen monesta vélistd. Jos nyt by < b, niin b; € [, =
(ag,by), missd I on taas jokin ylldpoimituista &érellisen monesta vilisté.
Jatketaan niin kauan, kunnes jollekin arvolle s < k pétee by > b. Nain
tapahtuu, koska mainitut darellisen monta vélid peittavat koko alkuperéisen
vélin 1. Télloin on saatu vélit (aq,by),. .., (as, bs), joille konstruktion nojalla
on voimassa a,11 < b, < b,,1. Mutta tilloin saadaan

UL =Y UL) =bs—ag+ - Fi—a,
j=1 j=1
=bs+ (bs_1 —ag) + -+ (by — az) — ay.

Mutta b;_; > a; jokaiselle j. Néin ollen,
S UL) = b —ar > b—a=1([a,b]),
j=1

silld by > b ja a; < a. Koska edella tarkasteltu vélin I (numeroituva) peite
voidaan valita mielivaltaisesti, on ulkomitan mé&aritelmén nojalla néin ollen
voimassa m*(I) > b —a = l([a, b]).
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(b) Olettakaamme seuraavaksi, ettd vili I on rajoitettu, mutta ei suljettu, ts.
avoin tai puoliavoin. Tarkastellaan nyt suljettua valid [a,b] = [inf I,sup I],
jolloin tietenkin I C [a,b]. Ulkomitan monotonisuuden nojalla on

m*(I) < m*([a,b]) = b—a.

Kadnteisen epayhtalon todistamiseksi valitaan 0 < € < b_T“, jolloin [a+¢,b—
e] C I. Mutta tallsin on

m*(I) >m*(Ja+e,b—¢]) =b—a— 2e.

Koska ¢ valittiin edelld sanotulla tavalla mielivaltaisesti, on m*(I) > b — a,
ja siis m*(I) = b — a.

(c) Jos vali I ei ole rajoitettu, on I(I) = oo. Olkoon nyt a € I. T&llsin on
joko a +n € I tai a —n € [ jokaiselle n € N. Ulkomitan monotonisuuden
nojalla on

m*(I) > m*([a,a+n]) =([a,a +n]) =n

tal
m*(I) > m*([a — n,a]) =l([a — n,a]) =n

jokaiselle luonnolliselle luvulle n. Mutta télloin on vilttaméattd m* (1) = oo.

Mité tulee additiivisyyteen (ominaisuus (3)), ulkomitta ei téssd suhteessa
ole riittdvan toimiva, ja ainoastaan seuraava subaddititvisyys on mahdollista
todistaa:

Lause 6.3. Olkoon (E;) jono reaaliakselin osajoukkoja. TdllGin
w(UB) < Z e
j=1 =1

Todistus. Jos jollekin j on m*(E;) = oo, on viite triviaali. Néin ollen, voi-
daan olettaa, ettéd jokaiselle j € N on m*(E;) < oo. Ulkomitan mééritelmén
nojalla voidaan valita jokaiselle osajoukolle E; (numeroituva) peite avoimia
vilejd, E; C Jp—, I;, niin, ettd

izujk) < m*(E)) + —.

27
k=1
Laskemalla yhteen saadaan
o0 o0 o0 * c o0 .
Jj=1 k=1 j=1 J=1
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Mutta U2, B € U2, Upzy 1y, joten
m*(U E]) <SS UL <Y M) e
j=1 j=1 k=1 j=1

Koska € > 0 on mielivaltainen, seuraa véite suoraan edellisesté epayhtalosta.

Seuraus 6.4. Reaaliakselin numeroituvan osajoukon A ulkomitta m*(A) =
0. Vastaavasti, jokainen (aito) reaalilukuvili on ylinumeroituva.

Lause 6.5. Ulkomitta on suirtoinvariantts.

Todistus. Olkoon A C R ja a € R ja tarkastellaan aluksi joukkoja A ja
a+ A. Jos vilijono (1;) muodostaa joukon A avoimen peitteen, niin selvésti
viillijono (a + ;) peittdd vélin a + A. Lisdksi on jokaiselle j € N vilin pituus
siirtoinvariantti, ts. [(1;) = {(a + I;). Ulkomitan mé&éritelmén nojalla on

m*(A) = inf{ il(lj) | Gl D A} = inf{ il(aﬂj) | Q(aﬂj) D a+A}

zinf{iz(}}) | D’[}DHA}—m*(HA).

J=1

Edella viimeinen epédyhtalo seuraa siitéd, ettd epayhtdlomerkin jélkeisessé
vilipeitekokoelmassa ovat mukana kaikki joukon a+ A numeroituvat avoimet
vélipeitteet, kun taas kokoelma ennen epédyhtéalomerkkié siséltdé (teoriassa)
vain osan joukon a+ A mahdollisista numeroituvista avoimista valipeitteista.
Saman epéayhtalon avulla todetaan heti, ettéa

mH(a+ A) > mH(—a+ (a+ A) = m*(A),

josta viite seuraa.
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7 Mitta-ja integrointiteoria II: mitta, mital-
liset joukot ja mitalliset funktiot

Edellisen luvun alussa tavoitteeksi asetettiin mitan konstruointi reaaliakselil-
la R niin, ettd ominaisuudet (2), (3) ja (4) sivulla 31 olisivat voimassa. Ulko-
mitalle m* todettiin, ettd ominaisuus (2) on voimassa (Lause 6.2), ja samoin
ominaisuus (4) (Lause 6.5). Sitdvastoin ominaisuus (3) jai sikéli vajaaksi,
ettd yhtasuuruuden sijaan voitiin todistaa ainoastaan epéyhtilo (subadditii-
visyys). Ulkomitta m* oli lisiksi méaritelty kaikille reaaliakselin R osajou-
koille (Mééritelma 6.1). Nyt asetetaan ulkomitalle lisdvaatimus, jonka seu-
rauksena ominaisuus (3) toteutuu, mutta sen hintana ominaisuudesta (1)
joudutaan luopumaan. Lisdvaatimus voi olla vaikeasti hahmotettavissa, ellei
ensin huomata mééritelmén perusideaa: Tarkasteltavan joukon on oltava sel-
lainen, etté se jakaa mink& hyvansd muun joukon kahteen osaan additiivisesti
ulkomitan suhteen.

Maaritelmé 7.1. Joukko £ C R on mitallinen, jos jokaiselle joukolle A C R
on voimassa

m*(A) = m*(AN E) + m*(A\ E).

Mitallisten joukkojen kokoelmalle kdytetdan merkintad M. Mitallisen jou-
kon E mitta méaaritelladn yksinkertaisesti samaksi kuin kyseisen joukon ul-
komitta: m(E) := m*(E). Se, ettd mys ei-mitallisia joukkoja on olemassa,
on epétriviaalia, mutta kuitenkin todistettavissa. Vield on syytd huomaut-
taa, ettd ulkomitan subadditiivisyyden nojalla joukko £ on mitallinen, jos ja
vain jos jokaiselle A C R on voimassa

m*(A) >m*(ANE)+m*(A\ E).

Koska tdmé epéyhtilo on triviaalisti voimassa, jos m*(A) = oo, riittda
vieldpé sen osoittaminen joukoille A, joille m*(A) < oo.

Ominaisuuksien (2), (3) ja (4) todistamiseksi joudutaan osoittamaan jouk-
ko mitallisuutta ja mittaa koskevia tuloksia, joista useimmat ovat sinidnsé
téarkeita.

Lemma 7.2. Mitallisen joukon E C R komplementti R\ E on myds mital-
linen.

Todistus. Oletuksen nojalla jokaiselle joukolle A C R on voimassa
m*(A) =m*(ANE)+m*(A\ E).
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Koska AN (R\E)=A\EjaA\(R\FE)=AnN E, saadaan valittomésti
m* (AN (RN E)) +m™(A\ (R\ E)) = m™(A\ E) +m* (AN E) = m"(A),
josta viite seuraa. O

Lemma 7.3. Jos joukon E C R ulkomitta m*(E) = 0, niin joukko E on
mitallinen ja siis m(E) = 0.

Todistus. Olkoon A C R mielivaltainen. Koska A\ £ C A, on m*(A) >
m*(A\ E). Toisaalta on 0 < m*(ANE) <m*(E) =0, ja siis

m*(A) > m*(A\ E) = m*(A\ E) + m*(AN E),

joten E on mitallinen mitallisuuden mééritelméan liittyvdan huomautuksen
perusteella. O

Seuraus 7.4. Numeroituvat joukot ovat mitallisia ja nollamittaisia.

Todistus. Viite on suora seuraus edellisesté lemmasta ja Seurauksesta 6.4.

Lemma 7.5. Joe joukko E mitallinen, ja a € R, niin myds £+ a on mital-
linen ja m(E) = m(E + a), toisin sanoen, mitta on sirtoinvariantti.

Todistus. Lauseen 6.5 ja yksinkertaisen joukko-opin perusteella todetaan,
ettd jokaiselle joukolle A C R pétee

m*(A\ (E + a)) +m" (AN (E +a))
=m*(((—a+A)+a)\ (E+a)+m*(((—a+A) +a)N(E+a))
=m*(((ma+A)\E)+a)+m (—a+A)NE+a)=m"(—a+ A)
- m*(A)7

joten E' 4 a on mitallinen joukko.

Lemma 7.6. Jokainen rajoitettu avoin vdli (a,b) on mitallinen joukko.

Todistus. Olkoon nyt A C R mielivaltainen ja merkitdén A; := A\ (a,b),
Ay := AN (a,b). Mitallisuuden mééritelimn perusteella riittdd osoittaa, etta
m*(A) > m*(A;) + m*(Ay) jokaiselle joukolle A, jolle m*(A) < oo. Koska
A;p ja As ovat joukon A osajoukkoja, myos néilld on aérellinen ulkomitta.
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Ulkomitan mééaritelmén perusteella on olemassa joukon A numeroituva avoin
vélipeite (;) siten, etté

e}

> UI) < mH(A) +e.

Merkitdén nyt I := I;\ (a,b) ja I} := I;N(a,b). Ndméi ovat silloin joko vileji
tai kahden valin yhdisteité, ja koska Lauseen 6.2 nojalla vilin ulkomitta on
sama kuin vélin pituus, on jokaiselle 7 € N

UI;) = (I}) + U(IY) = m*(I) + m*(I)).

Mutta talloin on

m*(Ay) + m*(Ag) <m* (@ IJ’) +m* <@ IJ’.’>
() +Zm (1))

(m*(I;) +m*(I})) < m*(A) +e.

IA

Mg?Mg

1

.
Il

Koska € > 0 voidaan valita mielivaltaisesti, on haettu epayhtélé voimassa, ja
siis véli (a, b) mitallinen.

Lemma 7.7. Olkoon A C R annettu ja olkoot E1, ..., E, joukko erillisid
matallisia joukkoja reaaliakselilla. Tdlloin on

m* (A N <O1EJ)) = im*(A NE;).

Todistus. Téssa voidaan kdyttasd induktiotodistusta. Lahtotapaus n = 1 on
triviaalisti voimassa, joten voidaan olettaa, ettd véite on voimassa erillisille
joukoille Ey, ..., E, 4.

Nyt todetaan aluksi, ettd joukkojen E; erillisyyden nojalla on

j=1 j=1



joten
AN (UE]) NE,=ANE,.
j=1

Samaan tapaan todetaan, etti

Valitsemalla nyt A N U;'L:1 E; joukon E, mitallisuusehdossa kéytettéviksi
testijoukoksi, todetaan Mé&aritelmén 7.1 nojalla, ettd

n—1

U EJ)

m*(AﬂUEj) :m*(AﬂEn)—i-m*(Aﬂ

j=1 j=1
n—1

=m*(ANE,) + > m'(ANE;),
j=1

missé viimeiseen yhtéasuuruuteen on kéytetty induktio-oletusta.

Lause 7.8. Olkoon (E;) jono mitallisia joukkoja reaaliakselilla R. Tdlloin
ovat myos \J;2, E; ja ;2 Ej mitallisia ja lisiksi

m (Q Ej) < gm(Ej).

Jos lisiksi kaikki joukot E; ovat keskenddn erillisid, on
j=1 j=1

Todistus. Todistus on kokonaisuudessaan suhteellisen pitké, ja sivuutetaan
téssd yhteydesséd osittain, ks. Royden: Real Analysis. Olettakaamme, etté
yhdisteiden ja leikkausten mitallisuus on saatu todistetuksi. Toinen véiite,
subadditiivisuus, on talloin sama kuin Lause 6.3.

Olkoot nyt mitalliset joukot E; (parittain) erillisid. Valitsemalla Lemmassa
7.7 A = R todetaan, etti

m(U E;) = Z m(E;)

J=1
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jokaiselle luonnolliselle luvulle n. Toisaalta on U2, Ej D Uj_, £; jokaiselle
n, joten on myos

m(Q Ej> > m(JQ Ej) = ;m(Ej)

jokaiselle n. Koska edellisen epéyhtélon vasen puoli on riippumaton luvusta

n, on
oo o0
m(U E]) > m(E;).
J=1 j=1
Kadnteinen epayhtélo seuraa lauseen toisesta viitteestd, ts. Lauseesta 6.3.

Seuraus 7.9. Kaikki reaaliakselin vdlit ovat mitallisia, ja niiden mitta on
sama kuin vdlin euklidinen pituus.

Seuraavaksi ldhdetéddn tarkastelemaan mitallisen funktion kasitettd. Tatéa
varten palautetaan mieleen mitallisten joukkojen (C R) kokoelmalle annettu
merkintd M. Lisiksi merkitdéin R = R U {oo} U {—o0}.

Maééritelmé 7.10. Mitallisessa joukossa E' € M médritelty funktio f : £ —
RU{oo}U{—0o0} on mitallinen, jos joukko {z € E|f(z) > a} € M jokaiselle
a e R

Huomautus. Joskus kaytetty, kitevi tapa erottaa tyyppiad f : ' — R oleva
funktio tyypid f : E — R olevasta funktiosta on sanoa, ettéd edellinen on
reaali(arvoi)nen ja jalkimméinen numeerinen funktio.

Huomautus. Téssd yhteydessid on syytd huomauttaa siitd, ettd funktio f
on topologisen méaaritelmén mukaan jatkuva méadrittelyjoukossaan F, jonka
tulee tietenkin olla topologialla varustettu, jos joukko {z € E | f(z) > o'}
on avoin jokaiselle a € R.

Huomautus. Merkintéjen lyhentdmiseksi joukolle {z € E | f(z) > o}
kdytetadn seuraavassa tiiviimpad merkintdd [f > al, ja samoin vastaavia
muita merkintoja.

Lause 7.11. Olkoon f : E — RU{oo} U{—oco} annettu funktio mitallisessa
joukossa E. Tdlloin seuraavat ominaisuudet ovat yhtdpitdvid:

(a) f on mitallinen funktio,
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(b) [f > a] € M jokaiselle a € R,
(c) |f < a] € M jokaiselle o € R,
(d) [f < a] € M jokaiselle a € R.

Todistus. Todistetaan lause paattelyketjulla (a) = (b) = (¢) = (d) = (a).

(a) = (b): Aluksi todetaan, etta
Fzal=lf>a-]
n=1

jonka tarkka todistaminen jatetddn harjoitustehtéviksi. Oletuksen (a) nojalla
joukko [f > a— %] € M jokaiselle luonnolliselle luvulle n. Lauseen 7.7 nojalla
on joukko (°_,[f > a — 1] € M ja niin ollen my&s joukko [f > a] on

n
mitallinen.

(b) = (c): Heti todetaan, ettd [f < o] = E\[f > a]=ENR\[f > a]).
Téamén nojalla, kdyttden Lemmaa 7.2 ja Lausetta 7.7 todetaan heti, etté

[f <al e M.

(¢) = (d): Samoin kuin todistuksen ensimméisessi osassa todetaan, etta

oo

[fsfx]=ﬂ[f<a+%]-

n=1

Lauseen 7.7. nojalla ()", [f < a+ =] € M jokaiselle luonnolliselle luvulle n,
ja néin ollen ehto (d) seuraa ehdosta (c).

(d) = (a): Nyt todetaan, etté [f > o] = E'\[f < a]. Viite seuraa nyt Lemma
7.2 ja Lauseen 7.7 nojalla samoin kuin kohdassa (b) = (c).

Esimerkki. Jokainen vakiofunktio f : R — {a}, missd a € R on mitallinen
funktio. Ensinnékin méérittelyjoukko R = [ J77 , (—n, n) on mitallinen joukko.
Edelleen [f > a] = 0 aina, kun o > a ja [f > a] = R aina, kun « < a. Mutta
seki R ettd () ovat mitallisia joukkoja.

Esimerkki. Funktio f : R — {0, 1}, joka mééritellddn niiin, ettd f(z) = 0,
kun z € Q ja f(z) = 1, kun = ¢ Q, on mitallinen funktio. Heti todetaan,
ettd [f > «] on joko 0, R\ Q tai R riippuen reaaliluvun « arvosta. Mutta 0,
Q ja R ja siis myos R \ Q ovat mitallisia joukkoja.

41



Lause 7.12. Olkoot f : E — R ja g : E — R mitallisia funktioita ja olkoon
c € R annettu. Talloin funktiot f +c, cf, f+ g ja fg ovat mitallisia ja
samoin 1/ f, mikdli f(x) # 0 jokaiselle x € E.

Todistus. (1) Selvésti on [f +c¢ > a] = [f > a — ¢] € M jokaiselle « € R
funktion f mitallisuuden nojalla.

(2) Funktion cf mitallisuuden todistamiseksi todetaan aluksi, ettd cf on
vakiofunktio = 0 ja siis mitallinen &dskeisen esimerkin perusteella, jos ¢ = 0.
Voidaan siis olettaa, ettd ¢ # 0. Lauseen 7.11 avulla ndhdééan heti, ettd — f
on mitallinen aina, kun f on mitallinen. Voidaan néin ollen edelleen olettaa,
ettd ¢ > 0. Mutta télloin [cf > a] = [f > 2] € M jokaiselle a € R funktion
f mitallisuuden nojalla.

(3) Summan késittelemiseksi olkoon f(x)+g(z) < a, jolloin f(z) < a—g(x).
Koska rationaaliluvut ovat tiheéssé reaaliakselilla, on olemassa rationaaliluku
r siten, ettd f(z) <r < a — g(z). Talloin on helppo todistaa, etté

[f+g<a=JUf <rInlg<a—r).

reQ

Mutta joukot [f < 7] ja [¢ < a — r] ovat mitallisia ja koska rationaalilukujen
joukko on numeroituva, on [f + g < «] mitallinen Lauseen 7.8 nojalla.

(4) Tulon tapauksessa todetaan aluksi, ettd f? on mitallinen. TAmé# seuraa
siitd, ettd [f2 > o] = [f > Va]U[f < —V/a], jos a > 0ja [f* > o] = E,
jos a < 0. Mutta téalloin tulon fg mitallisuus seuraa identiteetistd fg =
3((f+9? = =g

(5) Koska f(z) # 0 jokaiselle z € E, on

[%>a]=([1>ozf]ﬂ[f>0])U([1<oaf]ﬂ[f<0]),

josta funktion %

7 mitallisuus suoraan seuraa.

Huomautus. Edellisessé lauseessa rajoituttiin tarkastelemaan vain reaaliar-
voisia funktioita, silld funktion arvojen +oo ollessa mahdollisia voi tietenkin
tapahtua, ettd f + g tai fg ei ole mééritelty. Jos kuitenkin tiedetédén, etté
néin tapahtuu enintdén nollamittaisessa joukossa, tilanne pysyy hallinnassa
esimerkiksi niin, ettd summa, vast. tulo, méaritelladn téalloin mielivaltaisesti.
Téta varten tarvitaan seuraava méaritelmé ja lause.
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Maiédritelmé 7.13. Annettu ominaisuus patee melkein kaikkialla (m.k./a.e./
f.ii./p.p.), jos se joukko, jossa kyseinen ominaisuus ei ole voimassa, on nolla-
mittainen.

Esimerkki. Jos f = g m.k. (joukossa £ C R, niin [f # g] on nollamittainen
joukko.

Lause 7.14. Jos funktio f : E — R on mitallinen ja funktiolle g : E — R
pdtee, etti f = g m.k. mdarittelyalueessa E, niin myos g on mitallinen
joukossa E.

Todistus. Merkitddn A := [f # g] C E. Oletuksen nojalla m(A) = 0.
Olkoon « € R mielivaltainen. Talloin

lg>a] = ([f >aJU(AN]g>a])\ (AN]g < a])).

Mutta oikealla olevat joukot ovat kaikki mitallisia, ensimméinen funktion f
mitallisuuden nojalla ja seuraavat nollamittaisen joukon osajoukkoina (Lem-
ma 7.3).

Huomautus. Edellisen lauseen perusteella voidaan myds tarkastella funk-
tioiden f + g ja fg mitallisuutta, kun f :— R, g :— R. Talléin on vain
edellytettiavi, ettd joukot [f = +o0] ja [¢ = +00] ovat nollamittaisia.

Seuraavan lauseen ymmartamiseksi palautetaan mieleen yla- ja alaraja-arvon
késitteet:

Maéritelméd 7.15. Olkoon (f,) annettu funktiojono, missé jokaiselle luon-
nolliselle luvulle n on f, : E — R. T&ll6in jonon ylaraja-arvo limsup,, f,,
vast. ala-raja-arvo liminf,, f,,, mééritelladn asettamalla jokaiselle z € F

limsup f,,(z) := inf sup fi(z),
n n k>n
vast.
liminf f,,(x) := sup lgf fr(x).
Lause 7.16. Olkoon (f,,) jono mitallisia laajennetusti reaaliarvoisia funktioi-
ta (mitallisessa) joukossa E. Talloin myos funktiot sup{fi,...fa},
inf{f1,..., fu}, sup, fn, inf, f,, limsup,, f, ja liminf, f, ovat mitallisia.
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Todistus. Jos aluksi maaritelladan h asettamalla h(x) := sup{ fi(z), ..., fu(z)},
todetaan, ettd jokaiselle « € R on [h > o] = [J;_,[f; > a]. Koska jokainen f;
on mitallinen, on jokainen [f; > «| mitallinen joukko ja néin ollen on [h > «]
mitallinen Lauseen 7.7 perusteella.

Funktion sup,, f,, mitallisuus todetaan vastaavalla tavalla huomaamalla, etta
funktiolle g(x) := sup, fu(z) on [g > o] = U;Z,[f; > a] ja kiyttdmalla
Lauseen 7.7 asemesta Lausetta 7.8.

Kahta edellistd kohtaa vastaavat tulokset alarajan tapauksessa todistetaan
vastaavalla tavalla.

Funktion lim sup,, f, mitallisuus seuraa nyt suoraan yldraja-arvon mééritel-
maéstd yhdistamalla tarvittavat kohdat tdmén lauseen aiemmin todistetusta
osasta. Sama koskee ala-raja-arvoa liminf, f,.

Huomautus. Jos raja-arvo lim, f,, on olemassa, niin se on mitallinen, sill&
lim,, f,, = limsup,, f,, = liminf, f,.

Téamén luvun pédtteeksi, valmistuksena seuraavan luvun integraalikésittee-
seen, méaritellddn joukon karakteristisen funktion késite sekéd perusfunktion
késite.

Maaritelma 7.17. Joukon E C R karakteristinen funktio yp : R — R
médritellddn asettamalla xp(x) =1, kun € F ja xp(r) =0, kun = ¢ E.

Lemma 7.18. Joukko E C R on mitallinen jos ja vain jos sen karakteristi-
nen funktio xg on mitallinen funktio.

Todistus. Olkoon aluksi xg mitallinen funktio. Téll6in on [xp > 0] = F
mitallinen joukko.

Olettakaamme sitten, ettd F on mitallinen joukko ja olkoon o € R mielival-
tainen. Talloin on [xg > a] = R, jos a < 0. Edelleen [xg > a| = E, jos
0<a<ljalxg>al=0,kun o> 1.

Maaritelma 7.19. Reaaliarvoinen funktio ¢ : £ — R joukossa £ C R

on perusfunktio, (simple function), jos se mitallinen ja sen arvojoukko ¢(FE)
koostuu &dérellisen monesta reaaliluvusta.
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Huomautus. Jos ¢ : R — R on perusfunktio ja ¢(R) = {ay,...,a,}, on
selvdd, ettd joukot E; := [¢ = a;] ovat erillisid ja niiden yhdiste on = R.
T&lloin voidaan edelleen perusfunktio ¢ esittdd muodossa

¢ = Z A5 XE;-
j=1

Maéritelméa 7.20. Suljetulle vilille [a,b] C R rajoitettua perusfunnktiota
sanotaan porrasfunktioksi.

Lause 7.21. Olkoon f : E — R ei-negatiivinen mitallinen funktio. Tdlloin
on olemassa kasvava jono (¢,) perusfunktioita siten, ettd f = lim, f, =

sup,, fn-

Todistus. Sivuutetaan téssid yhteydessa.
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8 Mitta-ja integrointiteoria III:
Lebesguen integraali

Lebesguen integraali konstruoidaan téssd yhteydessd maéaéarittelemalld inte-
graali aluksi perusfunktioille (Mé&éritelmé 7.19) ja yleistamalla sitten in-
tegraali yleisemmille funktioille. Yksinkertaisuuden vuoksi rajoitutaan tar-
kastelemaan reaaliakselin (mitallisissa) osajoukoissa méériteltyjd numeeri-
sia funnktioita. Mitta- ja integrointiteoriassa osoittautuu jérkeviksi sopia
ddrettomyyden késittelemisestd laskuissa seuraavalla tavalla (niissd sopi-
muksissa z € R):

00 + 00 = 00, —00 — 00 = —00, x £ 00 = o0,
0-(£o00) =0, x - (fo0) = Foo,z < 0, z - (+o0) = oo,z > 0.

Maéaritelma 8.1. Oletetaan, ettd aq,...,a, € R ja ettd FEq,...,E, ovat
erillisid reaaliakselin R mitallisia osajoukkoja. Olkoon edelleen ¢ : R — R
perusfunktio, jolla on esitys

P(x) = Z a;Xg, ().

Perusfunktion ¢ integraali (yli reaaliakselin R) mééritelldan lausekkeena

/¢dm = z"; a;m(E;)

edellyttden, ettd kyseinen summa on maééritelty. Lisdksi sanotaan, ettd pe-
rusfunktio ¢ on integroituva, mikéli [ ¢ dm on mééritelty ja dérellinen.

Edelld annetun integraalikésitteen yleistys muihin kuin perusfunktioihin on
nyt helposti toteutettavissa:

Maisritelméa 8.2. Olkoon f : R — [0, co] mitallinen funktio. Talloin mééri-
telldén

/fdm = sup{ /¢dm | ¢ perusfunktio ja < f }

Huomautus. Palauttamalla mieleen Lause 7.21 voidaan edellinen lause il-
maista seuraavassa muodossa:

[ am = [(sups)am — sup{/¢dm}.
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Kéayttamaélla edelleen demotehtévissa 7 olleita méiritelmia

f+ - maX(f? 0)7 f_ = max(—f, 0)

integraalikésite voidaan edelleen yleistdd mielivaltaisiin mitallisiin numeeri-
siin funktioihin:

Misritelmi 8.3. Olkoon f : R — R mitallinen funktio. T&lloin médri-

telldén
/fdm:—/erdm—/fdm

edellyttiden, ettd erotus on maéaéritelty. Edelleen sanotaan, ettd mitallinen
numeerinen funktio f on integroituva, jos | f dm on mééritelty ja ddrellinen.

Lopuksi asetetaan

Maiaritelma 8.4. Mitallisen numeerisen funktion f integraali mitallisessa
joukossa E' C R mééritellddn asettamalla

/Efdm = [ fxpam

Nyt voidaan helposti todistaa joukko Lebesguen integraalin yksinkertaisia
perusominaisuuksia:

Lause 8.5. Olkoot f : R — R ja g : R — R mitallisia funktioita jo o € R
olkoon annettu vakio. Talloin pdtee:

(a) Jos [ fdm on mddritelty, niin
/afdm:a/fdm.

(b) Jos f > g, ja jos [ gdm on midritelty ja > —oo, niin myés [ fdm on

mddritelty ja
/ fdm > / gdm.

(¢c) Jos f > g, ja jos [ fdm on midritelty ja < oo, niin myds [ gdm on

mddritelty ja
/ fdm > / gdm.
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(d) Jos [ fdm on mddritelty, niin

‘/fdm‘ < [1f1am.

(e) Olkoon f >0 ja E mitallinen joukko. Tdlldin

/ fdm = sup{ / ¢dm | ¢ perusfunktio ja < f }
E E

(f) Jos [ fdm on midritelty ja E on mitallinen, niin [, fdm on myds
mddritelty.

Todistus. (a) Jos a = 0, on viite lihes triviaali: Ensiksi, o [ fdm = 0
riipumatta siité, onko f fdm = oo tai aéarellinen, ks. sopimukset sivulla 46.
Toisaalta, 0 - f héavidéd identtisesti. Mutta vakiofunktio on aina mitallinen,
ja siis perusfunktio Mééritelmén 7.19 nojalla. Mééritelmén 8.1 nojalla [0 -
fdm = [0dm =0-m(R) =000 =0.

Voidaan siis olettaa, ettd a # 0. Jos f(z) = Y 7, a;jxg, () on perusfunktio,
niin

a/fdm =« iajm(Ej) = i aa;m(E;) = /afdm.
s =1

Oletetaan nyt, ettd f > 0 ja a > 0. Olkoon edelleen ¢ perusfunktio ja ¢ < af.
Télloin on ¢/a myds perusfunnktio ja ¢/a < f. Sama pétee selvisti myos
kddntden. Mutta télloin (seuraavassa ¢, ovat aina yksinkertaisia funktioi-
ta):

a/fdm:asup{/gbdmkbg f} zsup{a/¢dm|qb§ f}

= sup{ [ aganla < af} < su{ [ vanlv <af} = [afin.

Toisaalta

/afdm—sup{/¢dm\¢<af} —sup{/a dm| < f}
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—asupf [ Lam|? < 1} < asupd [ wdmlv < 1} = a [ fin.

Oletetaan edelleen, ettd f on mielivaltainen, mutta edelleen on a > 0. Ole-
tuksen nojalla [ fdm on mééritelty, joten

[ tim= [ gram— [ fim.

Mutta télloin on todistuksen alkuosan perusteella

a/fdm:a(/f+dm—/f_dm):a/f+dm—a/f_dm
— [agtan— [afdn= [y~ [(@f)dn= [ afin

Seuraavaksi oletetaan, ettd o < 0 ja f > 0. Aluksi todetaan, etta télloin
(af)” = max{af,0} = max{—|alf,0}

= |afmax{—f,0} = |a[f~ = —af".

Vastaavasti todetaan, etté

(0f)” = —af".

Mutta talloin on

a/fdm:a/f+dm—a/f_dm:—(—a)/f+dm+(—a)/f_dm

__ /(—a)f+dm+/<—a)fdm . /(af)dm+/(af)+dm _ /afdm.

Kohdan (a) todistus saadaan paitettya tarkastelemalla lopuksi tapaus a <
0 ja f mielivaltainen. Tdmé& voidaan heti késitelld samaan tapaan kuin se
tilanne, joss a > 0 ja f on mielivaltainen.
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(b) Oletetaan aluksi, ettd f > g > 0. Jos nyt ¢ on perusfunktio siten,
ettd 0 < ¢ < g, on myos ¢ < [ ja integraalin mééritelmén nojalla on
[ ¢dm < [ fdm. Koska perusfunktio ¢ < g valittiin mielivaltaisesti, ja g > 0,

on
[ gam =sup( [ oam} < [ gam.

Jos sitten f,g ovat mielivaltaisia ja f > ¢, niin on f* > ¢" ja f~ =
max{—f,0} < max{—g,0} = g~. Koska [ gdm on mééritelty ja > —oo,
on oltava [ g~ dm < oo. Télldin on myds [ f~dm < oo ja siis myds [ fdm
on madritelty. Lopuksi todetaan, etta

Joam= [gam— [y am< [ ram~ [ i~ [ in.

(c) Todistetaan vastaavalla tavalla kuin edellinen kohta, ks. Demot 8/2.

(d) Seuraa suoraan kahden edellisen kohdan perusteella, kun todetaan, etta
—|f] < f < |f]. Jilkimmdiisen epdyhtdlén perusteella on [ |fldm > [ fdm.
Toisaalta edellisen epéyhtilon nojalla [ fdm > [ —|f|dm = — [ |f|dm, joten
J1fldm > — [ fdm, josta viite seuraa.

(e) Viite seuraa allaolevasta epayhtiloketjusta, jossa oletetaan, etté ¢, 1) ovat
perusfunktioita. Liséksi on syytd huomata, etté 1) = 1)xg aina, kun ¢ < fyg.
T&ll6in on

sup{/E pdm|o < f} = Sup{/¢xEdm|¢> <f}= Sup{/ dxpdm|oxs < fxe}

< sup{ [ vy < fxe = [ Frodm = [ jam.

Kadnteinen epayhtilo taas seuraa siité, ettd ¢ = 1y g aina, kun perusfunktio

Y < fxe.

(f) Olkoon E annettu mitallinen joukko. Koska [ fdm on mééritelty, on
J fdm = [ fTdm — [ f~dm, jolloin oikean puolen integraalit eiviit voi sa-
manaikaisesti olla = oo. Toisaalta, koska f* > (fxg)" ja f~ > (fxe)~, on
my6s [ frdm > [(fxg)Tdm ja [ f~dm > [(fxg) dm. Tillsin integraalit
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J(fxe)tdmja [(fxg)”dm eivit voi samanaikaisesti olla ddrettomié, ja niin
ollen niiden erotus

Jtrxeytam— [(rxeyam = [ pxudn = [ gam

on madritelty.

Lause 8.6. Jos f : R — R on mitallinen funktio ja E C R on nollamittainen
joukko, niin [, fdm = 0.

Todistus. Oletetaan aluksi, ettd ¢ on perusfunktio. Samoin on talléin ¢y g,
joka voidaan esittdd muodossa

dxe(r) = ajx(

Jj=1

missé U;L:1 E; = E. Joukot Ei,..., E, ovat tietenkin nollamittaisia. Mutta
téalloin on

/E¢dm = /(bXEdm = ;ajm(E ) =

Jos seuraavaksi oletetaan, ettd f > 0, seuraa viite suoraan Lauseen 8.5(e)
perusteella.

Olkoon lopuksi f mielivaltainen. Télléin todetaan aluksi, ettd (fxg)t =
ftxeja (fxe)” = f xe, ks. Demot 9/2. Mutta nyt on

[Efdm:/fXEdm:/(fXE)+dm—/(fXE)dm
:/erXEdm—/fXEdm:/jEf*dm—/Efdsz.

Lemma 8.7. Olkoot ¢, i kaksi perusfunktiota. Talloin on
/(¢+¢)dm: /gbder/wdm.
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Todistus. Kirjoitetaan annetut perusfunktiot muodossa

= anale).  U) = bixs,
i=1 5=1

Koska U?:l Bj = R, on Az = Az NR = Az N U?:l Bj = U?:l Az @) Bj, 1=
1,...,mjavastaavasti B; = |J-, A;NB;, j =1,...,n. Mutta leikkausjoukot
A;NB; ovat erillisié, joten soveltamalla induktiopédéttelya demotehtévadn 9/4
todetaan, ettd x4, = D7) Xa,np;, ¢ = 1,...,m ja vastaavasti xp, = > ;°, =
Yo XainB,, J = 1,...,n. Mutta talloin on

m n

ZazXA ZZ%XA NB;
=1 j=1

ijXB ZZ@XA nB;
7=1 =1

ja

n

(o +0)(@) =D > (@i +bj)xans, (@),

=1 j=1

Perusfunktioiden integraalin méaritelmén, Maaritelmé 8.1, nojalla saadaan
nyt

i=1 j=1 i=1 j=1
ja
/(¢ +)dm = Z Z(ai + b;)m(A; N B;j),
i=1 j=1

joista véite suoraan seuraa.
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Lemma 8.8. Olkoot Ay, Ay kaksi erillista mitallista joukkoa reaaliakselilla
R ja olkoon ¢ : R — R annettu perusfunktio. Talloin

/ odm = odm + odm.
A1UAs

Aq Ao

Todistus. Koska joukot A;, Ay ovat erillisid, on x4 = x4,u4, = X4, + XAs-
Mutta télloin todetaan edellisen lemman avulla, etté

/A¢dm_ /¢XAdm = /¢(XA1 + Xa,)dm

= [+ oxayim= [ odm+ [ oam

Téamén luvun paadtteeksi todistetaan pari klassista konvergenssilausetta, ni-
mittdin monotonisen konvergenssin lause ja Fatoun lemma. Edellisen avulla
voidaan lopuksi todistaa, ettd integraali on additiivinen integroitavan funk-
tion suhteen, miké edelld todistettiin vain perusfunktioiden suhteen. Aluksi
tarvitaan seuraava apulause:

Lemma 8.9. Olkoon ¢ annettu ei-negatiivinen perusfunktio ja (¢,) kasvava
jono ei-negatiivisia perusfunktioita siten, ettd ¢ < sup,, ¢,. Tdlldin

[ odm < sup [ G,am

Todistus. Lihdetddn tarkastelemaan perusfunktiota ¢ muodossa ¢(x) =
> i1 aiXE; (), ks. s. 45. Olkoon edelleen b annettu reaaliluku siten, ettd
0 < b < 1. Merkitaan

B, = [an > b(b] = [¢n_b¢ > 0]

Koska perusfunktiot ovat mitallisia funktioita, on jokainen B, mitallinen
joukko. Liséksi todetaan, ettd ¢, > boxp, jokaiselle n. Mutta Lauseen 8.5
nojalla on

/ Gpdm > b / ¢x B, dm
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jokaiselle n. Koska (¢,) on kasvava jono, voidaan heti todeta, etti (B,)
on kasvava joukkojono, ts. B, C B,y; jokaiselle n. Vield todetaan, etté
U,~, B, = R, silld jokaiselle z € R on voimassa bp(z) < ¢(z) < sup, ¢,(z) =
lim,, ¢, (x) ja néin ollen x kuuluu johonkin joukkoon B,. Talléin on myos
(Ej N B,,) kasvava joukkojono jokaiselle j = 1,...,nja |J,—, E; N B, = E;
jokaiselle 7 =1, ..., n. Lauseen 7.8 perusteella voidaan nyt helposti todistaa,
ettd jokaiselle j on voimassa m(E;) = lim, m(E; N B,), mikéd todistetaan
seuraavassa lemmassa. Mutta tdmén perusteella on

j=1 Jj=1

ja edelleen

sup/qﬁndmZsupb//qzﬁxBndm:blim/¢XBndm:b/¢dm.

Koska b oli mielivaltaisesti valittu valilta (0, 1), seuraa véite edellisesté epayhtélosté.

Lemma 8.10. Jos (A,,) on nouseva jono mitallisia joukkoja, ja A := U]oil Aj,
niin m(A) = lim, m(A,).

Todistus. Jos merkitdin Ay = () ja B, := A, \ A,,_1 jokaiselle n, niin selvisti

joukot B, ovat erillisid joukkoja, niiden yhdiste on A ja A, = J;_, B;.
Lauseen 7.8 nojalla todetaan heti, etta

m(A) = Z m(B;) = ngnz m(B;) = limm(A,).

Palautetaan nyt mieleen Lause 7.21, jonka mukaan jokainen ei-negatiivinen
mitallinen funktio voidaan esittda kasvavan perusfunktiojonon raja-arvona.

Lause 8.11. Olkoon f ei-negatiivinen mitallinen funktio reaaliakselilla ja
(¢pn) kasvava jono perusfunktioita siten, ettd f = lim, ¢, = sup,, ¢,. Tdlldin

on [ fdm =lim, [ ¢,dm =sup, [ ¢,dm.

Todistus. Méaritelmén 8.2 perusteella

sup [ udm < sup{ [ odmlo < 1y = [ gam
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Kéénteisen epayhtélon todistamiseksi olkoon nyt ¢ mielivaltainen perusfunk-
tio, jolle on ¢ < f = sup, ¢,. Lemman 8.9 nojalla on tillsin [ ¢pdm <
sup,, ¢,dm ja siis ei-negatiivisen funktion integraalin maaritelméan (M&aritelma

8.2) nojalla
[ sdm = sup{ [ oanlo < 1y < sup [ [ ouiim.

Huomautus. Edellisen lauseen perusteella ei-negatiivisen mitallisen funk-
tion integraali on riippumaton siitd perusfunktiojonosta, jonka raja-arvona
integroitava funktio on esitetty.

Lause 8.12. (Monotonisen konvergenssin lause) Olkoon (f,) nouseva jono
et-negatiivisia maitallisia funktz’oz’tﬁ reaaliakselilla R ja oletetaan, ettd jono
suppenee kohti funktiota f : R — R. Tdlldin on

/ fdm = / (tim f,)dm = lim / Fodm.

Todistus. Lauseen 7.16 nojalla rajafunktio f on (ei-negatiivinen) mitallinen
funktio. Lauseen 8.5(c) nojalla [ f,dm < [ fdm jokaiselle n ja niin ollen

sup / fndm < / fdm.

Kéénteisen epdyhtilon todistamiseksi riittdé konstruoida nouseva jono (¢,)
perusfunktioita siten, ettd sup, ¢, = f ja ettd ¢, < f, jokaiselle n. Tall6in
on nimittédin Lauseen 8.5(c) nojalla [ ¢,dm < [ f,dm, jolloin Lauseen 8.11

nojalla on
/fdm:sup/gbndm < /fndm.

Sanottu jono (¢,) voidaan nyt konstruoida seuraavasti: Lauseen 7.21 nojalla
jokaista funktiota f, vastaa nouseva jono (¢,,,) perusfunktioita siten, ettd
sup,, Yn,m = fn. Médritellddn nyt ¢,, asettamalla

On = max{¥n1,Vn2, .., Vnn}
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Télloin on nimittédin suoraan konstruktion nojalla jono (¢,) on kasvava ja
on < fn jasiis sup,, ¢, < sup, f, = f. Toisaalta on jokaiselle n > m voimassa
Ynm < ¢p ja edelleen

SUP Vpm = fn < SUD @y

Mutta téstd seuraa, ettd f = sup,, f, < sup,, @m.

Lause 8.13. (Fatoun lemma) Olkoon (f,) annettu jono ei-negatiivisia mi-
tallisia numeerisia funktioita reaaliakselilla. Tdlloin on

/ liminf f,dm < liminf / fndm.

n—oo n—oo

Todistus. Tarkastellaan funktioita f := liminf, . f, ja ¢, = inf,>, fin
jokaiselle n. Alaraja-arvon mééritelmén nojalla on (g,) nouseva jono ja f =
lim,, . g,. monotonisen konvergenssin lauseen (Lause 8.12) nojalla on

/fdm:sup/gndm: lim [ g,dm.

n—oQ

Mutta toisaalta on jokaiselle m > n voimassa g, < fn, ja siis [ g,dm <

f fmdm. Néin ollen on
/ gndm < inf / frmdm

ja edelleen

/fdm: lim [ g,dm < lim inf /fmdm:liminf/fndm.

n—oo m>n
Lopuksi todetaan, esimerkkinéd muista vastaavista konvergenssilauseista, Le-
besguen dominoidun konvergenssin lause, kuitenkin ilman todistusta:

Lause 8.14. Olkoon (f,,) jono mitallisia funktioita reaaliakselilla ja olkoon f
mitallinen funktio siten, ettd lim, .o f, = f m.k., ts. nollamittaisen joukon
ulkopuolella. Jos lisiksi on olemssa integroituva funktio g siten, etti |f,| < g
kaikille n, niin on

nh_}rgj fnfdm:/fdm.
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Téamén luvun viimeisené varsinaisena tuloksena todistetaan, tosin vain eri-
koistapaukseen rajoittuen, ettéd integraali on additiivinen integroitavan funk-
tion suhteen.

Lause 8.15. Olkoot [ ja g mitallisia numeerisia funktioita reaaliakselilla ja
oletetaan, etti f + g on mddritelty. Jos tilloin [ fdm, [ gdm ja [ fdm +
| gdm ovat mddriteltyjd, niin

[t +gm= [ gam+ [ gam.

Todistus. Edelléd todistettiiin jo, ettéd viite pétee perusfunktioille, ks. Lem-
ma 8.7. Todistuksen yleistys mitallisille funktioille toteutetaan olennaisesti
nojautuen monotonisen konvergenssin lauseeseen, Lause 8.12. Rajoitutaan
tarkastelemaan tapausta, jossa sekd f ettd g ovat ei-negatiivisia. Té&lloin
tiedetddn, Lause 7.21, ettd on olemassa kasvavat jonot (¢,) ja (¥,) (ei-
negatiivisia) perusfunktioita siten, ettd

J = sup ¢, g = sup ¢y.

T&ll6in myos (¢, +1,) on nouseva jono perusfunktioita ja lim,, ... (¢, +1,) =
f 4+ ¢g. Monotonisen konvergenssin lauseen, Lause 8.12, nojalla on nyt

lim [ (6 + ) dm = / (f + g)dm.

n—oo

Mutta Lemman 8.7 nojalla

n—oo

i [ dndmt i [ dm =l ([ 6o+ [ o) = i [@ntvn)im = [ (7+g)am

Mutta vasemmanpuoleisimman summan molempiin termeihin voidaan sovel-
taa uudestaan monotonisen konvergemssin lausetta, jolloin saadaan

[ tim [ gam = [(s -+ gam.

Muiden mahdollisuuksien késittely sivuutetaan téssid yhteydessa.

Téamén luvun paétteeksi toteamme ilman todistusta, ettd edelld késitelty
Lebesgue-integraali on itse asiassa analyysin peruskursseissa kisitellyn Riemann-
integraalin yleistys, kuten seuraavat kaksi lausetta osoittavat:
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Lause 8.16. Olkoon f : [a,b] — R rajoitettu ja Riemannin mielessd in-
tegroituva. Tdlloin on myds Lebesquen mielessd integroituva kyseiselld valilld
ja molemmilla integraaleilla on sama arvo.

Lause 8.17. Rajoitettu funktio f : [a,b] — R on Riemannin mielessd in-
tegroituva jos ja vain jos f on melkein kaikkialla jatkuva vililld [a, b].
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9 Klassiset funktioavaruudet

9.1 Klassiset epayhtilot

Johdatuksena klassisten funktioavaruuksien perusasioihin johdetaan aluk-
si erikseen kolme klassista epéyhtéloda: Holderin, Schwarzin ja Minkowskin
epayhtalot. Tésséd yhteydessd on syytd huomauttaa, etté kyseiset epayhtélot
ovat voimassa yleisemmin kuin vain téssé alaluvussa, jossa rajoitutaan mitta-
avaruuteen (R, M, m), ts. kolmikkoon, jossa m on edelld kisitelty Lebesguen
mitta ja M on vastaava mitallisten joukkojen kokoelma.

Aluksi todistetaan seuraava
Lemma 9.1. Olettaen, ettdi a,b>0 76 0 < X <1, on
a*b' ™ < Xa+ (1= N\)b,

missd yhtdldisyysmerkki on voimassa vain, jos a = b.

Todistus. Aluksi todetaan, ettd Aa+ (1—\)b—a*b'~* = 0, jos a=b. Voidaan
niiin ollen olettaa, ettd 0 < a < b. Tarkastellaan nyt funktiota f(t) := t'=*
vélilla [a, b]. Selviisti funktio f toteuttaa perusanalyysin véliarvolauseen eh-
dot, ja néin ollen on olemassa piste ¢ € (a,b) siten, ettd f(b) — f(a) =
f'(c)(b—a). Mutta f'(t) = (1 -\t~ jasiis f'(c) = (1= X)c > < (1—N)a™?.

Sijoittamalla viliarvolauseen antamaan yhtdloon saadaan
V' —a =1 = Nb—a) < (1 =N(b—-a)a?
Kertomalla molemmat puolet luvulla a* saadaan
A —a<(1=N(b—-a)=(1—-Nb—a+ \a,

josta viitetty epéayhtéld heti seuraa. Sen todistaminen lopuksi, ettd yhta-
suuruudesta vaitetyssd epayhtélossd seuraa, ettd a = b, jatetddn harjoitus-
tehtavéksi.

Lause 9.2. (Hdélder) Oletetaan, etti 1 < p < 0o, 1 < ¢ < o0 ja % + é =1

ja etti f: R — R ja g : R — R ovat mitallisia funktioita. Edelleen olete-
taan, ettd | f|P ja |g|? ovat integroituvia (siind mielessd, ettd ko. funktioiden
integraalit, jotka selvisti ovat mddriteltyjd, ovat ddrellisii). Tdalloin |fg| on
integroituva ja mielivaltaiselle mitalliselle joukolle E C R on voimassa

d Pd 1/p qa, 1/q.
/Elfg\ mé(/EIf! m) </E|g| m)
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Todistus. Aluksi todetaan, ettd viitetyn epdyhtdlon molemmat puolet ovat
= 0, mikéli m(E) = 0. Voidaan siis olettaa, ettd m(E) > 0. Edelleen, jos
fg = 0 melkein kaikkialla joukossa F, niin vaitetyn epayhtdlon vasen puoli
= 0. Voidaan siis edelleen olettaa, ettd fg # 0 joukon E osajoukossa, jonka
mitta on positiivinen, ts. m(E N [fg # 0]) > 0. Mutta télléinon valttamétta
S I f[Pdm > 0 ja [ ]g|?%dm > 0. Jos nyt oletetaan = € E ja merkitétn

p q 1 1
s W@P el 1
fE‘f‘pdm fE|g|qdm b q
saadaan Lemman 9.1 perusteella jokaisessa pisteessd x € E
P q
|/ (x)g(z)] R GOl S iG]

(Jiz [FIPdm) Vo ([ lgledm) Ve = p [ |flpdm g [, |gl7dm’

Integroimalla nyt yli joukon E saadaan

d
[ | fgldm <11

(Jg LfIPdm) P ([ |gledm) /e~ p g

josta véitetty epayhtélo suoraan seuraa. Samalla tulee myos todistetuksi in-
tegraalin [}, | fg|dm #érellisyys.

Seuraus 9.3. (Schwarzin epiyhtdld) Oletetaan, etti f: R — Rjog:R —
R ovat mitallisia funktioita ja etti funktiot |f|* ja |g|* ovat integroituvia.
Talloin myds funktio |fg| on integroituva ja jokaiselle mitalliselle joukolle E

on vo1massa
d 2\1/2 2y1/2
[ Atgidm < ([ 1 [ 1o

Todistus. Valitaan p = ¢ = 2 ja sovelletaan Holderin epayhtéloa.

Lause 9.4. (Minkowski) Oletetaan, etti 1 < p < oo ja ettd funktiot f: R —
R ja g : R — R ovat mitallisia. Lisiksi oletetaan, etti funktiot |f|P ja |g|P
ovat integroituvia. Talloin |f + g|P on integroituva ja jokaiselle mitalliselle
joukolle E on voimassa

( / f + glPdm)? < ( /E FPdm) P + ( / jglPdm)V”.

Todistus. Jos p = 1, seuraa véite suoraan kolmioepéyhtélosta |f + g| <
|f] + |g| integroimalla. Voidaan siis olettaa, ettd 1 < p < oo. Tarkastellaan
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aluksi joukkoja Ey := EN|[|f| > |g|] ja E2 :== EN[|f| < |g]|, jotkas selvésti
ovat mitallisia joukkoja. Jos x € E;, on kolmioepdyhtélon nojalla

|[F () + g(@) " < (If (@) + [g(2)])" < 2°[f ()P

ja vastaavasti

[f(2) + g(2)” < (If (@) + [g(x)])" < 2*|g(«) P,

jos © € Ey. Koska |f[P ja |g|P ovat oletuksen nojalla integroituvia, on myés
|f + g|? integroituva.

Varsinaisen epiyhtélon todistamiseksi voidaan olettaa, etté [ g lf+gPdm >
0. Koska p > 1, on kolmioepéyhtédlon ja integraalin perusominaisuuksien
nojalla

/|f+g|pdm:/ F+gllf +gP"dm
E FE

p—1 — p—1 p—1
s/E<|f|+|g|>|f+g| dm /E|f||f+g| dm+/E|g!|f+g| dm.

Valitaan nyt ¢ siten, ettd é + % =1, jolloin 1 < g < oo jaq(p—1)=p. Nyt
voidaan soveltaa oikean puolen molempiin integraaleihin Hélderin epayht&aloa

ja saadaan
/|f+g|pdm
FE
< / [FlPdm) 7( / 1+ gleeD) a4 ( / (glPdm) /¥ / f 4+ gleD)1a
F E E F

= ([ 1pam e[ 1+ gpamy ([ lalramy o [ 17+ gm)e

Jakamalla nyt puolittain luvulla ([, |f + g|Pdm)'/? > 0 saadaan

P 1-1/q P 1/p P 1/p
(/E|f+g| dm) S(/E'f' dm) +</E|g| dm)'/?,

josta véite seuraa, koska % + % = 1.
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9.2 [P-avaruudet

Oletetaan aluksi, ettéd f : R — R on mitallinen funktio ja etté on olemassa
b, 0 < b < oo niin, ettd f(z) < b melkein kaikkialla, ts. nollamittaisen
joukon ulkopuolella. Talloin voidaan maéritella funktion f oleellinen yldraja

asettamalla
esssup f :=inf{b|f(x) <b  mk.}.

Jos téssé tarkoitettu darellinen luku b on olemassa, sanotaan, ettd funktio f
on (ylospéin) oleellisesti rajoitettu.

Miidritelmi 9.5. Olkoon 1 < p < co. Mitallinen funktio f : R — R kuuluu
funktioavaruuteen LP(R), jos ([ |f[Pdm)'/P < oc.

Miisritelmi 9.6. Mitallinen funktio f : R — R kuuluu funktioavaruuteen
L>(R), jos | f| on oleellisesti rajoitettu, ts. jos ess sup | f| < oco.

Seuraavassa kédytetddn lyhyempid merkintoja LP ja L.

Asken madritellyt funktioavaruudet voidaan liittéd edellisen luvun integroi-
tuvuuteen todistamalla

Lause 9.7. Funktioavaruus L' on tismdlleen kaikkien reaaliakselilla miidri-
teltyjen integroituvien (ts. integraali on mddritelty ja —oo < [ fdm < o)
numeeristen funktioiden kokoelma.

Todistus. Oletetaan aluksi, ettid f : R — R on integroituva, jolloin siis

—00 < dm = *tdm — “dm < oo.
i~ [ srim=[ 5

Koska integraalit [ f*dm ja [ f~dm eiviit samanaikaisesti ole dérettomi,
ovat molemmat #irellisii. Mutta |f| = f™ + f~, joten

[1sam = [ sram+ [ rdm < .

ja siis néin ollen f € L.

Oletetaaan sitten kiintden, ettd f € L'.Koska |f| > fT, on

[ ram< [ ifiam <o,
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ja siis fT on integroituva. Vastaavasti nihddin, ettd f~ on integroituva ja
edelleen f = f™ — f~ on myos integroituva.

Seuraavassa samaistetaan ilman eri mainintaa kaksi funktiota f,g € LP ai-
na, jos f(x) = g(x) mk., ts. jos m[f # g] = 0. Tarkkaan ottaen talloin L?
jakautuu ekvivalenssiluokkiin, ja késitteelld LP itse asiassa jatkossa tarkoi-
tetaan nédiden ekvivalenssiluokkien kokoelmaa. Seuraavan lauseen todistami-
seksi tarvitaan vield

Lemma 9.8. Jos mitallinen funktio f > 0 m.k. ja [ fdm =0, on f =0
m.k.

Todistus. Merkitdéin Ay := [f > 0] ja A, = [f > Z]. Télloin (A,) on
nouseva jono mitallisia joukkoja ja |J,— A, = Ao. Télléin on helppoa to-
distaa (harjoitustehtava), ettd lim,, ., m(A,) = Ao. Jos nyt m(A4y) > 0, on
olemassa n siten, ettd m(A,) > 0. Mutta tdlléin on

/fdm > /A fdm > m(;?” >0,

mik& on ristiriita.

Lause 9.9. Oletetaan, etti 1 < p < oco. Talloin avaruus LP on (reaalikertoi-
minen) lineaariavaruus. Jos edelleen mddritellian d, : LP x LP — R asetta-
malla dy(f,9) :== ([ |f —g[Pdm)*'?, kun 1 < p < 0o ja dw(f, g) :==esssup | f —
gl, on (L?,d,) metrinen avaruus.

Todistus. Lauseen 7.12 nojalla tiedetéén, ettd mitalliset funktiot muodos-
tavat (reaalikertoimisen) lineaariavaruuden. Todistetaan ensimméinen véite
osoittamalla, ettd LP on mitallisten funktioiden muodostaman lineaariava-
ruuden lineaarinen aliavaruus, ks. Méaaritelmé 1.2.

Olkoon aluksip = oo, f,g € LPjaa, 3 € R. Koska f,g € LP,on |f| < by < 00
m.k. jollekin reaaliluvulle by ja vastaavasti |g| < b, < oo m.k. Mutta télloin
on |f+g| <|fl+ 9] <br+ b, < oo mk. ja siis esssup|f + g| < oo, ts.
fH+ge Ll Josa=0,onaf € LP triviaalisti. Jos taas a # 0, on |af]| < 0o
jos ja vain jos | f| < oo, ja néin ollen af € LP.

Jos nyt 1 < p < oo, todetaan Minkowskin epédyhtéalon nojalla heti, etta

( / af + BglPdm)? < ( / afPdm)? + ( / |BglPdm)"/?
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([ 1fram) + ) [ lgpam)',
josta suoraan seuraa, ettd af + Bg € LP.

Toisen viitteen todistamiseksi olkoon aluksi 1 < p < co. Suoraan kuvauksen
d, madritelmén perusteella todetaan, ettd d,(f,g) > 0 ja d,(f,9) = dy(g, f)
kaikille f, g € LP. Jos sitten oletetaan, etté d,(f,g) = 0, on edellisen lemman
perusteella f — g = 0 ja siis f = g m.k. Mutta tdmé merkitsee edelld sovi-
tun samaistuksen perusteella, ettd f = g. Jéiljelle jad kolmioepayhtilo, joka
seuraa suoraan Minkowskin epayhtélostas:

dy(f. 1) = ( / f — hprdm) = ( / (F — g) + (g — B)Pdm)»

< ([ 15 = glram) ([ 1o = hpdm) " = d,(5.9) + dy(g. ).
Harjoitustehtéavaksi jatetddn kuvauksen d, todistaminen metriikaksi.

Lause 9.10. (a) Jos p,q > 1, %—I—%: 1ja f€LP, ge LY, niin fg € L.
(b) Jos1 <p<oojafelLl gelL>® nin fgec LP.

Todistus. (a) Viite on suora seuraus Holderin epéyhtalosté.

(b) Jos p = o0, todetaan samaan tapaan kuin Lauseen 9.9 todistuksessa, etti
on olemassa reaaliluvut by, b, siten, ettd | f| < by m.k. ja |g| < b, m.k. Mutta
talloin on |fg| < bsb, m.k., joten on fg € L. Jos sitten p < oo, valitaan b
niin, ettd |g| < b m.k. Télloin on

([ sl <[ 15 < o

oletuksen f € L” nojalla.

Mitta- ja integrointiteorialle tyypillinen késite on suppeneminen mitan suh-
teen, joka médritellddn seuraavasti:

Maéritelmé 9.11. Mitallisten funktioiden jono (f,,) suppenee mitan m suh-
teen kohti mitallista funktiota f, jos jokaista € > 0 ja jokaista § > 0 vastaa
luonnollinen luku N = N (e, d) siten, etté
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m([|fn— fl = €]) <6

aina, kun n > N.

Vastaavalla tavalla médritellain seuraavassa lemmassa tarvittava Cauchyn
jonon késite mitan m suhteen.

Lemma 9.12. Jos mitallisten funktioiden jono (f,) on Cauchyn jono mi-
tan m suhteen, niin on olemassa jonon (f,) osajono, joka on Cauchyn jono
melkein kaikkialla.

Todistus. Sen nojalla, ettd (f,,) on Cauchyn jono mitan m suhteen, vastaa
jokaista luonnollista lukua k toinen luonnollinen luku Ny siten, ettd

1

1
Qk]) <5

m(llf— 512 50 < o

aina, kun n, j > Nj. Médritellddn nyt jono (ny) induktiivisesti asettamalla

ny := Ny, ng = max{n; + 1, No}, ns = max{ny + 1, N3},....

Télloin (f,,) on jonon (f,) ddretén osajono ja edellinen mittaepayhtélo on
voimassa aina, kun n,j > n;p = max{ng_1 + 1, Ni}.Jokaista luonnollista
lukua k kohti méaritellddn nyt joukko

1
Ek = “fnk+1 - fnk’ Z ?]

Olkoot nyt i € N ja 0 < ¢ < 1 mielivaltaisia. Jos r > s > i ja x ¢ (J,—, Ek,
niin on

@) = Fo () = 13 s @) = Fu D] < 3 Vs (1) — s ()]




edellyttéen, ettd s > 1+ (log1)/(log2). Néin on todettu, ettéd jono (ny)
méidrdd funktiojonon (f,,) osajonon, joka on (pisteittdin) Cauchyn jono kai-
kille z € R\ U,—; Ex. Mutta t&ll6in on

m(J B <) m(E) <2, =57 <0
k=i k=i

edellyttéen, ettd ¢ > 1+ (log$)/(log2). Mutta tdmé merkitsee sité, etté
jonolla (f,) on osajono, joka on Cauchyn jono nollamittaisen joukon ul-
kopuolella, nimittdin joukon (;2; Ur—; Ex ulkopuolella. Jos nimittdin = €
R\ Mgy Urei Ex = U2y (R\U,—; Ex), niin z € R\ |, Ej jollekin i. Mutta
edelld todetun nojalla (f,, (x)) on Cauchyn jono. Edelleen, jokaiselle i on

(VU B <m(J B < 5

i=1 k=1
joten valttaméatta m((;2; Ure; Ex) = 0.

Toinen tyypillinen suppenemiskésite LP-avaruuksissa on suppeneminen met-
riskan d, suhteen, joka méiritellidn seuraavasti:

Maaritelma 9.13. Olkoon 1 < p < oo. Tdlloin LP-funktioiden jono (fy)
suppenee kohti funktiota f € LP metriitkan d, suhteen, jos

Tim dy(f, ) = 0.

Lause 9.14. Jos 1 < p < 00 ja LP-funktioiden jono (f,) on Cauchyn jono
metriikan d, suhteen, niin (f,) on Cauchyn jono Lebesguen mitan m suhteen.

Todistus. Kisitellddn tissa tapaus p < oo ja jédtetddn tapaus p = oo harjoi-
tustehtdviksi. Oletuksen nojalla jokaista € > 0 vastaa N, siten, etté

/‘fn — fslPdm < ({/g)l/p —c

aina, kun n,s > N.. Jos nyt oletetaan, ettd jono (f,) ei ole Cauchyn jono
mitan m suhteen, niin jokaista luonnollista lukua N vastaa luonnolliset luvut
n, s niin, etta m([|f, — fs| > 5]) > . Mutta télloin on

/|fn - fs’pdm Z ﬁp’}/ > O
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Ristiriita seuraa valitsemalla ¢ < 3%y ja N > N..

Seuraavaksi todistetaan Riesz-Fischerin lause, joka yhdessd Lauseen 9.9 no-
jalla siséltad sen tiedon, ettd LP on tdydellinen metrinen avaruus.

Lause 9.15. Oletetaan, etti 1 < p < oo ja ettd (f,)on Cauchyn jono metrii-
kan d, suhteen. Silloin (f,) suppenee kohti jotakin funktiota f € LP metriikan
d, suhteen.

Todistus. Oletetaan aluksi, ettd 1 < p < oo. Edellisen lemman nojalla jono
(fn) on Cauchyn jono Lebesguen mitan m suhteen. Edelleen Lemma 9.12
nojalla voidaan valita osajono (f,, ), joka on Cauchyn jono melkein kaikkialla.
Niin ollen, (fn,(x)) on Cauchyn jono melkeine kaikkialla reaaliakselilla R.
Koska R on tdydellinen, on olemassa

f(@) = lim_f,,(x)
melkein kaikkialla. Lauseiden 7.14 ja 7.16 nojalla rajafunktio, jatkettuna mie-
livaltaisella tavalla koko reaaliakselille, on mitallinen funktio.

Olkoon nyt ¢ > 0. Koska (f,,) on Cauchyn jono metriikan d, suhteen, on
olemassa N = N, siten, ettd ([ |f, — fs[Pdm)/? < e aina, kun n,s > N.
Mutta télloin on Fatoun lemma nojalla

el > liininf/ | fr — fu [Pdm

> / liminf [, — f,, Pdm = / fu — fIPdm.

Mutta tdmé merkitsee sitd, ettd lim, o dy(fn, f) = 0. Edellisen epéyhtilon
nojalla on myos f, — f € L? kaikille n > N. Koska L? on lineaariavaruus ja
fn € L? kaikille n, on myos f € LP.

Lopuksi olkoon p = oo ja (f,) Cauchyn jono metritkan L* suhteen. Nain
ollen, jos € > 0 on mielivaltainen, on olemassa luonnollinen luku V siten, etté
|fn—fs| < emk. aina, kun n, s > N. Toisin sanoen, (f,(z)) on Cauchyn jono
m.k. Koska R on tdydellinen, on olemassa f := lim, ., f, m.k. Rajafunktion
mitallisuus todetaan, kuten todistuksen alkuosassa. Todistettavaksi jaa vielé,
ettd f € L. Mutta nyt on olemassa (aidosti) positiivinen reaaliluku b siten,
ettd | fv] < b m.k., jolloin siis
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lfI<I|f—=fnl+ /v <e+b<
m.k. ja siis f € L.

Lopuksi todetaan, ettd LP-avaruuksilla on ns. sisikkéisyysominaisuus (nes-
ting property) &érellismittaisessa joukossa:

Lause 9.16. Olkoot 1 < p < q < 00 ja a < b kaksi reaalilukua. Tdlloin on
L4([a,b]) C LP([a, b]).

Todistus. Oletetaan siis, ettd f € L>([a,b]) ja olkoon aluksi ¢ = co. Tall6in
on olemassa positiivinen reaaliluku b siten, etté |f(x)| < B m.k. valilld [a, b].
Mutta t&lléin on

( / FPdm)? < B(ja, )" = B(b — a)'? < oo,
[a,b]
joten f € LP([a,b]).

Oletetaan sitten, ettd ¢ < oo ja médritelladan r := ¢q/p > 1ja s :=q/(q—p) >
1. Talloin r ja s ovat konjugaattilukuja siind mielessé, etté

Holderin epéayhtéloa kayttden saadaan nyt

1/p 1/p 1/r 1/p
</ ]f]%m) = (/ ]f|p1dm) < (/ \f\”’dm) (/ 15dm)1/8)
[a,b] [a,b] [a,b] la,b]

1/p
[ab]

missié C' on oletuksen nojalla méaraytyva reaaliluku. Néin ollen on f €
LP([a, b]).
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9.3 [P-avaruudet

Aluksi todetaan, ettd reaalilukujono (z,) voidaan tulkita kuvauksena x :
N — R. Kéyttien taté tulkintaa voidaan seuraavassa késiteltavit [P-avaruudet
tulkita LP-avaruuksien diskreeteiksi versioiksi.

Maaritelma 9.17. Olkoon 1 < p < oo. Reaalilukujono (z,) € [P, jos
(>t |2, |P) P < 0.

Vastaavasti asetetaan

Maaritelméa 9.18. Reaalilukujono (x,,) € I°°, jos sup,, |T,| < co.

Tarkastellaan nyt luonnollisten lukujen joukon N kaikkien osajoukkojen ko-
koelmaa P(N) ja merkitddn jokaiselle A € P(N), t.s. jokaiselle A C N siihen
kuuluvien lukujen lukuméirié pu(A). Nyt on helppo todeta, ettd (N, P(N), u)
on mitta-avaruus. Mittaa p voidaan kutsua lukumddrdmitaksi. Toistamalla
Lukujen 7 ja 8 padttelyt voidaan mittaa p vastaava integrointiteoria helposti
rakentaa, ja on ilmeisté, ettd funktiota f : N — R, toisin sanoen lukujonoa
(z,) vastaava integraali mitan p suhteen on [ fdu = Y - | z, edellyttéen,
ettd ko. summa on mééritelty. Kuten edell, lukujonoa (x,,) voidaan sanoa in-
tegroituvaksi, jos (z,) € I'. Seuraavassa todetaan lyhyesti, pdéosin ilman to-
distuksia, LP-avaruuksien edelld esitettyja tuloksia vastaavat [P-avaruuksien
lauseet.

Aluksi palautetaan mieleen, ettd Holderin, Schwarzin ja Minkowskin epayht&loilla
on luonnolliset vastineensa [P-avaruudessa, ks. Demotehtéva 11/5.

Lause 9.19. Olkoon 1 < p < oo. Tidlldin avaruus [P on lineaariavaruus. Jos
edelleen madritellidn kuvaus d, : P x [P — R asettamalla dy((xy), (yn)) =
(ZZO:I |£L’n - yn‘p)l/p} kun p < X j(l doo((xn)a (yn)) = sup, |£L’n - yn’; kun
p = 00, on kuvaus d, metritkka ja siis (1P, d,) metrinen avaruus.

Todistus. Todistuksen ajatus voidaan suoraan kopioida LP-avaruuksien vas-
taavasta lauseesta, Lause 9.9.

Avaruuksien [P tdydellisyyden todistaminen voidaan myos suoraan toteuttaa
kopioimalla LP-avaruuksien vastaavaa todistusta. Kuitenkin jonomerkintaé
kéytettéiessé padttely voi jossain méédrin muodostua hankalaksi. Tadméan vuok-
si hahmotellaan todistuksen péaépiirteet seuraavassa. Cauchyn jonon késitteen
médrittelemiseksi avaruudessa [P tarkastellaan jonojen (z,x)r € P muodos-
tamaa jonoa ((Z,x)k)n. TAmA jonojen muodostama jono on Cauchyn jono
metriikan d, suhteen, mikéli jokaista € > 0 vastaa luonnollinen luku V. si-
ten, ettd d,((Tnk)k, (Tsk)k) aina, kun n,s > N..
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Lemma 9.20. Olkoon 1 < p < oc0. Jos ((nx)k)n C P on Cauchyn jono
metritkan d, suhteen, niin on olemassa reaalivakio C > 0 siten, etti kaikille

n €N on
> Jeasl)? < .
k=1

kun p < 00 ja
sup |2n k| < C,
k

kun p = 0.

Todistus. Kisitellain tapaus p < oo. Cauchyn jonon mééritelmén nojalla,
ks. edelld, on olemassa luonnollinen luku N siten, etta

oo

(Z |xn,k - xs,k|p)1/p S 1

k=1

aina, kun n, s > N. Mutta talloin Minkowskin epayhtélon nojalla

(Z|xn,k’p)l/p_ Z\ Tnk — TNE) +$Nk\p)1/p
— k=1

Z|1‘nk—$Nk|p )P+ Z‘xNk’p )P <14 D < oo,

missd D médrdytyy siitéd tiedosta, ettd (zy ) € [P. Toisaalta, koska (x,, 1 )x €

[P jokaiselle n, niin on olemassa aidosti positiiviset reaalivakiot C,...,Cy_1
siten, etta
o0
O lesal) P <G5 j=1, N =1,
k=1

Mutta talloin jokaiselle n € N on voimassa

o0

O lzni)? < max{C,...Cy_1,1+ D} < 0.

k=1

Tapaus p = oo todistetaan vastaavalla tavalla kdyttden hyviksi metriikkaa

doo.

Lopuksi todistetaan avaruuksien [P taydellisyys:
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Lause 9.21. Olkoon 1 < p < co. Tdlloin jokainen Cauchyn jono avaruudes-
sa [P suppenee metriikan d, suhteen avaruudessa [P .

Todistus. Rajoitutaan todistamaan tapaus p < oo, koska tapaus p = oo
todistetaan vastaavalla tavalla metriikan d., avulla.

Olkoon siis ((2px)k)n C [P Cauchyn jono ja olkoon £ > 0 mielivaltaisesti
annettu. T&lloin on olemassa luonnollinen luku N; siten, etta

O |z —woalP)? <& (1)
k=1

aina, kun n,s > N.. Erityisesti on |z, — zsx| < € kaikille n,s > N, ja
kaikille & € N. Mutta tdmé merkitsee sitd ,ettd (z,x), on Cauchyn jono
reaaliakselilla R jokaiselle £ € N. Koska R on téydellinen, on olemassa z :=
lim,, .o =, 1 jokaiselle £ € N.

Seuraavaksi osoitetaan, etti

dp((xn,k)m (xk)) - 07

kun n — co. Antamalla s — oo epéyhtdlossd (1) saadaan

i
O s —a) P < e
k=1

kaikille k,j € N. Antamalla j — oo ja huomaamalla, ettid h(z) := 2'/? on
jatkuva funktio, todetaan ettéa

j
e > lim (Z Tk — Tk|P) VP
k=1

J—00

j -
= (lim Y |z p — 2f)? = O ns — zel?)?
j—00
s P

jokaiselle n > N.. Mutta ¢ > 0 on mielivaltainen, josta haettu etéisyysraja-
arvo heti seuraa.

Lopuksi pitdéd osoittaa, ettd néin saatu jono (zy) € [P. Edellisen lemman
nojalla on olemassa indeksistd n riippumaton vakio C' > 0 siten, etti kaikille
n € N on

(D leaxP)? < C.
k=1
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T4lloin on A
J
O leas?)? < C

k=1
kaikille n, 5 € N. Antamalla n — oo saadaan

J
D luP)r<c
k=1

jokaiselle j € N. Antamalla lopuksi j — oo todetaan, etta
O lw)r < ¢,
k=1

toisin sanoen, ettd (z;) € 7.
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10 Normiavaruudet

10.1 Perusmaéiiaritelméit

Edellisissé luvuissa on tarkasteltu useita normiavaruuksia, vaikka normin
késitettd sindnsé ei olekaan vield méaritelty.

Maéaritelmi 10.1. Olkoon X annettu F-kertoiminen lineaariavaruus, missa

F =R tai F = C jaolkoon || - || : X — R annettu kuvaus niin, ettd jokaiselle
x,y € X ja jokaiselle o € F on voimassa
(a) [Jz]] = 0,

(b) |||l = 0 jos ja vain jos x = 0,
(©) flaz|| = laflll
(d) llz +yll < ll=ll + [lyll-

Télloin sanotaan, ettd kuvaus ||-|| on normi lineaariavaruudessa X ja (X, ||]|)
ON NOTMIAVATUUS.

Jos ||z|| = 1, sanotaan, etta vektori x € X on yksikkdvektori.

Huomautus. Heti alkuun on syytd huomauttaa siité, ettd euklidisissa ava-
ruuksissa R, R? ja R?® annettu euklidinen vektorin pituus toteuttaa normin
madrittelevit aksiomat. Yleisemmin todetaan, ettd on voimassa seuraava

Lause 10.2. Olkoon {ey,...,e,} ddrellisulotteisen F-kertoimisen lineaaria-
varuuden X kanta, jolloin jokaiselle pisteelle x € X saadaan yksikisitteinen
esitys x = 35| Ajej, missi Ai,..., A, € F. Talloin kuvaus || - || + X — R,
jonka mddrittelee

lzll = I\,
j=1

on normi avaruudessa X .

Todistus. Oletetaan nyt, ettd x = > " Ajej, y = > pje;, missé jokainen
Aj, pij € IF, ja olkoon o € F. Suoraan médritelméstéd todetaan, ettéd ||z|| > 0.
Jos sitten z = 0, on A\ = --- = )\, = 0, ja siis on ||z|| = 0. Jos kééntden
oletetaan, ettéd ||z|| = 0, on télléinkin A\; = --- = A\, = 0, ja ndin muodoin
my6s x = 0. Edelleen todetaan, etta

n n
ar =« g Aje; = E alje;.
Jj=1 j=1
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T4lloin on
]| = > a2 = [al O INDY? = o).
j=1 J=1

Kolmioepéyhtalon todistamiseksi todetaan lopuksi, kayttaen hyviksi Schwarzin
epayhtaloa, etta

e+ ol” = 1> Nes + > el = 1D (N + )i
j=1 j=1 j=1

=D 1+l <IN+ L))
P =1

=Y NP2 Nl + D Il
=1 =1 =1

<IN 20 0 IO D gl
j=1 j=1 j=1 j=1

= [lz[l* + 2ll= [yl + Iyll* = (Il + llyl)*

Esimerkki. Olkoon X annettu kompakti metrinen avaruus. Kuvaus || - || :
Cr(X) — R, joka méaéiritelldén asettamalla ||f]| := sup{|f(x)||z € X}, on
normi (supremum-normi) funktioavaruudessa Cr(X). Mééritelméan perusteel-
la kuvaus on triviaalisti ei-negatiivinen. Samoin on triviaallia, ettd ||f] = 0
jos ja vain jos f hdvida identtisesti. Olkoon nyt f, g € p(X) ja a € F. Télloin
on

lecf || = sup{laf(z)[} = [e| sup{[f ()]} = |all[f]]

Kolmioepéyhtalon todistamiseksi todetaan ensin, etté

((f +9)(@)| = [f(2) + g(a)| < |f @)+ |g(@)] < [[f]I+ llg]

kaikille x € X. Mutta talloin on

1S+ gll = sup{[(f + 9)(X)[} < [[fI] + [lgll-

Esimerkki. LP-normi maéaritellaan asettamalla
11 = ([ LfPam),
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kun 1 < p < o0 ja
[ £llp = [ flloo := esssup | f],

kun p = oc.

Esimerkki. Vastaavasti maaritelladn [P-normi asettamalla

[(@n)llp = le )Y,
kun 1 <p < oo ja
(@)l = [ (@n)lloo := sup |z,
kun p = oo.
Esimerkki. Olkoot X ja Y F-kertoimisia lineaariavaruuksia ja Z := X x Y

niiden karteesinen tulo. Jos nyt || - ||1, vast. || - ||2, on normi avaruudessa X,
vast. avaruudessa Y, niin

1@ )l = [l + llyll2

on normi tuloavaruudessa Z.

Lause 10.3. Olkoon (X, | - ||) normiavaruus, jossa kuvaus d : X x X — R
on mddritelty asettamalla d(x,y) := || — y||. Tallgin (X,d) on metrinen
avaruus.

Todistus. Lauseen todistus seuraa valittoméasti normin maarittelevien omi-
naisuuksien perusteella.

Huomautus. Kun jatkossa normiavaruuden yhteydessd puhutaan metriikas-
ta, télloin tarkoitetaan aina edelld normin avulla méériteltyd metriikkaa.

Lause 10.4. Olkoot (x,,) ja (y,) normiavaruuden (X, ||-||) jonoja, jotka sup-
penevat, vastaavasti, kohti pisteitid x,y € X, ja olkoon (av,) jono kerroinkun-
nassa I, joka suppenee vastaavasti kohti pistetti o € F. Silloin on voimassa:

(a) (=]l = [lylll < llz =yl

(b) limy, .o [|7n]| = [|2]],
(c) lim, o (zp +yn) =+ vy,

(d) im,, oo apx, = ax.
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Todistus. (a) Kolmioepayhtélon avulla saadaan

Izl = itz = y) + yll < llz =yl + lyll,

josta seuraa ||z|| — |ly|| < ||z — y||. Vaihtamalla x ja y saadaan [|y|| — ||z|| <
lly — z|| = ||z — y||, josta kohdan (a) viite seuraa.

(b) Koska lim,, ., =, = x, saadaan raja-arvon méaritelmén ja kolmioepayhtélon
avulla

izl = llznlll < llz = 2nll <€

aina, kun n > N = N.. Mutta tam& merkitsee sité, ettd kohdan (b) viite on
VOolmassa.

(c) Tamé kohta todistetaan tésméilleen kuten vastaava perusanalyysin lause.

(d) Koska jono («,,) suppenee, jono on rajoitettu, ja on siis olemassa K > 0
siten, ettéd |a,| < K jokaiselle n € N. Mutta talléin on

|anan, — az|| = [|an (T, — ) + (@ — )|

< lom|llzn = 2l + |an — afljz]] < K[z, — 2] + |an — alll]],
josta viite heti seuraa.

Seuraavassa tarkstellaan lihemmin dérellisulotteisia lineaariavaruuksia. Lauseen
10.2 nojalla tiedetdén, ettéd téllaiseen avaruuteen voidaan aina méadritella
normi, joka kuitenkin riippuu ko. avaruuden kannan valinnasta. Tamé tie-
tenkin viittaa sithen, ettd samassa avaruudessa voi olla méériteltynd useita
normeja. Itseasiassa, olemme jo todenneet, ettd esimerkiksi avaruudessa R?
on médritelty (ainakin) kaksi eri normia, nimittéin tavanomainen euklidinen

normi ||(z,y)| := /22 + y? sekd sivun 75 esimerkissd médritelty summa-
normi ||(z,y)|| := |z| + |y|. Heti voidaan todeta, ettd néitd normeja vastaa-

vat tason yksikkopallot ovat eri joukkoja. Kuitenkin on mahdollista, etta eri
normien madarittelemét metriikat indusoivat avaruuteen X saman topolo-
gian, jolloin esimerkiksi raja-arvo-ominaisuudet ovat samat, ks. mychemmin
Lause 10.X. Téata tarkoitusta varten mééaritellddn normien ekvivalenttisuu-
den késite:
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Maéritelma 10.5. Olkoot || - ||; ja || - ||z kaksi normia lineaariavaruudessa
X. Naméa normit ovat ekvivalentit, jos on olemassa luvut M > 0, m > 0 niin,
etta

mljzlly < flzlls < Mjz]h

on voimassa kaikille z € X.

Esimerkkind normien ekvivalenssista osoitetaan, ettd edelld mainitut kaksi

euklidisen avaruuden R? normia ||(z,y)]|; := \/{EQ +y2ja[(z,y)|2 = |z|+]y|
ovat ekvivalentit osoittamalla, etté

Iz, )l < @ y)llz < V2l 9)lh

kaikille (z,y) € R?. Koska

2+ y° = o) + |y)* < |2+ 2z|ly] + [y = (=] + |y])*,

mistéd ensimméinen epayhtalo heti seuraa.

Toisaalta on

0 < (] = ly)* = [« = 2lxlly| + lyI*,

joten 2|z|ly] < |z]* + |y|* = 2* + y*. Mutta tillsin on x? + 2|z||y| + y? <

2(22 + y?) jasiis 2| + |y| < V222 + 2.

Huomautus. Normien ekvivalenssi on ekvivalenssirelaatio, miké on véalittomasti
todettavissa.

Lemma 10.6. Olkoot || - ||1 ja || - |2 kaksi normia lineaariavaruudessa X ja
dy,dy nditi vastaavat metritkat d; == || - ||;, j = 1,2. Oletetaan lisiksi, ettd
on olemassa K > 0 siten, ettd |z||, < K||z||2 kaikille z € X ja etti (x,) on
vektorijono avaruudessa X .

(a) Jos (x,) suppenee kohti vektoria x metrisessd avaruudessa (X, ds), niin
() suppenee kohti vektoria x myds avaruudessa (X, dy).

(b) Jos (x,) on Cauchyn jono metrisessi avaruudessa (X,ds), niin sama
pitee myds metrisessd avaruudessa (X, dy).

77



Todistus. (a) Olkoon ¢ > 0 annettu. Koska dy(z,,2) — 0, kun n —, on
olemassa luonnollinen luku N siten, etté ||z, — z||s < /K aina, kun n > N.
Mutta talléin on

|xn —z||) < K|z, — 2|l < Ke/K =¢
ja siis dy(x,,x) — 0, kun n — oo.

Kohta (b) todistetaan tiysin vastaavalla tavalla.

Lause 10.7. Olkoot || ||y ja ||-||2 ekvivalentteja normeja lineaariavaruudessa
X, ja olkoot dy, dy sanottujen normien mddardadmdat metritkat. Olkoon edelleen
() annettu jono avaruudessa X . Tdlloin:

(a) Jono (x,,) suppenee kohti pistettd x € X metrisessi avaruudessa (X, dy)
jos ja vain jos sama pdtee myos avaruudessa (X, ds).

(b) Jono (x,) on Cauchyn jono metrisessd avaruudessa (X, dy) jos ja vain
jos sama pdtee metrisessi avaruudessa (X, ds).

(¢) Metrinen avaruus (X, dy) on tiydellinen jos ja vain jos (X, ds) on tdydellinen.

Todistus. Koska annetut normit ovat ekvivalentteja, on olemassa vakiot
m > 0, M > 0 siten, ettd

mllzlly < flzlls < Mzl

jokaiselle z € X.

(a) Oletetaan aluksi, ettd dy(z,,z) — 0, kun n — oo. Koska ||z||2 < M|z
kaikille x € X, on edellisen lemman kohdan (a) nojalla ds(x,,z) — 0, kun
n — oo. Jos kidntden oletetaan, etté dy(z,,z) — 0, kun n — oo, todetaan
epayhtélon [|z|, < Z||z||2 perusteella, ettd di(x,,2) — 0, kun n — oo,
samoin edellisen lemma (a)-kohdan nojalla.

(b) Viitteen (b)-kohta todistetaan vastaavalla tavalla nojautuen edellisen
lemman kohtaan (b).

(c) Olkoon (X,d;) tdydellinen ja olkoon (z,) Cauchyn jono metrisessi ava-
ruudessa (X, ds). Kohdan (b) nojalla (z,) on Cauchyn jono myts metrisessa
avaruudessa (X, d;), jonka avaruuden tdydellisyyden nojalla (z,) suppenee
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kohti jotakin pistettd z € X. Mutta télloin (X, dy) on téaydellinen. Véiite
todistetaan toiseen suuntaan vaihtamalla d; ja ds.

Seuraavaksi osoitetaan, ettd darellisulotteisessa lineaariavaruudessa normi on
olennaisesti yksikésitteinen, ts. kaikki normit ovat ekvivalentteja.

Lause 10.8. Olkoon (X,F) ddrellisulotteinen lineaariavaruus varustettuna
normilla ||-||1. Olkoon edelleen {ey, ..., e,} lineaariavaruuden X (jokin) kan-
ta ja olkoon

Izl == O IV
j=1

edelli annetun kannan mddrittelemd norma lineaariavaruudessa X, ks. Lause
10.2. Tdlloin normit || - [|1 ja || - ||2 ovat ekvivalentteja.

Todistus. Todistus nojautuu suoraan Méaaritelméan 10.5. Asetetaan aluksi

M= (Y lles D2
j=1

Selvastion 0 < M < oo. Edelleen, nojautuen Schwarzin epayhtiloon saadaan
jokaiselle z € X

n n
Izl = 11D Aesll < D 1heslh
i=1 j=1

=Y illlesl < O IO HleID)? = M),
j=1 1 j=1

j:
mika todistaa jalkimmaisen epayhtédlon masritelmésta 10.5.

Ensimmaisen epayhtélon todistamiseksi méaritellaan apufunktio f : F* — R
asettamalla

fla) =11 aje;l
j=1
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jokaiselle a = (ay,...,a,) € F" ja osoitetaan, ettd funktio f on jatkuva
(euklidisen metriikan suhteen sekd médrittely- ettd maaliavaruudessa). Ol-
koon tétd varten a = (ay,...,a,) € " mielivaltainen ja olkoon (b;) =
((bg.1,- -, bkn))k C F™ pistejono, joka suppenee kohti pistettd a, ts. d, (by, a) =
(X2 bey — a;*)'? — 0, kun k — co. Mutta tillsin on |by ; — a;| — 0, kun
k — o0, jokaiselle 7 = 1,... n. Palauttamalla nyt mieleen Lause 10.4 tode-
taan, etta

|f(a) = f(br)| = |ll Z%’%Hl =l Zbk,jej!h!

el — 0,

n n
<D (ay = begesli <> lay — by
j=1

j=1

kun k — oo. Télloin f on jatkuva pisteessd a Lauseen 4.4 nojalla, ja pisteen
a mielivaltaisuuden nojalla siis jatkuva koko avaruudessa F".

Tarkastellaan seuraavaksi avaruuden F" yksikkdpallon reunaa

S = {CL = (alv' . aa’n) S Fn| Z |a’j|2 = ]_}
j=1

Joukko S on suljettu ja rajoitettu ja siis Heine-Borelin lauseen (Lause 4.20)
nojalla kompakti. Mutta télloin Lauseen 5.1 nojalla on olemassa ¢ = (c1, ..., ¢,) €
S siten, etta

m = f(c) < f(a)

kaikille a € S. Jos m = 0, niin funktion f maarittelyn nojalla | >°7_, cje;lly =
0 ja siis 2?21 cje; = 0. Mutta vektorit e; ovat kantavektoreina lineaarisesti
riippumattomia ja néin ollen on ¢; = --- = ¢, = 0 ja siis ¢ = 0, miké
on mahdotonta, koska ¢ € S. Voidaan siis olettaa, ettd m > 0. Jos nyt
tarkastellaan vektoria y = > 7, pi;e;, jolle pitee [lylla = (377, i |H)Y? =1,
niin g € S. Mutta talléin on m < f(y) = || 37, piellv = [lyllr- Jos nyt on
x # 0 on mielivaltainen, niin on ||z/||z||2||2 = 1, jolloin &skeisen perusteella
llz/||x]|2lli > m. Mutta téstd seuraa vilittomésti haettu epayhtalo ||z||; >
m||x_2. Lopuksi todetaan, ettd tdmé epdyhtdlo on triviaalisti voimassa, jos
x=0.
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Seuraus 10.9. Adrellisulotteisen lineaariavaruuden kaikki normit ovat pa-
rittain ekvivalentteja.

Todistus. Edellisen lauseen nojalla mitkd hyvénséd kaksi normia ovat ekvi-
valentteja normin || - || kanssa, josta viite heti seuraa.

Lemma 10.10. Olkoon (X, F) on ddrellisulotteinen lineaariavaruus, {ei, ..., e,}
sen kanta, || - |2 kyseisen kannan mddrittelemd normi (Lause 10.2) ja d titd
normia vastaava metritkka. Talloin (X, d) taydellinen metrinen avaruus.

Todistus. Olkoon (x) Cauchyn jono avaruudessa (X,d) ja olkoon € > 0.
Jonon (z) pisteet voidaan annetun kannan avulla esittdd muodossa xy =
> -1 Ajkej. Koska (24) on oletuksen nojalla Cauchyn jono, niin on olemassa
luonnollinen luku N = N, siten, etta jokaiselle 1 < j < n pitee

n
ik = Nl <) gk = Xl = [k — 2> < €2
=1

aina, kun k,m > N. Mutta tdmé& merkitsee sité, ettd jokainen jono (\; ),
1 <7 < n on Cauchyn jono avaruudessa F. Koska kerroinkunta I, joka on R
tai C, on euklidisena metrisenéd avaruutena téydellinen, on olemassa vakiot
Al Ay € I ositen, ettd limy_oo A\jir = A, 7 = 1,...,n. Mutta télloin
voidaan valita luonnolliset luvut N; = N;(¢) siten, ettd

Ak — Nl <e/vn

aina, kun & > N,. Asetetaan nyt Ny = max{Ni,..., N, } ja mééritelldtn
x =37 Ajej. Jos nyt k > Np, niin on

n
o — 213 = e — l? < €2,

j=1
joten jono (xy) suppenee kohti pistettéd x, ja siis X on taydellinen.

Lause 10.11. Jos (X, ||-||) on ddrellisulotteinen normiavaruus, niin kyseisen
normin mddrittelemd metrinen avaruus (X, d) on tdaydellinen.

Todistus. Olkoon || - || Lauseessa 10.2 médritelty normi avaruudessa X.
Té&lloin normit || - || ja || - |2 ovat ekvivalentteja. Edellisen lauseen perusteella
normia || - ||» vastaava metrinen avaruus on téiydellinen. Lauseen 10.7 nojalla
my0s normia || - || vastaava metrinen avaruus on téydellinen.

81



10.2 Banach-avaruudet

Maiéaritelma 10.12. Normiavaruus, joka on tdydellinen normin méaritteleméan
metriikan suhteen, on Banach-avaruus.

Huomautus. Juuri dsken todistetun perusteella tiedetéddn, ettd jokainen

aarellisulotteinen normiavaruus on Banach-avaruus. Samoin todetaan heti

Lauseen 9.15 nojalla, ettd avaruus LP, 1 < p < oo, on Banach-avaruus, ja

Lauseen 9.21 perusteella samoin on avaruus [P. Esimerkki Banach-avaruudesta,
joka olla déretonulotteinen, on kompaktissa metrisessd avaruudessa annettu

jatkuvien funktioiden avaruus (C(X),dy) varustettuna supremum-normilla,

ks. Lause 5.6.

Banach-avaruuksien analyysi muistuttaa monessa suhteessa tavanomaista al-
keisanalyysid. Esimerkkiné tarkastellaan tilannetta, joka vastaa itseisen sup-
penemisen kisitettd alkeisanalyysissé.

Maiéritelméa 10.13. Olkoon (z,,) jono vektoreita normiavaruudessa (X, ||-||)
ja jokaiselle k € N merkitdan s := Zﬁ:l T,. Sarja > - x, suppenee, jos
limg_,o s € X on olemassa ja télloin merkitdan

o0

E T, = lim sg.
k—oo

n=1

Lause 10.14. Olkoon (x,,) jono vektoreita Banach-avaruudessa (X, ||-||). Jos
normien muodostama sarja Y -, ||z,|| suppenee, niin myds sarja Yy - T,
suppenee.

Todistus. Olkoon € > 0 ja merkitddn s = > " _ &, 1% = > ||za]
Koska normien muodostama sarja suppenee oletuksen perusteella, niin jono
(r) on Cauchyn jono reaaliakselilla R. T&ll6in on olemassa luonnollinen luku
N siten, etta

k

=l = Y Nl <e

n=m-1

aina, kun k£ > m > N. Kolmioepayhtalon nojalla on

k k
sk —smll =1 D zall < D laull <e
n=m-+1 n=m-+1
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Tama merkitsee sitd, ettd jono (sx) on Cauchyn jono, joka talloin suppenee,
koska X on oletuksen nojalla tdydellinen. Edellisen mééaritelmén nojalla viite
seuraa valittomaéasti.
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11 Sisidtuloavaruudet

Maéiaritelma 11.1. Bilineaarimuoto lineaariavaruudessa (X, F) tarkoittaa
kuvausta F': X x X — F, joka toteuttaa seuraavat ehdot:

(Bl) F(x,y+ 2) = F(z,y) + F(x, 2),
(B2) F(r+y,z) = F(z,2) + F(y, 2),
(B3) Flax,y) = aF(z,y),
(B4) F(x,ay) = aF(x,y)

jokaiselle z,y, z € X ja jokaiselle a € F.

Bilineaarimuodon F' sanotaan olevan ei-negatiivinen, jos F(z,z) > 0 jokai-
selle x € X, ja positiivisesti definiitti, jos F on ei-negatiivinen ja x = 0
aina, kun F(z,x) = 0. Edelleen, F' on symmetrinen, jos F(z,y) = F(y, )
jokaiselle z,y € X.

Huomautus. Jos ' = R, on bilineaarimuoto F' lineaarinen molempien ar-
gumenttiensa suhteen. Sitdvastoin, jos F = C, lineaarisuus on voimassa vain
ensimmaisen argumentin suhteen, ja F' on antilineaarinen toisen argumentin
suhteen.

Mairitelma 11.2. Jos lineaariavaruudessa (X, F) méaéritelty bilineaarimuo-
to F' on symmetrinen ja positiivisesti definiitti, sanotaan, ettd F') on sisdtulo
ja merkitaan F(z,y) = (x,y). Edelleen, (X, (-, -)) on sisdtuloavaruus.

Esimerkki. Tarkastellaan funktioavaruutta L*(R) ja mééritelliin (f, g) =
| fgdm. Niin méériteltynd (L*(R), (-,-) on sisétuloavaruus, miké helposti
todetaan seuraavalla tavalla:

Olkoot f,g € L*(R). Schwarzin epdyhtilon nojalla

/ Foldm < ( / F2dm) 3 ( / Fdm)? < oo,

joten edelld annettu sisdtulo on hyvin mééaritelty. Sisdtulon méadrittelevit
ominaisuudet todetaan helposti voimassa oleviksi:
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Ensinnd, (f, f) = [ f?dm > 0 triviaalisti ja jos (f, f) = 0, niin f = 0 m.k. ja
siis on f = 0, kun muistetaan avaruuden L?(R) méérittelyn sisiltimé funk-
tioiden jako ekvivalenssiluokkiin sen perusteella, ettd saman luokan funktiot
eivit poikkea toisistaan nollamittaisen joukon ulkopuolella. Bilineaarisuus
seuraa suoraan integraalin lineaarisuudesta ja symmetrisyys on triviaalisti
voimassa.

Lause 11.3. (Schwarzin epdyhtilo) Sisdtuloavaruudessa (X, (-,-)) on voi-
massa

(2, y)| < (2, 2)3(y, y) /2

kaikille x,y € X. Yhtdsuuruus on Schwarzin epdyhtilossd voimassa jos ja
vain jos x ja y ovat lineaarisesti rippuvia.

Todistus. Viitteet todistetaan osoittamalla, ettd jokaista x,y € X vastaa
a € [F siten, etta
[z, ) * = (2, 2)(y,y) — (y — az,y — az)(z, z).

Jos nimittdin z = 0, voidaan valita a« = 0. T&ll6in nimittdin yhtilon oikea
puoli havida, kun vasemmalta puolelta saadaan

[z, y)[* = K0, 9)[* = {0 2, 9)|* = 0-[{z,y)|* = 0,
olipa z € X miké piste hyvénsa.

Jos taas © # 0, on myos (x,x) # 0 ja voidaan asettaa o = (y,x)/(x,x).
Mutta t&lléin on

(y —ax,y —ax) = (y,y) — afz,y) — a(y,z) — aa(z, x)

B el Kyl eyl
L P S s S
_ )
= (y,¥) oa)

josta molemmat vaitteet vilittomésti seuraavat.
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Lause 11.4. Olkoon (X, (-,-)) sisituloavaruus, jonka kerroinkunta on F, ja
middritellidin ||z|| == ({(z,2))Y2. Tdlloin (X, | -||) on normiavaruus.

Todistus. Mairitelmén perusteella on selvad, ettd ||z|| > 0 ja ettd [|z]| =0
jos ja vain jos x = 0. Edelleen todetaan heti, etta

laz||* = {aw, az) = adl|z]|* = |||,
joten ||ax| = |a|||z| jokaiselle z € X ja jokaiselle o € F. Kolmioepéyhtilon

todistamiseksi sovelletaan Schwarzin epédyhtélod, jolloin saadaan jokaiselle
r,ye X

|z +ylI> = (x+y,2+y) = (z,2) + (y,2) + (z,9) + (Y, y)

= (z,x) + (x,y) + (z,9) + (y,y) = |z[|* + 2R(z,y) + [|ly|*

<zl + 2z, »)| + lyll* < ll2l® + 2ll2lllyll + [ly1* = (2l + lyl)?,
josta normikolmioepéyhtdlo suoraan seuraa.

Huomautus. Edelliseen liittyen on syytd huomata, ettd kadnteinen tulos
ei ole voimassa, ts. normiavaruuden normia ei aina ole mahdollista muodos-
taa sisdtuloavaruuden sisédtulosta edellisen lauseen méaérittelemilld tavalla.
Téhén palataan hiukan mychemmin.

Maéritelmé 11.5. F-kertoiminen sisdtuloavaruus (X, (-, -)), jonka maaraaméa
normivaruus (X, || - ||) on Banach-avaruus, on Hilbert-avaruus.

Lause 11.6. (Suunnikassdints) Olkoon (X, (-, -)) F-kertoiminen sisituloava-
ruus. Tdlloin jokaiselle x,y € X opn voimassa suunnikassdidnto

lz +yl* + llz = ylI* = 2[lz]1* + 2[ly|*
Todistus. Suoraan mééritelmien ja bilineaarisuuden perusteella todetaan

lz+y|?+llz—ylP = (e +y.2+y) +{(x —y,z —y)
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= (z,2) +(y, ) + (2,9) + (¥, y) + (v,2) — (y,2) — (z,9) + (y,9)

= 2||[|* + 2l|y]|*.

Lause 11.7. (Polarisaatiosiinto) (a) Jos (X, (-, -)) on reaalikertominen sisd-
tuloavaruus, niin jokaiselle x,y € X on voimassa

a:—l—y

z—y
=1 1.

() = .

(b) Jos X, (-,-) on kompleksikertoiminen sisituloavaruus, niin jokaiselle x,y €
X on votmassa

I—l-y T —

x—l—zy
R

wH?

{z,y) = |l " —il—

Todistus. Rajoitutaan todistamaan véiite ainoastaan reaalikertoimisessa ta-
pauksessa. Kuten edellisessdkin lauseessa, suoralla laskulla todetaan, etta

le+yllP =l —ylP=(@+y,z+y) —(z—yz—y)
= (z,2) +(y, ) + (2,9) + (¥, y) — (v, 2) + (y,2) + (z,9) — (¥, y)

= 2(z,y) + 2(y, z) = 4(z,y),

koska kyseessd on reaalikertoiminen sisdtuloavaruus.

Lause 11.8. Funktioavaruuden C([0, 1]) supremum-normi || f|| := sup{|f(z)| |
x € [0,1]} ei ole sisdtulon mddrddimda Lauseen 11.4 esittdmdlld tavalla.

Todistus. Tarkastellaan funktioita f,g € C([0,1]), jotka maaritelldén aset-
tamalla f(z) = 1, g(x) = x jokaiselle x € [0, 1]. Talléin todetaan heti, etté

If1l = sup{f([0,1])} =1,

lgll = sup{g([0,1])} =1,
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If + gll = sup{(f + 9)([0,1])} = 2

ja

If =gl = sup{(f — 9)([0,1])} = 1.

Nyt todetaan heti, ettd suunnikassdanto (Lause 11.6) ei ole voimassa, joten
annettua normia ei voida konstruoida mistédin sisétulosta.

Lopuksi todetaan, ettd suunnikassddnnoén voimassaolo on itse asiassa yhtapitavaa
sen kanssa, ettd normiavaruus voidaan esittdd sisdtuloavaruutena. Tata var-
ten tarvitaan aluksi seuraava

Lemma 11.9. Sisdatuloavaruuden (X, (-,-)) sisitulo (-,-) : X x X — F on
jatkuwva, kun X varustetaan sisdtulon (normin kautta) mddaraamdlld topolo-
gialla ( ja topologia F:ssi on tavallinen euklidinen topologia.

Todistus. Jos xg, 4y € X, niin

(7, y) — (o, v0)| < [{z,y) — (2, 90)| + [{x,%0) — (%0, Y0)

= [{z,y —wo)| + [(& = zo, wo) | < lzlllly — woll + llz = zolllloll,

josta jatkuvuusviite helposti seuraa.

Lause 11.10. Jos normiavaruudessa (X, ||-||) on voimassa suunnikassddinto,
niin on olemassa sisitulo (-,-) : X x X — T siten, ettd jokaiselle x € X on
voimassa ||x||* = (z, ).

Todistus. Rajoitutaan seuraavassa todistamaan véite tapauksessa F = R.
Télloin maaritellaan

e [t N1

(@) =15 .

ja osoitetaan, ettd ndin madritelty kuvaus todella on sisadtulo, joka toteuttaa

lauseessa vaaditun ehdon. Itse asiassa, vaadittu ehto on triviaalisti voimassa,
ja se, ettéd (-, -) on positiivisesti definiitti, on myos vélittomésti todettavissa.
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Samoin symmetrisyys on viliton seuraus siitd, ettd normi ||z| = | — z||.
Sitdvastoin bilineaarisuuden todistaminen on vihemmén suoraviivainen asia.

Olkoon nyt z,y, z € X. Talloin on suunnikassdénnon nojalla

20z +ylI* + 20z + ylI* = |z + 2 + 2y]* + | — 2|?
ja
20z —ylI* + 2z = ylI* = llz + 2z — 29| + [|l= — 2|*.

Viahentamalld jalkimméinen yhtélo edellisesté saadaan

2(le+yll” =z —yll*) + 2z +yl* =z —ylI*) = llo+2+2y]* = [l +2 — 2y *.

Mutta kuvauksen (-, -) méaérittelyn perusteella tamé merkitsee sitd, etté

(@0 + {9) = 50+ 2,20).

Eritoten valitsemalla z = 0 todetaan, ettd

(x,2y).

N —

(,y)

Yhdistamaélla kaksi edellisté yhtasuuruutta todetaan kaikille u, v,y € X, etté

(-t v,9) = 5+ ,29) = ) + (0,9)

ja siis 7sisdtulo”on additiivinen ensimmaéisen argumenttinsa suhteen. Koska
kerroinkunta on reaalilukujen kunta, on (z,y) = (y,x), josta vilittomésti
seuraa additiivisuus toisenkin argumentin suhteen.

Viela on todistettava, etté jokaiselle z,y € X ja jokaiselle a € R on (ax,y) =
a({x,y). Edelld tamé jo todettiin tapauksessa a = 2, ja additiivisuuden nojalla
véite péatee kaikille kaikille luonnollisille luvuille a. Jos sitten oletetaan, etté
n # 0, on

n<%x,y> = (z,9)
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ja siis

1 1

Mutta télloin additiivisuuden nojalla viite péadtee kaikille rationaaliluvuille a.
Edellisen lemman nojalla "sisdtulo” on jatkuva kuvaus, koska se on mééaritelty
kahden normin summana. Esittdmélla nyt irrationaaliluku a rationaaliluku-
jen jonon raja-arvona seuraa vaite 7sisdtulon”jatkuvuudesta, ja néin ollen
kyseessé on todella sisdtulo.

Lopuksi tarkastellaan lyhyesti sisdtuloavaruuksien erésta olennaista kasitetta,
nimittdin vektorien kohtisuoruutta.

Maéiaritelméa 11.11. F-kertoimisen sisdtuloavaruuden (X, (-, -)) vektorit z, y
ovat keskenddn kohtisuorat eli ortogonaaliset, jos (z,y)
kitdan z Ly.

= (. Talloin mer-

Lause 11.12. (a) Jos (X, (-,-)) on reaalikertoiminen sisdituloavaruus, niin
x 1y jos ja vain jos

Iz +ylI* = [l2lI* + llyl*

(b) Jos (X, (-,-)) on kompleksikertoiminen sisituloavaruus, niin x Ly jos ja
vaIn jos

|l +yll* = ll=l* + 1yl
Jja

Iz +ayl* = [l=]|* + [lyll*.
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12 Lineaariset operaattorit

Téssé viimeisessd, lyhyessa luvussa tarkastellaan lineaarikuvauksia 7' : X —
Y, missd sekd X ettd Y ovat normiavaruuksia samassa kerroinkunnassa F.
Sitdvastoin normien ei tarvitse olla samat, vaikka molempien avaruuksien
normeille kiytetddn samaa merkintdd || - ||. Kuvauksen lineaarisuus tietenkin
tarkoittaa sité, etté

T(ax + by) = aT'(z) + 0T (y)

kaikille z,y € X ja kaikille a,b € F. Lineaarikuvausten yhteydessé kaytetaan
yleisesti merkintdd T'x := T'(x). Edelld tarkasteltujen lineaarikuvausten jou-
kolle kéytetddn merkintdd L(X,Y) ja jos X =Y, L(X). Téllaiselle lineaari-
kuvaukselle mééritelladn niin sanottu operaattorinorm: asettamalla

17| = sup{[|Tx[|[[}]| = 1}.

Lineaarikuvaus 7' € L(X,Y’) on rajoitettu, jos on olemassa M > 0 siten, ettd

[Tz]] < M|

jokaiselle x € X. Rajoitettujen lineaarikuvausten 7' : X — Y perheelle
kiytetddn merkintdd B(x,y) ja vastaavasti B(X), Jos X =Y.

Huomautus. Suoraan rajoitetun kuvauksen ja operaattorinormin mééritel-
mistd seuraa, ettd ||T|| < M jokaiselle luvulle M > 0, jota voidaan kdyttéa
rajoitetun lineaarikuvauksen médritelméssa. Jos toisaalta on olemassa x # 0

siten, ettd [Tz = M||z|, voidaan heti johtaa kéinteinen epdyhtild. Ni-
mittéin, ||xz/||z|||| = 1, jolloin
1
T[] = (|7 (/NN = MHTJUH =M.

Lemma 12.1. Jos T : X — Y on rajoitettu lineaarikuvaus jos ja vain jos
jokaiselle Cauchyn jonolle (x,) on myds (Tx,) Cauchyn jono.

Todistus. Ensimmaéinen véite seuraa vélittomésti rajoitetun kuvauksen maa-
ritelmaésté.
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Olettakaamme toisaalta, ettd T ei ole rajoitettu kuvaus. Téll6in on olemassa
jono (z,,) siten, etta

1Tl > 0?2l

jokaiselle luonnolliselle luvulle n. Tarkastellaan nyt jonoa (y,), joka méaari-

tellddn asettamalla y, = ;. Télloin llyn|l = 1/n — 0, ja néin ollen (y,)

suppenee (kohti vektoria 0) ja on siis Cauchyn jono. Mutta edelleen

1 Tznll _ n*llza
I Tynll = =

Y

nllzall = nllwal

ja siis kuvajono ei ole Cauchyn jono, mikd todistaa kéénteisen véitteen. [J

Lineaarikuvauksen rajoittuneisuus voidaan karakterisoida monin eri tavoin,
joista tdrkeimmat siséltyvét seuraavaan lauseeseen:

Lause 12.2. Lineaarikuvaukselle T : X — 'Y seuraavat ominaisuudet ovat
yhtdapitavid:

(a) T on tasaisesti jatkuva,

(b) T on jatkuva,

(c) T on jatkuva pisteessi 0 € X,

(d) on olemassa luku M > 0 siten, ettd ||Tz|| < M aina, kun ||z| <1,

(e) on olemassa luku M > 0 siten, ettd | Tx|| < M| x| jokaiselle x € X.

Todistus. Aluksi todetaan, ettd (a) = (b) ja (b) = (c) ovat triviaalisti voi-
massa.

(¢) = (d). Koska T0 = 0 ja T on oletuksen mukaan jatkuva pisteessd z = 0,
on olemassa 0 > 0 siten, ettd | Tz| < 1 aina, kun ||z|| < 6. Olkoon nyt y € X
valittu mielivaltaisesti niin, ettéd ||y|| < 1. Koska

Sy . 6 5
2 = = < _
120 =Sl < 5 <o

on
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5y 5 5
1T = 15Tyl = STyl <1

Y

ja néin ollen ||Ty|| < 2. Néin ollen, kohdan (d) ehto pétee arvolla M = 2.

(d) = (e). Olkoon M > 0 kohdassa (d) annettu luku. Koska 70 = 0, on
|T0|| < M|0]| voimassa triviaalisti. Olkoon nyt x # 0 mielivaltainen. Téll6in
llz/||lx|||| = 1, ja siis oletuksen nojalla

1
]

1T (/DI = 7 IT=]] < M

ja siis | Tz]| < Mz

() = (a). Kuvauksen 7' lineaarisuuden ja oletuksen nojalla

[Tw =Tyl = [[T(x —y)|| < M|z -yl

kaikille z,y € X. Olkoon nyt € > 0 ja valitaan 0 = /M. Jos nyt =,y € X ja
|lx — y|| < 4§, on edellisen nojalla

3

T —Ty|| < M
|7 = Tyll < M+

= g’
joten kuvaus T’ on tasaisesti jatkuva. Il

Esitetddn seuraavaksi joukko esimerkkejé, jotka (toivottavasti) valaisevat li-
neaarikuvauksen késitetta.

Esimerkki. Kuvaus T : Cp([0,1]) — F, jonka méérittelee Tf := f(0), on
lineaarinen ja jatkuva, kun Cr([0, 1]) on varustettu supremum-normilla. Li-
neaarisuus todetaan heti, silla

T(afi +bfz) = (afi +bf2)(0) = afi(0) + bf(0) = aT' f1 + bT fo.

Jatkuvuus taas seuraa siité, etta

I Tf] = 1F(O)] < sup{[f()[|z € [0,1]} = [Lf]]
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Lemma 12.3. Jos (¢,) € [*(R ja (z,) € [P(R), 1 < p < o0, niiin jono
(cnn) € [P(R) ja

o0 o0
Y lenanl” < Nlen)lB Y laal?.
n=1 n=1

Todistus. Oletuksen nojalla

A= [[(e)lle = sup{lea|ln € N} < o0

ja > o7 |x,|P < oo. Koska jokaiselle luonnolliselle luvulle n on |c,z, [P <
Nz, [P, saraja Y| |cpx,|P suppenee majoranttiperiaatteen nojalla ja siis

(cnn) € [7(R).

Esimerkki. Jos (¢,) € [*(R), niin kuvaus 7" : [}(R) — R, jonka méérittelee
yhtélo

T((2n) = Y _ Catn

n=1

on lineaarinen ja jatkuva. aluksi todetaan, ettd edellisen lemman nojalla
kuvaus T on hyvin médritelty, silli (c,x,) € ['(R =), joten kuvauksen
madrittelevi sarja suppenee. Lineaarisuuden todistamiseksi olkoot (x,,), (y,)
1Y (R) ja a,b € R mielivaltaisia. Talloin on

m

T(a(xn) + b(yn)) = T((azy + bya)) = Y _ culaz, + by,)

n=1
D _(acazn +beayn = a ) cntn+bY et = al((z0)) +HT((y"));
n=1 n=1 n=1

ja siis T on lineaarinen. Jatkuvuuden todistamiseksi olkoon (z,) € [}(R),
jolloin

() =13 enral < 3 Jeatl
n=1 n=1
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< Nleallloe Y lzal = e ool ()l

joten kuvaus T on rajoitettu ja siis Lemman 12.1 nojalla jatkuva.

Esimerkki. Olkoon P lineaariavaruuden Cg([0, 1]), varustettuna supremum-
normilla, polynomien muodostama lineaarinen aliavaruus. Olkoon edelleen
T : P — P kuvaus, jonka médrittelee derivaatta T'(p) := p’. Kuvaus T on li-
neaarinen, mutta ei ole jatkuva. Lineaarisuus on triviaali johtuen derivaatta-
kuvauksen lineaarisuudesta. Kuvauksen epédjatkuvuuden todistamiseksi tar-
kastellaan potenssipolynomeja p,,, jotka mééritelldén asettamalla p, (t) = t".
T&ll6in on

Ipn]l = sup{[pn[0,1][} = sup{t"|t € [0, 1]} = 1.

Toisaalta,

ITpall = 1Pl = sup{nt"~"|t € [0, 1]} = n.

mutta talloin on selvid, ettéd ei ole olemassa lukua M > 0 niin, ettd ||Tp[| <
M||p|| olisi voimassa kaikille polynomeille p € P. Néin ollen, kuvaus 7" ei ole
rajoitettu, eiké siis ole jatkuva Lemman 6.1 nojalla.

Esimerkki. Olkoon & : [a,b] X [a,b] — C jatkuva funktio tason R” nelitssé
[a,b] X [a,b] ja olkoon M funktion |k| supremum kyseisessd nelissé. Jatku-
vuuden ja nelion kompaktisuuden nojalla M on ei-negatiivinen reaaliluku.

Jos nyt g € C([a,b]), niin f : [a,b] — C méériteltynd yhtalolla

£(s) = / ks, £)g(t)dt

my6s kuuluu avaruuteen C([a, b]). Témén todistamiseksai olkoon € > 0 an-
nettu ja samoin s € [a,b], molemmat mielivaltaisesti ja mééritelladan funk-
tio ks € C([a,b]) asettamalla ky(t) := k(s,t). Mééarittelynelion [a, b] X [a, b]
kompaktisuuden nojalla £ on tasaisesti jatkuva kyseisessd neliossé, joten on
olemassa 0 > 0 niin, ettd |ks(t) — kg (t)| < € jokaiselle ¢ € [a,b] aina, kun
|s — §'| < 0. Mutta télléin on
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6) = £ = | [ (ks 0) = k(s ) 01|
< [ s, = 0llaolar = [ 1)~ ketolgtol

. / l9(t)]dt < e sup{lgla, bl]} / dt = £(b— a)lg].

miké todistaa funktion fjatkuvuuden.

Madritellaan edelleen lineaarikuvaus K : C([a,b]) — C([a, b]) yht&lolla

(K@) = [ s Dglo)dr

Télloin K on rajoitettu kuvaus ja ||[K(g)|| < M(b — a)l|g||. TAmé& seuraa
helposti, sill&

(K (9))(s)] < / ks, D)g()|dt < / Mllglidt = M(b — a) gl

Mutta téllsin [|K(g)|| = sup{[(K(9))(s)[s € [a, 0]} < M(b - a)llg]-

Jos palautetaan mieleen #érellisulotteisten normiavaruuksien se erikoinen
ominaisuus, ettd ne ovat aina taydellisié, on luonnollista kysyé, ovatko mah-
dollisesti darellisulotteisten normiavaruuksien viliset lineaarikuvaukset aina
jatkuvia? Néin itse asiassa on:

Lause 12.4. Olkoon X darellisulotteinen normiavaruus, Y mielivaltainen
normiavaruus ja T : X — Y niiden vdlinen lineaarikuvaus. Talloin T on
jatkuva.

Todistus. Jatkuvuuden todistamiseksi maaritellaan avaruudessa X uusi nor-
mi asettamalla

[l = [l]l + [[T].

Sen todistamiseksi, ettd kyseessd on todella normi, olkoot x,y € X jac e F
mielivaltaisia. Télloin todetaan:
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(i) Triviaalisti ||z|; > 0 jokaiselle z € X.

(ii) Jos ||z]|1 = 0, on ||z|| = ||Tz| = 0 ja siis = 0. K&&ntéen, jos x = 0, on
||z]|1 = O triviaalisti.

(i) ffez(ly = [lex]| + ([T (cx) || = [elllx]] + [|cTx]
= [elllz]l + el Tz = [el(l«] + ITx]l) = lefllz]l-
() lz +ylls = llz + yll + [T + )l = llz +yll + [Tz + Tyl

< 2l + lyll + 1Tl + [Tyl = Nzl + Nyl

Niin ollen, [|z||; on normi avaruudessa X. Mutta avaruuden X &érellisulot-
teisuuden ja Seurauksen 10.9 nojalla normit || - || ja ||z||; ovat ekvivalentteja
ja siis on olemassa luku K > 0 siten, ettd ||z||; < K||z| jokaiselle z € X.
Mutta talloin on ||[Tz| < ||z|; < Kl|z|| jokaiselle z € X. Néin ollen, T" on
rajoitettu ja siis jatkuva.
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