Luku 4
Kayrat

Hyvin usein esiintyy tilanteita, ettd tiettyé funktiota haluttaisiin approksimoida yksinker-
taisemmalla funktiolla, tai ettd on annettu jokin pistejoukko jota haluttaisiin kuvata
jollain yhtenédiselld kayrélla (tai pinnalla). Koska polynomit ovat yksinkertaisin mie-
lenkiintoinen funktioluokka on varsin luonnollista, ettd nédihin molempiin ongelmiin
voisi yrittda 16ytad ratkaisua polynomien avulla.

4.1 Approksimointi

Léhdetddn liikkeelle approksimointitehtavasta. On annettu jokin f : [a,b] — R; miten
loydettéisiin polynomi joka olisi mahdollisimman ldhelld funktiota f kyseisella valilla?
Eréds idea on kdyttdd Taylorin polynomeja: olkoon p € [a, b] ja lasketaan

™ (p)

n!

n

To(z) = f(p) + f'(p)(x —p) +--- + (z —p)

Ideana on, ettd kun n kasvaa saataisiin yha parempi approksimaatio funktiolle f. Mutta
miten tétd approksimaation hyvyytta olisi mielekéstd mitata? Usein on luonnollista
kéyttad maksiminormia.

Madritelméa 4.1. Olkoon f € C(I). Funktion f maksiminormi on
1Flloe = max |f(x)]

Konkreettinen arvio virheesta saadaan seuraavasti.

Lemma 4.1. Olkoon f € C"*(I) missi I = [a,b]. Tdlloin on olemassa M siten, etti

M(b— a)™t

-T|< —"t— 4.1

@)~ Tl < =5 (11)

Todistus. Taylorin lauseen A.1 perusteella on olemassa § € I siten, etté
(n+1) _ \nt+l
PR )
(n+1)!
Koska f € C™(I), niin valitsemalla nyt M = || f"*V]||, < oo saadaan viite. <>
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Kuva 4.1: Vasemmalla approksimaatiot 77, ..., Ty vélilld [0.5,1.5] ja oikealla vililla
[0,4]. Oikealla on myos Th.

Valitettavasti vain "harvoin” || f — T, ||cc — 0 kun n — oo.

Lemma 4.2. Olkoon f analyyttinen pisteen p ympdristossa. Tdlloin on olemassa €
siten, ettd || f — Thlloo — 0 kun n — oo wdlilli [p — e, p + €.

Siis funktion pitdé olla analyyttinen, ja silti pitdd mahdollisesti rajoittua pienelle
vilille. Mutta itse asiassa Taylorin polynomit eivéit kiaytdnnossa sovellu approksimoin-
tiin edes analyyttisille funktioille.

Esimerkki 4.1. Tarkastellaan funktiota f(z) = e*?sin(4x) vililld [0,4] ja valitaan
p = 1. Kuvassa 4.1 on funktio ja Taylorin polynomit 77, ..., T). Approksimointite-
htévissd usein haluttaisiin, ettd virhe on suurin piirtein saman suuruinen koko vélilla.
Kuten ndhdééan, niin Taylorin polynomit approksimoivat hyvin pisteen p ldhelld, mutta
varsin huonosti kaukana p:sté. *

Jos halutaan approksimoida jatkuvia funktioita, tai funktioita joilla on vain "vahan”
jatkuvia derivaattoja, niin Taylorin polynomin muodostaminen on joko mahdotonta,
tai sitten epamielekésti. Jos esimerkiksi f(x) = |z| ja valitaan p = 1, niin selvésti
T,(z) = x kaikilla n > 1. Approksimaatio ei voi mitenkééin "tietdd”, ettd derivaatalla
on epéjatkuvuuskohta origossa, joten approksimaatio negatiivisilla arvoilla ei parane
kun n kasvaa.

Vaikka siis Taylorin polynomit ja tédtd vastaava Taylorin lause A.1 ovat yleisesti
ottaen térkeitd, niin tdhén nimenomaiseen ongelmaan ne soveltuvat huonosti.

Jos sitten oletetaan, ettd f on "vain” jatkuva, niin voiko sitd ylipdatdan approksi-
moida hyvin polynomeilla? Positiivinen vastaus seuraa kuuluisasta Weierstrassin ap-
proksimaatiolauseesta.

Lause 4.1. Olkoon f € C(I) missd I = [a,b] on rajoitettu vdli. Tdlloin kaikilla € > 0
on olemassa polynomi g siten, ettd

If = gllee <
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Toinen tapa muotoilla sama asia on, ettd on olemassa jono polynomeja g, siten, ettéa
lIf — gnlloo — 0 kun n — oco. Luonnollisesti télloin polynomien g, asteet ldhestyvit
ddretontd kun n — oo.

Weierstrassin lauseelle on monta hyvinkin erityyppista todistusta. Katsotaan seu-
raavassa erdédn todistuksen idea koska se on konstruktiivinen. Yleisyytta rajoittamatta
voidaan tarkastella vilid I = [0, 1] koska sopivalla muuttujan vaihdolla aina voidaan
palauttaa tehtdva tahén.

Olkoon P,, korkeintaan astetta n olevien polynomien avaruus. Siis jokainen g € P,
voidaan esittdd muodossa

g=co+crx+---+cpa”

joten sanotaan, ettd polynomit {1,x,...,2"} muodostavat avaruuden P, luonnollisen
kannan. Polynomit voidaan kuitenkin my6s ilmaista Bernsteinin polynomien avulla
(katso Lemma A.3). On siis olemassa jotkin toiset vakiot ay siten, ettd

- n!

. k n—k
= apBy} missa B! = ——2"(1 —=x
g j{: k k Aﬂ(ﬂ,—-k)! ( )
k=0
Seuraavassa todistuksessa kdytetddn seuraavia Bernsteinin polynomien ominaisuuksia

Lemma 4.3.

Todistus. Ensimmaéinen kaava on todistettu lemmassa A.3. Helposti voidaan tarkistaa,
ettéd % Be =z B}~], joten

n n
§ :k n o__ E n—1 __
k=0 k=1

Edelleen 2 " ( ) )
" T T n xe
ﬁ Bk - kall - - kall n Bk722
Tasta seuraa
"L k2 z(l—x)
B = 2% +
2 k
k=0 n
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Todistus (Lause 4.1). Lause pétee kaikilla f € C(I), mutta oletetaan seuraavassa, etté,
f € C*(I). Muodostetaan Bernsteinin polynomien avulla

falw)=>_ f(k/n)Bp(zx) =

f(x) = falw) =Y (f(x) = f(k/n)) By (x)

k=0

Taylorin Lauseen A.1 perusteella

Flk/m) = @)+ £ 0/~ 2) + T (1

Siispé

f(@) = falz) =) f'@)(x = k/n)Bji(z) —

k=0 k=0

n

" (Br)(@ — k/n)* By (x)

DN | —

Lemman 4.3 perusteella

F(@) (@ — k/n) B (x) = 0

k=0
Siispé,
1 - " 2 pn M - 2 pn
7@) ~ ful)] = 3 D2 F (B — R/ Bp(w)| < 5 Do — k) Bi()
k=0 k=0
missd M = || f"(2)||o. Lemman 4.3 perusteella

i(mz — 2kx/n + k*/n®)B}(x) = 2* — 22 + 2 + vl —) = 21— 2)

n n
k=0

joten lopulta
Mazx(1 — M
)~ fulay] < LU= D U

n

<

o

Talla approksimaatiolla on seuraava mielenkiintoinen ja tarked ominaisuus.

Lemma 4.4.
I fulloo < Ifllse kaikilla n

Todistus.

[fa(@)l = [ D fR/n)BR < Y| f(k/n)BE| < Y | f(k/n)| BY

k=0

<Iflloe Y B = [Ifllos
k=0
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Kuva 4.2: Bernsteinin polynomien avulla saadut approksimaatiot esimerkin 4.1 tapauk-
sessa. Polynomien asteluvut ovat 5, 10, 15 ja 20.

Valitettavasti Bernsteinin polynomitkaan eivat ole kovin hyvid approksimoinnin
kannalta koska suppeneminen on hyvin hidasta kuten kuvasta 4.2 ndhdain. Jalleen
voidaan kuitenkin todeta, ettd Bernsteinin polynomit ovat erittdin hyodyllisid, mutta
toisessa yhteydessd. Palataan tdhén Bézier-kdyrien yhteydessa.

On siis ndhty, ettd polynomeilla voidaan mielivaltaisen hyvin approksimoida jatku-
via funktioita. Ongelman voisi kuitenkin muotoilla hieman toisin.

Ongelma 4.1. Olkoon annettu f € C(I). Etsi g € P, siten, ettd ||f — g| on
mahdollisimman pieni. *

Koska Bernsteinin polynomien avulla saatu konstruktio suppenee niin hitaasti niin
voisi kuvitella, ettd jollain toisella polynomilla saataisiin huomattavasti parempi ap-
proksimaatio. Palataan tdhén ongelmaan kun ollaan tarkasteltu interpolointia.

Approksimointivirhettd on joskus luontevaa mitata toisellakin tavalla.

Maéaritelmi 4.2. Olkoon f, g : [a,b] — R. Funktioitten f ja g sisétulo on

b
U@z/f@%%x

f ja g ovat ortogonaalisia, jos (f,g) = 0. f:n normi on

b
wm:«mﬁ:QFm%#”

Myd6s tdmén normin suhteen saadaan mielivaltaisen hyva approksimaatio.

Lemma 4.5. Olkoon f € C(I) missi I = [a,b]. Tdlloin on olemassa jono polynomeja
gn siten, etti ||f — gnll2 = 0 kun n — occ.
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Todistus. Weierstrassin lauseen 4.1 perusteella on olemassa jono polynomeja g, siten,
ettéd || f — gnlloo = 0 kun n — oco. Télloin

b
a

b
1f = gnll3 = / (f — gn)’dx < / If = gall2odz = (b—a)|l f — gnll2,

Entépé vastaava optimointitehtava:

Ongelma 4.2. Olkoon annettu f € C(I). Etsi g € P, siten, ettd ||f — g|/2 on mah-
dollisimman pieni. *

Nyt osoittautuu, ettd télle ongelmalle saadaan ortogonaalisuuden avulla ratkaisu
varsin helposti. Rajoitutaan jéilleen seuraavassa yleisyyttd rajoittamatta vilille [ =
[0, 1]. Nyt ndhd&én ettd avaruuteen P, on hyodyllisté ottaa jalleen uusi kanta. Sanotaan,
ettd kanta {go, ..., gn} on ortogonaalinen, jos

(9i,9;) =0 kaikilla 4+ j

Ortogonaalisia kantoja on luonnollisesti useita, mutta tésséd tapauksessa erityisen kéte-
vid ovat Legendren polynomit {Ly, ..., L,} jotka ovat siis ortogonaalisia ja lisiksi poly-
nomin Ly aste on k (katso mééritelmd A.3). Ortogonaalisuus on térkedd seuraavan
ominaisuuden takia. Olkoon f € PP, ja haluttaisiin 16ytéda co, ..., c, siten, etté

f :CoL0+...CnLn
Kerrotaan puolittain polynomilla Lj ja otetaan sisdtulo puolittain:

(f,Le) = O eiLy Ly = Y ei(Ly, L) = cil| Ll = 1
=0

J=0

Siispé ¢x = (2k + 1)(f, Ly). Mutta samoin saadaan

Lemma 4.6. Ongelman 4.2 yksikdsitteinen ratkaisu on

n

9= (2k+1)(f, L) Ly

k=0
Lisdksi virheelle pdtee

n

Lf = gll3 = 11715 = gll3 = /15 = > (2k + 1)((f, Le))?

k=0
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Todistus. Olkoon ¢, = (2k + 1)(f, Lx). Todistus perustuu seuraavaan g:n ominaisuu-
teen:

(f—g. L) =0 kaikilla k=0,....n (4.2)

Tamé péatee koska

=D ¢i{Ly, L) = (2k + 1){f, Li) (Li, L) = (f, L)

J=0

Koska {Lq, ..., L,} on avaruuden IP,, kanta, niin ehdosta (4.2) seuraa, etté (f—g,q) =0
kaikilla ¢ € P,,. Tésté saadaan

lf=g+qls=(f—-g+a.f—g+4q)
=f=9ll3+2{f —g.a) + llall3 = Ilf — gl5+ llall3 > I — gll3

Siis || f — gll2 < || f — g + ¢l|2 kaikilla ¢ € P,, ja yhtdsuuruus saadaan vain jos ¢ = 0.
Virhearvio saadaan soveltamalla Pythagoraan lausetta!

1f=lf—g+9l5={-9+9.f—g+9)
=\f—=gll3+2(f —g.9) +lgll3=IIf —all3+ l9ll5

Edelleen
gl = Ly Y enln) = cr¢j(Ly, L)
=0 k=0 =0 k=0
- 2 <L > i Ci
= C =
Lo o Tk £ 2k + 1

<>

Geometrisesti ajateltuna ongelman 4.2 ratkaisu saatiin siis projisoimalla annettu
f € C(I) ortogonaalisesti avaruudelle IP,,. Konstruktio on tdsmiélleen sama kuin tapauk-
sessa jossa jokin avaruuden R™ piste projisoitaisiin jollekin aliavaruudelle V' C R™.

Kuvassa 4.3 on muutamia Legendren polynomien avulla saatuja approksimaatioita.
Huomataan, ettd suppeneminen on varsin nopeaa, jo 8. asteen approksimaatio on varsin
ldhella alkuperiistd funktiota.

Kertoimien ¢ = (2k + 1)(f, Li) laskeminen oli helppoa kannan ortogonaalisuuden
takia, samalla tavalla kuin Fourier-sarjojen yhteydessd Fourier-kertoimien laskeminen
on helppoa sini- ja kosinifunktioitten ortogonaalisuuden perusteella. Kertoimia ¢, voikin
siis sanoa funktion f (yleistetyiksi) Fourier-kertoimiksi kannan {Lq, ..., L,} suhteen.

Huomattakoon, ettéd edellinen lemma on mielekés huomattavasti laajemmalle funk-
tiojoukolle kuin jatkuvat funktiot. Funktion f jatkuvuuttahan ei tarvittu todistuksessa
mitenkddn. Oleellista oli vain, ettd Fourier-kertoimet ¢, = (2k + 1)(f, L) on hyvin
médritelty. Taté asiaa kéasitellddn tarkemmin kurssilla FOURIER-ANALYYSI.
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Kuva 4.3: Legendren polynomien avulla saadut approksimaatiot esimerkin 4.1 tapauk-
sessa. Polynomien asteluvut ovat 2, 5 ja 8.

Kéaytannon toteutuksen kannalta ongelmaksi jad miten laskea integraali (f, Ly).
Palataan tdh&n kysymykseen mydhemmin numeerisen integroinnin yhteydessd. Os-
oittautuu, ettd Legendren polynomit ovat hyddyllisia my0s numeerisen integroinnin
kannalta.

4.2 Interpolointi
Interpoloinnilla voidaan tarkoittaa kahta varsin erilaista asiaa:

Ongelma 4.3. On annettu jokin funktio f vélilld [a,b] ja halutaan jokin funktio g
siten, ettd f(x;) = g(x;) missd a < xg < 21 < -+ < x, < b. Talloin sanotaan, ettd g
interpoloi funktiota f pisteissé x;. *

Ongelma 4.4. On annettu pisteet (x;,y;), 0 < j < n ja halutaan jokin funktio g siten,
ettd y; = g(z;) kaikilla j. Talloin sanotaan, ettd g interpoloi pistejoukkoa (z;,y;). ¥

Paéllisin puolin néyttiisi, ettd ongelma 4.3 on sama kuin ongelma 4.4, kun vali-
taan y; = f(z;). Kuitenkin nékokulma on hyvin erilainen. Ensimméisessé tapauksessa
voidaan tarkastella interpolointivirhettd ||f — ¢l|« tai || f — g]|2 ja pyrkid valitsemaan
g siten, ettéd virhe olisi mahdollisimman pieni, ottaen mahdollisesti huomioon funktion
f erityispiirteet.

Jalkimmaisessd tapauksessa ei ole mitaén funktiota, eiké siis voida puhua virheestéakaén,
vaan funktion g sopivuutta tai mielekkyytta pitda arvioida muulla tavalla. Lahdetédén
liikkeelle ongelmasta 4.3 koska se on ldhella ylla késiteltyd approksimointindkokulmaa.
Tarkastellaan ensin polynomi-interpolointia.

Ongelma 4.5. Olkoon I = [a,b] ja f € C(I). Etsi g € P, siten, ettd f(z;) = g(x;)
missi a < zgg < a1 < --- <z, <b *
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Koska dim(P,,) = n + 1 ja on n + 1 interpolointiehtoa niin voisi kuvitella, ettd
ongelmalla on yksik&sitteinen ratkaisu.

Jos on annettu vain 2 pistettd niin selvisti ratkaisu on néitten pisteitten kautta
kulkeva suora. Jos g(x) = ¢ + ¢y niin saadaan

{g(xo) = ¢y + 130 = [(0)
g(z1) = co + 1z = f(a1)

Huomaa, ettd tdmé on lineaarinen yhtéloryhmé kertoimille ¢;. Jos ¢ = (¢, ¢1) ja v =
(f(xo), f(x1)), niin voidaan kirjoittaa

Ac=v missa A= (1 $0)

11’1

Ratkaisu on olemassa koska det(A) = x1 — z¢ ja oletuksen mukaan z, # x;. Ratkaise-
malla yhtélo saadaan

x To) — T x xry1) — T r—x r—x
sy = P —wf @) | f) = F) o aman e
Tr1 — X r1 — X o — X1 Tr1 — X
Merkitadn nyt
£(1) _ r — I ja E} _ €T i
g — X1 1 — Xo

Ratkaisu saatiin siis néitten polynomien lineaarikombinaationa, ja liséiksi tietysti { £}, £1}
on avaruuden P; kanta. Téssé vaiheessa viimeistdéan voi tehda huoletta sen johtopa&tok-
seen, ettd uudenlainen interpolointi- tai approksimointitehtéavé aina vaatii uuden kan-
nan avaruudelle P,,!

Maaritelma 4.3. Olkoon annettu pisteet xg < 11 < -+ < x,. Tdtd pistejoukkoa
vastaavat Lagrangen polynomit ovat

@) =J[~—2 , 0<k<n

T — T;
itk T

Selvasti patee

n 1 ,79=k
ﬁk(%‘): .
0 ,j#k

joten polynomit L} ovat lineaarisesti riippumattomia, ja muodostavat siten avaruu-
den P,, kannan. Lagrangen polynomien avulla interpolointitehtdvén ratkaisu voidaan
kirjoittaa suoraan.

Lemma 4.7. Ongelman 4.5 yksikdsitteinen ratkaisu saadaan kaavalla

g@) = flax)Li(x)
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Kuva 4.4: Funktio ja interpoloivat polynomit joitten aste on 2, 4 ja 8. 8. asteen polynomi
antaa jo varsin hyvén approksimaation paitsi vélin péissi.

Todistus. On helppo tarkistaa, etté g on ratkaisu. Yksikasitteisyys jatetdén harjoituste-
htaviksi. <

Esimerkki 4.2. Kuvassa 4.4 on muodostettu interpolointipolynomit funktiolle f(z) =
e ?sin(4z). Interpolointipisteet on valittu tasavilein. Kuten nihddén niin jo varsin
matala-asteisella polynomilla saadaan parempi approksimaatio kuin Bernsteinin poly-
nomeilla. *

Miten sitten interpolointivirhetté voitaisiin arvioida? Itse asiassa varsin hyvén arvion
saa suhteellisen helposti kun vain "arvaa oikein” miten ldhted liikkeelle. Olkoon jélleen
a = x9 < 11 < -+ < xy = b ja merkitddn h; = x; — x;_1, h = max;h; ja
I; = [z;_1,x;]. Osoittautuu, etté virheen arvioinnissa tarvitaan tietoa apufunktion
O(x) = (x — x0) ... (x — z,) suuruudesta.

Lemma 4.8. .
nl h”
@]l <

Todistus. Olkoon ¢(x) = (z — x;_1)(x — x;). T&lloin heti ndhddén, ettéd
lg(z)] < h*/4 kun z € I
Jos siis edelleen = € [, niin

|®(x)] < hz (x —x0)...(r —xj_2)(xjy1 — ) ... (T — @)

Mutta nyt © — x;_j < kh ja vastaavasti x4, — 2 < (k+ 1)h joten

(x—m0)...(x—xj0) <FWY ja (w51 —2)... (v, —x) < (n—j)A"
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Tasté edelleen

h? ) ) prtl | prtl
[B(a)] < T = ) = = &

Taman avulla saadaankin sitten

Lause 4.2. Olkoon f € C""(I) ja g Lemmassa 4.7 muodostettu interpolointipolynomi.
Talloin on olemassa B € I siten, ettd

A )

O(x)

Tdstd saadaan virheen yldrajalle arvio

1F " ool Rlloe [ [loo

[f(z) = g(7) ]l < (n+1)! = 4(n+1)

Todistus. Maaritelladn funktio
u(s) = f(s) —g(s) — ————

Téssé siis kiinnitettddn jokin x # z; ja ajatellaan, ettd s on "varsinainen” muuttuja.
Nyt siis havaitaan, ettd u(x) = u(x;) = 0 kaikilla j, joten Lauseen A.2 perusteella on
olemassa jokin 3 siten, ettd u"*V(3) = 0. Sitten vain lasketaan:

W (5) = frs () — g () — LI g g

®(z)
(1 f(x) —g(z) _
— fint >(5)_—@<x> n+1)!'=0 =
I ARRIC))
flz) —g(r) = 1) P (z)

Tasta saadaan virheen ylarajalle arvio kun kaytetddn edellisen lemman arviota funkti-

olle ®. s

Huomaa, etté jos interpolointi on tasavdlistd, siis h = h; = x; — x;_; kaikilla j, niin
h = (b — a)/n jolloin virhearvioksi saadaan

M (b — a)"*!

1f =gl < A(n + 1)t (4.3)
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Esimerkki 4.3. Olkoon f(z) = 1/x ja tarkastellaan vilid [1, 3] ja interpolointipisteita
xo =1, 21 = 2 ja xo = 3. Nyt siis
Li=t@-2)(z-3) , Li=—-(z-1)(x-3) , Li=1i(@z—-1)(z-2)
g=TML+ fRLT+ fB)LE =’ —x+ §
Olkoon virhe £ = f — ¢g. Maksimivirhe saadaan derivaatan nollakohdasta:
E=—-1/2"-2/3+1=0 = 2°-32°+3=0
Kaksi nollakohdista on halutulla vililla: z; /&~ 1.35 ja 2o &~ 2.53. Tésté saadaan sitten

1f = glloo = max{|E(z1)],|E(22)|} < 0.05

Toisaalta Lauseen 4.2 mukaan

"
1 gl < Ll

Nyt f” = —6/x* joten || f"||cc = 6. Edelleen ® = (z — 1)(x — 2)(x — 3) = 23 — 62% +
11z — 6. TAmé&n maksimit ovat

1 2

joten saadaan arvio || f — gl < 0.4. *

Numeerisen laskennan esihistoriallisella kaudella, siis ennen tietokoneaikaa, Lause
4.2 oli varsin tirked. Késin laskiessa logaritmitaulukot olivat erittdin hyodyllisia, ja
interpoloinnin avulla voitiin sitten taulukkoa "tdydentda”, jos haluttiin laskea logaritmi
sellaiselle luvulle joka oli taulukon lukujen vélissa.

Esimerkki 4.4. Koska In(1/z) = —In(z), niin luonnollisesti riittda laskea logaritmit
arvoille x > 1 . Logaritmitaulukossa on seuraavaa dataa:

x In(z)
3.4758 | 1.245824668
3.4759 | 1.245853438
3.4760 | 1.245882207
3.4761 | 1.245910976

Haluttaisiin laskea logaritmi pistessd z = 3.47594. Lasketaan kahden datapisteen lin-
eaarinen interpoloiva polynomi ¢; ja kaikkien neljén pisteen avulla kolmannen asteen
polynomi g3. Téstd saadaan

|In(z) — g1(7)] = 9.9-107' ja |In(z) — g3(z)| =~ 9.2-10%

Kolmannen asteen polynomilla saadaan siis huomattavasti tarkempi tulos. Lasketaan

vield Lauseen 4.2 antamat virhearviot. Nyt f(z) = In(z) joten f’(z) = —z72 ja
f@(z) = —62*. Tisti saadaan
0.00012 6-0.00014
— < ———~10:107" j - < ———— ~26-107"

Néhdaén siis, ettd virhearviot ovat hyvin ldhelld todellista virhettd. Kuvassa 4.5 on
piirretty virheet tarkasteluvélilla. *
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10-20,

10-224

3.4758 3.4759 3.4760 3.4761 3.4762
X

Kuva 4.5: Esimerkin 4.4 interpolointivirheet seké lineaarisen ettd kolmannen asteen
interpoloinnin tapauksessa.

Palataan sitten ongelmaan 4.1. Milld polynomilla saataisiin paras approksimaatio
maksiminormin mielessa? Itse asiassa tdméa on varsin hankala kysymys, jonka ratkaisu
loytyy kirjasta [12]. Tarkastellaan kuitenkin seuraavaa ongelmaa joka on "melkein”
sama.

Ongelma 4.6. Etsi interpolointipisteet a < 2y < -+ < x, < b siten, ettd ||?| . on
mahdollisimman pieni, missd ¢ = (x — ) ... (x — x,). *

Haluttaisiin siis 16ytéé pisteet x; siten, ettd saataisiin Lemmaa 4.8 pienempi yléraja
®:n normille. Osoittautuu, ettéd vastaus tdhan 16ytyy Tshebyshevin polynomien avulla.
Lemman A.2 mukaan Tshebyshevin polynomille C), pétee

|Ch(z)] <1 kaikilla —1<z<1 ja

2k +1
Cr(cos(0,—r)) =0 missd 6 = % ja k=0,...,n—1

Madritellaan sitten bijektio ¢ : [—1,1] — [a, b]

2r—a—>b

plr)=2b—az+ib+a) & ¢ '(z)= r—

Olkoon edelleen C’n = (), o ¢! jolloin siis

ICo(z)] <1 kaikilla a<z<b ja

C’n(xk) =0 missd 1z = ¢(cos(@p—x)) , k=0,...,n—1
Pisteita x) sanotaan vélin [a, b] Tshebyshevin pisteiksi. Nyt voidaan osoittaa

Lemma 4.9. Ongelman 4.6 ratkaisu saadaan valitsemalla

2(b—a)"*! - 2(b — a)"!

o = T Chy1 jolloin || P|o = T
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Kuva 4.6: Tshebyshevin polynomin nollakohtien avulla saatu approksimaatio esimerkin
4.1 tapauksessa verrattuna tasavéliseen interpolointiin. Polynomien asteluvut on 8.
Oikealla vastaavat virheet. Tshebyshevin approksimaatio on huomattavasti parempi
vélin péissé.

Todistus. Huomaa, etti ® = 2"t + ... ja C,yq = 272" 4 . joten polynomin C, 4
eteen tarvitaan ylldoleva kerroin. Tésté luonnollisesti heti saadaan ®:n normi. Edelleen
voidaan osoittaa, ettd millain muulla polynomilla ei saada pienempéd normia. Tama
todistus 16ytyy kirjasta [4]. <>

Tasta saadaan sitten

Seuraus 4.1. Olkoon f € C(I) ja olkoon g Tshebyshevin pisteitd kayttiva interpoloin-
tipolynoms. Tdlloin interpolointivirheelle saadaan arvio

= 2 oo (b — @)™t

— 4.4
@) - o) < S (14)
Todistus. Asetetaan ® = —2(1’;1‘1)? i CN‘nH kuten edellisesséi Lemmassa jolloin
fo(B) 2/ f" | oo (b — a)™
(@) 9@ =| (n+1)! (@) < (n + 1)l4n+1
<>

Vertaamalla tasavilistd arviota (4.3) Tshebyshevin pisteilld saatuun arvioon (4.4)
ndhd&aén, ettd parannus ei ole kovinkaan merkittava. Kuvassa 4.6 on verrattu tasavélista
interpolointia Tshebyshevin pisteitten avulla interpolointiin. Kuten ndhd&én niin ero
on huomattava vain vélin péissa.

Kaikissa néissé virhearvioissa on se "vika”, ettd tdytyy olettaa ettd annettu funktio
f on monta kertaa jatkuvasti derivoituva. Kédyténnossd suppeneminen onkin huomat-
tavasti hitaampaa jos f:1l4 on vain "vdhan” jatkuvia derivaattoja.



4.3. SPLINIT 95
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Kuva 4.7: Esimerkin 4.5 virhe sekd tasavilisessd (sininen) ettd Tshebyshev-
interpoloinnissa (vihred). Molemmissa tapauksissa virheelld on selvd piikki kohdassa
r =1

Esimerkki 4.5. Tarkastellaan funktiota

23 —2x+2 ,0<2<1
f(z) = .
x24T —11/2 |, 1<z<3

Funktio on jatkuva, mutta derivaatta ei ole jatkuva kohdassa x = 1. Tamén takia
approksimaatio on huono pisteen x = 1 ldhelld kuten kuvasta 4.7 ndhdaén. *

Edella kuvattu interpolointi toimii hyvin jos pisteitten lukumésra ei ole kovin iso.
Kuitenkin polynomin asteluvun kasvaessa tulee ongelmia.

Esimerkki 4.6. Rungen ilmié. Olkoon f(z) = 1/(1 + z') ja halutaan interpoloi-
da tasavilisesti valilla [—2,2]. Kun interpolointipolynomin astetta kasvatetaan, tietyn
rajan jalkeen tarkkuus ei endd parane vaan polynomi rupeaa "vardhtelemadan” yha
voimakkaammin kuten kuvassa ndhdaédn 4.8. Voidaan osoittaa, ettd vérdhtelyn am-
plitudi lahestyy &ddretonta. Siis jos g, on astetta n oleva interpoloiva polynomi, niin
|gnllcc — 00 kun n — oo. *

Polynomi-interpolaatio ei siis ole kovin toimiva silloin jos interpolointipisteitten
méadrd on iso. Sama johtopéitds pétee ongelmaan 4.4: jos annettu datapistejoukko
on iso niin polynomi-interpolaatio aiheuttaa Rungen ilmitn tyyppisié vaikeuksia. Huo-
maa, etta tédssd tapauksessa ongelmaa ei voi kiertda valitsemalla vaikkapa Tshebyshevin
pisteité interpolointiin koska datapisteet on annettu, eiké niitd voi mennd muuttamaan.

Miten sitten pitédisi menetelld isojen dataméérien kanssa? Koska polynomit ovat
kétevia ei niistéd tietenkéddn luovuta, vaan kdytetddan niita eri tavalla.

4.3 Splinit

Kun interpolointipisteet on annettu pistejoukkona eivitkéd ne tule mistdén tunnetusta
funktiosta, data on otettava sellaisenaan, eikéd voida ruveta etsimién optimaalisia in-
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Kuva 4.8: Esimerkin 4.6 funktio ja sen 24 ja 30 asteiset interpoloivat polynomit.

5 5001
400
44 o
R 300
\ y
y 37
200
o
21 100
o o 1o e—a = ¢
1 , -2 10 1 > 3
0 0 1 2 x
X ~100/

Kuva 4.9: Kaksi pistejoukkoa ja niitd vastaavat interpoloivat polynomit. Huomaa, etta
oikealla on vililld [0, 1] kaksi interpolointipistettd hyvin ldhelld toisiaan.

terpolointipisteita. Talloin polynomi-interpolointi johtaa helposti Rungen ilmién tyyp-
pisiin vaikeuksiin.

Esimerkki 4.7. Kuvassa 4.9 on annettu pistejoukot ja niitd vastaavat interpoloivat
polynomit 2 tapauksessa. Vasemman kuvan lopputulos vaikuttaa jarkevilta. Sen sijaan
oikealla datan y-arvot ovat vélilld [—1.5, 3] kun taas vastaavan interpoloivan polynomin
arvot ovat vélilla [—100, 500]. Selvésti tdma kdyra ei mielekkéésti kuvaa annettua dataa.

*

Edellisen esimerkin tyyppiset vaikeudet voi valttdd splinien avulla [19]. Ideana on,
ettd jaetaan tarkasteltava véli osavileihin ja vaaditaan, ettd interpoloiva funktio on
(matala-asteinen) polynomi jokaisella osavalilli, ja vahintddn jatkuva kaikkialla. Spline-
jé sanotaankin joskus palapolynomeiksi.
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Olkoon a = xg < 1 < -+- < xp, = b, [ =[a,b], I; = [z;_1,2;]. Olkoon f : [ - R
jokin funktio ja olkoon f; funktion f rajoittuma vilille I;. Siis f; : I; = R ja fj(x) =
f(x) kaikilla € I;. Nyt voidaan asettaa

Maéritelma 4.4. Funktio S : I — R on splini, jos
(i) S € C(I) ja
(ii) S; on polynomi kaikilla j

Pisteitd x; sanotaan splinin solmupisteiksi.

Esimerkki 4.8. Olkoon annettu pisteet (0,1), (1,3) ja (2,—1). Tamén perusteella
voidaan piirtdd murtoviiva néitten pisteitten kautta:

20 +1 ,0<z<1
g(x) =
—dr+7 ,1<x<2

Selvésti siis ¢ on jatkuva ja madrdytyy yksikésitteisesti annetun datan perusteella.
Sovelluksissa haluttaisiin usein kuitenkin sileimpi kéyra; siis ettd vahintdéan ensimméi-
nen derivaatta olisi jatkuva. Lisdtdan polynomin astelukua: siis olkoon u funktio joka
on toisen asteen polynomi kummallakin osavililla. Merkitddn I; = [0,1] ja I, = [1,2]
ja olkoon u; funktion u rajoittuma vilille I;. Nyt haluttaisiin, ettd u toteuttaisi ehdot

2(1)

Ul(O) =1 s ul(l) = =
=-1

ur(1) =uy(1) , ua(2

U 3
)

Saadaan siis 5 ehtoa, mutta toisaalta on 6 parametria:

U = ag + a1T + asx®  ja Uy = co + 1T + ot =

(ao =1 (ao =1
ap+a; +azy =3 a; =cy+ 8
co+cp+ca=3 = as = —cy— 6
a1+ 2a9 = ¢1 + 2¢o Co=2c0+ 7
\Co+201+402:—1 \01:—302—4
Jai siis yksi vapaa parametri. Jos valitaan esimerkiksi co = —8, niin saadaan kuva 4.10.

*

Maaritelmé 4.4 on tavallaan tarpeettoman yleinen koska kéytdnnossd ldhes aina
vaaditaan, ettd polynomien S; asteluku on sama kaikilla j. Mééritelmad voikin sitten
tarkentaa: edellisessé esimerkissd muodostettu murtoviiva g on lineaarinen splini, koska
(i) g € C(I) ja (ii) g on ensimmaisen asteen polynomi rajoitettuna osavileille. Kaikkein
suosituimmiksi ovat osoittautuneet kuutiosplinit.

Maaritelma 4.5. Funktio S : I — R on kuutiosplini, jos
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Kuva 4.10: Lineaarinen ja neliollinen splini esimerkin 4.8 tapauksessa.

(1) S € C*(I) ja
(ii) S; on kolmannen asteen polynomi kaikilla j

Selvisti ei ole jirkeviid vaatia kolmannen derivaatan jatkuvuutta koska S on vakio
kolmannen asteen polynomille. Siis jos kuutiosplinille pitee S € C3(I), niin tilldin itse
asiassa S € P3. Interpolointiongelma kuutiosplineille voidaan muotoilla seuraavasti.

Ongelma 4.7. Olkoon annettu pisteet p* = (2, yx), k = 0,...,n, missi a = zg <
-+ <z, = b. Etsi kuutiosplini S siten, ettéd y, = S(xy) kaikilla . *

Seuraavan argumentin perusteella pitéisi olla mahdollista muodostaa téllainen in-
terpoloiva splini. Kolmannen asteen polynomilla on 4 vapaata parametria, joten kokon-
aisuudessa on 4n parametria koska osavileji on n kappaletta. Sisdpisteitd on n—1 joten
jatkuvuusehdoista saadaan yhteensd 3(n— 1) ehtoa. Liséksi on n+ 1 interpolointiehtoa.
Koska

dn—3n—-1)—n—-1=2

niin voisi olettaa, ettd kuutiosplini on olemassa, ja liséksi jaa kaksi vapaasti valittavaa
parametria. Tadmé&han ei vield ole todistus koska periaatteessa ehdothan voisivat olla
ristiriitaisia, jolloin ratkaisua ei olisikaan. Osoitetaan nyt, ettd edellinen péattely on
oikea, ja katsotaan miten kuutiosplini voidaan kayténnossa laskea.

Suoraviivaisesti edeten saataisiin siis yleisesséd tapauksessa 4n — 2 yhtéloa 4n tun-
temattomalle. Osoittautuu ettd kun polynomit parametrisoidaan "sopivasti” padstaan
paljon helpommalla. Olkoon siis S; kuutiosplinin S rajoittuma vilille I; ja merkitdan

2 = 8"(x)) = Sj(x;) = Sj} (x;)
Tavoitteena on osoittaa, ettd tédllaiset luvut z; ovat olemassa ja ndyttdd miten ne
voidaan laskea. Jos luvut z; ovat olemassa, niin S” on lineaarinen splini datajoukolle
(xj,2;), siis jatkuva funktio ja voidaan kirjoittaa
1
S (r) = > <Zj—1($j — )+ z(x — %‘—1))

J
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missé h; = x; —x;_;. Ideana on nyt saada lauseke S:lle integroimalla tata kaksi kertaa.
Ensimmaéinen integraali antaa

Si(z) = /3"( )dx = 22 ( = zjoi (25 — ) + zi(w — 25-0)° + dj)

missd a; on integroimisvakio ja integroimalla uudestaan saadaan

1 o
Sj(x) = 6y (ZJ (@5 — @) + 2z — zjo0)’ + ayo + bj)
Selviisti lineaarinen termi @,z 4 b; voidaan kirjoittaa muodossa a;(z; — ) +b;(x —x;_1)
joten etsitddn kuutiosplinid muodossa

Sj(x) = 6111 (Zy (x5 — )’ + zj(x — 2;0)° + aj(x; — x) + bj(x — %‘71))

Pitéisi siis edelleen laskea parametrit a;, b; ja z;. Interpolointiehdosta S(z;) = y; seuraa
Sj(x;) = %(?azzgﬁ bj) =y; N = 6yj—1 — hjzj (4.5)
Si(wj-1) = §(h3zi-1 + a5) = yj b = 6y; — hjz

j
Ensimmaéisen derivaatan jatkuvuudesta saadaan ehto

1
Silx;) = Sjalz;)  « oh, (3h223 +b; — > = 6h—j+1< —3h%,125 + b1 — aj+1)

Tasta sieventamalla saadaan lopulta

hjzja2(hy + hjrn)z + hjazi =0, 1<j<n missd (4.6)
05 = 6(yj11 = y;)/hir = 6(y; — y;-1)/hy
Tasta saadaankin

Lause 4.3. Ongelmalla 4.7 on aina ratkaisu. Ratkaisu on yksikdsitteinen, jos kiin-
nitetidn S" (o) ja 8" (xy,).

Todistus. Valitaan siis zy ja z, mielivaltaisesti ja osoitetaan, ettd tilloin saadaan yk-
sikésitteinen ratkaisu. Olkoon z = (z1,. .., 2,_1) ja olkoon v € R"™! vektori, jolle pitee

v =01 — hle y  Up—1 = ﬂn—l - hnzn ja
v; =0; kun 1<j<n-—1

Maaritellaan edelleen matriisi

2(hy + ho) ha 0 . 0
ho 2(hy + h3)  hs . 0
A= : : : : (4.7)
0 . By 2(hn_g + hp_t) [
0 - 0 - 2(hn1 + h)

Nailld merkinnoilla yhtélosysteemi (4.6) voidaan kirjoittaa muodossa Az = v. Ratkaisun

z olemassaolo seuraa Lemmasta 4.10. Téamén jilkeen parametrit a; ja b; voidaan laskea
vhtéldista (4.5). xS
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Lemma 4.10. Yhtalolla Az = v on yksikdsitteinen ratkaisu.

Todistus. Nyt ratkaisun olemassaolon voisi todistaa monella tavalla. Kéytetdén tassa
kiintopisteiteraatiota! Olkoon D = diag(ai1, ..., an,) ja A=A — D. Talloin

Az=v & Dz=-Aztv & z=-D'Az+ D =
A _DVA L D =T+ D

Selvisti nyt

h; 4
Z|,J| +—"L —1/2 | 1<i<n

hi + hH—l hi + hi—i—l
Z |t1;] = h
7=1

tn =Ml o9
Siispa || T||c = 1/2, joten T on kontraktio ja siis yhtélolld Az = v on yksikésitteinen
ratkaisu. g

Edell siis kiinnitettiin ratkaisu antamalla "reunaehdot” 8" (z) ja 8" (x,). Muunkin-
laisia reunaehtoja voidaan kayttda mutta koska tdmé useimmiten ei oleellisesti vaikuta
lopputulokseen niin ei nyt puututa siihen.

Esimerkki 4.9. Kiytetddn esimerkin 4.8 dataa. Talloin hy = hy = 1 ja yhtéloista
(4.6) tulee téssi tapauksessa vain yksi yhtélo:

20+ 4z1 + 29 = —36
Valitaan vaikkapa zy = zo = —1, joten z; = —17/2. Sitten kaavojen (4.5) perusteella

CL1:6—ZOI7 s b1:18—21:53/2
(05} :18—21:53/2 N 62:—6—22:—5

Ratkaisu voidaan siis kirjoittaa muodossa

Si(z) :1—12( — (1 — ) — 172 + 14(1 — ) + 53x>

1

D) ( —17(2—2)® = 2(x — 1)® + 53(2 — 2) — 10(z — 1))

*

Kun siis muodostetaan kuutiosplini, niin pitda ratkaista lineaarinen systeemi (4.7).
Tamé on itse asiassa varsin helppoa koska A on tridiagonaalimatriisi, toisin sanoen
a;; = 0, jos |[i—j| > 1. Téllaisille matriiseille on algoritmeja jotka ovat paljon nopeampia
kuin yleisille matriiseille tarkoitetut algoritmit.

Esimerkki 4.10. Kéytetddn esimerkin 4.7 dataa, ja muodostetaan vastaavat kuu-
tiosplinit. Kuten kuvasta 4.11 ndhd&&n lopputulos on huomattavasti parempi kuin
polynomi-interpoloinnin tapauksessa. Y
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Kuva 4.11: Esimerkin 4.7 dataa vastaavat kuutiosplinit.

Koska kuutiosplini on jokaisella osavililla 3. asteen polynomi niin on selvéa, ettéa
silla voi olla korkeintaan 3n nollakohtaa. Itse asiassa nollakohtia on huomattavasti

vahemman.

Lemma 4.11. Kuutiosplinillid on korkeintaan n + 2 nollakohtaa.

Todistus. Olkoon kuutiosplinilla S r nollakohtaa. Téalloin Rollen lauseen perusteella
derivaatalla 8" on ainakin r — 1 nollakohtaa. Mutta koska &’ € C''(I), niin myds siihen
voi soveltaa Rollen lausetta, joten S”:1la on ainakin r — 2 nollakohtaa. Mutta S” on

lineaarinen splini, joten silld voi olla korkeintaan n nollakohtaa. Siis r — 2 < n.

Kuutiosplineilld on seuraava mielenkiintoinen ominaisuus.

<>

Lause 4.4. Olkoon f € C*(I) missi I = [a,b] ja S kuutiosplini joka interpoloi funktiota
f solmupisteissd talla valilld ja oletetaan lisiksi, ettd f'(a) = S'(a) ja f'(b) = S'(b).

Talloin
18"z < (171l

Todistus. Téamé saadaan osittaisintegroinnilla. Olkoon a = x¢p < x1 < - -

Lasketaan ensin
b
/ f”S”d:L‘ —
a

/xk+1 f/S”/d.fE — Thtl fS”/ _ /xk+1 fS/”/d.fE — xk+188/”

T Tk T Tk

b b b b
f/S” _ / f,S///dl' — S/S// _ / f/S”/dx

Edelleen

< x, = b



62 LUKU 4. KAYRAT

Siispé,
b b nolopayy b e
/ f”S"dx _ f/S// - Z/ f/S///dl‘ _ S/S// _ Z SS///
a a k=0 Y Tk @ k=0 *

b n—1 Thoi1 b
8/8//—2/ S/Smdl‘:/ (SII)QdSC

¢ k=0 7/ %k a

Sisdatulon avulla ilmaistuna

<f// . S//,S//> —0

Mutta talloin saadaan Pythagoraan lauseen avulla tdsmélleen samoin kuin Lemmassa
4.6
LFE = 1" = S"+ 8" = 1f" = S"l3 + 15”113 = 115”112

Tama tulos johtaakin sitten splini-sanan alkuperéiseen merkitykseen.

Maaritelma 4.6. Funktion f graafin kaarevuus on

W
= T P

Siis jos f’ on "pieni”; niin kaarevuus on ldhes verrannollinen toiseen derivaattaan,
joten lauseen voi tulkita siten, ettd kuutiosplini pyrkii [6ytdméaén approksimaation jon-
ka kaarevuus on ainakin ldhelld minimia. Jos sitten tarkastellaan ohutta ja taipuisaa
keppié niin voidaan osoittaa, ettd kepin jannityksen potentiaalienergia on verrannolli-
nen kaarevuuden nelioon, siis

b
E o~ |12 = / 2dr
a

Kun tallainen keppi pakotetaan kulkemaan tiettyjen pisteitten kautta se pyrkii mini-
moimaan potentiaalienergian, ja siis asettumaan siten, ettd kaarevuus on mahdollisim-
man pieni. Téllaisia taipuisia viivottimia, joita siis kutsuttiin splineiksi (engl. spline)
kéytettiin aikoinaan, ja ehképé osittain vieldkin, ainakin laiva- ja sittemmin lentokone-
teollisuudessa. Kuvasta 4.12 pitéisi selvité idea.

4.4 Yleisen tasokiyrin interpolointi

Usein esiintyy tilanteita joissa kiyrié ei voi esittdéd jonkin funktion graafina muodossa
y = f(x). Tamékin tilanne on helppo késitellé.

Maaritelma 4.7. Olkoon I C R jokin reaaliakselin vdili.
(i) Kiyrd on kuvaus ¢ : [ — R?.

(i) Kdayrdn tangentti pisteessi p = c(to) on ' (to).
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Kuva 4.12: ”Alkuperiinen” splini.

(i11) Kayra on sdannollinen, jos ¢ (t) # 0 kaikilla t.

Toisin sanoen sadnnéllisille kayrille tangentti on aina hyvin méaéaritelty. Kayrista
puhuttaessa usein aiheuttaa sekaannusta, ettd usein kéyridéd ajatellaan kuvauksen c
kuvajoukkona. Siis esimerkiksi yksikkoympyrd S = {(z,y) € R?* : 22 +y?> = 1} on
tason yksiulotteinen osajoukko joka on kdyrin c(t) = (cos(t),sin(t)) kuvajoukko.

Olkoon sitten annettu pisteet p* = (23, 9x), k = 0, ..., n ja haluttaisiin muodostaa
kiiyrd ¢ : [0,1] — R? joka kulkisi kaikkien pisteitten kautta. Tami voidaan varsin
helposti totetuttaa seké polynomien etté splinien avulla.

Valitaan ensin jotkin ¢, siten, ettd

O=to<ti <---<t, =1

Muodostetaan sitten néitten avulla Lagrangen polynomit £} tavalliseen tapaan (Maéritelmé
4.3). Tamaén jilkeen asetetaan

c(t) = pPLi(t)

Tamé antaa interpoloivan kéyrdan. Kuitenkin jos pisteitd on paljon, niin tdma kon-
struktio on huono Rungen ilmitn takia. Kdytdnnossa siis haluttaisiin interpoloiva spli-
ni. Tamékin voidaan muodostaa varsin suoraviivaisesti. Valitaan solmupisteet ¢, kuten
edelld. Sitten

(i) muodostetaan (kuutio)splini S, datapisteille {(tx, zx)}
(ii) muodostetaan (kuutio)splini S, datapisteille {(tx, yx)}
(ili) asetetaan c(t) = (S,(t), S,(t))
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Kuva 4.13: Esimerkin 4.11 pisteet ja interpoloivat kéyrit.

Huomaa, etté ei ole mitdédn ainoaa oikeata tapaa valita pisteita t;, ja erilaiset valinnat
voivat vaikuttaa lopulliseen kédyradn huomattavastikin. Luonnollisesti tuntuisi jarkevélta,
ettd jos kahden perédkkiisen pisteen etéisyys on ”iso”, niin vastaavasti tata pitéisi vas-
tata "iso’parametrivéli. Mutta asia ei ole néin yksinkertainen koska paljon riippuu siitéa
miten pisteet sijaitsevat toisiinsa ndhden.

Esimerkki 4.11. Kuvan 4.13 tapauksessa vasemmalla on annettu 6 pistettd. Téssa

tuntuisi ehké luonnollisemmalta etsid parametrisoitua kayrda. Kuvassa on valittu parametrin

t arvot
t = (0, 0.2,0.4,0.7,0.8, 1)

Kokeilemalla huomaa, etté jos valitsee parametrit ¢; eri tavalla, saattaa saada varsin er-
inékoisia kayrid. Kuvassa oikealla on valittu ¢, tasavélein. Koska kdyrd on umpinainen,
niin nyt voidaan splini ¢ : [0,1] — R? tulkita jaksolliseksi kiiyriksi. Reunachdoiksi on
siis mielekésta valita ¢/(0) = (1) ja ¢’(0) = ¢’(1). *

4.5 Bézier-kayrit

Palataan sitten lopuksi vield Bernsteinin polynomeihin. Jos oli annettu jatkuva funktio
f :[0,1] — R, niin titd vastaava Bernsteinin approksimaatio saatiin muodostamalla

falz) =" f(k/n)B}(x)

Merkitdan nyt xy = k/n jayp = f(k/n). Télloin siis Bernsteinin approksimaatio vastaa
kayraa

ct) = (¢, fu(?))
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Mutta nyt Lemman 4.3 mukaan

t=Y EBit) =) = Bi(t)
k=0 k=0
joten
Tk n
) =3 (1) Bito)
k=0 \7F
Olkoon sitten annettu mielivaltaiset p* = (xy,yp), k =0,...,n.

Masritelmé 4.8. Pisteitten p* mddrittdmda Bézier-kiyra on
c(t) = p* B(1)
k=0

Toisaalta pisteiti p* sanotaan kdyrdn c kontrollipisteiksi (tai Bézier-pisteiksi).
Huomaa, ettd c¢(0) = p° ja c¢(1) = p", mutta c ei interpoloi muita pisteiti p*.
Lause 4.5. Olkoon conv(S) joukon S konveksi peite (Mdadritelma A.7). Talldin
c(t) € conv(S) kaikilla 0<t<1

Todistus. Koska Bj}(t) > 0 ja > ;_oBj(t) = 1, niin ¢(¢) on konveksi kombinaatio
pisteistd p* = (z1, yx) joten lause seuraa Lemmasta A.4. <>

Siis Bézier-kédyra pysyy kontrollipisteitten méarittdméssd konveksissa peitteessi,
kuten kuvasta 4.14 ndhdéaan. Bernsteinin polynomit ovat hyvid Bézier-kédyrien teoreet-
tisiin tarkasteluihin. Laskennalliselta kannalta seuraava De Casteljaun algoritmi on
kuitenkin kétevampi.

Algoritmi 7 DE CASTELJAUN ALGORITMI
Input: kontrollipisteet p°, pt,..., p"
Output: kontrollipisteitten médrittdma Bézier-kéyré ¢ = ¢
for j =0ton do
A(t) :=p
end for
for /=1ton do
for j=1ton—/{do
c(t) == (1 —t)c7H(t) + tei 1 (t)
end for
end for

Algoritmissa siis otetaan konvekseja kombinaatioita alempiasteisista kédyristé, jol-
loin pysytéddn konveksissa peitteessd. Kuva 4.15 selventié asiaa. Huomaa algoritmin
askel ¢/(t) :== (1 — t)cﬁ_l(t) + tcﬁﬁ (t) ja vertaa sitd Lemman A.3 kohtaan 4.
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Kuva 4.14: Vasemmalla kolmen pisteen méaarittaméa Bézier-kayra, oikealla 11 pistetta.
Sinisella on piirretty pisteitten méadrittdméan konveksin peitteen reuna.

Kuva 4.15: De Casteljaun algoritmin eteneminen. Ensimmaéisesséd vaiheessa muodoste-
taan siniset suorat, sitten punaiset toisen asteen kéyrat, ja lopuksi kaikkien pisteitten
madrittama Bézier-kayra.
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Kuva 4.16: Erityyppisié jousia.

Bézier-kéyrat ovat osoittautuneet kéteviksi tietokoneavusteisessa suunnittelussa.
Esimerkiksi kuvassa 4.16 on erityyppisid jousia, ja haluttaisiin l0yta& sopiva parametrisoin-
ti kéyrille joka madrittdd jousen muodon. Luonnollisesti téssd voisi kdyttad splinejé.
Mutta jos sitten haluttaisiin kokeilla eri muotoja ja/tai muuttaa alkuperiistd muotoa,
niin Bézier-kéyrat ovat kdtevampid. Erityisesti silloin kun halutaan suunnitella jokin
taysin uusi kappale tai muoto, jolloin datapisteitéd ei alussa ole ollenkaan annettu, ni-
in Bézier-kdyrat (ja niitten yleistykset) ovat parempia kuin klassiset splinit. Samoja
tekniikoita kaytetddn nykyddn myos animaatioelokuvien tekemisessi. Bézier-kéyria on
perusteellisesti tarkasteltu kirjassa [7].

Bézier ja de Casteljau keksivat toisistaan riippumatta Bézier-kayrat 60-luvun alus-
sa. Bézier oli Renault’n ja de Casteljau Citroénin insintori ja molempien ongelmana
oli parantaa ja nopeuttaa auton muodon suunnittelua. Heidédn ratkaisunsa néihin on-
gelmiin johti erilaisten CAD (computer aided design) ja CAM (computer aided manu-
facturing) jarjestelmien toteuttamiseen.

4.6 Harjoitustehtavia

1. Nayté, ettd Lemmassa 4.7 saatu ratkaisu on yksikésitteinen.

2. Olkoon anmnettu pisteet p° = (—1,0), p' = (1,4) ja p* = (2,1). Laske niitd
vastaava Bézier-kéyra.



