Luku 6

Differentiaaliyhtilot

Nous avons calculé plus de 120 trajectoires différentes,
travail immense qui a exigé plus de 4500 heures.
Quand on est suffisamment exercé,

on calcule environ trois points (R, z) par heure.!

C. Stormer, 1907

In general, books on numerical ODESs*
fall into two categories: pre-Dahlquist and post-Dahlquist.
The first set is nowadays of mainly historical and antiquarian significance.

A. Iserles [17]

6.1 Taustaa

Difyhté&loitten numeerisia menetelmié tutkittiin jonkin verran jo 1700-luvulla, ja yksinker-
taisin alkuarvotehtdvien numeerinen menetelmé on luonnollisesti nimeltddn Fulerin
menetelmé. Kiinnostus niihin oli kuitenkin varsin véahéisté, koska késin lagskien menetelmét
ovat erittdin tyolditd, kuten Stormerin kommentista selvida.

Tietokoneitten keksimisen myota tutkimus kuitenkin nopeasti laajeni, ja ylldmainit-
tu ruotsalainen Germund Dahlquist oli yksi niistd jotka 50-luvun lopulla aloittivat
tdmén difyhtalditten numeeristen menetelmien tutkimuksen modernin kauden. Seu-
raavat kirjat ovat hyvid ja perusteellisia johdatuksia alkuarvotehtévien numeerisiin
menetelmiin [5, 8, 10, 11, 17]. Hyvi johdantoja difyhtélsitten perusteoriaan ovat muun
muassa [2, 14, 15, 16].

LOlen laskenut yli 120 eri ratkaisua, valtava tyo joka on vienyt yli 4500 tuntia.
Riittavdn harjaantunut laskija laskee noin kolme pistettd tunnissa.

Stormer ratkaisi kahden toisen kertaluvun difyhtélon systeemié, jotka mallittivat varattujen hiukkasten

ratoja niitten saapuessa avaruudesta maan magneettikenttéén.
20DE = ordinary differential equation.

83
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Palautetaan aluksi mieleen muutama perusasia difyhtéloista. Tarkastellaan alkuar-

votehtavaa
{x'<t> = f(t,(1))

St — (6.1)

Olkoon © C R? jokin sopiva osajoukko ja f : © — R. Oletetaan liséiksi ettd f, 0f /0t
ja Of /0 ovat jatkuvia (2:ssa; merkitdin f € CH(Q).

Lause 6.1. Oletetaan, etti
(i) Q on avoin ja (to,xo) €
(ii) f € CHQ)
Tdlloin on olemassa positiiviset a, b ja kuvaus z : [tg — a,ty + a] — R siten, ettd
1. Qup = [to —a,to+a] X [xg — b,xog + b C Q
2. (t,2(t)) € Qup kaikilla t € [ty — a,to + a

3. z on tehtdvin (6.1) yksikdsitteinen ratkaisu.

Tunnetusti yleisesti ottaen pitdéd tyytya paikalliseen ratkaisuun: kun f on epélin-
eaarinen x:n suhteen niin on helppo keksié esimerkkejé joissa ratkaisu ei ole médritelty
kaikilla ¢:n arvoilla. Jatkossa ei kuitenkaan huolehdita téstd vaan oletetaan nyt aina
ettéd tarkasteltavalla difyhtalolla on yksikésitteinen ratkaisu silla valilla jota halutaan
tarkastella.

Lauseen 6.1 todistus perustuu Picardin iteraatioon joka voidaan tulkita kiintopis-
teiteraatioksi. Siis difyhtélditten olemassaolo- ja yksikésitteisyyslause on erés sovellus
Banachin kiintopistelauseesta. Kuten muistetaan, niin kiintopisteiteraatio on konstruk-
tiivinen: siindh&n muodostetaan jono joka suppenee haluttuun ratkaisuun. Periaatteessa
siis Picardin iteraatiota voitaisiin kéyttdd myos numeerisena menetelménd. Numeerises-
sa laskennassa pelkkéd suppeneminen ei kuitenkaan riitd, suppenemisen pitéisi liséksi
olla riittdvan nopeaa. Onkin osoittautunut ettéd kiytiannollisid numeerisia menetelmia
pitéa etsia toisaalta.

6.2 Kaksi yksinkertaista menetelmia

Tehtavdd (6.1) voidaan ldhestyd monella tavalla, ja katsotaan seuraavassa 2 tapaa.
Otetaan kuitenkin ensin kédyttéon muutama merkintd. Olkoon A jokin positiivinen
parametri jota sanotaan askelpituudeksi ja olkoon t, = tg + nh. Olkoon x tehtdvan
(6.1) ratkaisu ja haluttaisiin pisteissé t¢,, laskea x:lle approksimaatiot z,,; siis x,, = x(t,).
Huomaa, etté koska alkuarvo on annettu, niin ¢y = z(tg). Téstd saadaan

Ongelma 6.1. Miten laskea x,, siten, etté virheet z(t,) — z,, olisivat mahdollisimman
(tai riittdvan) pienet? ¥
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Askelpituus h méadrittaid kuinka tihedédn ratkaisua x halutaan approksimoida. Tavoit-
teena on siis ettd kun h — 0 niin myos virheet lahestyisivét nollaa.

Ensimmaéinen idea on todeta, ettd numeerinen integrointi on erikoistapaus tehtéavista
6.1. Jos f ei riipu x:sté, niin selvésti

t t
x(t) = z(to) —i—/ f(s)ds = xg +/ f(s)ds
to to
Approksimoidaan integraalia trapetsimenetelmélla:

Tp =T+ % (fto) + 2f(t1) + -+ 2f (tn—1) + f(t0))

Mutta nyt huomataan, ettd on tarpeetonta aloittaa integrointi yhd uudestaan ajan
hetkesté ty, vaan voidaan kirjoittaa

Tni1 = 2o+ 5 (fto) +2f(t1) + - +2f(tn) + f(tnt1))
= xo+ 5 (f(to) +2f(t1) + -+ 2f (tn1) + f(tn)) + 2 (f(tn) + f(tns1))
=2y + 5 (f(ta) + [(tas1))

Mutta nythédn voisi arvella, ettd tdmé olisi jirkevd myos siind tapauksessa, ettd f
riippuu z:sté:
Tpt+1 = Tn + % (f(tn7 xn) + f(tn—i-la xn—i—l))

Tétéa(kin) on tapana sanoa trapetsimenetelmdksi. Huonona puolena téssa on se, etté jos
f on epilineaarinen x:n suhteen, niin joka askeleella z,,; pitdé ratkaista epélineaaris-
esta yhtalosta.

Toinen tapa edetd on ldhted liikkeelle geometrisesti. Olkoon z jokin tehtdvén 6.1
ratkaisu ja olkoon (i, z(t,)) jokin piste ratkaisukéyrédlla. Talloin z:n médrittamén
kéyrdn tangentti pisteessa (t., z(t4)) on

v —2(t) = 2'(t)(E = 1) = [t 2(8))(E — 1)

Mutta nyt jos annetaan miké tahansa tason piste p = (¢, ), niin nyt tiedetddn, etti
tdmén pisteen kautta kulkevan ratkaisun tangentti on

x—z=f(p)t—1) (6.2)
vaikka itse ratkaisua ei tunnetakaan.

Maéritelma 6.1. Yhtdlon (6.2) madrittamd suoraparvi on difyhtdlon (6.1) suuntak-
entta

Koska tangentti approksimoi itse kdyréaéd hyvin sivuamispisteen lahistolla niin t&méa
johtaa yksinkertaiseen menetelméadn. Lahdetédén liikkeelle alkupisteesta (tg, o). Vali-
taan aika-askel h ja lasketaan seuraava piste etenemalld tangenttia pitkin:

ti=to+h ja x1=21z0+ f(to,z0)(t1 —to) = 20 + hf(to, zo)
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Kuva 6.1: Suuntakentti ja kaksi askelta Fulerin menetelmalla.

Téamén jilkeen lasketaan tangentti pisteessé (t1,z1) ja edetddn tdmén suuntaisesti.
Tatd on tapana kutsua Fulerin menetelmdksi. Kuvassa 6.1 on otettu 2 askelta kun
f = CL’Z - t2, h=0.4 ja (to, IO) = (—05, O4)

Algoritmi 8 EULERIN MENETELMA
Input: funktio f, alkuhetki ¢,, loppuhetki ¢,, alkuarvo z,, askelten maara N
Output: pisteet p"* = (tp,2,), 0 <n < N
h:=(ty —ta)/N; to :=ta; To := Xy;
forn=0to N —-1do
thi1 =1ty + h;
Tpi1 = Xy + h f(tn, )
end for

Esimerkki 6.1. Olkoon 2/ = x? — t? ja valitaan alkuarvoksi z(—1) = 0.6. Kuvassa 6.2
on 2 Eulerin menetelmélld saatua numeerista ratkaisua 2 eri aika-askeleella. Pienemmal-
14 aika-askeleella saadaan odotetusti tarkempi ratkaisu, mutta virhe on joka tapauksessa
iso. Numeerisen ratkaisun antamat pisteet on luonnollisesti interpoloitu kuutiosplinia
kiyttden. Kuvassa 6.3 puolestaan on saman tehtdvin ratkaisu trapetsimenetelmallé.
Selvisti nyt saadaan paljon parempi approksimaatio. *

Mutta suppeneeko Eulerin menetelmé todella? Madritelldédn ensin tarkemmin mitéa
ylipddtaan tarkoitetaan menetelmén suppenemisella. Tarkastellaan yleistd yht&loé (6.1)
ja halutaan numeerinen ratkaisu vilille [tg,to + 7. Valitaan jokin N ja asetetaan h =
T/N. Asetetaan edelleen alkuarvoksi zo = z(ty) ja lasketaan arvot z,, 1 < n < N
jollain menetelmalla.
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Kuva 6.2: Esimerkin 6.1 ratkaisu ja 2 numeerista ratkaisua kéyttiden askelpituuksia

h

0.2 ja h =0.1.
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Kuva 6.3: Esimerkin 6.1 ratkaisu ja numeerinen ratkaisu kayttden trapetsimenetelméa

0.2. Selvasti nainkin isolla askeleella saadaan huomattavasti

tarkempi tulos kuin Eulerin menetelmalla.

ja askelpituutta h
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Maéaritelmi 6.2. Numeerisen ratkaisun virhe on £, = maxo<,<n |2(t,)—x,|. Menetelmd

suppenee, jos E, — 0, kun h — 0.
Esimerkki 6.2. Tarkastellaan tehtéivid 2/ = —x, £(0) = 1 jonka ratkaisu on z(t) = e™*
ja sovelletaan tdhén Eulerin menetelméé. Talloin

Tpi1 = Tp+hf(ty,z,) =1 —-h)z, = x,=1—-h)"xg=(1-h)"
Olkoon €, = x(t,) — , jolloin

en=¢"—(1=h)"=(e")"=(1—-h)"
=(e " —1+h) (e 4 eI —h) 4 e (L= Rh)" 24 (1—h)"T)

Koska e < 1ja |1 —h| <1 kun h on riittivin pieni niin saadaan
el <n(e™ —1+4h)
Toisaalta Taylorin lauseen perusteella on olemassa 0 < 5 < h siten ettd
et —1+h=1ePh? = || <2efR?<2n?
Jos sitten valitaan A = T'/N, niin

En orgriag}%v|€”| <Sh"=5h=0(h)
Siis Eulerin menetelmé suppenee, ainakin tdmén esimerkin tapauksessa, mutta suppen-
eminen on hyvin hidasta. *

6.3 Erilaisia menetelméiluokkia

Seké trapetsimenetelmé ettd Eulerin menetelmé ovat varsin epatarkkoja joten halut-
taisiin parempia menetelmia. Tdhén on kaksi erilaista tapaa jotka molemmat ovat
hyodyllisia. Olkoon taas t, = to + nh ja z, =~ z(t,). Edelld tarkastellut menetelmét
kayttivat vain viimeisinta laskettua arvoa: x,,, riippui x,:sta, mutta ei aiemmin las-
ketuista arvoista. Moniaskelmenetelmissi kéaytetddn myos néitd varhaisempia arvoja
ja pyritdan siten parantamaan tarkkuutta. Yleinen /-askelinen menetelmé voidaan kir-

joittaa muodossa
¢

l
D aitary =h) bif(tnrss ;) (6.3)

Jj=0 Jj=0
Parametrit a; ja b; siis madrittaviat menetelmén. Luonnollisesti menetelmé ei muutu

jos kaikkia kertoimia kerrotaan samalla luvulla, ja on tapana normalisoida asettamalla
joko ay =1 tai ), b; = 1. Néilld merkinnilld

(E) Eulerin menetelmalld ¢ =1, a1 = —ag =by =1ja b =0

(T) trapetsimenetelmélld ¢ =1, a; = —apg =1 ja by = by = 1/2
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Sanotaan, ettd menetelméa on eksplisiittinen, jos by = 0 ja implisiittinen, jos by # 0.
Implisiittiset menetelmét ovat siitd hankalia, ettéd jos f on epélineaarinen x:n suhteen,
niin joka askeleella pitda ratkaista epélineaarinen algebrallinen yhtélé. Eksplisiittisesséa
tapauksessa taas z,, saadaan suoraan aiemmin laskettujen arvojen avulla.

Toinen tapa parantaa tarkkuutta on ottaa enemmén "néytteitd” suuntakentésti
jokaista askelta kohti. Huomaa, ettd moniaskelmenetelmissé joka askeleella tarvitsee
laskea f vain yhdessd uudessa pisteessid. Naissd monivathemenetelmissd eli Runge-
Kutta menetelmissd siis lasketaan f:n arvoja useissa pisteissé ennen kuin otetaan askel.
Yleinen (eksplisiittinen) m-vaiheinen RK-menetelmé voidaan kirjoittaa muodossa

K1 = f(tna l‘n)
Ro = f(tn + CQh, Ty + hamml)

(6.4)

Km = f(tn + th> Tp + h(aml'%l +-+ am,m—l'%m—l))
Tpt1 = Tp + h (b1/€1 + -+ bmlﬁlm)

Luonnollisesti Eulerin menetelmé& on tdménkin erikoistapaus: m = b; = 1; ja yleisesti
ottaen yksivaiheiset RK-menetelmét on sama asia kuin yksiaskeliset moniaskelmenetelméit!

Teoriassa voisi ajatella, ettd voitaisiin muodostaa mentelmia jotka ovat sekd mo-
niaskelisia ettd monivaiheisia.? Niité on itse asiassa tutkittu, mutta on osoittautunut,
ettd néaistd saatava hyoty on liian pieni menetelmédn monimutkaisuudesta aiheutuvaan
vaivaan ndhden.

Seké moniaskel- ettd RK-menetelmissé on siis vapaita parametreja jotka pitédisi vali-
ta siten, ettd saataisiin mahdollisimman "hyva” ja "tarkka” menetelmé. Olisi siis hyddyl-
lista olla jokin kriteeri, kuten numeerisen integroinnin yhteydessa ollut kertaluku, jon-
ka perusteella parametrit voisi valita. Osoittautuu, kuten integroinnin yhteydessé, ettéa
kertaluku ei ole riittévé kriteeri vaan pitdd vaatia tietynlainen stabiilisuus. Moniaskel-
mentelmien ja RK-mentelmien analyysi on varsin erilaista. Tarkastellaan ensin RK-
menetelmié.

6.4 Runge-Kutta-menetelmit

Numeerisessa integroinnissa kertaluku méariteltiin sen mukaan miten menetelmé inte-
groi tarkasti polynomeja. Lahdetdén téssékin liikkeelle siité, ettd voidaanko yksinker-
taisten difyhtéloitten ratkaisut saada tarkasti. Yksinkertaisin mahdollinen tapaus on
tietysti 2/ = 0. Tamén ratkaisuthan ovat vakioita, ja voisi ajatella, ettd jarkevén
menetelmén pitdisi ratkaista tarkasti nédin yksinkertainen tehtdva. RK-menetelmilla
tamé toteutuu automaattisesti. Menetelméan méérittavien kaavojen (6.4) viimeinen rivi
voidaan kirjoittaa
Tpi1 = Ty + hE(ty, 2y, h)

missd [’ on yleisesti ottaen hyvin monimutkainen funktio. On kuitenkin selvii, etté
jos f = 0, niin myés F' = 0, joten mikd tahansa RK-menetelmé antaa ratkaisuksi

3Niitd sanotaan joskus yleisiksi lineaarisiksi menetelmiksi (general linear methods).
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Ty == a9 = x(tp).
Entépa sitten tapaus ' = 1, 2(0) = 0 jonka ratkaisu on z(¢) = t. Télloin selvésti
k; = 1 kaikilla j joten téssd tapauksessa saadaan

Tpt1 = Ty + hF (tn, Tp, h) = x, + thj
j=1

Kun valitaan zo = z(0) = 0, niin selvésti x, = x(t,) = nh, jos } 7, b; = 1. Témin

pitemmaiille ei oikein intuition perusteella pédstd vaan tarvitaan seuraava

Madritelmé 6.3. Olkoon x,, = x(t,). Menetelmdn (6.4) kertaluku on s, jos
z(ty +h) — 2,01 = O(h*)

Nyt voidaankin tarkistaa, ettd Eulerin menetelmén kertaluku on yksi. Taylorin
Lauseen mukaan

z(t, +h) = x(t,) + ha'(t,) + O(h?) = z(t,) + hf(tn, v,) + O(R?)

Siis jos x, = x(t,), niin z(t, + h) — 2,41 = O(h?).

Menetelmén kertaluvun méadrittdminen yleisessdkin tapauksessa on periaatteessa
yksinkertaista Taylorin kehitelmén avulla (kdytdnnon laskut ovat sitten hyvinkin tyolaité...).
Otetaan kayttoon seuraavat lyhennysmerkinnét. Jos on selvdéd missé pisteessd f halu-
taan laskea niin merkitddn f = f(t,z) ja samoin asetetaan

of of

ft = a(tax) ja fx = a_:f(t?x)

Esimerkiksi siis jos x on tehtavén 2’ = f(¢, ) ratkaisu niin

d
af(t, l‘(t)) = ft + facx/(t) = ft + f:cf
Esimerkki 6.3. Tarkastellaan 2-vaiheista menetelméai

K1 = f(tn; xn)
Ko = f(tn + coh, x, + hasi k1)
Tpy1=Tp+h (bllil - 62/432) =z, + hE(t,,xn, h)
Haluttaisiin méaérittaéd vakiot siten, etté kertaluku on mahdollisimman iso. Pitéisi siis

laskea Taylorin kehitelmén termejé seké approksimaatiolle z,, ;1 ettd tarkalle ratkaisulle
z(t, + h). Ensin saadaan

z(tn + h) =z(t,) + ha'(t,) + 3 K" (t,) + O(h?)
=z(t,) + hf(tn, ) + SR (fe + fof) + O(RP)
Kun kehitetddn x,.; Taylorin sarjaksi niin tulkitaan F' pelkéstddn h:n funktioksi.
Pitéisi siis laskea

F(h) = F(0) + F'(0)h + O(h?)
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Koska nyt oletetaan, ettd x,, = x(t,), niin F(0) = (by + b2) f ja
F'(0) = cafy + am fof
Siispa
Tnp1 = T+ D F(R) = 2(t,) + h(by + bo) f + h2bs(cafy + an fof ) + O(h?)

joten
x(tn -+ h) — Tpa1 = f(l — b1 — bz)h + %((1 — 2b2C2)ft + (1 — 2b2a21)fmf> h2 + O(hs)

Néhdé&an siis, ettd menetelmén kertaluku on ainakin yksi jos by +bs = 1. Jotta saataisiin
toisen kertaluvun menetelmé niin pitdd vaatia, ettd 2boco = 2bsag; = 1. Selvisti siis
cy = a9y, mutta edelleen on useita vaihtoehtoja valita parametrit. Yhtélot toteutuvat,
jos valitaan esimerkiksi by = by = 1/2 ja as; = 1, jolloin siis

K1 = f(tna In)
Ko = f(tn + h,z, + hKy)
Tyl = Ty + }—21 (/<~'1 + :‘12)

Téata sanotaan joskus Heunin menetelmdksi. Voidaan osoittaa, ettd seuraavaa termié ei
endd saada nollaksi, joten kaksivaiheisen eksplisiittisen RK-menetelmén kertaluku on
korkeintaan kaksi. *

Edellisen esimerkin laskut yleistyvit seuraavasti.

Lemma 6.1. m-vatheisen RK-menetelmdn kertaluku on vihintidn yksi jos ja vain jos
Z?ll b; = 1. Lisdksi jos m-vaiheisen RK-menetelmdn kertaluku on vdhintddn kaksi
nin

i—1

C; = Z a;; kaikilla 2 <i<m

j=1
Todistus. Todistus on suora, joskin hiukan tyolds, lasku joka etenee kuten edellisessé
esimerkiss. <

Yhteenvetona voisi sanoa, ettd kaikki jarkeviat RK-menetelmét toteuttavat lemmas-
sa annetut ehdot. Kun sitten halutaan etsid korkeamman kertaluvun menetelmié niin
laskut tulevat erittéin tyoldiksi ja néissé kannattaa sitten ottaa MAPLE tai jokin muu
symbolisen laskennan ohjelmisto avuksi. Ennen tietokoneaikaa ehképé kaikkein kiyte-
tyin RK-menetelmé oli seuraava jota joskus sanotaan klassiseksi RK-menetelmdksi.

R1 = f(tm xn)
Ko = f(tn + h/2,2, + hK1/2)
kg = f(tn + h/2, 2, + hky/2)
Ky = f(tn + h,z, + hk3)
Tpal = Ty + % (Iil + 2Ko + 2K3 + /{4)
Taméan kertaluku on neljd. Huomaa erityisesti miten yksinkertaisia kertoimet ovat.

Tarvittiin siis 4 vaihetta jotta saataisin kertaluku 4. Valitettavasti korkeamman ker-
taluvun menetelmissé tarvitaan enemmaén vaiheita.
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m [5|6|7[|8]9]10 |11
max |4 |5(6|6|7| 7|8

Taulukko 6.1: Maksimikertaluku joka m-vaiheisella RK-menetelmilld voidaan saavut-
taa.

Lemma 6.2. Jos m-vaiheisen RK-menetelmdn kertaluku on m, niin m < 4.

Todistus 16ytyy kirjasta [10]. Taulukossa 6.1 on annettu maksimikertaluvut mitka ti-
etylld vaihemadaralla voidaan saavuttaa. Tietddkseni korkein kertaluku mika oikeasti on
toteutettu tietokoneella on kahdeksan vaikka korkeammankin kertaluvun menetelmia
on olemassa.

Mutta miten kertaluvusta padstiin itse numeerisen ratkaisun virheeseen? Tarkastel-
laan siis yleista yhtalod (6.1) ja halutaan numeerinen ratkaisu vélille [to, to+7]. Valitaan
jokin N ja asetetaan h = T//N. Asetetaan edelleen alkuarvoksi xg = z(ty) ja lasketaan
arvot ,, 1 <n < N menetelmalld (6.4).

Lause 6.2. Jos RK-menetelmdn kertaluku on s, niin &, = O(h®).

Todistuksen idea. Jos halutaan ratkaisu valilla [to, to + 7] niin pitdd ottaa N = T'/h
askelta. Kertaluvun maarittava yhtalo voidaan tulkita yhden askeleen virheeksi. Jos
siis joka askeleella tehdééin virhe €, joka on luokkaa O(h**1) niin voisi toivoa etti
kokonaisvirhe olisi &, =~ Ny ¢, = O(h®).

Tama péaattely onkin oikea. Tekninen vaikeus on osoittaa, ettéd joka askeleella tehdyt
pienet virheet eivit ldhde kasvamaan nopeammin. Tarkka todistus 1oytyy esimerkiksi
kirjasta [10]. >

Siis jos RK-menetelmén kertaluku on vahintdén yksi niin numeerinen ratkaisu sup-
penee kohti tarkkaa ratkaisua kun h — 0.

Esimerkki 6.4. Olkoon 2/ = —x + sin(t) ja valitaan alkuarvoksi z(0) = 2. Tarkka
ratkaisu on z(t) = sin(t)/2 — cos(t) /2 + 5e~* /2. Lasketaan numeerinen ratkaisu Eulerin
menetelmallé askelpituudella 0.25, Heunin menetelmaélla askelpituudella 0.5 ja klassisel-
la RK-menetelmalld askelpituudella 1. Té&lloin siis tyoméadra kaikilla menetelmilld on
sama siind mielessd ettd pitdd laskea yhtd monta funktion arvoa. Kuten kuvasta 6.4
nidhdédan niin korkeamman kertaluvun menetelmét ovat selviisti parempia jo néinkin
isolla aika-askeleella. Kun halutaan tarkempi tulos ja siis pienennetéén aika-askelta, ni-
in korkeamman kertaluvun menetelmien suhteellinen paremmuus kasvaa edelleen. %

6.5 Moniaskelmenetelmiat

Tarkastellaan yleistd moniaskelmenetelméd (6.3). Miten menetelmén kertoimet a; ja
b; pitéisi valita? Katsotaan aluksi kaksiaskelista menetelméd, ja lahdetaén liikkeelle
integraalimuodosta

ltea) =~ altas) = [ fs.a(s))ds

t7z+1
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Kuva 6.4: Esimerkin 6.4 numeerinen ratkaisu verrattuna tarkkaan ratkaisuun vasem-
malla ja virheet oikealla. Euler: vihred, Heun: punainen, klassinen RK: kellanruskea.

Oletetaan, ettd ollaan jo laskettu pisteet (tg,xo), ..., (tni1, Tni1) ja merkitddn f, =
ftn, x,) ja g(t) = f(t,z(t)). Nyt voidaan ajatella, ettd koska x,, ~ z(t,), niin

t—t, t—t, t—t, t—t,

o(t) = (1= ) g(t) + 2 gt & (1= =) fu b 2
Siispé,

fn+2 fn+2 t—ty t—ty h

[ rsatonds = [ (0 S ok B ) ds = 5 (3 - 1)
tni1 tn+1
Paddytéaéan siis seuraavaan menetelméan:
h
Tpt2 — Tpt1 = 5(3fn+1 - fn) (6-5)

Vastaava implisiittinen menetelmi saadaan kun g:n interpoloinnissa kiytetddn myos
pistettd (fn40, Tniz):

o) ~ poft) = Lm0 )

Tésta integroimalla saadaan

(t - tn)(tn-i-? - t) (t - tN)(t - tn-H)
12 Jn41 + N Jn+2

[ seaehas = [ s = 15 (husa+ 8hu — £)

tn+1 tn+l

miké johtaa menetelméain

h
Tpt2 — Tpt1 = E(5fn+2 + 8 fnt1 — fn) (6.6)
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Esimerkki 6.5. Katsotaan taas yksinkertaista yhtdlod ' = 1, x(0) = 0 jonka ratkaisu
on z(t) = t. Kaksiaskelisella menetelmall& pitéisi jostain sitten saada alkuarvo z; koska
itse tehtdvd antaa vain xy = x(0) = 0. Otetaan tdssd tarkka arvo x; = z(h) = h
ja palataan tdhén alkuarvo-ongelmaan myohemmin. Soveltamalla menetelméé (6.5)
saadaan x,io — Tpy1 = h, joten x,, = nh = x(t,). Samoin (6.6) antaa tarkan tuloksen
tassa tapauksessa. *

Menetelmét (6.5) ja (6.6) nayttavit siis ainakin jossain médrin jarkeviltd. Jotta
pédstiisiin analyysissi eteenpéin tarvitaan

Maéaritelméa 6.4. Olkoon x, = z(ty,),. .., Tnie—1 = T(tyre—1). Menetelmin (6.3) ker-
taluku on s, jos
T(tnte) — Tnie = O(hSJrl)

Nyt nayttaisi siltd, ettd joudutaan taas laskemaan monimutkaisia Taylorin ke-
hitelmid kuten RK-menetelmien tapauksessa. Voidaan kuitenkin osoittaa, ettd mo-
niaskelmenetelmien tapauksessa padstaan paljon helpommalla. Moniaskelmenetelmien
ominaisuuksia voidaan kétevisti analysoida tutkimalla menetelmén kertoimien méaéarit-
tdmid polynomeja.

Maaritelma 6.5. Polynomeja

4

p) =Y al ja olz) =D b

=0
sanotaan menetelmdn (6.3) karakteristisiksi polynomeiksi.

Esimerkiksi siis menetelmén (6.5) tapauksessa

plz) =2"—z ja o(z) =

N
N[ —=

o —
Nyt voidaan osoittaa

Lemma 6.3. Menetelmdn (6.3) kertaluku on s jos ja vain jos
p(e") — ha(e") = O(h**)

Todistus. Todistetaan vain, ettd annettu ehto on valttaméaton. Riittavyys on todistettu
kirjassa [10]. Sovelletaan menetelmédd tehtévédn ' = =z, x(0) = 1 jonka ratkaisu on
z(t) = e'. Talloin siis

Y4 /—1
(aj - hbj)xn-f—j = (an—i-Z - hbn-}—ﬂ)xn—kﬁ + Z (aj - hbj)e(n+j)h =
=0

J=0

J

)

~1
(an+£ - hbn+£)9€n+£ + enh< (a; — hbj)ehj) =0

J

Il
=)
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Siispé,

‘
(@ne = Pbnie) (2(tute) = Tnte) = 6"h<2(%’ - hbj)ehj) =" (p(e") — ha(eh))

5=0
Koska kertaluku on s, niin taytyy pateé

enh

(p(e") — ho(e")) = O(™)

T(tpie) — Tpoe = b
Apyr — n+f

Tamé on mahdollista vain jos p(e") — ho(e") = O(h¥). <&
Kehitetdan siis Taylorin sarjaksi
g(h) = p(eh) — ha(eh) = go+ 1h + A% + . ..

jolloin kertaluku on s, jos go = g1 = -+ = g5 = 0. Heti ndhddan, etta go = g(0) = p(1)
joten polynomilla p on aina nollakohta z = 1. Yleisesti ottaen voidaan osoittaa

Lemma 6.4. Olkoon g kuten ylld. Tdlloin

Nyt on suoraviivaista tarkistaa, ettd menetelmén (6.5) kertaluku on kaksi ja menetelmén
(6.6) kertaluku on kolme. Menetelmit (6.5) ja (6.6) ovat erikoistapauksia seuraavasta
paljon kéytetystd menetelméperheesti.

Maaritelmé 6.6. Adamsin menetelmissé valitaan ensin ap = —ar—1 = 1 ja a; =
0, jos 3 < £ — 1. Tdamdn jdilkeen lasketaan kertoimet b; siten, ettd kertaluku on {
eksplisiittisessd ja ¢ 4+ 1 implisiittisessd tapauksessa.

Yksiaskelinen tapaus antaa jélleen tutut menetelmét: eksplisiittinen yksiaskelinen
Adamsin menetelmé on Eulerin menetelmé ja implisiittinen yksiaskelinen Adamsin
menetelmé on trapetsimenetelmé. Lemman 6.4 avulla voidaan osoittaa, ettd Adamsin
menetelmissé kertoimet b; voidaan valita siten, ettd saadaan médritelméssd annetut
kertaluvut.

Adamsin menetelmien tapauksessa kertaluku on siis ¢ eksplisiittisessé ja £ + 1 im-
plisiittisessa tapauksessa. Koska (-askelisessa menetelméssia on 2¢ + 1 vapaata parame-
tria implisiittisessé ja 2¢ eksplisiittisessd tapauksessa niin voisi ajatella, ettd voitaisiin
loytad paljon korkeamman kertaluvun menetelmia. Témé onkin mahdollista.
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Kuva 6.5: Esimerkin 6.6 menetelmélld saadut ratkaisut kolmella eri askelpituudella.

Esimerkki 6.6. Olkoon ¢ = 2 ja etsitdédn eksplisiittistd menetelméé. Normalisoinnin
as = 1 jalkeen on 4 vapaata parametria, joten voisi toivoa, ettd namé voisi valita siten,
ettéd kertaluku olisi 3. Tdmé johtaa yhtéloihin

p(l)=go=ap+a1+1=0
gr=a,+2—by—b;y =0
g2 :%(al +4) —b =0
g3 :%(al +8) —1b1=0
Tamén ratkaisuna saadaan kolmannen kertaluvun menetelmé

Tn+42 + 4xn+1 - an = h(4fn+1 + 2fn)

Sovelletaan tété tehtdvidn o’ = —z, x(0) = 1 jonka ratkaisu on z(t) = e *. Kéytetiin
taas "ylimé#driisend” alkuarvona tarkkaa arvoa x; = e~". Kuten kuvasta 6.5 nihdién,
niin numeerinen ratkaisu on virdhtelee yha voimakkaammin, ja askeleen pienentédminen
vain aiheuttaa sen, ettd epéstabiilisuus ilmenee aiemmin. *

Misté sitten esimerkin menetelmén ongelmat johtuvat? Sovelletaan menetelmé&a
yhtéloon ' = 0 jolloin saadaan differenssiyhtilo

Tna2 —+ 4.Tn+1 - 5.]:” =0

Koska p(z) = 22 + 42 — 5 = (2 — 1)(2 4+ 5) niin Lemman A.8 mukaan tdmén yleinen
ratkaisu on z,, = ¢; + co(—5)", missi vakiot ¢; ja co riippuvat alkuehdoista zqy ja x;.
Jos nyt valitaan z(0) = 1 jolloin tarkka ratkaisu on z(¢) = 1, niin téstd saadaan
5+ T 1-— T
- —5)"
e T (D)

Tn
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Nyt ratkaisun ensimméinen termi approksimoi haluttua vakioratkaisua, ja toinen termi
on erdanlainen “loisratkaisu”. Jos toinen alkuarvo x; = 1 niin loisratkaisu on nolla,
mutta jos x; # 1, niin loisratkaisu kasvaa rajatta, ja hyvin nopeasti ratkaisu ei endi
ole ldhelldkdéan haluttua vakioratkaisua.

Askeisessé esimerkissi kiytettiin “tarkkaa” arvoa z; = e~ mutta téstd huolimat-
ta ratkaisu oli epéstabiili. Tamé johtuu siitd, ettd kun lasketaan liukuluvuilla, niin
koskaan ei voi olla varma tasmaéllisestd yhtdsuuruudesta. Iteroinnin kuluessa siis en-
nemmin tai mychemmin eksponentiaalisesti kasvavan termin kerroin muuttuu nollasta
poikkeavaksi. Téssé siis ongelma johtui siité, ettd p:lla oli itseisarvoltaan ykkosté su-
urempia nollakohtia. N&ita pitdd siis valttas.

h

Maiaritelmi 6.7. Moniaskelmenetelmd (6.3) on nollastabiili, jos differenssiyhtdilon

L

g jTpts =0

§=0
ratkaisut pysyvdt rajoitettuna mielivaltaisilla alkuehdoilla.
Lemman A.9 perusteella saadaan heti

Lemma 6.5. Moniaskelmenetelmd (6.3) on nollastabiili, jos polynomin p nollakohdille
z; patee: |z;| <1 kaikilla j ja ne nollakohdat joilla |z;| = 1 ovat yksinkertaisia.

Yleisesti ottaen p:lla on siis aina nollakohta z = 1. Vaikka teoriassa muut yksikkoke-
h&lla olevat nollakohdat eivit aiheuta stabiilisuusongelmia, niin kdytédnnossa téllaisia
menetelmid halutaan valttda. Tamén takia asetetaan

Madritelma 6.8. Menetelmd (6.3) on vahvasti stabiili, jos p(z) = (2 — 1)p(2) ja
polynomin p nollakohdille z; pdtee: |z;| < 1 kaikilla j.

Tamén voisi tulkita niin, ettd nollastabiilisuus takaa sen, etté loisratkaisut pysyvét
rajoitettuna, kun n — oo. Sen sijaan jos menetelmé on vahvasti stabiili, niin lois-
ratkaisut menevat nollaan kun n — oo. Adamsin menetelmét ovat aina vahvasti stabi-
ileja koska tilloin p(z) = (z — 1)2*~L

Koska vain stabiileja menetelmié voidaan kayttdd numeerisissa laskuissa niin luon-
nollinen kysymys on kuinka korkea kertaluku stabiileilla menetelmilld voi olla. Tdhan
vastaa seuraava lause joka tunnetaan nimelld Dahlquist’s first barrier (todistus loytyy
kirjasta [10]).

Lause 6.3. Jos (-askelinen menetelmd (6.3) on vahvasti stabiili, niin sen kertaluku on
korkeintaan €, jos menetelmd on eksplisiittinen ja £+1 jos menetelmd on implisiittinen.

Stabiilisuusvaatimuus pudottaa siis kertaluvun noin puoleen teoreettisesta mak-
simikertaluvusta. Toisaalta Adamsin menetelmét osoittavat, etté tamé stabiilien menetelmien
korkein mahdollinen kertaluku tosiaan voidaan saavuttaa.

Nyt voidaankin sitten osoittaa
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Kuva 6.6: Menetelmalld (6.5) saatuja numeerisia ratkaisuja esimerkin 6.7 tapauksessa
eri aika-askelilla.

Lause 6.4. Jos menetelmd (6.3) on nollastabiili ja sen kertaluku s > 1, niin numeer-
inen ratkaisu suppenee kohti tarkkaa ratkaisua ja

& = O(h*)

Todistuksen idea. Todistus on saman tyyppinen kuin RK-menetelmien tapauksessa.
Yksi eksponentti "menetetddn” koska pitédéd ottaa N = T'/h askelta. Nollastabiilisuutta
tarvitaan, etteivit yhden askeleen virheet rupea kasvamaan hallitsemattomasti. <>

Esimerkki 6.7. Lause 6.4 takaa, ettd riittdvan pienelld h numeerinen ratkaisu on
lahelld tarkkaa ratkaisua. [sommilla h:n arvoilla numeerinen ratkaisu voi kayttéytya
hyvinkin eri tavalla kuin tarkka ratkaisu. Sovelletaan menetelméid (6.5) tehtavédn

¥ = —x, (0) = 1, jonka ratkaisu on z(¢t) = e~*. Kuten kuvasta 6.6 nihddéin ni-
in isommilla h:n arvoilla numeerinen ratkaisu kasvaa rajatta. Kun aika-askelta sitten
pienentéd tarpeeksi saadaan odotettu tulos. *

6.6 Erityisid tehtidvialuokkia ja muita kommentteja

6.6.1 Kankeat tehtavat

Edellé on jo saatu (riittavén) korkean kertaluvun RK-menetelmié ja moniaskelmenetelmis.
Miksi siis tarvittaisiin endd muita menetelmia?
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Kuva 6.7: Esimerkin 6.8 tehtdvan ratkaisu klassisella RK-menetelmalld kahdella eri

aika-askeleella.

Esimerkki 6.8. Tarkastellaan ongelmaa
{:c’ — —100z + 20 sin(¢)

z(0) =1

Kuvassa 6.7 on ratkaistu tdma tehtévé klassisella RK-menetelmalld kun h = 1/400
(kellanruskea) ja h = 1/357 (punainen). Alussa ratkaisulla on nopea transientti, jolloin
askeleen pitéisikin olla pieni. Sitten ratkaisu asettuu hitaasti muuttuvalle jaksolliselle

*

radalle, jolloin askel voisi tarkkuuden puolesta olla huomattavasti isompi. Ta&mé& on
kuitenkin mahdotonta koska numeerinen ratkaisu alkaisi kasvaa eksponentiaalisesti.

Téaméntyyppisia tehtdvid sanotaan kankeiksi (stiff ). Kankeudelle ei ole 16ytynyt
mitddn matemaattisen tarkkaa médritelmés, mutta seuraava kaytdnnon huomio on

ainakin oikean suuntainen.
PMaaritelmi”
Tehtdva on kankea, jos eksplisiittisen menetelmdan taytyy kdyttid tarpeettoman

pienid askeleita.
Toisin sanoen mikéén eksplisiittinen menetelmé ei voi olla hyvé kankeille tehtaville

vaan tarvitaan valttamétta implisiittisia menetelmia. On osoittautunut, ettd seuraava

menetelméiperhe soveltuu hyvin kankeille tehtéville.
=1jab; =0 josj </

Maiaritelmi 6.9. BDF-menetelmissid asetetaan ensin by
Tdmdn jilkeen lasketaan kertoimet a; siten, ettd kertaluku on €.
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Lemman 6.4 perusteella voidaan osoittaa, ettd kertoimet a; tosiaan voidaan valita
siten, ettd saadaan haluttu kertaluku. Ensimméinen BDF-menetelmé on

Tpt1 — Tp = hf(tn+17xn+1)

jota luonnollisesti sanotaan implisiittiseksi Eulerin menetelmdksi. BDF-menetelmié san-
otaan joskus Gearin menetelmiksi koska Gear oli ensimméinen joka huomasi niitten
menetelmien kdytannon merkityksen [8]. Huomattakoon, ettd implisiittisyys sinénsé ei
viela takaa mitddn; esimerkiksi implisiittset Adamsin menetelmét eivit sovellu kankeille
tehtaville.

Lemma 6.6. BDF-menetelmdt ovat vahvasti stabiileja, kun ¢ < 6.

Todistus. Taméa on suora lasku. <>

Voidaan osoittaa, ettd BDF-menetelmit ovat epéstabiileja kun ¢ > 6, mutta tél-
l& ei ole juurikaan kéytdnnon merkitystéd koska kertaluku 6 on taysin riittdva. BDF-
menetelmét soveltuvat kankeille tehtaville koska niilld on vahvan stabiilisuuden lisédk-
si erds toinen stabiilisuusominaisuus. Tarkastellaan jilleen testiongelmaa z’ = —ax,
z(0) = 1 missd a > 0. Tadmén ratkaisu z(t) = e~ ldhestyy nollaa kun ¢ — oo. Nyt
voisi toivoa, ettd numeerinen menetelma tuottaisi jonon z,, joka myos ldhestyisi nollaa
kun n — oo. Esimerkiksi Eulerin menetelmélld tdmé ei aina toteudu.

Tpi1 =Tp+hfy=010—-ah)x, = x,=(1—ah)"z

Siis x,, — 0 vain jos h < 1/a. BDF-menetelmille ei tule téllaista rajoitusehtoa aika-
askeleelle. Tarkistetaan tdmé seuraavan kaksiaskelisen BDF-menetelmén tapauksessa.

3xn+2 - 43771—&-1 +Tn = 2hfn+2

Lemma 6.7. Testiongelmaan sovellettuna BDF2-menetelmdn ratkaisulle pitee x,, — 0
kun n — oo kaikilla a > 0 ja kaikilla h > 0.

Todistus. Pitad siis analysoida seuraavan differenssiyhtélon ratkaisuja.
(34 2ah)x, 10 —4xp1 + 1, =0

Téamén karakteristinen polynomi on p(z) = (3+2ah)z? — 4z + 1 jonka nollakohdat ovat

2+ 1 —2ah
2y = ——

3+ 2ah
Lemman A.8 mukaan yleinen ratkaisu on
T, = 12 + co2”

Selvésti nyt |24 | < 1 kaikilla A > 0 joten z,, — 0 kun n — occ. <>

Esimerkki 6.9. Sovelletaan BDF2-menetelméé esimerkin 6.8 tehtdvéaan. Kuvasta 6.8
ndhdééan, ettd jo hyvinkin isolla aika-askeleella saadaan hyva tulos. *

Kankeitten tehtdvien tapauksessa BDF-menetelmilld voidaan siis ottaa huomat-
tavasti isompia askeleita kuin "tavallisilla” menetelmilla. Tésté saatava hyoty on paljon
suurempi kuin implisiittisyydestd aiheutuva yliméardinen vaiva. Kankeita tehtdvid on
perusteellisesti analysoitu kirjassa [11].
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Kuva 6.8: Esimerkin 6.8 tehtavan ratkaisu BDF2-menetelmalla kahdella eri aika-
askeleella.

6.6.2 Difyhtalosysteemit

Useimmiten luonnollisesti halutaan ratkaista difyhtélosysteemejd. Onneksi tdhdn ei
tarvita mitddn uutta teoriaa, vaan ylld késitellyt menetelmét soveltuvat sellaisinaan
tapaukseen jossa sekéd x ettd f ovat vektoreita.

6.6.3 Kiytdnnon toteutus

Kaytdnnossd haluttaisiin muuttaa automaattisesti askelpituutta laskennan kuluessa.
Taméa tapahtuu siten, ettd tavalla tai toisella yritetdédn arvioida virhettd kun otetaan
uusi askel. Jos arvioidaan, etté virhe on liian iso, niin askel hyldtdédn, pienennetdén
askelta, ja yritetddn uudestaan. Koska menetelmé suppenee, niin riittdvan pienelld
askeleella padstaan lopulta eteenpéin.

Toisaalta jos arvioidaan, ettd yhden askeleen virhe on erittédin pieni, niin talloin ti-
etenkin hyvéksytddan askel, mutta myos kasvatetaan seuraavaa askelta jotta laskenta
olisi mahdollisimman tehokasta. Voisi siis sanoa, ettd pyrkimyksené on, etti jokaisella
(hyviksytylld) askeleella tehty virhe on suurin piirtein vakio riippumatta askelpituud-
esta. Kirjassa [10] on selvitetty miten tamé kiyténnossa voidaan toteuttaa.

Moniaskelmenetelmien tapauksessa voidaan joskus vaihtaa paitsi askelta, my6s menetelmén
kertalukua. Toisin sanoen on ohjelmoitu kaikki Adamsin tai BDF-menetelmét esimerkik-
si kertalukuun 6 asti, ja ohjelma saattaa laskennan kuluessa tietyissé olosuhteissa siirtya
kertaluvusta toiseen.

Implisiittisid menetelmié tarvittiin ennen kaikkea kankeitten tehtdvien takia. T4él-
16in ongelmaksi muodostuu miten ratkaista yhtélo

Tnye — hbof (tnge, Tnye) = v
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missd v on tunnettu. Merkitddn y = x,4,. Ehkipé yksinkertaisin idea olisi kéiyttaa
kiintopisteiteraatiota

a1 = hbef (tnye, Y) +v

Huomaa, ettd nyt on varsin helppoa valita hyva alkuarvo, esimerkiksi yo = z,40-1.
Selvésti tdmé iteraatio suppenee kun h on riittdvan pieni. Muistetaan kuitenkin, et-
ta implisiittisida menetelmié kdytetdin nimenomaan kankeille tehtéville. Nyt osoittau-
tuu, ettd kdytdnnossa jos tehtdvé on kankea, niin kiintopisteiteraatiossa pitéisi valita
tarpeettoman pieni h, jolloin siis menetetdédn se etu jota implisiittiselld menetelmélla
haettiin. Siis kdytédnnossi epélineaarinen systeemi ratkaistaan Newtonin menetelmalla.

6.6.4 Hamiltonin systeemit

Erds tarked tehtdvéluokka joka vaatii erityisid numeerisia menetelmié ovat Hamiltonin
systeemat. Naita esiintyy paljon klassisen mekaniikan ja monikappaledynamiikan on-
gelmissa siind tapauksessa ettd systeemin kitka voidaan jattdd huomiotta, jolloin sys-
teemin kokonaisenergia siilyy.

Tarkastellaan seuraavassa vain yhtd esimerkkid jossa ndhddédn millaisia ongelmia
tastd numeerisille menetelmille aiheutuu. Tarkastellaan heilurisysteemié

{9/ - (6.7)

v = —sin(h)
missd 6 on heilahduskulma ja v on nopeus. Nyt voidaan helposti tarkistaa, etté

H = 1v* —cos()

1
2
jota sanotaan tehtdvian Hamiltonin funktioksi, pysyy vakiona ratkaisua pitkin. Siis
ratkaisun radat (6, v) tasossa ovat H:n tasa-arvokiyrid. Kuvassa 6.9 on ratkaistu tehtavi
seké Eulerin menetelmélla ettd klassisella RK-menetelmalla. Lihelld origoa tarkat ratkaisut,
siis H:n tasa-arvokéyrit ovat umpinaisia, joten ratkaisut ovat jaksollisia. Eulerin menetelma
el kuitenkaan yhden kierroksen jéilkeen "osu” ldhellekdén jaksollista ratkaisua vaikka
aika-askel on suhteellisen pieni. Klassinen RK-menetelméa parjaa luonnollisesti huo-
mattavasti paremmin, mutta senkin kanssa tulee ongelmia kun laskenta-aikaa kasvate-
taan.

Ongelmat johtuvat pohjimmiltaan siitd, ettd Hamiltonin systeemeilld on tietty eri-
tyisrakenne, ja vain erdédt numeeriset menetelmét ottavat sopivalla tavalla tdmén rak-
enteen huomioon. Néitd Hamiltonin systeemeille sopivia menetelmié sanotaan symplek-
tisiksi menetelmaiksi. Niitd on analysoitu kirjassa [9].

6.7 Harjoitustehtiavia

1. Laske 3-askelinen Adamsin eksplisiittinen ja implisiittinen menetelma. Tarkista
kertaluvut.

2. Laske 3-askelinen BDF menetelmé. Tarkista, ettéd kertaluku on 3 ja ettd menetelma
on vahvasti stabiili.
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Kuva 6.9: Tehtavén (6.7) ratkaisu sekd Eulerin menetelmélld ettd klassisella RK-
menetelmall.



