Liite A
Hyodyllisia asioita

A.1 Liukuluvut

Maaritelma A.1. Olkoon annettu luvut m, p € N; liukuluvut IL(m, p) on joukko
L(m,p) = {£0.dyds . ..d,, - 105> | d;  e; € {0,1,...,9}}

£0.d1ds . . . dy, on livkuluvun mantissa ja tejesy . . . e, eksponentti; m on mantissan pitu-
us (siis mantissan numeroitten lukumddrd) ja p eksponentin pituus.

Tietokoneessa liukuluvut on esitetty binddrimuodossa. Periaate on kuitenkin tés-
mélleen sama.

Kun puhutaan sellaisista liukulukujen ominaisuuksista jotka ovat voimassa riip-
pumatta m:std ja p:std kdytetddn yksinkertaisesti symbolia L. Selvésti L(mq,p1) C
L(ms, pa), jos my < my ja p; < py. Esimerkiksi

0.254-1072 € L(3,1) —0.48762 - 10" € (5, 2)

Liukuluvuissa noudatetaan kiyténtod, ettd mantissan ensimméinen numero d; # 0 jos
se eksponenttia muuttamalla on mahdollista. Tarkastellaan tapausta 1L(3,1); siis luku
1/1000 € Q esitettiisiin muodossa 0.100-1072. Ttseisarvoltaan pienin nollasta poikkeava
luku IL(3,1):ssa on 0.001 - 107 ja suurin 0.999 - 10°.

Liukuluvut aiheuttavat numeerisia hankaluuksia pydristysvirheitten takia. Esimerkik-
s10.357% = 0.127449, mutta liukuluvuilla IL(3, 1) laskettaessa saadaan 0.127-10° (muis-
tetaan etté jos viimeinen 'poisjéatettava’ luku € {0, 1,2, 3,4} niin pyoristetddn alaspain
jajosse € {5,6,7,8,9} niin pyoristetdén ylospain). Pyoristysvirheisté johtuen tavalliset
laskulait eivét ithan tarkasti pide; esimerkiksi on mahdollista ettd a—+(b+c) # (a+b)+c.

Liukuluvuilla laskettaessa on mahdollista ettéd laskun lopputulos ei kuulu joukkoon;
esimerkiksi jos @ = 0.100-10~7 € 1L(3, 1), niin a® & IL(3, 1). T#ssi tapauksessa puhutaan
alivuodosta (underflow), siis luku on (itseisarvoltaan) lilan pieni esitettavéksi. Alivuoto
on usein (mutta ei aina) harmiton, ja laskua voi jatkaa yksinkertaisesti korvaamalla
oikean tuloksen nollalla. Néin laskimet ja tietokoneet menettelevét. Ylivuoto (overflow)
puolestaan tarkoittaa, ettéd tulos on liian suuri esitettéaviksi. Téalloin ohjelman suoritus
pysédhtyy eli ohjelma "kaatuu’; yleisesti ottaen ei ole mitdédn mielekéstd tapaa jatkaa

ohjelman suoritusta.
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Kuva A.1: Kaavalla Z, = e — nZ,_; lasketut arvot. Sininen: mantissan pituus 5,

keltainen: mantissan pituus 10, punainen: mantissan pituus 15.

Liukulukujen yhteydessd hyoddyllinen késite on lukusysteemin kone-epsilon. T&lla
tarkoitetaan pienintéd lukua € siten, ettd 14 > 1. Esimerkiksi MATLABIN kone-epsilon
on ~ 2-10716,

Esimerkki A.1. Seuraavassa tapauksessa laskeminen liukuluvuilla johtaa pyoristysvir-
heitten takia vaaraéan lopputulokseen. Haluttaisiin laskea integraali Z,, = fol x™e*dx kun
n on iso. Selvasti 0 < 7,1 <7, < --- <7y = e — 1. Osittaisintegroimalla saadaan

1 1 1
1 _ _
/ x"edr = /0 xe’ — n/ " letdr = e — n/ " letdx
0 0 0

Siis Z,, = e—nZ, _1, joten Z,, voidaan laskea iteratiivisesti lahtien arvosta Zo = e—1. Ku-
vassa A.1 on tulokset MAPLELLA laskettuna. MAPLESSA laskentatarkkuutta voidaan
muuttaa komennolla Digits. Kédytannossa tdmaé siis muuttaa mantissan pituutta. Kuvan
A.1 tulokset on saatu kidyttdmaélld mantissan pituuksia 5, 10 ja 15. *

A.2 Polynomit

A.2.1 Yhden muuttujan polynomit

Olkoon P kaikkien polynomien joukko ja PP, korkeintaan astetta n olevien polynomien
joukko. Selvésti molemmat joukot ovat vektoriavaruuksia ja P on vieldpé rengas. Koska
IP,, on vektoriavaruus, niin sen alkiot voidaan esittdé eri kantavektoreitten avulla. P,:n
luonnollinen kanta on

{1,2,2%,...,2"}
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Koska vektoriavaruuden ulottuvuus on sen kantavektoreitten lukumééra niin dim(P,,) =
n + 1. Numeerisessa analyysissd on kuitenkin usein hyoddyllistéd kdyttaa ortogonaalisia
kantavektoreita. Tarkastellaan téssé vilid [0, 1].

Madritelma A.2. Funktioitten f ja g sisétulo (vdlilla [0,1]) on

(f.9) = / f(2)g(x)da
0

f ja g ovat ortogonaaleja, jos (f, g) =

Haluttaisiin siis muodostaa ortogonaalikanta avaruudelle PP,,. Tamé saadaan Legen-
dren polynomien avulla.

Maaritelma A.3. Olkoon Lo =1, L1 =2x — 1 ja
Polynomeja Ly sanotaan Legendren polynomeiksi.

Selvisti polynomin L, aste on k, Ly(0) = (=1)* ja L,(1) = 1. Kuvassa A.2 on
piirretty muutama Legendren polynomi. Jos sitten halutaan ortogonaaliset polynomit
jollain muulla vélilla niin ndmé saadaan helposti sopivalla muuttujanvaihdolla tésté
perustapauksesta. Legendren polynomeilla on muun muassa seuraavat ominaisuudet.

Lemma A.1. 1. |Ly(2z)| <1 kaikilla k >0 ja 0 <z <1
2. [} Lide =1/(2k + 1)

3. Rodriguesin kaava antaa polynomit suoraan:

_ =Dt .
Ly = o w(w(l—x))

4. Polynomit toteuttavat differentiaaliyhtdlon

% (x(1 —z)Ly) + k(k+1)L, =0

5. (Lj,Lg) =0 kun j #k
6. Polynomilla Ly, on tismdlleen k yksinkertaista nollakohtaa vililld [0, 1].

Todistus. Todistetaan kohta 6. Selvésti viite on totta kun k& = 0 tai k = 1. Oletetaan,
ettd se on totta kun 7 = 0,1,...,k — 1. Koska L;:n asteluku on k, niin silld on ko-
rkeintaan £ yksinkertaista nollakohtaa. Tehdaéan vastaoletus: Ly:1la on vihemmén kuin
k erillistd nollakohtaa valilla [0, 1]. Olkoon 1, . .., z, ne valilld [0, 1] olevat nollakohdat
joitten kertaluvut ovat parittomia. Selvésti siis £ < k ja olkoon f = (z—z1) ... (z—xy).
Siis Ly f(x) > 0 tai Ly f(x) < 0 kaikilla « # x;. Toisaalta ortogonaalisuuden perusteella

pitéisi patea
1
0

mik4 on ristiriita. <
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Kuva A.2: Legendren polynomit Lo, L3, L4 ja Ls.

Ortogonaaliset polynomit liittyvat laheisesti erikoisfunktiothin. Naita on perusteel-
lisesti késitelty kirjassa [1].

Toinen klassinen kanta avaruuteen P, saadaan Tshebyshevin polynomeilla. Nama
voidaan maédaritelld monella tavalla, mutta kidytetddn téssa rekursiokaavaa kuten Leg-
endren polynomien tapauksessakin.

Maaritelma A.4. Tshebyshevin polynomit saadaan asettamalla ensin Cy =1, C, = x
Ja sitten
Cit1 = 22Cy, — Ci

Tshebyshevin polynomeilla on seuraavat hyodylliset ominaisuudet.

Lemma A.2. Cy:lla on tismdlleen k yksinkertaista nollakohtaa vdlilli [—1,1]. Nol-
lakohdat ovat x; = cos((2j — 1)w/2k), 1 < j < k. Lisdiksi

|Ce(z)| <1 kaikilla —1<z<1

Todistus. Kaikki viiitteet seuraavat helposti siité, etté itse asiassa C(cos(6)) = cos(k8).
Tamén voi osoittaa lahtien liikkeelle ylldolevasta rekursiokaavasta. <

Kolmas hyodyllinen kanta avaruuteen P, saadaan Bernsteinin polynomien avulla:

n!

Bi@) = i —h

xk(l o l‘)n_k

Bernsteinin polynomeilla on seuraavat ominaisuudet:
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0.5 1

Kuva A.3: Tshebyshevin polynomit Cs, C3, Cy ja Cs.

Lemma A.3. 1. B}(z) >0 katkilla k,n>03ja0<z <1

NS

c Y op—o Bi(x) =1 kaikilla t
3. 0 < Bp(x) <1 kaikilla k,n>0ja0 <z <1

4. Bp(z) = (1 — ) By~ (x) + 2By ()

&

. {Bg, B, ..., B:j} on avaruuden P, kanta.
6. [ Bi(x)dr =1/(n+1).

Todistus. Ominaisuus 2 seuraa kaavasta
_ n __ . TL' k n—k __ n

Kohta 3 seuraa kohdista 1 ja 2. Kohdat 4, 5 ja 6 jatetddn harjoitustehtdvéaksi. <

A.2.2 Yleiset polynomit

Olkoon o = (v, ..., ay,) € N* moni-indeksi. Moni-indeksien avulla voidaan kétevésti
késitelld monen muuttujan polynomeja. Ensinnékin yleinen monomi voidaan kirjoittaa
muodossa =% = z{* ... z%", jolloin kaikkien polynomien avaruus on

]P’”:{p|p:anxa, ca €ER}

«
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Kuva A.4: Bernsteinin polynomit By, B}, B3 ja B3.

missd summassa on vain direllinen méaéra nollasta poikkeavia termeja. Monomin aste
on deg(z®) = a; +- - -+, ja on tapana merkité |a| = ay +- - - + ay,. Téll6in polynomin
aste on luonnollisesti suurin siind esiintyvien monomien asteista:

deg(p) = max {|af |p = ana:a , Ca #0} (A.1)

A3 R”

Olkoon e € R™ vektori jonka j:s komponentti on yksi ja loput ovat nollia. Olkoon x,
y € R". Vektorien x ja y vélinen sisdtulo on

(z,y) = Z TiYj
j=1

Vektorit z ja y ovat ortogonaalisia, jos {x,y) = 0. Vektoreitten el ... e® muodostama
R™mn [uonnollinen kanta on ortogonaalinen:

(el e)) =0 kaikilla i # j

Vektorin = (Euklidinen) pituus eli normi on

o] = V{z,2) = \Jat+ - +af

Sisétulolle pétee tarked Cauchyn (tai Schwartzin tai Bunjakovskin) epdyhtald

[(z, )| < |z |yl (A.2)

Olkoon edelleen B,(p) = _{x eR" ’ lr —p| < r} C R™ avoin pallo jonka keskipiste
on p ja side on r, ja olkoon B, (p) vastaava suljettu pallo.
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Mairitelmia A.5.

1. Joukko 0 C R™ on avoin, jos kaikilla p € €2 on olemassa r > 0 siten, ettd
B,(p) C .

Q on pisteen p ympéristo, jos p € ) ja €2 on avoin.
Q on suljettu, jos sen komplementti 2° on avoin.

Q2 on rajoitettu, jos on olemassa r siten, etti Q C B,.(0).

Joukko on kompakti, jos se on suljettu ja rajoitettu.

Intuitiivisesti joukon reuna on varsin helppo késittda: tyypillisesti jos €2 on avoin
niin sen reuna 02 on ne pisteet jotka pitda lisidta kun otetaan sulkeuma. Yleisesti ottaen
voidaan asettaa

Maaritelma A.6.
1. p kuuluu joukon Q sulkeumaan Q, jos kaikilla r > 0 pétee B.(p) NQ # 0.

2. p kuuluu joukon Q) reunaan OS2, jos kaikilla r > 0 pdtee

B(p)NQ#0 ja B.(p)NnQ°#0

Siis selvisti 9Q C Q ja 9Q = 9Q°.

Maaritelma A.7.
1. © C R™ on konveksi, jos

r,ye€Q = (1-Nzx+lyeQ kaikila 0<A<1

2. Joukon Q konveksi peite, merkitidn conv($2), on pienin konveksi joukko joka
sisdltad $2:m.

3. Olkoon ) konveksi ja f : Q0 — R. Talloin f on konveksi, jos

FA=Nz+Xy) <1 =N Ff()+Mf(y) kaikilla 0<A<1

4. Olkoon p°, ... p" jokin pistejoukko. Piste x on pisteitten p’ konveksi kombinaatio,
jos se voidaan esittdd muodossa

x:)\0p0++)\npn ) )\0++>\n:1 ) )\JZO

Konveksit kombinaatiot ovat hyodyllisid seuraavan lemman takia.

Lemma A.4. Olkoon S = {po, o ,p”}. Tilloin conv(S) on pisteitten p’ konveksien
kombinaatioitten joukko.
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Vektorin suuruuden mittana on joskus kétevd kayttdd muutakin kuin euklidista
pituutta. Seuraavat ovat osoittautuneet hyodyllisiksi:
ol =l 4+ + foul

[]o0 = max |z;]

(A.3)

Jos on selvyyden vuoksi tarpeen, niin Euklidisesta pituudesta voidaan kayttda merk-
intdd |x|y. Néitten eri R™:n normien avulla voidaan myos matriiseille mééritelld normi.

Maisritelmé A.8. Olkoon A € R¥*™ ja p =1, 2 tai co. Nditi vastaava matriisinormi
on

|Azx|,
|All, = sup = max |Az|,
T#£0 |x‘p |z]p=1

Suoraan maééaritelméstd saadaan heti seuraavat hyodylliset ominaisuudet:
|Az| < [|A[ ]z ja JAB| < [|All[|B]]

Erityisesti siis neliomatriiseille pétee ||A™|| < || A||™.
Tapaukset p = 1 ja p = oo ovat térkeitd seuraavan Lemman takia.

Lemma A.5.

k

|All: = gjfcgglz |ai;]
=1
n

[Allo = g%zl |aij|
j:

Todistus. Tapaus p = co. Olkoon y = Ax
il = D ais| < laggl ] < Jwloo > las|
J J J
Siis [|Allee < max; Y~ |ai]. Olkoon . [am;| = max; D, |a;;| ja valitaan x siten, ettd

1 jos am; >0
. —
=1 josam; <0

Talléin x| =1 ja ym = max; 3, [ai;|, joten [|Alloo = max; D |aj|-
Tapaus p = 1. Olkoon edelleen y = Ax.

yh =D 1wl =D D e <0 il ]
i i J J

7
=) lagl |z < x| max Y ay| = |zl max > |ay|
J 7 7 J ) J 7

Siis || Al < max; ) . |a;;]. Olkoon sitten ) . |a;,| = max; >, |a;;|. Téalloin |Ae™|; =
max; ), |ai;], joten [[Ally = max; ), [ai;]. <
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Sen sijaan normin [|A||, laskemiseksi ei ole mitdén helppoa kaavaa. Huomaa, ettd

jos A on symmetrinen, siis A = AT niin ||A]|; = || Al|oe-
Olkoon = = (x1,...,x,) € R ja maaritelldan
1z ... :1:'?71
v 1 ng xgzl (A1)
Loy o !

Tata matriisia sanotaan Vandermonden matriisikss.

Lemma A.6.

det(V) = [ J(x; — )

>t

Eriyisesti siis jos x; # x, kaikilla j ja ¢, niin det(V') # 0.
Todistus. Determinantin mééritelmésté seuraa, ettd det(V') on muuttujien ; homogeeni-
nen polynomi, jonka aste on n(n — 1)/2. Toisaalta V:n mééritelméstd seuraa, ettd jos
x; = xy jollekin j ja ¢, niin det(V') = 0. Mutta télléinhén x; — 2, on polynomin det(V)
tekija. Koska téllaisia pareja (j,¢) on n(n — 1)/2 niin taytyy pated

det(V) = cH(:vj — )

missi ¢ on jokin vakio. Mi#ritelmin mukaan determinantissa on termi z»x3...x
Vertaamalla oikeaan puoleen ndhdéén, ettd ¢ = 1. <

A.4 Differentiaalilaskentaa

A.4.1 Merkintoja
Olkoon I C R. Asetetaan

CUI)=C)={f : I = R|f jatkuva}
CHI)={f. ffeC)}
o)y ={f, [, fMec)y

Néamé ovat kaikki vektoriavaruuksia ja polynomit voidaan tulkita néitten aliavaruudek-
si.
Olkoon sitten f : R" — R*. Merkintd f(z) = O(|z|™) tarkoittaa, etti on olemassa
c ja € siten, etta
|f(x)] <clz|™ kun |z|<e
Siis esimerkiksi

sin(z) =z + O0(2*) ja cos(z) =1—2%/2+ O(z?)
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A.4.2 Taylorin lause

Monet numeerisen analyysin virhearviot perustuvat seuraavaan tulokseen, jota on tapana
sanoa Taylorin lauseeksi.

Lause A.l. Olkoon f € C"T(I) missi I = [a,b]. Valitaan = ja h > 0 siten, ettd
[z,z + h] C I. Tallin on olemassa 8 € [x,x + h] siten, ettd

Fla+h) =f(@) + F@)h+- + % fO @0 + L foD (g

z+h
flz+h) :f(x)—l—f'(x)h—|—~--+%f(")(@h”—ki/ : f(”H)(s)(x—i-h—s)"ds

Tamén erikoistapauksena saadaan
valiarvolause @ f(b) — f(a) = f'(B)(b—a) ja
b

differentiaalilaskennan peruslause : f(b) — f(a) = / f'(s)ds

Edelleen véliarvolauseen erikoistapauksena saadaan Rollen lause: jos f(a) = f(b), ni-
in on olemassa € [a,b] siten, ettd f'(5) = 0. Interpolointitehtévien virhearvioissa
tarvitaan yleistettyd Rollen lausetta.

Lause A.2. Olkoon f € C™(I) missi I = [a,b] jaa < zg < 21 < -+ < x, < b.
Oletetaan, etti f(zo) = f(x1) = -+ = f(x,). Tdllvin on olemassa ( € [a,b] siten, ettd
F0(8) = 0.

Todistus. Tarkastellaan tapausta n = 2. Koska f(z9) = f(z1) (vastaavasti f(z1) =
f(z2)), niin tavallisen Rollen lauseen perusteella on olemassa zy € [zg, 1] (vast. z; €
[x1, x2]) siten, ettd f'(z9) = f'(z1) = 0. Mutta télloinhéan Rollen lauseesta sovellettuna
funktioon f’ seuraa, ettd on olemassa (8 € [z, z1] siten, ettd f”(3) = 0.

Selvésti edelld esitettyd ideaa voi kayttaa induktiivisesti yleisen tapauksen todis-
tukseen. <>

Jos ei olla kiinnostuttu Taylorin kehitelmén virhetermistd voidaan kirjoittaa
f@) = fa)+ fl(a)(z —a) + -+ & [ (a)(x — a)" + O((& — a)"*")

Kun f : R™ — R niin Taylorin sarjan kaava nédyttda erittdin monimutkaiselta ellei
kaytd moni-indekseja. Olkoon z € R™ ja a € N” ja kiytetddn merkintoja

la| =a; + -+ + ay,

ol =aq!. . ap!

Qn
n

olel f B olelf

= —
Jx>  Oxi*...0x8n

=zt

o f =

Niilla merkinnoillda moniulotteinen Taylorin sarja voidaan kirjoittaa yhté helposti kuin
yksiulotteinen tapaus.
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Lemma A.7. Olkoon f € C"(R"™). Tdlloin

fla)y=">Y" éaaf(a) (z —a)* + O((x — a)™™)

laj<n

A.4.3 Vektoriarvoiset funktiot

Olkoon © C R™ jokin sopiva osajoukko ja f : Q — RF:siis f = (f1,..., fx) missi
fj = fj(l‘ly e ,l’n).

Madritelma A.9. Kuvauksen f Jacobin matriisi eli (ensimméinen) differentiaali on
3f1/8x1 .. 8f1/8(l]n

af = : i :
Ofi)0x1 ... Ofs)0xn

Jos k =1, nin on tapana merkitd

Vf=(0f/0x1,...,0f0x,)

jolloin V f on kuvauksen f gradientti. Edelleen tapauksessa k =1 kuvauksen f toinen
differentiaali (tai Hessen matriisi) on

o2flox? ... 0*f/0x,0z,
d'f = : :
0?f)0x,0x, ...  Of)0x2

Merkintd f € C1(Q) tarkoittaa, etti f sekéi kaikki matriisin df alkiot ovat jatkuvia
(2:ssa.

A.5 Differenssiyhtilo

Differentiaaliyhtéloitten numeeristen menetelmien analyysissé tarvitaan joitain perusasioi-
ta lineaarisista differenssiyhtéloistd. Teoriassa on paljon samaa lineaaristen differenti-
aaliyhtéloitten kanssa. Tarkastellaan homogeenista vakiokertoimista yhtaloa

4

Z AjTn4j = 0 (A5)

J=0

Koska numeerisissa menetelmissé tarkastellaan alkuarvotehtévié, niin ajatellaan téssa,
ettd x on "puolidédreton” vektori:

Tr = ([Eo,l‘l,xg,...)
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Jos z on sitten yhtélon (A.5) ratkaisu, niin sanotaan, ettd = on rajoitettu, jos on ole-
massa N ja c siten, etté
|z,| < ¢ kaikilla n > N

Miten 16ydettéisiin ratkaisuja? Tietenkin hyvén yritteen avulla, kuten lineaaristen di-
fyhtélsitten tapauksessa. Olkoon z,, = 2"; sijoittamalla tdmé yhtéloon (A.5) saadaan

l L

Zajz"+j =2z" Z ajzj =0
§=0 §=0
Olkoon p(z) = Z?:o a;z7; selvisti @, = 2" on eris ratkaisu, jos p(z) = 0.
Maaritelma A.10. p on tehtdvin (A.5) karakteristinen polynomi.
Koska (A.5) on lineaarinen, niin sen yleinen ratkaisu, siis sen kaikkien ratkaisujen
joukko, saadaan lineaarisesti riippumattomien ratkaisujen lineaarikombinaationa. Siis

jos karakteristisella polynomilla on ¢ erillistd nollakohtaa z;, 1 < j < ¢, niin yhtélén
(A.5) yleinen ratkaisu on muotoa

Tp =127 + -+ o2y

missé c¢; ovat vakioita. Jos karakteristisella polynomilla on moninkertaisia nollakohtia,
niin yleinen ratkaisu on monimutkaisempi. Olkoon p:lla m erillistd nollakohtaa jolloin
voidaan kirjoittaa

p(z) = (z—2)" ... (2 — zm)"™ (A.6)
missd 01 + -+ - + £, = L.
Lemma A.8. Olkoon yhtilon (A.5) karakteristinen polynomi (A.6). Tdalldin yhtdlon
(A.5) yleinen ratkaisu on
Tn = P12 + o+ Py,
missd pj € Py, 1.
Todistus. Pitéé siis tarkistaa, ettd néin saadaan ¢ lineaarisesti riippumatonta ratkaisua,

ja ettd termit p;z7 todella ovat ratkaisuja. Molemmat ovat varsin suoraviivaisia tark-
istuksia jotka jatetddn harjoitustehtéviksi. <>

Tamén perusteella saadaan sitten

Lemma A.9. Olkoon x yhtilon (A.5) ratkaisu ja olkoon z; karakteristisen yhtdlon
nollakohdat. Tédlloin

(1) ©, = 0 kun n — oo, jos |z;| <1 kaikilla j
(11) , pysyy rajoitettuna, jos |z;| < 1 kaikilla j ja jos ne nollakohdat joille pitee

|z;| = 1 ovat yksinkertaisia.

Siis kompleksitason yksikkoympyré on differenssiyhtéloille sama kuin kompleksita-
son vasen puolitaso differentiaaliyhtéldille.
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A.6 Harjoitustehtivii
1. Niytd, ettd 0Q = R.
2. Todista lemman A.3 kohdat 4, 5 ja 6.

3. Anna esimerkki liukuluvuista joille pétee
a+(b+c)#(a+d)+c ja alfy)#(ab)y

4. Osoita, ettd Legendren polynomeille pitee Ly(1) = 1 kaikilla .
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