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Kaikissa on käytetty alkuarvoa x0 = −2. . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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Luku 1

Johdantoa

It is the mark of an educated mind
to look for precision in each class of things
just so far as the nature of the subject admits.

Aristoteles: Nikomakhoksen etiikka, I.31

Numerical analysis is the study of algorithms
for the problems of continuous mathematics.

N. L. Trefethen [20, s. 323]

Tarkastellaan seuraavassa neljää numeerisen analyysin perustehtävää:

• yhtälön ratkaisu, tai yleisemmin yhtälöryhmien ratkaisu

• ”sopivan” käyrän piirtäminen.

• numeerinen integrointi

• differentiaaliyhtälön numeerinen ratkaisu

Seuraavissa numeerisen analyysin perusteoksissa on käsitelty samoja asioita kuin
tällä kurssilla [18].

1http://www.constitution.org/ari/ethic 00.htm
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Luku 2

Yhtälön ratkaisu

2.1 Juurien laskeminen

Lähdetään liikkeelle yksinkertaisesta tapauksesta: miten lasketaan luvun neliöjuuri?
Tämähän on sama asia kuin laskea nollakohta polynomille f(x) = x2 − a. Jo antiikin
aikoina tiedettiin, että seuraavalla algoritmilla saadaan nopeasti hyvä approksimaatio.

Algoritmi 1 Neliöjuuri

Input: annetaan jokin a > 0 ja valitaan jokin x0 > 0
Output: arvio luvulle

√
a

loop

xk+1 =
1
2

(
xk +

a
xk

)
end loop

Huomaa, että tämähän on päättymätön silmukka, siis tuotetaan jono {xk}k ja
toivotaan, että xk →

√
a kun k → ∞. Käytännön laskuissa pitäisi algoritmiin siis

lisätä jokin suppenemiskriteeri joka pysäyttäisi algoritmin. Palataan tähän kysymyk-
seen myöhemmin.

Mutta miten edellä mainittu algoritmi löydettiin? Ehkäpä huomattiin, että jos xk <√
a, niin a/xk >

√
a joten niitten keskiarvon luulisi olevan parempi approksimaatio.

Mutta onko näin?

|xk+1 −
√
a| =

∣∣1
2

(
xk +

a

xk

)
−
√
a
∣∣ = 1

2

∣∣∣1− √
a

xk

∣∣∣ ∣∣xk −
√
a
∣∣

Siis virhe pienenee, jos

1
2

∣∣∣1− √
a

xk

∣∣∣ < 1 ⇔ xk >

√
a

3

Luonnollisesti on helppo valita sellainen alkuarvo, että x0 >
√
a/3. Mutta edes tämä ei

ole tarpeen. Helposti nähdään, että jos valitaan mikä tahansa x0 > 0, niin x1 >
√
a/3.

Siis lähtien mistä tahansa alkuarvosta virhe rupeaa pienenemään viimestään toisen
iteraatiokierroksen jälkeen ja siis xk →

√
a kun k → ∞.
13
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Esimerkki 2.1. Jos a = 7 ja x0 = 4, niin saadaan

x1 =2.875

x2 =2.65489 . . .

x3 =2.645767 . . .

x4 =2.64575131111 . . .

x5 =2.6457513110645905905 . . .

Suppeneminen on erittäin nopeaa: iteraatin x5 kaikki näytetyt desimaalit ovat oikeita!
N

Hyvin varhain tämä algoritmi osattiin myös yleistää tapaukseen f(x) = xn − a.
Valitaan n = 4 ja oletetaan, että on jokin approksimaatio x̂ ja haluttaisiin parantaa
tätä siten, että x̂ + h olisi lähempänä oikeaa ratkaisua. Siis halutaan löytää h siten,
että

(x̂+ h)4 = x̂4 + 4x̂3h+ 6x̂2h2 + 4x̂h3 + h4 = a

Mutta jos x̂ on ”lähellä” oikeaa arvoa a1/4, niin h on ”pieni” joten

x̂4 + 4x̂3h ≈ a joten valitaan h = (a− x̂4)/4x̂3

Tämän idean takia on luonnollista, että tässä yhteydessä löydettiin myös ”Pascalin
kolmio”, jo ainakin 500 vuotta ennen Pascalia, kuva 2.1. Saadaan siis iteraatio

xk+1 = xk + (a− x4
k)/4x

3
k (2.1)

2.2 Yleinen tapaus

2.2.1 Kiintopisteiteraatio

Olkoon sitten f jokin jatkuva funktio, jonka nollakohdat haluttaisiin laskea. Nollako-
htien etsimisessä ensin kannattaa yrittää saada edes jonkinlainen käsitys siitä missä
ratkaisu mahdollisesti on. Skalaaritapauksessa tämä on varsin helppoa kun voidaan pi-
irtää kuvaaja ja muistetaan, että jos a < b ja f(a)f(b) < 0, niin f :llä on nollakohta
välillä [a, b].

Eräs tapa yrittää etsiä nollakohta perustuu kiintopisteisiin:

Määritelmä 2.1. Olkoon g : R → R. Piste z on g:n kiintopiste, jos g(z) = z.

Olkoon sitten g(x) = x + f(x). Selvästi nyt f(x) = 0 jos ja vain jos g(x) = x,
joten g:n kiintopisteet ovat f :n nollakohdat. Geometrisesti siis nollakohdan etsiminen
muutettiin käyrien y = x ja y = g(x) leikkauspisteen etsimiseksi. Tästä saadaan
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Kuva 2.1: Pascalin kolmio on Kiinassa Yang Huin kolmio.

Algoritmi 2 Kiintopisteiteraatio

Input: valitaan jokin x0 ja annetaan funktio g
Output: luku x̄ siten että g(x̄) ≈ x̄
loop

xk+1 = g(xk)
end loop

Esimerkkejä tarkastelemalla havaitaan, että kiintopisteiteraatio ei valitettavasti aina
suppene.

Esimerkki 2.2. Olkoon g(x) = γ x cos(x) + 1, missä γ on jokin parametri. Tarkastel-
laan parametrin arvoja γ = 0.8, 1.1, 1.35 ja 2.1. Kaikilla näillä arvoilla g:llä on yksi
kiintopiste välillä [1, 2], kuva 2.2. Kun γ = 0.8, niin iteraatio suppenee, kuva 2.3. Sen
sijaan kun γ kasvaa tapahtuu outoja. Kun γ = 1.1 iterointi suppenee kohti 2-jaksollista
jonoa. Kun γ = 1.35 saadaan puolestaan 4-jaksollinen jono. Lopulta kun γ = 2.1 jono
vaikuttaa kaoottiselta. Jono on kuitenkin siinä mielessä stabiili, että kaikki iteraatit
pysyvät välillä [−2, 3]. N

Seuraava tulos antaa kriteetin kiintopisteiteraation suppenemiselle.

Lemma 2.1. Olkoon x∗ kiintopiste ja |g′(x∗)| < 1. Tällöin kiintopisteiteraatio suppe-
nee, jos alkuarvaus x0 on riittävän lähellä kiintopistettä x∗.
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Kuva 2.2: Esimerkin 2.2 funktio g tapauksissa γ = 0.8 ja γ = 2.1.
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Kuva 2.3: Esimerkin 2.2 iteraatio tapauksissa γ = 0.8, γ = 1.1, γ = 1.35 ja γ = 2.1.
Kaikissa on käytetty alkuarvoa x0 = −2.
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Todistus. Jatkuvuuden perusteella on olemassa ε > 0 siten, että |g′(x)| ≤ µ < 1 kaikilla
x ∈ Iε = [x∗ − ε, x∗ + ε]. Siis jos xk ∈ Iε, niin

|xk+1 − x∗| = |g(xk)− x∗| = |g(xk)− g(x∗)|

=
∣∣∣ ∫ xk

x∗

g′(s)ds
∣∣∣ ≤ ∫ xk

x∗

|g′(s)|ds ≤ µ|xk − x∗|

Edelleen jos x0 ∈ Iε, niin induktiolla saadaan

|xk − x∗| ≤ µk|x0 − x∗|

G

Luonnollisesti kiintopiste x∗ on tuntematon, joten ehtoa |g′(x∗)| < 1 ei voi suo-
raan tarkistaa. Käytännön testin saa kun tarkastelee lemman todistusta. Siinähän itse
asiassa osoitettiin seuraava tulos.

Seuraus 2.1. Oletetaan, että

(i) |g′(x)| ≤ µ < 1 kaikilla x ∈ I = [a, b]

(ii) g:llä on kiintopiste x∗ välillä I

Tällöin

- g(I) ⊂ I

- jos x0 ∈ I, niin kiintopisteiteraatio suppenee kohti kiintopistettä x∗.

Huomaa, että eritysesti x∗ on tällöin ainoa kiintopiste kyseisellä välillä.
Suppenemisehto |g′(x∗)| < 1 tuntuu varsin rajoittavalta, mutta itse asiassa näin ei

ole! Ensinnäkin iteraatio voidaan käytännössä kirjoittaa eri tavoin.

Esimerkki 2.3. Olkoon f(x) = x − e−ax missä a > 0. Selvästi funktiolla f on yksi
positiivinen nollakohta. Nyt tämä voitaisiin kirjoittaa kiintopisteiteraationa kahdella
tavalla:

xk+1 = e−axk tai xk+1 = −1

a
ln(xk)

Jätetään harjoitustehtäväksi osoittaa, että jompikumpi näistä iteraatioista suppenee.
N

Lisäksi kiintopisteiteraatio saadaan aina suppenemaan seuraavan tempun avulla.
Olkoon α jokin parametri ja tarkastellaan iteraatiota

xk+1 = g(xk) = xk + αf(xk)

Selvästi g:n kiintopiste on f :n nollakohta olipa α mikä tahansa. Toisaalta g′(x) =
1 + αf ′(x), joten sopivalla α:n valinnalla voidaan suppenemisehto saattaa voimaan.
Luonnollisesti eri nollakohdat vaativat eri α:n.

Koska kiintopisteiteraatio on niin tärkeä annetaan vielä kolmas muotoilu joka on
hiukan vahvempi kuin kaksi edellistä versiota. Tämä on yksinkertaisin versio kuuluisasta
Banachin kiintopistelauseesta.
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Lause 2.1. Oletetaan, että

(i) |g′(x)| ≤ µ < 1 kaikilla x ∈ I = [a, b]

(ii) g(I) ⊂ I

Tällöin

- g:llä on yksikäsitteinen kiintopiste x∗ välillä I

- jos x0 ∈ I, niin kiintopisteiteraatio suppenee kohti kiintopistettä x∗.

Huomaa, että yksikäsitteisen kiintopisteen olemassaolo seuraa hypoteeseista. Palataan
myöhemmin kiintopistelauseen yleisempiin versioihin. Katsotaan sitten toista menetelmää
nollakohtien laskemiseksi.

2.2.2 Newtonin menetelmä

Kiintopisteiteraatio on varsin yksinkertainen ja helposti toteutettava menetelmä. Siinä
käytettiin vain itse funktion f arvoja. Jos käytetään myös funktion derivaattaa saadaan
tietyssä mielessä tehokkaampi menetelmä.

Tarkastellaan annetun funktion f graafia, jonka nollakohdat halutaan laskea. Tun-
netusti käyrän tangentti pisteessä (p, f(p)) on

y − f(p) = f ′(p)(x− p)

Tangentti approksimoi hyvin alkuperäistä funktiota pisteen p läheisyydessä. Siis jos
etsitään nollakohtaa, ja p on lähellä sitä, niin tangentin nollakohdan pitäisi olla vielä
parempi approksimaatio, kuva 2.4. Tästä saadaan

Algoritmi 3 Newtonin menetelmä

Input: valitaan jokin x0 ja annetaan jokin f
Output: luku x̄ siten että f(x̄) ≈ 0
loop

xk+1 = xk − f(xk)
f ′(xk)

end loop

Vertaamalla Algoritmiin 1 huomataan, että neliöjuuri laskettiin siis soveltamalla
Newtonin menetelmää polynomiin f(x) = x2 − a.

Lemma 2.2. Jos x0 on riittävän lähellä nollakohtaa x∗, niin Newtonin iteraatio sup-
penee.

Todistus. Olkoon N(x) = x− f(x)/f ′(x). Tällöin Newtonin iteraatio on kiintopisteit-
eraatio funktiolle N . Koska N ′(x∗) = 0, niin Lemman 2.1 perusteella iteraatio suppe-
nee. G
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Kuva 2.4: Newtonin menetelmän ensimmäinen askel esimerkin 2.4 tapauksessa.

Kuten kiintopisteiteraation tapauksessa kaikki nollakohdat saadaan kun vaihdetaan
”sopivasti” alkuarvoa.

Esimerkki 2.4. Olkoon f(x) = x3−20 sin(x)+3. Kuvassa 2.4 on ensimmäinen askel,
kun alkupiste x0 = −0.8. Verrataan Newtonin menetelmän suppenemista kiintopisteit-
eraatioon. Jos kirjoitetaan

xk+1 = g(xk) = xk + αf(xk)

niin huomataan, että tämä ei suppene kun α = 1. Kokeilemalla tai muuten tarkem-
min analysoimalla nähdään, että iterointi suppenee jos valitaan esimerkiksi α = 0.05.
Kuvassa 2.5 nähdään että Newtonin menetelmä suppenee huomattavasti nopeammin.
Tässä on laskettu 40 merkitsevällä numerolla. N

Helposti voidaan keksiä sellaisia esimerkkejä, että Newtonin menetelmä ei suppene.

Esimerkki 2.5. Olkoon f(x) = xe−x + 1. Selvästi tällä on täsmälleen yksi reaalinen
nollakohta. Jos kuitenkin valitaan alkuarvo x0 > 1 niin

x1 = x0 −
x0e

−x0 + 1

e−x0 − x0e−x0
= x0 +

x0 + ex0

x0 − 1
> x0 + 1

Selvästi siis xk → ∞. N

Tarkastellaan sitten lähemmin suppenemisnopeutta. Kuvan 2.5 perusteella tuntuisi,
että Newtonin menetelmä olisi jossain mielessä kvalitatiivisesti parempi. Koska New-
tonin iteraatio on kiintopisteiteraatio sovellettuna funktioon N , niin luulisi että sup-
penemisen nopeus liittyisi siihen, että N ′(x∗) = 0.

Katsotaan ensin kiintopisteiteraatiota. Kiintopisteiteraation tapauksessa nähtiin et-
tä

|xk+1 − x∗| ≤ µ |xk − x∗|



20 LUKU 2. YHTÄLÖN RATKAISU
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Kuva 2.5: Newtonin menetelmän suppeneminen kiintopisteiteraatioon verrattuna es-
imerkin 2.4 tapauksessa.

missä µ < 1. Kun ollaan suhteellisen lähellä kiintopistettä niin |xk+1−x∗| ≈ µ |xk−x∗|.
Olkoon Ek = |xk − x∗| virhe. Tällöin

Ek ≈ µkE0 joten ln
(
Ek
)
≈ ln

(
E0
)
+ k ln(µ)

Siis kiintopisteen tapauksessa pitäisi saada suora kun piirretään virheen logaritmi k:n
funktiona. Vertaamalla kuvaan 2.5 nähdään, että tämä pitää paikkansa. Tämän takia
joskus sanotaankin, että kiintopisteiteraatio suppenee lineaarisesti.

Näyttäisi siltä, että Newtonin menetelmä suppenee nopeammin kuin lineaarisesti.

Määritelmä 2.2. Oletetaan, että xk → x∗, kun k → ∞. Sanotaan, että suppeneminen
on neliöllistä, jos on olemassa c ja N siten, että

|xk+1 − x∗| ≤ c |xk − x∗|2 kun k > N

Neliöllisen suppenemisen tapauksessa

Ek ≈ ckE2k

0 joten ln
(
Ek
)
≈ 2k ln

(
E0
)
+ k ln(c)

Nyt siis lineaarinen termi k ln(c) on isoilla k:n arvoilla merkityksettömän pieni verrat-
tuna termiin 2k ln

(
E0
)
.

Lemma 2.3. Newtonin iteraation suppeneminen on neliöllistä.

Todistus. Olkoon |N ′′(x)| ≤ c välillä Iε = [x∗ − ε, x∗ + ε]. Tällöin

|N ′(x)| = |N ′(x)−N ′(x∗)| =
∣∣∣ ∫ x

x∗

N ′′(s)ds
∣∣∣ ≤ ∫ x

x∗

|N ′′(s)|ds ≤ c|x− x∗|

kun x ∈ Iε. Siispä

|xk+1 − x∗| = |N(xk)− x∗| = |N(xk)−N(x∗)|

=
∣∣∣ ∫ xk

x∗

N ′(s)ds
∣∣∣ ≤ ∫ xk

x∗

|N ′(s)|ds ≤ c|xk − x∗|2

G
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Kuva 2.6: Newtonin menetelmä suppenee hitaasti kaksinkertaisen nollakohdan tapauk-
sessa. Yhtenäinen viiva antaa teoreettisen suppenemisnopeuden ∼ 2−k.

Moninkertaiset nollakohdat aiheuttavat ongelmia. Tämä johtuu siitä, että moninker-
taisessa nollakohdassa myös derivaatta on nolla. Koska Newtonin menetelmässä derivaat-
ta on nimittäjässä, niin nollakohdan lähellä myös nimittäjä on melkein nolla. Olkoon
funktiolla f m-kertainen nollakohta x∗. Voidaan siis kirjoittaa f(x) = (x − x∗)

mh(x)
missä h(x∗) ̸= 0. Olkoon edelleen N(x) = x− f(x)/f ′(x) kuten aiemmin.

Lemma 2.4. N ′(x∗) = (m − 1)/m, joten moninkertaisen nollakohdan tapauksessa
Newtonin menetelmän suppeneminen on lineaarista.

Todistus. Tämä on suora lasku joka jätetään harjoitustehtäväksi. G

Esimerkki 2.6. Olkoon f = (x − 1)2(x2 + x + 1). Edellisen Lemman perusteella
N ′(1) = 1/2. Kuvasta 2.6 nähdään, että suppeneminen tosiaan on paljon hitaampaa
kuin yksinkertaisen nollakohdan tapauksessa. Huomattakoon kuitenkin, että tietyssä
mielessä moninkertaiset nollakohdat ovat poikkeustapauksia. Toisaalta numeerisessa
laskennassa aina esiintyy pyöristysvirheitä, joten suppeneminen voi olla käytännössä
ongelmallista jos nollakohdat ovat lähellä toisiaan. N

Mielenkiintoista on että Newtonin menetelmä voi tuottaa stabiileja jaksollisia ratoja
kuten kiintopisteiteraatiokin.

Esimerkki 2.7. Olkoon f(x) = (x + 2)(x2 + c) ja valitaan x0 = −0.54 ja c = 0.46.
Ainoa reaalinen nollakohta on x∗ = −2. Kuvassa 2.7 nähdään, että iterointi on alussa
epäsäännöllistä, mutta jonkin ajan kuluttua se sitten asettuu 3-jaksolliselle radalle.
Numeerisen analyysin kannalta tämä on kiusallista, mutta dynaamisten systeemien
teorian kannalta taas erittäin mielenkiintoista [6]. N
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Kuva 2.7: Newtonin menetelmä esimerkissä 2.7.

2.3 Algoritmin pysäyttäminen

Edellä on sekä kiintopisteiteraation että Newtonin menetelmän tapauksessa tarkasteltu
näin saadun lukujonon suppenemista. Käytännön algoritmissa pitää kuitenkin olla jokin
suppenemiskriteeri, joka pysäyttää algoritmin. Olkoon x̄ jokin approksimaatio funktion
f nollakohdalle x∗. Siis approksimaation (absoluuttinen) virhe on Eabs = |x̄−x∗| ja sen
suhteellinen virhe on

Esuht =
|x̄− x∗|
|x∗|

Jos tarkastelleen lukujonon xk suppenemista niin luonnollisesti on sama kumpaa virhet-
tä tarkastellaan: sekä suhteellinen että absoluuttinen virhe lähestyy nollaa jos luku-
jono suppenee. Käytännössä kuitenkin liukulukujen äärellisestä laskentatarkkuudesta
johtuen suhteellinen virhe on lähes poikkeuksetta mielekkäämpi arvioitaessa approksi-
maation hyvyyttä.

Esimerkki 2.8. Olkoon funktiolla f nollakohdat x∗ = 100 ja y∗ = 0.1 sekä approksi-
maatiot x̄ = 99.9 ja ȳ = 0.2. Absoluuttiset virheet ovat samat mutta

|x̄− x∗|
|x∗|

= 10−4 ,
|ȳ − y∗|
|y∗|

= 1

N

Mutta miten suhteellista virhettä sitten voisi käyttää konkreettisessa algoritmissa
koska virhettä ei kuitenkaan tunneta? Olkoon x∗ funktion f nollakohta ja olkoon xk →
x∗ kun k → ∞. Jos jono on jo lähellä oikeaa arvoa, niin

|xk − x∗|
|x∗|

≈ |xk − xk+1|
|xk+1|

Tätä voidaan käyttää suppenemiskriteerinä: jatketaan iterointia kunnes |xk−xk+1|/|xk+1|
on pienempi kuin jokin annettu toleranssi. Tästä saadaan
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Algoritmi 4 Kiintopisteiteraatio, versio 2

Input: alkuarvo x0, funktio g, toleranssi δ, iteraatiokierrosten yläraja nmax

Output: luku x̄ siten että g(x̄) ≈ x̄
k := 0 ; E := 1; x := x0

while k < nmax and E > δ do
y := g(x)
E := |y − x|/|y|
x := y
k := k + 1

end while
x̄ := x

Täsmälleen samoin voidaan toteuttaa Newtonin menetelmä: laitetaan funktion g
paikalle N(x) = x− f(x)/f ′(x).

Algoritmeihin kannattaa laittaa jokin yläraja iteraatiokierroksille siltä varalta että
suppenemista ei tapahdu. Entä miten toleranssi pitäisi valita? Liukuluvuilla lasket-
taessa suhteellinen virhe ei voi olla pienempi kuin kone-epsilon (katso liitteen A.1), ja
optimitilanteessa suhteellinen virhe onkin varsin lähellä kone-epsilonia. Usein kuitenkin
vähäisempikin tarkkuus on riittävä. EsimerkiksiMatlabilla laskettaessa kone-epsilon
≈ 2 · 10−16 ja toleranssiksi voisi valita vaikkapa 10−10.

Toinen mahdollisuus pysäyttää iteraatio on tarkastella residuaalia. Olkoon jälleen
f(x∗) = 0 ja xk → x∗. Koska f on jatkuva, niin tällöin f(xk) → 0, kun k → ∞. Voitaisi-
in siis taas antaa jokin toleranssi δ ja lopettaa iterointi, kun |f(xk)| < δ. Valitettavasti
aina ei residuaalin |f(xk)| pienuudesta seuraa, että virhe olisi pieni. Taylorin Lauseen
A.1 mukaan

0 = f(x∗) = f(xk) + f ′(β)(x∗ − xk) ⇒ |xk − x∗| =
|f(xk)|
|f ′(β)|

Tässä siis β on jokin (tuntematon) luku pisteitten xk ja x∗ välissä. Virhe riippuu siis
oleellisesti paitsi residuaalista, myös siitä mitä arvoja f :n derivaatta saa nollakohdan
x∗ ympäristössä. Residuaalin käyttö ei siis ole ihan suoraviivaista mutta sen hyvä puoli
on että se voidaan aina helposti laskea.

2.4 Erityiskysymyksiä

2.4.1 Kompleksiset nollakohdat

Sekä kiintopisteiteraatio että Newtonin menetelmä toimivat sellaisenaan myös komplek-
sisessa tapauksessa. Näitä kompleksitason iteraatioita on paljon tutkittu dynaamisten
systeemien kannalta. Sovelluksissa ollaan lähinnä kiinnostuttu reaalisista ratkaisuista,
tosin säätötekniikka on eräs merkittävä poikkeus. Katsotaan tähän vain eräs esimerkki
Newtonin menetelmästä kompleksitasossa.

Esimerkki 2.9. Olkoon f(x) = x3 − 1. Tällä on siis kolme nollakohtaa: x1 = 1 ja
x± = −1/2± i

√
3/2. Kuvassa 2.8 on väritetty kompleksitaso sen mukaan mihin näistä
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Kuva 2.8: Newtonin menetelmän suppeneminen kompleksitasossa.

nollakohdista supetaan jos lähdetään kyseisestä pisteestä. Sävy on sitä vaaleampi mitä
nopeampaa suppeneminen on. Luonnollisesti sinne ”väliin” jää joitain pisteitä joista
lähtien iterointi ei suppene. Erikoiseksi asian tekee että näillä 3 alueella on sama reuna,
katso määritelmä A.6. Tätä on intuitiivisesti hankala kuvitella, joten reunan rakenne
on välttämättä hyvin monimutkainen. N

2.4.2 Polynomin kaikki nollakohdat

Yleisen jatkuvan funktion tapauksessa on tietysti mahdotonta sanoa mitään tarkkaa
sen kaikkien nollakohtien joukosta. Polynomien tapauksessa on kuitenkin olemassa
menetelmiä jotka ensin määrittävät kompleksitasosta jonkin rajoitetun joukon joka
sisältää kaikki nollakohdat. Henricin kirjasta [13] löytyy paljon tämäntyyppisiä tulok-
sia. Katsotaan seuraavassa esimerkinomaisesti läpi yksi tyypillinen tulos.

Olkoon f(x) = xn+an−1x
n−1+· · ·+a1x+a0. Nyt tiedetään, että f :llä on korkeintaan

n nollakohtaa, ja jos kertaluvut lasketaan niin saadaan täsmälleen n (kompleksista)
nollakohtaa. Siis voidaan kirjoittaa

f(x) = (x− x1)
ℓ1 . . . (x− xm)

ℓm

missä 1 ≤ m ≤ n ja ℓ1 + · · · + ℓm = n. Huomattakoon, että geneerisesti nollakohdat
ovat yksinkertaisia. Tällä tarkoitetaan sitä, että jos kertoimet aj valitaan satunnaisesti,
niin nollakohdat ovat yksinkertaisia.
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Yleisstrategia on siis ensin määrittää jokin rajoitettu alue Ω ⊂ C joka sisältää kaikki
nollakohdat. Kun on ensin saatu jokin yleiskäsitys, niin sitten osataan paremmin valita
alkuarvot jolloin ratkaisu saadaan nopeasti Newtonin menetelmällä.

Lemma 2.5. Olkoon

r1 = max
{
1,

n−1∑
j=0

|aj|
}

, r2 =
(
1 +

n−1∑
j=0

|aj|2
)1/2

ja r∞ = 1 + max
0≤j≤n−1

|aj|

Olkoon r = min{r1, r2, r∞}. Tällöin kaikki nollakohdat ovat kiekossa

Dr = {z ∈ C | |z| ≤ r}

Todistus. Olkoon x∗ nollakohta. Jos |x∗| ≤ 1, niin x∗ ∈ Dr. Olkoon sitten |x∗| > 1.
Merkitään a = (a0, . . . , an−1). Käyttäen normeja A.3 voidaan kirjoittaa

r1 = max
{
1, |a|1

}
, r2 =

(
1 + |a|2

)1/2

ja r∞ = 1 + |a|∞

Tällöin

|x∗|n =| − xn
∗ | =

∣∣an−1x
n−1
∗ + · · ·+ a1x∗ + a0

∣∣
≤|an−1| |xn−1

∗ |+ · · ·+ |a1| |x∗|+ |a0| ≤ |x∗|n−1
(
|an−1|+ · · ·+ |a1|+ |a0|

)
Siis |x∗| ≤ |a|1 joten x∗ ∈ Dr1 . Olkoon sitten v∗ = (1, x∗, . . . , x

n−1
∗ ). Cauchyn epäyhtälön

(A.2) avulla saadaan

|x∗|2n =
∣∣an−1x

n−1
∗ + · · ·+ a1x∗ + a0

∣∣2 = |⟨a, v∗⟩|2

≤|a|2|v∗|2 = |a|2 |x∗|2n − 1

|x∗|2 − 1
≤ |a|2 |x∗|2n

|x∗|2 − 1

Siis |x∗|2 ≤ 1 + |a|2 joten x∗ ∈ Dr2 . Lopuksi

|x∗|n =
∣∣an−1x

n−1
∗ + · · ·+ a1x∗ + a0

∣∣ ≤ max
0≤j≤n−1

|aj|
(
|x∗|n−1 + · · ·+ |x∗|+ 1

)
=|a|∞

|x∗|n − 1

|x∗| − 1
≤ |a|∞

|x∗|n

|x∗| − 1

Siis |x∗| ≤ 1 + |a|∞, joten x∗ ∈ Dr∞ . G

Jos ollaan kiinostuttu kiekosta jonka keskipiste ei ole origo niin sopivalla muuttujan
vaihdolla päästään tähän tapaukseen.

2.4.3 Reaaliset nollakohdat

Sovelluksissa ollaan usein kiinnostuttu vain reaalisista nollakohdista. Tässä tapauksessa
siis ensin haluttaisiin tietää montako reaalista nollakohtaa on, ja sitten jokin rajoitettu
väli I ⊂ R joka sisältää nollakohdat. Toisaalta voidaan olla kiinnostuttu vain tietystä
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välistä ja halutaan tietää montaako nollakohtaa siellä on. Tämä voidaan algoritmisesti
selvittää. Mielenkiintoista on kuitenkin, että tämä reaalinen analyysi on hyvin erilaista
kuin ”perinteinen” polynomien analyysi, joka siis viime kädessä pohjautuu kompleksi-
analyysiin [3].

Olkoon

σ(x) =


1 , x > 0

0 , x = 0

−1 , x < 0

ja määritellään vektoreille v = (v0, v1, . . . , vm), σ(v) =
(
σ(v0), σ(v1), . . . , σ(vm)

)
.

Määritelmä 2.3. Oletetaan, että vektorille v pätee, että vj ̸= 0 kaikilla j. Tällöin v:n
merkkivaihdot, mv(v), on niiden tapausten lukumäärä, joissa vjvj+1 < 0. Jos jokin v:n
alkioista on nolla, niin muodostetaan vektori ṽ, josta nollat on poistettu ja asetetaan
mv(v) = mv(ṽ).

Esimerkiksi jos

v = (1, 0,−2,−3, 0, 2, 4, 0,−1, 0) niin mv(v) = 3

Huomaa, että mv(v) = mv(σ(v)). Olkoon sitten P = (p0, p1, . . . , pk) joukko polynomeja
ja merkitään P(a) =

(
p0(a), p1(a), . . . , pk(a)

)
. Ollaan kiinostuttu vektorin P(a) merkin

vaihdoksista. Mutta on kätevää laajentaa tämä tapaukseen, jossa a = ±∞. Olkoon
f = anx

n + · · ·+ a1x+ a0 jokin polynomi. Nyt on luonnollista asettaa

σ(f(∞)) = σ(an) ja σ(f(−∞)) = σ(an)(−1)n

Nyt siis kaikissa tapauksissa voidaan asettaa mv(P , a) = mv
(
σ(P(a))

)
. Edelleen jos

a < b, niin
mv(P ; a, b) = mv

(
σ(P(a))

)
−mv

(
σ(P(b))

)
Tässä siis voi olla a = −∞ tai b = ∞.

Olkoon sitten f = anx
n + · · · + a1x + a0 jokin polynomi ja olkoon #(f) reaalis-

ten nollakohtien lukumäärä ja #(f ; a, b) välillä (a, b] olevien nollakohtien lukumäärä.
Olkoon edelleen Pf =

(
f, f ′, . . . , f (n)

)
.

Lause 2.2. #(f ; a, b) ≤ mv(Pf ; a, b) ja lisäksi mv(Pf ; a, b)−#(f ; a, b) on parillinen.

Erityisesti siis josmv(Pf ; a, b) on pariton, niin #(f ; a, b) > 0. Toisaalta josmv(Pf ; a, b) =
0, niin kyseisellä välillä ei ole nollakohtia.

Tässä siis saatiin jo jotain tietoa nollakohdista halutulla välillä, mutta itse asias-
sa nollakohtien tarkka määräkin voidaan selvittää. Tässä tarvitaan polynomien jako-
laskua. Olkoon f ja g polynomeja ja oletetaan, että deg(f) > deg(g). Tällöin on ole-
massa polynomit q ja r siten, että

f = q g − r missä deg(r) < deg(g)

Sanotaan, että q on osamäärä ja r on jakojäännös. Huomaa, että miinusmerkki poly-
nomin r edessä on oleellinen. Seuraavassa ollaan kiinnostuttu vain jakojäännöksestä ja
merkitään r = jako(f, g). Tunnetusti tämän avulla saadaan
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Algoritmi 5 Suurin yhteinen tekijä

Input: polynomit f ja g
Output: syt(f, g)
r0 := f ; r1 := g; k := 0
repeat

k := k + 1
rk+1 := jako(rk−1, rk)

until rk+1 = 0
syt(f, g) := rk

Huomaa, että algoritmi päättyy koska jakojäännösten asteluvut pienenevät. Jos siis
on annettu n-asteinen polynomi f , niin asettamalla g = f ′ voidaan edellisen algoritmin
avulla laskea jakojäännösjono Rf = (r0, r1, . . . , rk), missä k ≤ n. Tästä saadaan lopulta
Sturmin lause.

Lause 2.3. #(f ; a, b) = mv(Rf ; a, b).

Esimerkki 2.10. Olkoon f = x4 + x3 − x2 + x− 2. Jakojäännösjonoksi saadaan

r0 =f = x4 + x3 − x2 + x− 2

r1 =f ′ = 4x3 + 3x2 − 2x+ 1

r2 =(11/16)x2 − (7/8)x+ 33/16

r3 =(448/121)x+ 256/11

r4 =− 27225/784

Nyt siis vaikkapa

σ(Rf (0)) = (−1, 1, 1, 1,−1) ja σ(Rf (3)) = (1, 1, 1, 1,−1)

joten välillä (0, 3) on yksi nollakohta. Toisaalta

σ(Rf (−∞)) = (1,−1, 1,−1,−1) ja σ(Rf (∞)) = (1, 1, 1, 1,−1)

joten kaikkiaan on kaksi reaalista nollakohtaa. N

2.5 Harjoitustehtäviä

1. Totea, että iteraatio (2.1) on Newtonin menetelmä polynomille f(x) = x4 − a.
Suppeneeko iteraatio (2.1) kaikilla alkuarvoilla x0 > 0?

2. Olkoon f(x) = (x − x∗)
2g(x) missä g(x∗) ̸= 0. Olkoon edelleen N(x) = x −

f(x)/f ′(x). Osoita, että
lim
x→x∗

N ′(x) = 1/2

3. Osoita, että Lipschitz jatkuva kuvaus on jatkuva. Osoita esimerkin avulla, että
jatkuva kuvaus ei välttämättä ole Lipschitz jatkuva.
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4. Näytä, että algoritmi 1 on itse asiassa erikoistapaus Newtonin menetelmästä.

5. Osoita, että esimerkissä 2.3 jompikumpi annetuista kiintopisteiteraatioista sup-
penee. Valitse sitten jokin a ja etsi jokin väli I jossa g on kontraktio.


