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Luku 1

Johdantoa

It is the mark of an educated mind
to look for precision in each class of things
just so far as the nature of the subject admits.

Aristoteles: Nikomakhoksen etiikka, 1.3}

Numerical analysis is the study of algorithms
for the problems of continuous mathematics.

N. L. Trefethen [20, s. 323]

Tarkastellaan seuraavassa neljdé numeerisen analyysin perustehtavaa:
e yhtdlon ratkaisu, tai yleisemmin yhtaloryhmien ratkaisu

e "sopivan” kdyrén piirtdminen.

e numeerinen integrointi

e differentiaaliyhtélon numeerinen ratkaisu

Seuraavissa numeerisen analyysin perusteoksissa on késitelty samoja asioita kuin
talld kurssilla [18].

Lhttp: / /www.constitution.org/ari/ethic_00.htm
11
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Luku 2

Yhtalon ratkaisu

2.1 Juurien laskeminen

Lahdetédan liikkeelle yksinkertaisesta tapauksesta: miten lasketaan luvun neligjuuri?
Tamihin on sama asia kuin laskea nollakohta polynomille f(z) = z* — a. Jo antiikin
aikoina tiedettiin, ettd seuraavalla algoritmilla saadaan nopeasti hyvé approksimaatio.

Algoritmi 1 NELIOJUURI
Input: annetaan jokin a > 0 ja valitaan jokin xq > 0
Output: arvio luvulle y/a

loop

Tht+1 = %(Sﬁk + i)
end loop

Huomaa, ettd tdmahén on padttyméaton silmukka, siis tuotetaan jono {xy}x ja
toivotaan, ettd x, — /a kun k — oo. Kéytdnnon laskuissa pitéisi algoritmiin siis
lisdtéd jokin suppenemiskriteeri joka pysdyttéisi algoritmin. Palataan tdhén kysymyk-
seen myohemmin.

Mutta miten edelld mainittu algoritmi l6ydettiin? Ehképéd huomattiin, ettd jos x <
Va, niin a/x, > +/a joten niitten keskiarvon luulisi olevan parempi approksimaatio.
Mutta onko n&in?

|$k+1—\/5|=|%($k+%>—\/5|=%’1—}{—f |2 — Val

Siis virhe pienenee, jos
Va
<l & x> e

Luonnollisesti on helppo valita sellainen alkuarvo, ettd xo > v/a/3. Mutta edes timé ei
ole tarpeen. Helposti ndhdéén, ettd jos valitaan miké tahansa xg > 0, niin 21 > /a/3.
Siis ldhtien mistd tahansa alkuarvosta virhe rupeaa pieneneméén viimestddn toisen
iteraatiokierroksen jilkeen ja siis xp — y/a kun k — oo.

13
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Esimerkki 2.1. Jos a = 7 ja o = 4, niin saadaan

To =2.65489 . ..
T3 =2.645767 . ..

x4 =2.64575131111 . ..
x5 =2.6457513110645905905 . ..

Suppeneminen on erittdin nopeaa: iteraatin x5 kaikki ndytetyt desimaalit ovat oikeita!

*

Hyvin varhain tamé algoritmi osattiin myos yleistdd tapaukseen f(z) = z" — a.
Valitaan n = 4 ja oletetaan, ettd on jokin approksimaatio # ja haluttaisiin parantaa
tata siten, ettd x 4 h olisi ldhempéané oikeaa ratkaisua. Siis halutaan 16ytaa h siten,
etta

(& + h)* = & +432°h + 62°h° + 42h° + ' = a

Mutta jos & on "lihelld” oikeaa arvoa a'/*, niin h on "pieni” joten
~4 37 . : _ ~4 ~3
T +43°h =~ a joten valitaan h = (a — 2")/42

Tamén idean takia on luonnollista, ettd tdsséd yhteydessd loydettiin myos "Pascalin
kolmio”, jo ainakin 500 vuotta ennen Pascalia, kuva 2.1. Saadaan siis iteraatio

Ty = T + (a — 13) /4z] (2.1)

2.2 Yleinen tapaus

2.2.1 Kiintopisteiteraatio

Olkoon sitten f jokin jatkuva funktio, jonka nollakohdat haluttaisiin laskea. Nollako-
htien etsimisesséd ensin kannattaa yrittdd saada edes jonkinlainen késitys siitd missa
ratkaisu mahdollisesti on. Skalaaritapauksessa tdmé on varsin helppoa kun voidaan pi-
irtdd kuvaaja ja muistetaan, ettd jos a < b ja f(a)f(b) < 0, niin f:114 on nollakohta
valilla [a, b].

Erés tapa yrittaé etsid nollakohta perustuu kiintopisteisiin:
Maéritelméa 2.1. Olkoon g : R — R. Piste z on g:n kiintopiste, jos g(z) = z.
Olkoon sitten g(z) = x + f(x). Selvisti nyt f(x) = 0 jos ja vain jos g(z) = =,

joten g:n kiintopisteet ovat f:n nollakohdat. Geometrisesti siis nollakohdan etsiminen
muutettiin kdyrien y = z ja y = g(x) leikkauspisteen etsimiseksi. Tastd saadaan
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Kuva 2.1: Pascalin kolmio on Kiinassa Yang Huin kolmio.

Algoritmi 2 KIINTOPISTEITERAATIO
Input: valitaan jokin z( ja annetaan funktio g
Output: luku Z siten ettid g(z) ~ &

loop

Tr1 = g(Tk)
end loop

Esimerkkeja tarkastelemalla havaitaan, ettd kiintopisteiteraatio ei valitettavasti aina
suppene.

Esimerkki 2.2. Olkoon g(x) = vz cos(z) 4 1, missé v on jokin parametri. Tarkastel-
laan parametrin arvoja v = 0.8, 1.1, 1.35 ja 2.1. Kaikilla néilla arvoilla g:1l& on yksi
kiintopiste valilla [1,2], kuva 2.2. Kun v = 0.8, niin iteraatio suppenee, kuva 2.3. Sen
sijaan kun v kasvaa tapahtuu outoja. Kun v = 1.1 iterointi suppenee kohti 2-jaksollista
jonoa. Kun v = 1.35 saadaan puolestaan 4-jaksollinen jono. Lopulta kun v = 2.1 jono
vaikuttaa kaoottiselta. Jono on kuitenkin siind mielessé stabiili, ettd kaikki iteraatit
pysyvat valilla [—2, 3]. *

Seuraava tulos antaa kriteetin kiintopisteiteraation suppenemiselle.

Lemma 2.1. Olkoon x. kiintopiste ja |¢'(x.)| < 1. Tdlloin kiintopisteiteraatio suppe-
nee, jos alkuarvaus xog on rittdivdin ldhelld kiintopistettd x..
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tapauksissa v = 0.8 ja v = 2.1.

Kuva 2.3: Esimerkin 2.2 iteraatio tapauksissa v = 0.8, v = 1.1, v = 1.35 ja v = 2.1.
Kaikissa on kaytetty alkuarvoa xy = —2.
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Todistus. Jatkuvuuden perusteella on olemassa ¢ > 0 siten, ettéd |¢'(z)| < p < 1 kaikilla
xr € I, = [z, — e,z + €. Siis jos xy € I, niin

— ‘/ ds‘ §/ 19’ (s)|ds < plzg — .

Edelleen jos x( € I, niin induktiolla saadaan
|z, — @] < pFlo — 2]
<>

Luonnollisesti kiintopiste z, on tuntematon, joten ehtoa |¢’(x.)] < 1 ei voi suo-
raan tarkistaa. Kaytdnnon testin saa kun tarkastelee lemman todistusta. Siindhén itse
asiassa osoitettiin seuraava tulos.

Seuraus 2.1. Oletetaan, ettd
(i) |¢'(z)| < p <1 kaikilla x € I = |a, b
(i) g:lli on kiintopiste x, valilla T
Talloin
-g(I) I
- jos xg € I, niin kitntopisteiteraatio suppenee kohti kiintopistettd x..

Huomaa, etté eritysesti x, on talldin ainoa kiintopiste kyseiselléd vililla.
Suppenemisehto |¢'(z.)| < 1 tuntuu varsin rajoittavalta, mutta itse asiassa néin ei
ole! Ensinnékin iteraatio voidaan kaytdnnossé kirjoittaa eri tavoin.

Esimerkki 2.3. Olkoon f(z) = x — e~ missd a > 0. Selvisti funktiolla f on yksi
positiivinen nollakohta. Nyt tdmé& voitaisiin kirjoittaa kiintopisteiteraationa kahdella

tavalla:
1

Tk tal Thy1 = —— ln(:[;k)
a

Tpy1 =€

Jatetdan harjoitustehtédviksi osoittaa, ettd jompikumpi néisté iteraatioista suppenee.
*

Lisdksi kiintopisteiteraatio saadaan aina suppenemaan seuraavan tempun avulla.
Olkoon « jokin parametri ja tarkastellaan iteraatiota

Tpy1 = g(wr) = 21 + af (24)

Selvésti ¢g:n kiintopiste on f:n nollakohta olipa « mikéd tahansa. Toisaalta ¢'(z) =
1 + af'(x), joten sopivalla c:n valinnalla voidaan suppenemisehto saattaa voimaan.
Luonnollisesti eri nollakohdat vaativat eri a:n.

Koska kiintopisteiteraatio on niin téarked annetaan vield kolmas muotoilu joka on
hiukan vahvempi kuin kaksi edellisté versiota. Taméa on yksinkertaisin versio kuuluisasta
Banachin kiintopistelauseesta.
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Lause 2.1. Oletetaan, etti
(i) 19 (x)] < p <1 kaikilla x € I = [a, b
(ii) g(I) C 1
Talloin
- g:lld on yksikdsitteinen kiintopiste x. valilla I

- jos xg € I, niin kiintopisteiteraatio suppenee kohti kiintopistettd x..

Huomaa, etté yksikésitteisen kiintopisteen olemassaolo seuraa hypoteeseista. Palataan
myohemmin kiintopistelauseen yleisempiin versioihin. Katsotaan sitten toista menetelmaé
nollakohtien laskemiseksi.

2.2.2 Newtonin menetelmia

Kiintopisteiteraatio on varsin yksinkertainen ja helposti toteutettava menetelmé. Siina
kéytettiin vain itse funktion f arvoja. Jos kdytetdan myos funktion derivaattaa saadaan
tietysséd mielesséd tehokkaampi menetelma.

Tarkastellaan annetun funktion f graafia, jonka nollakohdat halutaan laskea. Tun-
netusti kiyran tangentti pisteessa (p, f(p)) on

y— f(p) = f(p)(z—p)

Tangentti approksimoi hyvin alkuperdistd funktiota pisteen p ldheisyydessd. Siis jos
etsitddan nollakohtaa, ja p on ldhelld sitd, niin tangentin nollakohdan pitéisi olla viela
parempi approksimaatio, kuva 2.4. Téstd saadaan

Algoritmi 3 NEWTONIN MENETELMA

Input: valitaan jokin x( ja annetaan jokin f
Output: luku 7 siten ettd f(z) ~ 0
loop

end loop

Vertaamalla Algoritmiin 1 huomataan, ettd neliGjuuri laskettiin siis soveltamalla
Newtonin menetelméé polynomiin f(z) = z* — a.

Lemma 2.2. Jos xy on riittdvdn ldhelld nollakohtaa x,, niin Newtonin iteraatio sup-
penee.

Todistus. Olkoon N(z) = x — f(x)/f'(x). Télloin Newtonin iteraatio on kiintopisteit-
eraatio funktiolle N. Koska N'(z,) = 0, niin Lemman 2.1 perusteella iteraatio suppe-
nee. s
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Kuva 2.4: Newtonin menetelméan ensimmaéinen askel esimerkin 2.4 tapauksessa.

Kuten kiintopisteiteraation tapauksessa kaikki nollakohdat saadaan kun vaihdetaan
"sopivasti” alkuarvoa.

Esimerkki 2.4. Olkoon f(x) = x3 —20sin(z) + 3. Kuvassa 2.4 on ensimméinen askel,
kun alkupiste xo = —0.8. Verrataan Newtonin menetelmén suppenemista kiintopisteit-
eraatioon. Jos kirjoitetaan

Tr1 = g(ar) = xp + af (Tp)

niin huomataan, ettd tdméa ei suppene kun a = 1. Kokeilemalla tai muuten tarkem-
min analysoimalla ndhdéaén, etté iterointi suppenee jos valitaan esimerkiksi o = 0.05.
Kuvassa 2.5 ndhdédén ettd Newtonin menetelmé suppenee huomattavasti nopeammin.
Téssé on laskettu 40 merkitsevilla numerolla. *

Helposti voidaan keksia sellaisia esimerkkejé, ettd Newtonin menetelmé ei suppene.

Esimerkki 2.5. Olkoon f(z) = xe™® + 1. Selvésti télld on tédsmélleen yksi reaalinen
nollakohta. Jos kuitenkin valitaan alkuarvo xg > 1 niin
Toe 0+ 1 Ty +e™°

Ty =290 —————— =g+ ——— > 29+ 1
e~%0 — xpe~To x9— 1

Selvésti siis z, — 0o. *

Tarkastellaan sitten lahemmin suppenemisnopeutta. Kuvan 2.5 perusteella tuntuisi,
ettd Newtonin menetelmé olisi jossain mielessé kvalitatiivisesti parempi. Koska New-
tonin iteraatio on kiintopisteiteraatio sovellettuna funktioon N, niin luulisi ettd sup-
penemisen nopeus liittyisi sithen, ettd N'(z,) = 0.

Katsotaan ensin kiintopisteiteraatiota. Kiintopisteiteraation tapauksessa néhtiin et-
ta

[T — | < pfae — 2
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Kuva 2.5: Newtonin menetelmén suppeneminen kiintopisteiteraatioon verrattuna es-
imerkin 2.4 tapauksessa.

missd 1 < 1. Kun ollaan suhteellisen ldhelld kiintopistetta niin |z — x| & w|zg — ..
Olkoon &; = |z — x| virhe. Télloin

Ep~ uFE joten In (Sk) ~ In (50) + k In(p)

Siis kiintopisteen tapauksessa pitéisi saada suora kun piirretdéan virheen logaritmi k:n
funktiona. Vertaamalla kuvaan 2.5 ndhdééan, ettd tdmaé pitdéd paikkansa. Tamén takia
joskus sanotaankin, ettd kiintopisteiteraatio suppenee lineaarisests.

Néayttaisi siltd, ettd Newtonin menetelmé suppenee nopeammin kuin lineaarisesti.

Maaritelma 2.2. Oletetaan, ettd x, — x,, kun k — oo. Sanotaan, ettd suppeneminen
on neliollisté, jos on olemassa ¢ ja N siten, ettd

|Tp1 — e < clzp — 2> kun k>N
Neliollisen suppenemisen tapauksessa
& ~ cké'gk joten In (Sk) ~ 2FIn (80) + k In(c)

Nyt siis lineaarinen termi k In(c) on isoilla k:n arvoilla merkityksettémén pieni verrat-
tuna termiin 2* In (50).

Lemma 2.3. Newtonin iteraation suppeneminen on neliollista.

Todistus. Olkoon |N"(x)| < ¢ vililld I, = [z, — &, z, + €. Talloin
|IN'(z)| = |N'(z) — N'(x,)| = ‘/ N”(s)ds‘ < / IN"(s)|ds < c|lz —

kun z € I.. Siispa
|1 — @] = [N(an) — @] = [N(z) = N(2.)]

_‘/ N'(s ds‘</ IN'(s)|ds < |z — ,)?
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Kuva 2.6: Newtonin menetelmé suppenee hitaasti kaksinkertaisen nollakohdan tapauk-
sessa. Yhtendinen viiva antaa teoreettisen suppenemisnopeuden ~ 27,

Moninkertaiset nollakohdat aiheuttavat ongelmia. Tamé johtuu siitd, ettd moninker-
taisessa nollakohdassa myos derivaatta on nolla. Koska Newtonin menetelméssé derivaat-
ta on nimittéjissd, niin nollakohdan ldhelld my6s nimittdja on melkein nolla. Olkoon
funktiolla f m-kertainen nollakohta z,.. Voidaan siis kirjoittaa f(z) = (x — x.)"h(z)
missd h(z,) # 0. Olkoon edelleen N(x) =z — f(z)/f'(x) kuten aiemmin.

Lemma 2.4. N'(z,) = (m — 1)/m, joten moninkertaisen nollakohdan tapauksessa
Newtonin menetelmdn suppeneminen on lineaarista.

Todistus. Tamé on suora lasku joka jéatetddn harjoitustehtéaviksi. <>

Esimerkki 2.6. Olkoon f = (z — 1)*(z* + z + 1). Edellisen Lemman perusteella
N’(1) = 1/2. Kuvasta 2.6 ndhddin, ettd suppeneminen tosiaan on paljon hitaampaa
kuin yksinkertaisen nollakohdan tapauksessa. Huomattakoon kuitenkin, ettéd tietysséa
mielessd moninkertaiset nollakohdat ovat poikkeustapauksia. Toisaalta numeerisessa
laskennassa aina esiintyy pyoristysvirheité, joten suppeneminen voi olla kiytadnnossé
ongelmallista jos nollakohdat ovat ldhelld toisiaan. *

Mielenkiintoista on ettd Newtonin menetelmé voi tuottaa stabiileja jaksollisia ratoja
kuten kiintopisteiteraatiokin.

Esimerkki 2.7. Olkoon f(z) = (z + 2)(z* + ¢) ja valitaan xp = —0.54 ja ¢ = 0.46.
Ainoa reaalinen nollakohta on x, = —2. Kuvassa 2.7 ndhdéaén, etté iterointi on alussa
epasdaannollistd, mutta jonkin ajan kuluttua se sitten asettuu 3-jaksolliselle radalle.
Numeerisen analyysin kannalta tdmé& on kiusallista, mutta dynaamisten systeemien
teorian kannalta taas erittdin mielenkiintoista [6]. *
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Kuva 2.7: Newtonin menetelmé esimerkissa 2.7.

2.3 Algoritmin pysiyttidminen

Edellé on seka kiintopisteiteraation ettd Newtonin menetelmén tapauksessa tarkasteltu
néin saadun lukujonon suppenemista. Kdytannon algoritmissa pitda kuitenkin olla jokin
suppenemiskriteeri, joka pysayttdaa algoritmin. Olkoon Z jokin approksimaatio funktion
f nollakohdalle z,. Siis approksimaation (absoluuttinen) virhe on Eps = |T — x,| ja sen
suhteellinen virhe on

|Z — x4

gsuht =
|2

Jos tarkastelleen lukujonon x; suppenemista niin luonnollisesti on sama kumpaa virhet-
té tarkastellaan: sekd suhteellinen etté absoluuttinen virhe ldhestyy nollaa jos luku-
jono suppenee. Kaytiannossa kuitenkin liukulukujen darellisestéd laskentatarkkuudesta
johtuen suhteellinen virhe on ldhes poikkeuksetta mielekkdampi arvioitaessa approksi-
maation hyvyytta.

Esimerkki 2.8. Olkoon funktiolla f nollakohdat x, = 100 ja y, = 0.1 seké approksi-
maatiot £ = 99.9 ja y = 0.2. Absoluuttiset virheet ovat samat mutta

|7 — .| 19—yl

=107* |
Y]

—1
.

*

Mutta miten suhteellista virhetté sitten voisi kdyttéda konkreettisessa algoritmissa
koska virhetté ei kuitenkaan tunneta? Olkoon z, funktion f nollakohta ja olkoon z; —
x, kun k — oo. Jos jono on jo ldhelld oikeaa arvoa, niin

|z — .| |og — 244

|| - | Tht1]

T#té voidaan kiyttdd suppenemiskriteerini: jatketaan iterointia kunnes |xp—xg1|/|Te11]
on pienempi kuin jokin annettu toleranssi. Téstd saadaan
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Algoritmi 4 KIINTOPISTEITERAATIO, VERSIO 2
Input: alkuarvo z, funktio g, toleranssi d, iteraatiokierrosten ylaraja 7max
Output: luku 7 siten ettd ¢(z) =

k:=0;&:=1;x:=x

while k£ < np. and € > 6 do

y = g(z)
€= |y —a|/lyl
Ti=y
k=k+1

end while

T =x

Téasmaélleen samoin voidaan toteuttaa Newtonin menetelmé: laitetaan funktion g
paikalle N(z) =z — f(x)/f'(x).

Algoritmeihin kannattaa laittaa jokin ylédraja iteraatiokierroksille siltéa varalta etté
suppenemista ei tapahdu. Entd miten toleranssi pitéisi valita? Liukuluvuilla lasket-
taessa suhteellinen virhe ei voi olla pienempi kuin kone-epsilon (katso liitteen A.1), ja
optimitilanteessa suhteellinen virhe onkin varsin ldhelld kone-epsilonia. Usein kuitenkin
véahaisempikin tarkkuus on riittava. Esimerkiksi MATLABILLA laskettaessa kone-epsilon
~ 2 - 10716 ja toleranssiksi voisi valita vaikkapa 107,

Toinen mahdollisuus pysayttad iteraatio on tarkastella residuaalia. Olkoon jélleen
f(z,) = 0jaxy — x,. Koska f on jatkuva, niin talléin f(xy) — 0, kun k — oo. Voitaisi-
in siis taas antaa jokin toleranssi J ja lopettaa iterointi, kun |f(xy)| < §. Valitettavasti
aina ei residuaalin |f(xy)| pienuudesta seuraa, ettd virhe olisi pieni. Taylorin Lauseen
A.1 mukaan

_ ‘f(l‘k)’
1f'(B)]

Téssé siis 4 on jokin (tuntematon) luku pisteitten xy ja x, vélissd. Virhe riippuu siis
oleellisesti paitsi residuaalista, myos siitd mitd arvoja f:n derivaatta saa nollakohdan
x, ymparistossd. Residuaalin kaytto ei siis ole ihan suoraviivaista mutta sen hyva puoli
on ettd se voidaan aina helposti laskea.

0= f(x.) = flar) + F(B) (e =) = |op — a4

2.4 FErityiskysymyksid

2.4.1 Kompleksiset nollakohdat

Seka kiintopisteiteraatio ettd Newtonin menetelmé toimivat sellaisenaan myos komplek-
sisessa tapauksessa. Niitd kompleksitason iteraatioita on paljon tutkittu dynaamisten
systeemien kannalta. Sovelluksissa ollaan ldhinné kiinnostuttu reaalisista ratkaisuista,
tosin sidatotekniikka on erds merkittava poikkeus. Katsotaan tdhén vain eréds esimerkki
Newtonin menetelmésté kompleksitasossa.

Esimerkki 2.9. Olkoon f(z) = z* — 1. Téll4 on siis kolme nollakohtaa: z; = 1 ja
ry = —1/2414/3/2. Kuvassa 2.8 on viritetty kompleksitaso sen mukaan mihin naisté
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Kuva 2.8: Newtonin menetelmén suppeneminen kompleksitasossa.

nollakohdista supetaan jos ldhdetéddn kyseisesté pisteesti. Sévy on sitd vaaleampi mité
nopeampaa suppeneminen on. Luonnollisesti sinne "valiin” ja&d joitain pisteitd joista
lahtien iterointi ei suppene. Erikoiseksi asian tekee ettd nailld 3 alueella on sama reuna,
katso mééritelmd A.6. Tatd on intuitiivisesti hankala kuvitella, joten reunan rakenne
on valttdméatta hyvin monimutkainen. *

2.4.2 Polynomin kaikki nollakohdat

Yleisen jatkuvan funktion tapauksessa on tietysti mahdotonta sanoa mitéain tarkkaa
sen kaikkien nollakohtien joukosta. Polynomien tapauksessa on kuitenkin olemassa
menetelmid jotka ensin maéaarittdvat kompleksitasosta jonkin rajoitetun joukon joka
sisdltdd kaikki nollakohdat. Henricin kirjasta [13] 16ytyy paljon tdméntyyppisid tulok-
sia. Katsotaan seuraavassa esimerkinomaisesti lapi yksi tyypillinen tulos.

Olkoon f(z) = 2" +a, 12" '+ - -+a;x+ag. Nyt tiedetééin, etté f:114 on korkeintaan
n nollakohtaa, ja jos kertaluvut lasketaan niin saadaan tdsmélleen n (kompleksista)
nollakohtaa. Siis voidaan kirjoittaa

flx)=(z—z)" .. (x —z,)™

missd 1 < m < mnjal;+---+ ¢, =n. Huomattakoon, ettd geneerisesti nollakohdat
ovat yksinkertaisia. T4ll4 tarkoitetaan sitd, ettéd jos kertoimet a; valitaan satunnaisesti,
niin nollakohdat ovat yksinkertaisia.
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Yleisstrategia on siis ensin méaérittaé jokin rajoitettu alue 2 C C joka sisaltaé kaikki
nollakohdat. Kun on ensin saatu jokin yleiskésitys, niin sitten osataan paremmin valita
alkuarvot jolloin ratkaisu saadaan nopeasti Newtonin menetelmaéllé.

Lemma 2.5. Olkoon
n—1 n—1 , 1/2 ‘
rlzmax{l,2|aj|} , To = <1+Z|aj| ) ja rm:1+o<r]rl<exgc_l|aj|
j=0 §=0 ==

Olkoon r = min{ry, re,re t. Tdlloin kaikki nollakohdat ovat kiekossa
D,={ze€Cl|z| <r}

Todistus. Olkoon z, nollakohta. Jos |z.| < 1, niin x, € D,. Olkoon sitten |z, > 1.
Merkitdan a = (ag,. .., a,—1). Kdyttden normeja A.3 voidaan kirjoittaa

1/2
T :max{l,|a]1} , o= (1—1—]@\2) ja Teo =1+ |a|eo

Talloin
| =] — 27| = |an—12l "+ -+ azs + ag
Slan-1l 227+ +lar] o] + laol < " (Jan-a] + - + lar] + [ao)
Siis |x.| < |a|y joten x, € D,,. Olkoon sitten v, = (1, zs, ...,z ). Cauchyn epéyhtilon

(A.2) avulla saadaan

_ 2
2 s+t e+ ol = (o)

x*‘Qn -1 < |a| |2n

| «
<laffo.f* = |l T <ol
*

P 1
Siis |z, < 1+ |a|? joten z, € D,,. Lopuksi

|z, | :‘an_lx:—l 4 Fay, + a0| < Ogrjnsazc_l |aj|(|x*|n—1 + 4T + 1)

|z, |" — 1 |z.["
— il I L sl B
Siis |z.] < 1+ |a|eo, joten z, € D, __. <

Jos ollaan kiinostuttu kiekosta jonka keskipiste ei ole origo niin sopivalla muuttujan
vaihdolla padstaan tdhédn tapaukseen.

2.4.3 Reaaliset nollakohdat

Sovelluksissa ollaan usein kiinnostuttu vain reaalisista nollakohdista. Téssa tapauksessa
siis ensin haluttaisiin tietdd montako reaalista nollakohtaa on, ja sitten jokin rajoitettu
vili I C R joka siséltdéd nollakohdat. Toisaalta voidaan olla kiinnostuttu vain tietysté
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vélistd ja halutaan tietdd montaako nollakohtaa siella on. Tamé voidaan algoritmisesti
selvittad. Mielenkiintoista on kuitenkin, etté tdmé reaalinen analyysi on hyvin erilaista
kuin "perinteinen” polynomien analyysi, joka siis viime kddessd pohjautuu kompleksi-
analyysiin [3].

Olkoon
1 , x>0
o) =40 =0
-1 , <0
ja mééritelldsn vektoreille v = (vo, v1, ..., Um), o(v) = (o(vo),0(v1), ..., 0(vm)).

Maaritelmé 2.3. Oletetaan, ettd vektorille v pdtee, ettd v; # 0 katkilla j. Télldin v:n
merkkivaihdot, mv(v), on niiden tapausten lukumddrd, joissa vjvjq < 0. Jos jokin v:n
alkioista on nolla, nitn muodostetaan vektori v, josta nollat on poistettu ja asetetaan
mv(v) = mv(9).

Esimerkiksi jos
v=(1,0,-2,-3,0,2,4,0,—1,0) niin mv(v) =3

Huomaa, ettd mv(v) = mv(o(v)). Olkoon sitten P = (po, p1, - - - , Pr) joukko polynomeja
ja merkitédn P(a) = (po(a), pi(a), ..., pk(a)). Ollaan kiinostuttu vektorin P(a) merkin
vaihdoksista. Mutta on kétevdd laajentaa tdmé tapaukseen, jossa a = £oo. Olkoon
f=a,2" +---+ a1x + ap jokin polynomi. Nyt on luonnollista asettaa

o(f(o0)) =0a(an) ja o(f(-00))=o(an)(=1)"

Nyt siis kaikissa tapauksissa voidaan asettaa mv(P,a) = mv(o(P(a))). Edelleen jos
a < b, niin

mv(P;a,b) = mv(o(P(a))) — mv(o(P(b)))

Téssé siis voi olla a = —oo tai b = .

Olkoon sitten f = a,z™ + -+ + a1 + ag jokin polynomi ja olkoon #(f) reaalis-
ten nollakohtien lukuméira ja #(f;a,b) vélilld (a,b] olevien nollakohtien lukumé&éra.
Olkoon edelleen Py = (f, f', ... ,f(”)).

Lause 2.2. #(f;a,b) < mv(Py;a,b) ja lisiksi mv(Pyr;a,b) — #(f;a,b) on parillinen.

Erityisesti siis jos mv(Py; a, b) on pariton, niin #( f; a, b) > 0. Toisaalta jos mv(Py; a,b) =
0, niin kyseisella vililld ei ole nollakohtia.

Téssé siis saatiin jo jotain tietoa nollakohdista halutulla valilla, mutta itse asias-
sa nollakohtien tarkka maé&rdkin voidaan selvittda. Téssé tarvitaan polynomien jako-
laskua. Olkoon f ja g polynomeja ja oletetaan, etté deg(f) > deg(g). Télléin on ole-
massa polynomit ¢ ja r siten, etta

f=qg—r missd deg(r) < deg(g)

Sanotaan, ettd g on osamddrd ja r on jakojidnnos. Huomaa, ettd miinusmerkki poly-
nomin 7 edessd on oleellinen. Seuraavassa ollaan kiinnostuttu vain jakojaannoksestéa ja
merkitddn r = jako(f, g). Tunnetusti tdmén avulla saadaan
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Algoritmi 5 SUURIN YHTEINEN TEKIJA
Input: polynomit f ja g
Output: syt(f,g)
ro:=f;ri:=g;k:=0
repeat
k:=k+1
Tr1 = jako(rg_1, %)
until Tky1 = 0
syt(f, g) == 1%

Huomaa, etté algoritmi péadttyy koska jakojaannosten asteluvut pienenevét. Jos siis
on annettu n-asteinen polynomi f, niin asettamalla g = f’ voidaan edellisen algoritmin
avulla laskea jakojadnnosjono Ry = (ro, 71, . .., ry), missd k < n. Téstéd saadaan lopulta
Sturmin lause.

Lause 2.3. #(f;a,b) = mv(Ry;a,b).

Esimerkki 2.10. Olkoon f = a* + 2% — 22 + 2 — 2. Jakojddnnosjonoksi saadaan
ro=f=a'"+a% -2 +x -2
r =f =42® +32% — 2x + 1
ry =(11/16)2* — (7/8)x + 33/16
ry =(448/121)z + 256/11
ry = — 27225784

Nyt siis vaikkapa

c(Rf(0)) =(-1,1,1,1,-1) ja o(Rs(3)) =(1,1,1,1,-1)
joten vililla (0, 3) on yksi nollakohta. Toisaalta
U(Rf(—OO)) = (1? _13 17 _17 _1> ja O'(Rf(OO)) = (1’ 17 17 17 _1)

joten kaikkiaan on kaksi reaalista nollakohtaa. *

2.5 Harjoitustehtiavia

1. Totea, ettd iteraatio (2.1) on Newtonin menetelmé polynomille f(z) = z* — a.
Suppeneeko iteraatio (2.1) kaikilla alkuarvoilla zg > 07

2. Olkoon f(x) = (r — x,)%g(z) missd g(z,) # 0. Olkoon edelleen N(z) = z —
f(z)/f(x). Osoita, ettd
lim N'(z) =1/2
T—>Tx
3. Osoita, ettd Lipschitz jatkuva kuvaus on jatkuva. Osoita esimerkin avulla, ettd
jatkuva kuvaus ei valttamétta ole Lipschitz jatkuva.
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4. Nayté, ettd algoritmi 1 on itse asiassa erikoistapaus Newtonin menetelmésté.

5. Osoita, ettd esimerkissd 2.3 jompikumpi annetuista kiintopisteiteraatioista sup-
penee. Valitse sitten jokin a ja etsi jokin véli I jossa g on kontraktio.



