Luku 5

Numeerinen integrointi

5.1 Yksiulotteinen tapaus

Olkoon f jokin funktio jonka integraali halutaan laskea jollain valilla [a,b]. Jos 16y-
detdén jokin funktio F' siten, ettd F’ = f, niin differentiaalilaskennan peruslauseen
mukaan

F(b)—F(a):/ F(@)da

Ehkéapé selvyyden vuoksi voisi sanoa, ettd F' on funktion f antiderivaatta silla funk-
tion f integraali f; f(z)dz on reaaliluku. Antiderivaatan etsiminen kuuluu symbolisen
laskennan piiriin, ja integraalin laskeminen taas on numeerista analyysié.

Joka tapauksessa antiderivaatta voidaan loytda suhteellisen harvoin: monilla varsin
yksinkertaisillakaan funktioilla ei ole antiderivaattaa, kuten exp(—z?), sin(x)/x jne. Mo-
niulotteisessa integroinnissa jopa antiderivaatan késite on tavallaan epamielekés: differ-
entiaalilaskennan peruslause voidaan tietylld tavalla yleistdd moniulotteiseen tapauk-
seen', mutta se ei auta integraalin laskennassa.

Miten sitten voitaisiin laskea arvio integraalille? Seuraavassa oletetaan, ettd inte-
graali on sinénsé hyvin méaéaritelty. Esimerkiksi jos funktio on jatkuva niin se on silloin
Riemann-integroituva. Myos paljon laajemmalle funktiojoukolle voidaan mééritelld in-
tegraali, mutta ei nyt puututa siihen. N&itd asioita késitellddn kurssilla MITTA- JA
INTEGROINTITEORIA.

5.1.1 Bernstein ja Newton-Cotes

Sopivalla muuttujan vaihdolla voidaan aina vaihtaa integroitavan funktion méérit-
telyalue véliksi [0, 1]. Jos halutaan integroida vililld [a, b], niin tdmé& voidaan helposti
palauttaa perustapaukseen kuvauksen ¢(x) = a + (b — a)z avulla. Tallsin

[ war=0-a [ sown

ITaméi yleistys on divergenssilause.
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Oletetaan siis heti merkintojen yksinkertaistamiseksi, ettd integraali halutaan laskea
vélilla I = [0, 1]. Olkoon siis annettu jokin f € C(I) ja haluttaisiin laskea fo x)d.

Palataan funktion approksimointiin. Weierstrassin lauseen 4.1 perusteella Jatkuvaa
funktiota voidaan approksimoida mielivaltaisen tarkasti polynomeilla. Erés idea on siis
muodostaa funktiolle f sopiva polynomiapproksimaatio ja sitten integroida kyseinen
polynomi. Olkoon f, € P, jokin téllainen polynomiapproksimaatio. T&lloin

[ st [ sw] < 150 - 5o < [ 17~ e =15 = Rl

Siis jos || f — fulloo on pieni, niin virhe integraalissakin on pieni. Weierstrassin lause todis-
tettiin nayttamallé, ettd jos muodostetaan Bernsteinin polynomien avulla approksimaa-
tiot

=Y f(k/n)Bi(x)

niin || f — by lloo < || f”|loo/8n. Mutta nythén Lemman A.3 mukaan

/Olbn(x)dxzzi:f(k/n)/ol (2 das——Zf k/n)

Merkitéén z, = kh missé h = 1/n. Nyt saadaankin sitten

\/Olﬂ dx——zf )| < Wl o)

Toisin sanoen virhe pienenee kuten 1/n kun n — oo.

Esimerkki 5.1. Olkoon f(x) = sin(x) + cos(x). Olkoon virhe &,. Saadaan seuraava
taulukko

n &, En/Eam
4 127481072 | 1.997
8 | 1.376-1072 | 1.998
16 | 6.886-107% | 1.999
32| 3.445-1073 | 1.999
64 | 1.723-1073

Koska [|f”||oc < 2, niin saadaan yksinkertainen arvio &, < 1/4n. Tamé& on vain noin
2 kertaa suurempi kuin todellinen virhe, ja joka tapauksessa se antaa oikean kuvan
suppenemisesta n:n funktiona. *

Bernsteinin polynomeihin perustuva menetelmé siis suppenee kun n kasvaa, mutta
suppeneminen on varsin hidasta. Kuten jo aiemmin todettiin, niin Bernsteinin approksi-
maatiot b, suppenevat hitaasti kohti f:&, joten on varsin luonnollista, ettéd integraalin
suppeneminenkin on hidasta.
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Mutta jospa sitten interpoloitaisiin Lagrangen polynomien avulla?? Tamé& voisi jo-
htaa hyvéan lopputulokseen koska jos f,, on f:n interpoloiva polynomi niin tyypillisesti
f — f. vaihtaa merkkié interpolointipisteissa. Integrointivirheet voisivat siis osittain
kumoutua, joten voisi olettaa, ettd?

‘/f dx—/fn dx—‘/ ~ e d:L' <</|f fol)|de

Interpoloidaan tasavilisesti ja lasketaan 1., 2. ja 4. asteen interpoloivat polynomit.
Lagrangen polynomien avulla saadaan

la; = f(0)Ly + fF(LT = £(0)(1 —fv> + f(D)z

lay = f(0)L5 + f<1/2)£2+f( )L5
fO)(z —1)2x — 1) +4f(1/2)z(1 —z) + f(1)z (2:v—1)
FO)LG+ (/4 LT+ F(1/2) Ly + [(3/4) L5+ f(1)L]

|a4

Integroimalla saadaan
1
/0 landz = L (£(0) + £(1))
1
/0 laadz = L (F(0) +4£(1/2) + £(1)

1
/ laade — & (T7(0) + 32 (1/4) + 12f(1/2) + 32/(3/4) + 7/(1))

0
Esimerkki 5.2. Olkoon f(z) = sin(z) + cos(x). Talloin virheelle saadaan

1 0.110 ,n=1
5n:|/ (f —lan)dz| ~ ¢ 4.66-107* | n=2
0 6.95-1077 , n=4

Tapauksessa n = 4 approksimaatio on jo varsin hyvéa. Lauseessa 4.2 saatiin interpoloin-

tivirheelle arvio
||f(n+1) Hoohnﬂ

— n || oo <
e
missid h = 1/n. Selvisti nyt || f" V|, < 2 kaikilla n, joten

0.25 . n=1
1/10240~98 1075 , n=4
Nahdaan, ettd virhearvio on turhan pessimistinen eikd anna virheelle oikeaa suuruus-

luokkaa paitsi tapauksessa n = 1. Siis virhe todella merkittavisti pienenee merkkivai-
htojen takia. *

2Legendren polynomeista ei ole mitiin hyotyi integraalin laskemisessa. Miksi?
3Merkinnin << voi lukea: on huomattavasti pienempi kuin.
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N&dhd&an, ettd sekd Bernsteinin polynomeja ettd interpoloivia polynomeja kéytet-
tdessd paddyttiin seuraavanlaiseen approksimaatioon: valitaan jotkin pisteet 0 < xg <
1 <--- <, <1 javastaavat painokertoimet c; siten, ettd

JRCEED ST 6.1)

Tasta saadaankin

Ongelma 5.1. Miten parametrit ¢; ja x; pitéisi valita, etté virhe olisi mahdollisimman
pieni? ¥

Léhestytddn téita ongelmaa epésuorasti. Kaikille yll& tarkastelluille integrointimenetelmille
pétee, ettd saadut approksimaatiot integroivat tarkasti matala-asteisia polynomeja.
Téastéd saadaankin térked késite.

Maaritelma 5.1. Integrointimenetelmdn kertaluku on n + 1, jos

n

/1 fl@)de =" c;f(z;) kaikille feP,
0

§=0
Asken saatujen menetelmien tapauksessa
Lemma 5.1. Esimerkin 5.2 menetelmien kertaluvut ovat 2, 4 ja 6.

Todistus. Pitédé siis osoittaa, etta

1

f(x)dz =1 (f(0)+ f(1)) kaikille feP;
0
1

i f@)dz = (f(0) +4f(1/2) + f(1)) kaikille f € Ps

f(@)de = 55 (7f(0) + 32f(1/4) + 12f(1/2) + 32f(3/4) + 7f(1)) kaikille f € P;

Luonnollisesti riittdé testata, ettd saadaan tarkka tulos kantafunktioilla {1,z, ... 2"}.
Suoraviivainen tarkistus jatetddn harjoitustehtévaksi. <

Voisi kuvitella, ettéd jos integroidaan tarkasti polynomeja niin tdmé olisi hyvé omi-
naisuus. Voidaankin siis kysya

Ongelma 5.2. Miten parametrit ¢; ja x; pitdisi valita, ettd kertaluku on mahdollisim-
man iso? Onko olemassa menetelmié joilla on mielivaltaisen iso kertaluku? *

On luonnollista olettaa, ettd kun lisétéddn pisteitten z; méérdd, niin voidaan valita
c; "sopivasti” jotta kertaluku kasvaa. Néin todella tapahtuu.

Lemma 5.2. Olkoon annettu jotkin luvut 0 < 2o < 1 < --- < x, < 1. Tdlloin on
olemassa c; siten, ettd saadaan kertalukua n + 1 oleva menetelmd.
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Todistus. Pitéisi siis valita c; siten, etta

n

/1 f@)de =" c¢;f(z;) kaikille feP,
0

§=0
Koska {1, z,...,2"} on kanta, niin saadaan yht&lot

n

1
/xedle/(€+1):20jx§ , 0<l<n
0

=0

Olkoon ¢ = (¢, ¢1,...,¢n) jab=(1,1/2,...,1/(n+1)). Muodostetaan Vandermonden
matriisi (A.4), jolloin saadaan yht&loryhmé V¢ = b. Lemman A.6 mukaan det(V') # 0,
joten ¢ voidaan ratkaista. <>

Silloin kun pisteet x; ovat tasavélein, niin néin saatuja kaavoja sanotaan Newton-
Cotes menetelmiksi. Esimerkissd 5.2 muodostettiin siis kertalukua 2, 4 ja 6 olevat
Newton-Cotes menetelmét.

Valitettavasti nimé menetelmét ovat hyodyllisia vain suhteellisen pienilla n:n arvoil-
la. Kun n > 7, niin osa kertoimista c¢; on negatiivisia. Témé on numeerisesti epastabi-
ilia.

Esimerkki 5.3. Olkoon f(x) = exp(—100(z —0.4)?). Selvéisti f(x) > 0 joten integraa-
likin on varmasti positiivinen ja itse asiassa fol f(z)dx =~ 0.177. Newton-Cotes arvolla
n = 30 antaa kuitenkin MAPLEN oletustarkkuudella laskien ~ —2.9. *

Kun lasketaan kertoimia eri n:n arvoilla niin huomataan, ettd maksimiarvot kasva-
vat erittdin nopeasti n:n funktiona.

n=20 = max|c|~ 32
j

n=30 = max|c]|~ 23000
j

n=40 = max|c|~7-10°
J

Kun kertoimet ovat osaksi negatiivisia, niin kertaluvun ilmoittama tarkkuus perustuu
oleellisesti siihen, ettd virheet kumoutuu kun lasketaan erotus kahdesta suuresta luvus-
ta. Liukuluvuilla laskiessa téstd aiheutuu aina numeerisia ongelmia. Tata epéstabiil-
isuutta voidaan pitdd erdédnd Rungen ilmion (katso esimerkki 4.6) esiintymismuotona.
Interpolointipolynomit, jotka ovat menetelmén pohjana, eivit suppenekaan kohti ha-
luttua funktiota, minké takia kertoimet c¢; "kéyttéytyvit oudosti”.

Maaritelma 5.2. Integrointimenetelmd

n

T.(f) = cnf ()

k=0

on stabiili, jos kertaluku on vdhintddn yksi ja ¢, > 0 kaikilla k.
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Huomaa, ettd stabiileilla menetelmilld itse asiassa 0 < ¢, < 1 kaikilla k£ koska
kertalukuehdosta seuraa, ettd ), ¢, = 1. Erityisesti tésté kertoimien positiivisuudesta
seuraa, etta

F20 = ) eaf(m) =0
k=0

joten edellisen esimerkin tyyppisid ongelmia ei voi esiintya.

Tavoitteena on siis 10ytdd stabiileja menetelmié joille virhe menee nollaan kun
n — 00. Koska Newton-Cotes kaavat ovat stabiileja vain kun n < 7, niin pitdd yrittda
parantaa tarkkuutta muulla tavalla. Tdhén on 2 erilaista tapaa, jotka molemmat ovat
omalla tavallaan hyodyllisid. Ensimméinen tapa on valttda epéstabiilisuutta jakamalla
tarkasteluvili pienempiin osiin (kuten splinien tapauksessa) ja soveltamalla Newton-
Cotes kaavoja jokaisella osavililla erikseen. Toinen tapa on pyrkid valitsemaan pis-
teet x; jotenkin "optimaalisesti” miké (toivottavasti) johtaisi stabiileihin menetelmiin.
Tarkastellaan ensin jalkimmaistd tapausta.

5.1.2 Gaussin menetelmait

Lemman 5.2 mukaan saadaan kertalukua n oleva menetelmé valittiinpa pisteet x; miten
tahansa. Nyt voisi kuvitella, ettéd jos myds pisteet x; valitaan jotenkin erityisesti niin
kertalukua voitaisiin kenties nostaa vaikka pisteitten lukumé&iré ei kasvaisikaan. Lu-
onnollisesti tastd ei automaattisesti seuraa, ettd ndin saadut menetelmét olisivat sen
stabiilimpia kuin Newton-Cotes menelméatkian.

Esimerkki 5.4. Kahden pisteen tapauksessa pyritdédn siis valitsemaan x1, x5, ¢1 ja co
siten, ettd

1
/ f(z)dr = c1f(x1) + caf (x9) kaikille f € Py
0

missd k& on mahdollisimman iso. Koska nyt on neljd vapaata parametria, niin voisi
kuvitella, ettd ne voidaan valita siten, etta nelja ehtoa toteutuu. Tama johtaa yhtaléihin

1
/1dm:1:cl—|—02
0
1
/xdx:1/2201x1+c2x2
0
1
/a:Qd:vzl/S:clechz:v%
0
1
/x3dx:1/4:clxi’+02x§
0

Koska kyseessé on polynomisysteemi, niin systeemill& on ainakin kompleksisia ratkaisu-
ja, mutta reaalisen ratkaisun olemassaolo ei ole mitenkédén itsestddn selvad. Lisdksi
pitéisi pated 0 < z; < 1, miké sekéén ei vaikuta aivan selvilta...

Y14 saatua yhtéaloryhméa voi kuitenkin yrittda sieventdd symmetria-argumentilla.
Koska on vain kaksi pistettd joissa f lasketaan, niin tuntuisi luonnolliselta ettéd niilla
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molemmilla olisi yht& suuri "painoarvo”. Siis "arvataan”, ettd ¢; = c¢o = 1/2, jolloin
toisesta yhtilostd saadaan z; + zo = 1. Sijoittamalla edelleen nihdéin, ettd 6x? —

6x1 + 1 = 0 mistd edelleen

1
re=1/24——

2v/3
Pisteet x4 kuuluvat vilille [0, 1] joten kahdella pisteelld saatiin 4. kertaluvun menetelmaé.
*

Huomaa, ettéd tdma ldhestymistapa johtaa aina epélineaariseen polynomisysteemiin.
Sen sijaan niin kuin on néhty jos pisteet x; kiinnitetdén niin télloin saadaan lineaarinen
systeemi kertoimille c;.

Y14 saatu polynomi Ly = 622 — 6x + 1 jonka nollakohdat antavat halutut pisteet
x; on toisen asteen Legendren polynomi (katso Madritelmd A.3). Korkeamman asteen
Legendren polynomit antavat korkeamman kertaluvun menetelmi.

Lause 5.1. Olkoon 0 < z; < --- < z, < 1 Legendren polynomin L, nollakohdat.
Tdlloin on olemassa c; siten, ettd

n

/ 1 f@)de = c;f(x;) kaikille f € Po_y
0

j=1

Todistus. Lemman A.1 mukaan L,:ll4 on n nollakohtaa valilld (0,1). Olkoon sitten
f € Py,_; mielivaltainen. T&ll6in on olemassa yksikésitteiset ¢,r € P,_; siten, ettd
f = qL, + r. Siispa

/Olf(sc)dgr,:/o1 q(ZU)Ln(x)dx—i-/Olr(x)dx:/olr(w)dx

n n

S eif(x) = ci(qlay) Lulz)) +r(z;)) =Y ejrlay)

=1 j=1 j=1

Toisaalta

Valitaan nyt ¢; kuten Lemmassa 5.2. Talloin

/01 f(z)dz = /O1 r(x)ds = z:cjr(g;j) =3 o f ()

7=1
<>

Valitaan siis kertoimet c; kuten edelld ja olkoon xj Legendren polynomin nollako-
hdat. N&in saatuja menetelmia

Iga,n(f) = chf(xk>

kutsutaan Gaussin menetelmiksi. Naméa ovat hyodyllisid suhteellisen isoillakin n:n ar-
voilla.



76 LUKU 5. NUMEERINEN INTEGROINTI

Lemma 5.3. Gaussin menetelmdt ovat stabiileja.

Todistus. Pitd siis osoittaa, etté c, > 0 kaikilla k. Olkoon py, = [, (z —;)*. Téll6in
P on astetta 2n — 2 joten

n

0< /0 pr(x)de =) ejpila;) = cupr(ar)

j=1
<>

Toisin sanoen Gaussin kaavoilla ei voi tapahtua merkitsevien numeroitten katastro-
faalista kumoutumista kuten Newton-Cotes menetelmissa isoilla n:n arvoilla.

Esimerkki 5.5. FEntdpa 4 pisteen tapaus. Olkoon z; < xy < w3 < x4 Legendren
polynomin L, nollakohdat. Namé& pystytdian vielda eksplisiittisesti laskemaan. Symme-
triasyistd voisi jélleen arvella, ettd x1 + 24 =1 ja x5 + 3 = 1. Néin onkin:

Tia= 3£ 51/525+70V30 ja mes=1+11/525 7030

70 70

Témén jélkeen pitéisi laskea kertoimet c¢;. Symmetrian perusteella arvataan, ettéd ¢; =
¢4 ja co = c3. Téstd saadaan

1
/ ldz =1 :Cl+C2+Cg+C4:201+202
0
1
/ rdr =1/2 = c1x1 + oo + c3w3 + 4ty = €1 + 2
0
1
/ ¥ dr = 1/3 = 127 + x5 + c375 + ca; = 1 (@] + 17) + co(a3 + 23)
0
1
/ 2 dr = 1/4 = 127 + ezl + 3 + cu) = o1 (@ + xF) + co(ad + 23)
0
Kaksi ensimmaéistéd yhtélod on sama. Lopuista yhtaloistda saadaan
Ga=1—2V30 ja cz=1+5V30

o

Kuten edellisesté esimerkistd ndhdéaan niin késin laskien on erittéin tyolasta laskea
kertoimia ja méadrittdd Legendren polynomien nollakohtia. Isoilla n:n arvoilla nollakoh-
dat ja vastaavat kertoimet pitda laskea numeerisesti. Témén takia ennen tietokoneaikaa
Gaussin menetelmié ei juurikaan kaytetty.

5.1.3 Integroinnin jakaminen osavileihin

Newton-Cotes kaavat isoilla n:n arvoilla olivat siis epéstabiileja. Toimitaan siis kuten
splinien yhteydessé: jaetaan integroimisvéli osiin ja sovelletaan Newton-Cotes kaavoja
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jokaisella osavililla erikseen. Katsotaan mihin td&mé johtaa esimerkin 5.2 menetelmien
tapauksessa. Valitaan siis jokin A = 1/n ja olkoon xy = kh, 0 < k < n.
Talloin siis lineaarinen interpolointi antaa valilla [0, h]

[ st~ 450+ 1)

Soveltamalla samaa ideaa osdvileilld [kh, (k + 1)h|saadaan

/0 f@)dz = 5(f(0) +2f(h) +2f(2h) + -+ + 2f(1 = h) + f(1)) = Zun(f)  (5.2)

Samoin ldhtien liikkeelle toisen asteen interpoloivasta polynomista saadaan ensin

2h
/0 F(@)dz ~ B (f(0) + 4 (h) + F(2h))

Soveltamalla taas samaa ideaa osavéleilla [2jh, (25 +2)h] ja valitsemalla jilleen h = 1/n
saadaan

/ F(@)de ~ B(F(0) + AF(R) +2F@h) + -+ Af(L—h) + f(1)) = Tun(f)  (5.3)

Huomaa, ettéd tassd n:n taytyy olla parillinen.

Madritelma 5.3. Yhtdlossa 5.2 madriteltyd menetelmdd Ly n(f) sanotaan trapet-
simenetelméksi ja yhtdlossi 5.3 mddriteltyd menetelmdii Zgn(f) sanotaan Simpsonin
menetelmaksi.

Selvasti sekd trapetsimenetelmé ettd Simpsonin menetelmé ovat stabiileja.

5.2 Virhearvio

Edelld jo saatiin Bernsteinin menetelmille virhearvio suoraan Weierstrassin Lauseen
4.1 avulla. Interpoloiville polynomeille samantyyppinen ldhestymistapa johtaa liian
pessimistiseen arvioon koska approksimaatiovirhe ei ota huomioon merkkivaihteluista
johtuvaa virheitten kumoutumista. Trapetsimenetelméan, Simpsonin menetelméan seké
Gaussin menetelmien tapauksessa pitdéd edeté toisin jotta saataisiin realistinen arvio.
Huomaa, ettd edelld méaritelty kertaluku antaa vain algebrallisen kriteerin sille mitka
voisivat olla hyvid integrointimenetelmis, mutta sehén ei suoraan johda varsinaiseen
virhearvioon.
Analysoidaan seuraavassa tarkemmin trapetsimenetelmén tapaus. Muitten menetlmien

arvioissa kéytetddn samantyyppisid ideoita mutta tekniset yksityiskohdat ovat mon-
imutkaisempia. Olkoon f siled funktio ja asetetaan

My, = [|flo = max |f™)(2)]

0< <1

Trapetsimenetelmén virhe on

Eulh) = /0 f(2)de — Tup(f)
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Lemma 5.4.
M,

£t < 13

h? = O(h?)

Todistus. Katsotaan ensin yhden osavilin virhe. Olkoon

culh) = /( F(@)dz — B (f((k — 1)) + F(kR))

k—1)h

jolloin siis &, = ), €;. Taylorin lauseen A.1 mukaan
la) = £0) + O+ [ 1(6)(a — s)ds
0
Siispa
h
81:/ (f()—l—f :c—i—/ 1" (s) x—s)ds)d:c——(Qf()—i—f h+/ f"(s)(h = s)ds))

//f” x—sdsdx——/ #(s)
= 1(s)(@ — s)dsdz — 2 [ f()(h — 5)ds = = h f"(s)(s* = hs)ds
N ), ),

Mutta tastd saadaan

M.
|€1|<—/ (hs — s?) d5—1—22h3

Sama lasku voidaan tehda joka vélilla joten

TLMQ h3 . Mg
12 12

& < ler] + -+ Jen| < h2

<>

Téasmilleen samaa ideaa voidaan kayttdd Simpsonin ja Gaussin kaavojen virheen
analyysissid. Meneméttad sen kummemmin yksityiskohtiin todetaan vain tulos. Asia on
perusteellisesti tarkasteltu kirjassa [12].

Lemma 5.5.

M.
|55||—‘/ [z — Zn(f) Sﬁhﬁl ja

2M2n(n')4
’8g3| - }/ f ga n(f)‘ S ((Qn)|)3<2n+ 1)

Esimerkki 5.6. Olkoon f(z) = 2cos(10z) + €2*. Koska Gaussin kaavat eiviit ole
tasavilisid, niin h ei oikeastaan ole siind mielekds parametri. Mutta n on: sehén ku-
vaa tyoméardd. Jos siis valitaan Gaussin menetelméssid n pistettd, niin tiatd vastaa
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10"
10721
1074
€ ) €
10764
1075 ]
A -15
o P 107171
10 10_l T T T T T T T T T l. T
0 0,001 0,01 0,05 0,1 0 0,001 0,01 0,05 0,1
h h

Kuva 5.1: Vasemmalla laskettu MAPLEN oletustarkkudella, jossa kédytetddn 10 desi-
maalia. Oikealla on laskettu 20 desimaalilla. Kuvaan on myos piirretty kaavoja (5.4)
vastaavat arviot virheen ylarajalle.

parametri h = 1/(n — 1) trapetsimenetelméssé ja Simpsonin menetelméssé. Kuvassa
5.1 on laskettu integraalin arvoja eri parametrien arvoilla. Huomaa, etta

) ()] ~ 2 - 10"
Rax |[f™(z)| = 2-10

Siis saadaan virhearviot

|E| = 17 R
Eg| =~ 110 h* (5.4)
PO 1032"(n!)4 '
(2n)) (2n+1)
Kuten kuvasta 5.1 ndhdéén niin virhe pienenee odotettua vauhtia. *

5.3 Muutamia erityiskysymyksia

5.3.1 Jaksolliset funktiot

Muistetaan, ettd funktio f on jaksollinen, jos on olemassa jokin ¢ > 0 siten, etté
f(z + ¢) = f(x) kaikilla 2. Vakio ¢ on jakso. Toisaalta jos funktio on annettu vain
aarelliselld vélilld [a, b], niin se voidaan jaksollisesti jatkaa koko R:lle. Olkoon ¢ = b—a
ja asetetaan f(x—l—nc) = f(z) kaikilla n. f on f:n jaksollinen laajennus. Jos fla) # f(b),
niin f on epajatkuva. Muistetaan, etté jos jaksollista funktiota integroidaan koko jakson
pituuden yli, niin ei ole vélid mistd pisteestd aloitetaan:

/abf(x)d:c = " f(z)dx

a+r



80 LUKU 5. NUMEERINEN INTEGROINTI
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Kuva 5.2: jotain.

Tarkastellaan seuraavassa tilannetta, jossa f on siledsti jaksollinen. Talld tarkoitetaan
sitd, ettd f(a) = f(b), f'(a) = f'(b) ja yleisesti f™(a) = f™)(b) kaikilla n. Oletetaan
liséiksi, ettéa jakso on yksi, joten riittdd tarkastella vélia [0, 1].

Nyt osoittautuu, ettd jos lasketaan sileésti jaksollisen funktion integraali trapet-
sikaavalla niin tulos on erittédin tarkka, jopa parempi kuin Gaussin kaavoilla.

Esimerkki 5.7. Olkoon
f(x) = 5cos(8mz) + 3exp (2sin(6mz)) — 2exp (2sin(47z))

Selvésti f on sileésti jaksollinen. Kuvassa 5.2 on f ja trapetsimenetelmén virhe eri
h:n arvoilla. Tamé on laskettu MAPLELLA kayttden 50 merkitsevdd numeroa, joten
suhteellinen virhe ei voi olla pienempi kuin 1075, Joka tapauksessa nihd#éin ettd jo
suhteellisen isoilla h:n arvoilla tarkkuus on hammastyttavan hyva. *

Intuitiivisesti voisi ajatella, ettd tassa tapauksessa positiiviset ja negatiiviset virheet
kumoavat toisensa kasittdmattoméan hyvin. Selitys télle ilmidlle 16ytyy kirjasta [12].

5.3.2 Singulaarisuudet

On siis 16ydetty tehokkaita menetelmié ratkaisemaan sellaisia ongelmia, joissa inte-
groitava funktio on siled. Virheen yldrajan arviothan perustuivat integroitavan funk-
tion derivaattojen maksimiarvoihin. Jos kyseiset derivaatat eivét ole olemassa joissain
pisteissi niin suppeneminen on hitaampaa.

Jos singulaarinen piste on integroitavan vélin sisilld niin integroimisvali voidaan
jakaa osiin. Yleisyytta rajoittamatta voidaan siis olettaa, ettd integroitavan funktion
singulaarisuus on vélin paédssi. Tarkastellaan seuraavaa tehtavaa:

/O " cos(x)/dz
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Selvisti f'(x) — oo kun & — 0, joten suppeneminen on hidasta. Téssé tapauksessa
ongelma ratkeaa helposti sopivalla muuttujan vaihdolla. Olkoon z = y?, timéi antaa

2 V2
/ cos(z)v/wdr = 2/ cos(y?)y*dx
0 0

Nyt integroitava funktio on siled, joten integrointikaavat toimivat totuttuun tapaan.

5.3.3 Moniulotteinen integraali

Léhdetaan tassdkin liikkeelle yksinkertaisesta tapauksesta jossa halutaan integroida
annettu funktio yksikkoneliossa I x I = [0,1] x [0,1]. Olkoon siis f : I x I — R
jatkuva funktio ja halutaan approksimaatio integraalille

fz,y)dedy =7
IxI
Varsin suoraviivaisesti voidaan yleistda yksiulotteinen tapaus. Valitaan jotkin painok-
ertoimet ¢; ja pisteet x; kuten kaavassa (5.1). Olkoon edelleen g(y) = fol f(z,y)dz,
jolloin

1 n
/M f(x,y)drdy = /O g(y)dy =~ ; cjg(x;)

~ ch Zcif(xi,xj) = Z cici f (i, )

ij=1

Huomattakoon, etté ei ole tarpeen kiyttad samaa integrointimenetelméé x- ja y-suunnissa.
Nyt voidaan osoittaa, ettd approksimaatio antaa tarkkuuden, jota voisi olettaa yksiu-
lotteisen tapauksen perusteella.

Esimerkki 5.8. Olkoon f(z,y) = 2exp(2x —y) ja lasketaan approksimaatio kiyttden
Simpsonin menetelméé. Olkoon virhe &,. Saadaan seuraava taulukko

4 | 1.45-107% | 15.67
8 19.25-107° | 15.91
16 | 5.81-107¢ | 15.97
32| 3.64-107"7

Kuten niihdéén niin virhe pienenee odotetusti: &, = O(h*) kuten yksiulotteisessakin
tapauksessa. *

Entépé jos halutaan integroida jossain monimutkaisemmassa alueessa? Olkoon ¢ :
I x I — Q diffeomorfismi. Siis vaaditaan, etta

(i) ¢ on bijektio
(i) ¢ € CYI x I) ja o=t € CHQ)
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Téstd seuraa, ettd differentiaalille dy pétee det(dyp) # 0 ja voidaan aina itse asiassa
valita det(dy) > 0. Nailld merkinnoilld saadaan

/ fdxdy = f o det(dy)dzdy
Q IxI

Jos siis téllainen funktio ¢ l6ydetéddn, niin integraalin laskenta voidaan palauttaa yk-
sikkonelioon.

5.4 Harjoitustehtiavia

1. Laske Gaussin integrointikaava jossa on 3 pistettd. Ohje: olkoon pisteet x1 < x5 <
T3 ja niitd vastaavat kertoimet c;. Symmetria-argumentin perusteella voidaan
arvella, ettd xo = 1/2 ja 1 = 1/2 — a ja 3 = 1/2 + a. Edelleen luulisi pétevin,
ettd c; = c3.

2. Poista singulaarisuus sopivalla muuttujan vaihdolla

2 cos(z)

——dx
o VI



