Numeerinen analyysi syksy 2012
Laskuharjoitus 6

On siis ndhty 3 eri tapaa approksimoida funktioita: Bernsteinin, Legendren
ja Lagrangen polynomeilla. Katsotaan nyt tarkemmin miten MATLABILLA
voidaan néitd approksimaatioita késitelld. Polynomin arvoja voi siis laskea
komennolla polyval.

1. Viime harjoituksissa oli Juha-Matin tiedosto bernstein.m jonka avul-
la saatiin Bernsteinin polynomeja. Ohessa on tiedostot legepo.m ja
lege01.m jotka antaa Legendren polynomit. Ensimmaéinen kayttaa yhteyt-
td Legendren ja Bernsteinin polynomien vélilld ja toinen kayttaa Leg-
endren polynomit maarittavad rekusrsiota. Méaaritelladn bijektio ¢ :
[0,1] — [a, b]
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Piirréd ¢:n avulla joitain Legendren ja Bernsteinin polynomeja vélille
[5,17].

2. Olkoon f(x) = exp(sin(7z)) ja tarkastellaan valia [0,1]. Olkoon b,
Bernsteinin polynomien avulla saatu n-asteinen approksimaatio. Lauseen
4.1 todistuksen perusteella pitéisi pated ||f — byl & ¢/n missid ¢ on
jokin vakio. T&ta voi testata seuraavasti. Laske bo, by, bg jne. Nyt pitdisi

patea
If = balle
1 = b2nlloo
MATLABISSA ei suoraan voi laskea maksiminormia. Mutta jos evalu-
oi funktion "riittavan” tihedsti ja ottaa sitten maksimin néistd arvoista
komennolla max, niin saa tdhén tarkoitukseen riittdvan hyvan approksi-
maation, kuten oheisessa funktiossa virhe.m.

Kun aina kaksinkertaistaa n:n niin laskenta on nopeasti tyoldsta. Tarkem-
min voi edeté seuraavasti. Olkoon virhe &, = ||f — b, ||~ ja oletetaan,
ettd pitee &, ~ cn™ missd a > 0. Talloin

In(&,) ~ In(c) — aln(n)

Siis kun kayttad logaritmista asteikkoa seké n:lle ettd virheelle niin
pitdisi tulla suora, jonka kulmakerroin antaa suppenemisnopeuden c.
Téllainen kuva voidaan piirtdd komennolla loglog.



3. Tarkastellaan edellisen tehtédvan funktiota, mutta tutkitaan nyt sup-
penemista Legendren polynomien suhteen. Olkoon le,, Legendren poly-
nomeilla saatu approksimaatio. Mikéd on nyt

IIf —len]|oo =77

Téssé pitéad siis muodostaa tuloja f Ly ja integroida niitd. Oheinen funk-
tio kerroin.m on erés tapa laskea niitd. Siind siis lasketaan lemman 4.6
kerroin ¢j. Koska Legendren polynomien kaikki nollakohdat on vililla
[0, 1], niin polynomin taytyy "vérdhdelld” yhd enemmén isoilla k:n ar-
voilla joten numeerinen integrointi tulee yhd hankalammaksi. Taméan
takia isommilla k:n arvoilla MATLAB antaa virheilmoituksen.

4. Lopuksi sama tehtéva interpoloivan polynomin avulla. Téméa voidaan
muodostaa suoraan komennolla polyfit eikd tarvitse muodostaa La-
grangen polynomeja. Merkitdan niin saatua approksimaatiota la,,. Kokeile
taas mitd antaa

1 = lap||s =77

5. Olkoon f(x) = cos(x) + /|z] ja tarkastellaan vilid [—2,2]. Koska nyt
f ei ole derivoituva origossa niin suppenemisen pitéisi olla hitaampaa.
Testaa tédtéd jollain ylla mainituista tavoista (Bernstein, Legendre, La-
grange). Nyt vili ei ole [0, 1] joten Bernsteinin ja Legendren tapauksis-
sa pitda kayttad funktiota ¢ tehtédvastd 1. Tarkastellaan siis funktiota
f = fo. Piirré jokin saatu approksimaatio my6s alkuperiiselle vilille.

6. Rungen ilmid. Olkoon f(x) = 1/(1+x%) vililld [—3, 3]. Valitse tasavili-
nen interpolointi ja muodosta polynomi komennon polyfit avulla. Tark-
ista, ettd approksimaatio huononee vélin péissd kun polynomin aste
kasvaa. Valitse sitten interpolointipisteiksi T'shebyshevin pisteet:
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xp = 3cos(0,_r) missd 6O =
T&lloin interpolointipisteitd on suhteellisesti enemmén valin paissé, ja
tamaé pyrkii stabiloimaan approksimaatiota. Tarkista, etta talld tilanne
paranee funktion f tapauksessa. (komento fliplr voi olla kéitevé).



