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Matemaattinen tutkimus Suomessa.

Kirjoittanut
ERNST LINDELOF.

Kesti kauan, runsaan puolen vuosisataa, ennenkuin Newtonin ja
Leibnizin koko matemaattista tiedettd mullistavien keksintdjen vaiku-
tukset rupesivat tuntumaan kaukaisessa maassamme. Pitkille 1700-lukua
oli matemaattinen tutkimus ja etenkin matemaattinen opetus Turun Yli-
opistossa vield melko alkeellisella kannalla. Vasta mainitun vuosisadan
keskivaiheilla tuli differentiaali- ja integraalilasku, etupiissi Jakob Gado-
linin ja Martin Walleniuksen ansiosta, yleisemmin tunnetuksi ja paasi
opetusohjelmassakin nakyviin. Vuosisadan jalkimmaiselld puoliskolla oli
matemaattinen tutkimus maassamme jo kauniissa nousussa ja monet
Turun yliopiston professoreista olivat tunnettuja taitavina matemaatik-
koina ja astronoomeina. Niista ansaitsevat JoHAN HENRIK LINDQVIST ja
ANDREAS PLANMAN erityistd huomiota.

- Mutta ennen muita on tilta aikakaudelta mainittava suomalamen mate-
maatikko ja astronoomi, joka saavutti huomattavan eurooppalaisen mai-
neen, joskin valitettavan suuri osa héinen tieteellistd toimintaansa ja
vaikutustansa lankeaa maamme rajojen ulkopuolelle. Tamai inies oli
ANDERS .JOIAN LEXELL, joka syntyi Turussa vuonna 1740. Jo yhdeksén-
toistavuotiaana hiin heriatti huomiota terivisti kritikoimalla Leibnizin
optiikkaa. Mydhemmin hdn viiden vuoden ajan oli dosenttina Turussa,
mutta pyrkien tieteellisen tutkimuksen keskuksiin hin vuonna 1768 haki
tointa Pietarin Tiedeakatemiassa, jonka mainehikkaimpana jaseneni tahin
aikaanoli Leonhard Euler, kahdeksannentoista vuosisadan suurin matemaa-
tikko. Tata varten lahetti Lexell Akatemialle tutkimuksen, joka kasit-
teli eridstd uutta differentiaalivhtalsiden integroimismenettelyi. Tutki-
mus joutui Iulerin arvosteltavaksi, joka antoi siiti erittdin kiittavin lau-
sunnon. Kun Akatemian esimies epiillen huomautti, ettd tutkimuksen
kenties oli laatinut joku toinen matemaatikko, joka oli tahtonut Lexel-
lia auttaa, kerrotaan Eulerin tihin vastaneen, ettei tima auttava kisi
siind tapauksessa voinut olla kenenkain muun kuin joko hinen omansa
tai d’Alembertin, silli kukaan muu ei siihen olisi kyennyt. Tulos oli, etti
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Lexell vuonna 1768 nimitettiin Akatemian apulaismatemaatikoksi ja

tahtitieteelliseksi observaattoriksi. Tihin toimeen kuului ldhinna osanotto .

niihin laajoihin valmistustéihin, joihin oli ryhdytty havaintojen tckoa
varten vuonna 1769 tapahtuvan Venus-ohikulun johdosta, sekd myd&hem-
min havaintojen laskeminen ja analyysi. — Lexell joutui laheisiin suhtei-
siin Eulerin kanssa, joka muutamia vuosia aikaisemmin oli tdydellisesti
menettinyt nakénsi. Han avusti Euleria timan tutkimnuksissa ja oli
apuna niiden julkaisemisessa; m.m. hin aktiivisesti otli osaa Eulerin
uuden kuuteorian kehittelyyn. Lexellin tieteellinen toiminta oli t4n4 aikana
harvinaisen voimaperiista ja tuottoisaa, mika ilmenee siitdkin, ettd hin
Akatemian sarjajulkaisuissa painatti kokonaista 65 eri tutkimusta. Na-
ma koskivat osaksi puhtaasti matemaattisia tehtavia, etupaassa integraali-
laskun, differentiaaliyhtildiden sekd geometrian aloja, mutta etupaidssi
han niissa kuitenkin kasitteli tdhtitieteellisii kysymyksid: paikanmia-
rayksiia, auringonparallaksia, kuuteoriaa, planeettojen teoriaa (m.m.
Uranuksen, joka vasta askettiin oli 16ydetty), seki etenkin komeettojen
teoriaa. FErityisesti hdn laajoissa tutkimuksissa kisitteli vuonna 1770
keksittya komeettaa, jolle tdmin perusteella onkin annettu nimi »Lexellin

‘komeettas. Nailld tutkimuksillaan Lexell lyhyessi ajassa saavutti mainetta

kautta Euroopan; niinpa hinet kutsuttiin Tukholman, Upsalan, Pariisin
ja Torinon tieteellisten akatemiojen jiseneksi, ja myoskin Lontoon astro-
noomipiirien taholta hin sai osakseen huomattavan kunnianosoituksen. —

- Vuonna 1775 nimitettiin Lexell seitseméstd hakijasta ansiokkaimpana ma-

tematiikan professoriksi Turun Yliopistoon, mutta pyysi ja sai oikeuden
vield kolmeksi vuodeksi jaada Pietariin. Myéhemmin han viela kaksi ker-
taa sai pidennettyé virkavapautta vuodeksi kerrallaan. Vuonna 1780 han
nayttasa taydelld todella aikoneen siirtyd Turkuun, mutta Pietarin Aka-

temia sai hinet aikeestaan luopumaan tarjoamalla tilaisuuden vuoden
kestiviain ulkomaanmatkaan, jonka aikana hin oleskeli Saksassa, Rans-

kassa ja.Englannissa. Eulerin kuoltua vuonna 1783 nimitettiin Lexell
hénen seuraajakseen Akatemiassa. Mutta hdnen kaunis uransa, kenties
loistavin Suomen tieteen historiassa, katkesi ikkid; jo seuraavana vuonna
1784 kuoli Lexell vajaan 44 vuoden ikiiseni.

Yliopistomme siirtyessd Helsinkiin oli matematiikan professorina
NATHANAEL GERHARD AF SCHULTEN (1794--1860). Ilin oli uuttera tut-
kija ja innokas opettaja, jonka seka ticteellisessa ¢tta opetustyossa ilmenee
huomattava pyrkimys loogilliseen tarkkuuteen. Lukuisissa julkaisuissaan
hén késitteli probleemoja mekaniikan ja optiikan alalta, peruskysymyksii
aritmetiikan, algebran ja infinitesimaalilaskun piirista, edelleen yksityis-
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luontoisempia kysymyksia, kuten ketjumurtolukuja, joiden avulla Schul-
tén naytti, ettd on olemassa lukuja, jotka eivit ole minkdin kokonaisilla
kertoimilla varustetun algebrallisen yhtilén juurina, sekid geometrian
perusteita, erityisesti Euklideen paralelliaksiomaa ja sen kanssa yhta-
pitdvia olettamuksia. Schultén oli Suomen Tiedeseuran perustajia ja sen
ensimmiisend sihteerini. Hinen tyonsa herdttivat ulkomaillakin huo-
miota, misti on todistuksena, ettd han vuonna 1819 Ruotsin Tiedeakate-
mialta sai Fernerin palkinnon ja kutsuttun Upsalan Tiedeseuran ja Pie-
tarin Tiedeakatemian jaseneksi.

LORENZ LEONARD LINDELOF (1827-—1908), Schulténin seuraaja Yli-
opistossa, kohotti kotimaisen matematiikan tutkimuksen korkeammalle
tasolle. Hin aloitti tieteellisen uransa astronoomina, mutta siirtyipian
matematiikkaan ja harrasti erityisesti variatiolaskua, josta hin wvalitsi
aiheen professoriviitoskirjaansa varten. Vuonna 1861 hidn Pariisissa
julkaisi laajan esityksen variatiolaskusta, joka vuosikymmenii siilyi
eniten kaytettyna timin alan oppikirjana. Tassid teoksessa ansaitsee
erityista huomiota sen probleeman kisittely, joka koskee pyérayspinnan
miaraamisti, jolla on mahdollisimman pieni pinta-ala, miké edelleenkin on
Jacobin teorian kaikkein kaunein sovellutus. MujstaLindel6fin analyysia ja
sen sovellutuksia koskevista toistd on tdssid mainittava tutkimus, jossa ki-
sitelladn pyorayspintoja, joilla on vakinainen keskikaarevuus, ja toinen,
jossa tutkitaan kappaleen rataa, joka maan pyoérimisen vaikutuksen alai-
sena vapaasti liikkuu pitkin maapallon pintaa; viimemainittu tutkimus
sisaltad mielenkiintoisen sovellutuksen siihen ilmakehissi havaittuun
aaltoon, jonka mahtava Krakatoan tulivuorenpurkaus vuonna 1883 ai-
heutti. — Geometrian alalta Lindelof on julkaissut useita tutkimuksia.
Eraissi, joka v. 1880 Berliinin Tiedeakatemialta sai Steinerin palkinnon,
niytetadn, etta valttaimiton ehto, jotta monitahokkaalla, jolla on méﬁrﬁtty
pinta-ala, ‘olisi mahdollisimman suuri tilavuus, on etti sen sivutahkot

painopisteissisn sivuavat samaa palloa. Mydhemméssi tyossia sovelle-- -

taan tama tulos erityisiin monitahokasluokkiin, ja tutkitaan milla monita-
hokkaalla luokassaan todella on suurin tilavuus. Hénen viimeiset julkai-
sunsa kasitteleviat ellipsin ympari piirrettyjen monikulmioiden maksimi-
ja minimiominaisuuksia ja Poncelet'n tata koskevia tutkimuksia. — Linde-
l6fin toille on ominaista harvinainen selvyys ja erinomainen muotokauneus.
Puhtaasti’ tieteellisen toimintansa ohella omisti Lindeldf paljon tyéta
maamme elikekassoille ja kehitti niiden laskemismenetelmit korkealle
tasolle. — Lindel6f oli neljadkymmenti vuotta Suomen Tiedeseuran sihtee-
rini, Pietarin Tiedeakatemian klr]eenvalhta)a]asen ]a Moskovan Ylio-
piston kunma]asen '
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Yhdeksiannellitoista vuosisadalla joutui matematiikan kehitys uuteemn
vaiheeseen, jonka tirkeimpina tuloksena oli n.k. analyyttisten funktioiden
teoria; mutta tamén ohella kiintyi huomio matematiikan peruskésitteisiin
ja menetelmiin, ]otka saatettiin entistd tasmillisempédan ja loogillisesti
moitteettomaan muotoon. Mainitun teorian perusti Cauchy, joka useim-
milla muillakin analyysin aloilla esiintyi reformaattorina, ja kaksi vuosi-
kymmentd myéhemmin Riemann, kaikkien aikojen syvallisimpia ajatteli-
joita, kehitti analyyttisten funktioiden teoriaa valtavan askeleen eteenpéin.
Talla teorialla oli kuitenkin alussa suuria vaikeuksia voitettavana, ja
jotta se voisi nousta merkitystinsi vastaavaan ascmaan, oli vilttami-
tonta esittad se yksinkertaisemmassa ja yhtendisemméissid muodossa.
Taman suuren tehtivian suoritti Weierstrass, joka vuosina 1864--1897
toimi professorina Berliinin yliopistossa ja tini aikana kokosi ympirilleen
suuren maaran oppilaita kaikista sivistysmaista. :

Meiddn maassamme oli funktioteoreettisen harrastuksen herattdjina
ruotsinmaalainen G. MITTAG-LEFFLER, joka vuosina 1877—-1881 oli pro-
fessorina Helsingin yliopistossa. 1l4dn tuli maahamme heti paatettyasn
opintonsa Weierstrassin johdolla, jota hin rajattomasti ihaili ja jonka
oppeja hin on levittanyt ja opettajansa hengessa kehittinyt enemman kuin
kukaan muu Weierstrassin oppilaista. Mittag-Lefflerin ajoilta on periisin
se keskeinen asema, mika funktioteorialla maamme matemaattisessa tutki-
muksessa sen jilkeen on ollut.

Ensimmaiinen tamén alan kotimainen tutkija on l13. MELLIN, jonka
laaja matemaattinen tuotanto kokonaan liikkuu funktioteorian piirissa.
Vuonna 1881 ilmestyneessid viitoskirjassaan Mellin asetti tehtdvikseen
»Weierstrassin teorian pohjalla kehittidi tarkan algebrallisten funktioiden

teorian ja taten samalla- mydtavaikuttaa Weierstrassin funktioteorian

tunnetuksi tekemiseksi meilld». Mellinin seuraavat ty6t kohdistuvat Eu-
lerin mééarittelemadn n.k. gammafunktioon, joka sitten punaisena lankana

-kdly hidnen myohempienkin tutkinmustensa lapi; timin funktion suuren

merkityksen on Mellin selvemmin kuin kukaan ennen hinti nidhnyt ja
selvittdnyt. Hdnen tarkeimpii tuloksiaan on, etti jokainen n.k. hypergeo-
metrinen differentiaaliyhtalé taydellisesti voidaan integroida gammaosa-
maarien yli ulotetuilla maaratyilla integraaleilla, joissa riippumaton muut-
tuja yksinkertaisella tavalla esiintyy parametrini. Toinen tirkei tulos,
jonka Mellin j ja italialainen matemaatikko Pincherle toisistaan riippumatta
saavuttivat, on liheinen yhteys, joka vallitsce eriiden lineaaristen diffe-
rentiaali- ja differenssiyhtialétyyppien valilla. Edelleen on mainittava ne
mielenkiintoiset ja muotokauniit lausekkeet, jotka Mellin johtaa algebralli-
sen yhtdlon juurille, esittiessdin ne gammaosamaiarien yli ulotettuina
moninkertaisina integraaleina, joissa yhtalon kertoimet esiintyvat para-
metreind. Aikaisemmissa téissdan nojautui Mellin yksinomaan Weier-
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strassin funktioteoriaan, mutta myéhemmin hén yhi suuremmassa maé-
rissi otti avuksi Cauchyn integraalilauseet ja residylaskun, joiden mierki-
tykseen hénen kisittelemilladn alalla han laajassa tygssa erityisesti
kiinnitti huomiota. Mellinin tutkimuksissa on tirke4dni apuneuvona
criitten funktioluokkien vilinen merkillinen vastaavaisuus. Tamén vastaa-
vaisuuden olivat Fourier, Cauchy ja myéhemmin Pincherle yksityis-
tapauksissa jo huomanneet, mutta Mellin on tissi todistanut erdan laa-
jakantoisen ja hyvin yleisen lauseen, jota han monipuolisesti soveltaa.
M. m. hén titen on johtunut sangen yleisiin, funktioiden asymptoottisia
ominaisuuksia ja niiden n.k. asymptoottisia sarjakehitelmia koskeviin
tuloksiin. Tutkimuksissaan joutui Mellin piankin tekemisiin n.k. Dirich-
let'n sarjojen kanssa, joille hin myéhemmin omisti laajoja tutkimuksia.
Nimai johtivat m.m. mielenkiintoisiin lukuteoreettisia funktioita koskeviin
tuloksiin, joita usein nikee ulkomaisessa ammattikirjallisuudessa mainit-
tavan.

Muista Mittag-Lefilerin oppilaista mainittakoon E. A. STENBERG (1858 —
1908) ja EVERT SJ0BLOM, jotka niinikd4n hyvalla menestyksella ovat suo-
rittaneet tutkimuksia Weierstrassin funktiotcorian alalta. Molemmat ovat
kisitelleet kaksoisperioodisilla kertoimilla varustettujen lineaaristen diffe-
rentiaaliyhtéiléiden teoriaa. '

Sallittakoon allekirjoittaneen tassid kohdassa lyhyesti kosketella omia
toitadn. Aikaisemmista, jotka koskevat erilaisia differentiaaliyhtélséihin
liittyvia kysymyksis, mainittakoon lineaarisia osittaisia differentiaaliyhta-
loita kasitteleva tyd, jossa tutkitaan integraalien muotoa erikoispisteen
ymparistossa ja tdydennetidn eraitd aikaisempia Poincarén tuloksia.
Seuraavat tutkimukset liikkuvat p#ddasiassa funktioteorian piirissa ja
monet niista kiasittelevdt timan teorian yleisid periaatteita ja niiden
sovellutuksia erilaisiin kysymyksiin, kulen analyyttiseen jatkamiseen
sekd kysymyksiin, jotka koskevat funktion suhtautumista erikoispisteen
ympiristdssi ja reunojen vastaavaisuutta konformikuvauksessa. Yksi-
tyisluontoisista tuloksista mainittakoon uusi, entisti yksinkertaisempi n.k.
Picardin yleisen lauseen todistus. Erasssia E. Phragménin ja allekirjoit-
taneen yhdessi julkaisemassa tutkimuksessa kasitellasn erdsta n.k. moduli-
periaatteen laajennusta, jota uudenaikaisessa funktioteoriassa paljon on
kéytetty ja jonka avulla allekirjoittanut m.m. johti erditd uusia tuloksia,
jotka koskevat Riemannin zetafunktion asymptoottisia ominaisuuksia.
Toinen jakso tutkimuksia on omistettu kokonaisten funktioiden teorialle,
rajoittumalla etupiissia sellaisiin, joiden laatu (vgenre») on &irellinen.
Naiissa taydennetiiin aikaisempia tuloksia useissa suhteissa, nimenomaan
sellaisiin funktioihin nihden, joiden »kertaluku» on kokonainen. Niille
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funktioille todistetaan m.m. entistd tarkemmassa muodossa Picardin
ja Borelin lauseet, jotka koskevat funktioiden arvojen jakautumista.Edel-
leen voi aivan toiselta, nim. joukko-opin alalta, mainita Cantor-Bendixsonin
lauseen uuden todistuksen, jolle on ominaista, ettd siina véltetdan transfi-
niittisten lukujen kayttamista. — Vihdoin mainittakoon, etti alleklr]mt-
tanut Borelin funktioteoreettisia monografioja kasittdvissi sarjassa on
julkaissut Cauchyn residylaskua ja sen sovellutuksia késittelevén teoksen.

Jos edelleen puhumme tutkijoista, jotka etupaissa ovat tygskennelleet
funktioteorian alalla, on seuraavana mainittava SEVERIN JOHANSSON.
Vaitoskirjansa ailieeksi valitsi hdn kysymyksen funktioiden »uniformi-
soimisesta» ja kiinnitti titen uudestaan matemaatikkojen huomion téhén
perustavaan probleemaan, joka parin vuosikymmenen ajaksi oli jaanyt
syrjaan. Kun sitten Poincaré ja Koebe olivat sen taydellisesti ratkaisseet,

palasi Johansson mydhemmassé tygssa siihen ja sen yhteydessi esiintyviin

konformista kuvausta koskeviin kysymyksiin.  Parissa tutkimuksessa han
kasittelee automorfifunktioita, etenkin sellaisia, joiden ryhmalla on n.k.
padympyri ja adrettdmin monta perussijoitusta. Naytetain, ettd naille
eraat aikaisemmin airellisestda perussijoitusmadrasta syntyviin ryhmiin
nahden todistetut, m.m. Poincarén sarjojen konvergenssia koskevat tu-
lokset eivit endd yleisesti pidd paikkaansa. Analyyttisten toittensa ohella
on Johansson tutkinut Lobatscheffskin eli n.k. hyperbolista geometriaa.

Hian on uudella ja mielenkiintoisella tavalla esittanyt tdmén geometrian

jarjestelman ja lisdksi tutkinut niitd hyperbolisen avaruuden viivoja ja
pintoja, ]otka vastaavat traetrlx-kayraa ja pseudopalloa euklidisessa ava-
ruudessa.

FELIX IVERSEN on useassa tydssa perusteellisesti tutkinut analyyttisten,.

erityisesti meromorfifunktioiden kiainteisfunktioita ja nididen erikoispis-
teitd. Tassa yhteydessd on hin saavuttanut uusia yleisia lauseita, jotka
koskevat analyyttisen funktion suhtautumista erikoispisteiden ympéris-
tossa ja nimenomaan funktion n.k. asymptoottisia arvoja. Tutkimuksis-
saan Iversen oikaisee ja oleellisissa kohdissa tiydentia ranskalaisen Bou-
troux’n vahiisti aikaisemmin saavuttamia tuloksia.

R. J. BACKLUND on tutkinut Riemannin zetafunktion nollakohtien
asemaa, analyysin merkillisimpia probleemoja. Nojaten luomaansa koko-
‘naisten funktioiden teoriaan oli Hadamard todistanut, etta tilla funktiolla
on direttdméin monta kompleksi-nollakohtaa, ja samalla johtunut erii-
siin niiden tiheyttd koskeviin tuloksiin, ja v. Mangoldt oli viimemaini-
tussa suhteessa todistanut huomattavasti enemmén. Kaikki nama tulok-
set saavutti Backlund alkeellisemmalla ja erittain kauniilla tavalla, vieldpa
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oleellisesti tasméllisemméssa muodossa. Kayttamalla keksiméédnsi menetel-
maa voi Backlund timén ohella todeta, ettd mainitut nollakohdat, ainakin
200 yksikon pituisiin ordinaattoihin asti, todella sijaitsevat silla suoralla,
jolla Riemann oli olettanut kaikkien niiden nollakohtien olevan.

P. J. MYRBERG on suorittanut laajan ja monipuolisen tutkimustyén
analyysin korkeimmilla aloilla. Ildnen ensimmaiset tyonsa kasitteleviat
yhden muuttujan automorfifunktioita. Niissd hin oleellisissa kohdissa
taydentad Schottkyn tuloksia n.k. Schottkyn ryhmiin ja naihin kuuluviin
automorfifunktioihin nahden, erityisesti kiinnittden huomiota Poincarén
sarjojen konvergenssikysymykseen. KEradssd tyossd Myrberg kehittaa
muuatta Poincarén menettelya algebrallisten funktioiden uniformisoimi-
seksi, padsten tdssi niin pitkille, ettd menetelmaa voidaan soveltaa kiy-
tannossakin, —- Myrberg siirtyi tamén jilkeen huomattavasti yleisempiin

‘kysymyksiin, joita vain harvat ennen hinti ovat tutkineet, nimittiin

useammasta muuttujasta riippuvien automorfifunktioiden alalle, missa
funktioteoria yhtyy yleiseen ryhmaiteoriaan ja laajoihin geometrian aloi-

hin, kuten projektiiviseen geometriaan, epieuklidiscen geometriaan ja topo-

logiaan eli analysis situkseen. Hanen lukuisat tutkimuksensa télla alalla
huipentuvat laajaksi tyéksi, joka on painettuna Acfa Mathemalicassa ja
jonka kautta, kuten eris ulkomainen asiantuntija huomauttaa, koko
puheenaoleva teoria on kohonnut entisti.oleellisesti korkeammalle tasolle.
Myrberg osoittaa tdssd tyossiin, etta aikaisempi epijatkuvaisuuskasite
eiriitd useampien muuttujien ryhmateoriassa, vaan etta on vilttamaténta
taméan ohella maaritella ja kiyttaa uutta kasitettd, jota hian kutsuu
»normaaliseksi epiajatkuvaisuudeksi». Tamén nojalla hinen onnistuu luoda
aivan uutta valoa niihin peruskysymyksiin, jotka koskevat méarit-
tyyn ryhméin kuuluvien automorfifunktioiden oleellisia erikoisuuksia ja
eksistenssialuetta. — Naiissd tutkimuksissaan Myrberg jo aikaisin tuli
tekemisiin lukuteoreettisten kysymysten kanssa. Hin sovelsi ensin ketju-
murtolukujen teoriaa elliptiseen modulifunktioon ja binaaristen nelio-
muotojen tutkimiseen. Téstid johtui hin yleisempiin tutkimuksiin, jotka
koskevat nelismuotoryhmii, ja vihdoin muotosysteemeihin, joiden kerta-
luku on mielivaltaisen korkea. Nami tutkimukset taydentavit ja yleista-
vét aikaisempia Hermiten, Jordanin ja Poincarén tuloksia. — Aivan toi-

" seen funktioteorian alaan kuuluu Myrbergin tutkimus sellaisista funktio-

systeemeisti, joille on voimassa algebrallinen yhteenlaskuvaittima. Siin
hén laajasti yleistda erddn Weierstrassin esittdmén peruslauseen, jonka
mukaan n toisistaan riippumatonta n:n muuttujan funktiota, joiden muo-
dostamalla systeemilld on algebrallinen yhteenlaskuvaittama, aina voidaan
algebrallisesti lausua Abelin funktioiden avulla. Myrberg saavuttaa paa-
méiransi kayttamalla mainitun Weierstrassin lauseen ohella hyvikseen
eraita Poincarén tuloksia. Tami 'tyd, joka todistaa tekijdssdan har-
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vinaisen laajakatseista yhdistelykykyé, sai vuonna 1922 Jablonowskin
Seuran palkinnon.

FRITIIIOF NEVANLINNA kisitteli ensimmaisissa toissaiin asymptoottls-
ten sarjojen teoriaa. Naiissd tdydennetédn ja tarkistetaan eraitd aikaisem-
pia Poincarén ja Watsonin tuloksia ja saatetaan nama kysymykset yhtey-
teen Norlundin kertomasarjoja koskevien tutkimusten kanssa. IKoske-
teltuaan parissa pienessa tydssd Dirichlet’n sarjoja sekd Fourier'n sar-
joja ja integraaleja, siirtyi hian funktioteorian peruskysymyksiin ja otti
kasiteltaviksi kysymyksen analyyttisen funktion reuna-arvojen ja alueen
sisilla sijaitsevien nolla- ja darettomyyskohtien valisesta rilppuvaisuudesta.
Kéyttimalli Greenin muunnosta hén johti yleisen kaavan analyyttisen
funktion modulin logaritmille, mika kaava, sovellettuna ympyrdén, yh-
distaa kaksi funktioteorian tirkeimmistd apuneuvoista, Poissonin inte-
graalin ja Jensenin lauseen, ja jota senvuoksi sattuvasti on kutsuttu
Poisson-Jensenin kaavaksi. Tadmin kaavan avulla tekija uudella ja vilit-
tomalla tavalla todisti Hadamardin tuloksen, joka koskee aérellista kerta-
lukua olevan kokonaisen funktion esitystd aarettomana tulona, edelleen
erittain tarkan lauseen, josta ilmenee riippuvaisuus, joka vallitsee sektorissa
meromorfisen funktion asymptoottisen suhtautumisen ja sen sektorissa
sijaitsevien nolla- ja aarettémyyskohtien vililla; vihdoin hén yhdessé
veljensa . R. Nevanlinnan kanssa kiytti siti Riemannin zetafunktion
tutkimiseen. Kun veli sitten oli esittinyt uuden teoriansa meromorfifunk-
tioista, johon kohta palaamme, ryhtyi F. Nevanlinna késitteleméan tata
samaa alaa kayttiamilla toista menetelmai, joka liittyy siihen perusaja-
tukseen, jota noudattaen Picard viisikymmentd vuotta aikaisemmin oli
keksinyt kuuluisan lauseensa. Hinen tuloksensa ovat sangen yleisia ja
kisittavat tarkeimmit R. Nevanlinnan lauseet.

RoLF NEVANLINNAR laaja tuotanto kohdistuu milt’ei kokonaan funk-
tioteorian peruskysymykseen: analyyttisen funktion arvojen jakautumi-
seen. Ilinen ensimmiiset tutkimuksensa koskivat maaratylla alueella
rajoitettuja funktioita, jotka annetuissa sisdpisteissa saavat maarityt
arvot. Hin johtaa ne valttamiattomit ja riittivit ehdot, jotka annettujen
argumentti- ja funktioarvojentulee tyydyttaa, jotta tallaisiafunktioita olisi
.olemassa. Késiteltyadn tamin jilkeen parissa pienessi tyossa erditd
aktuaalisia konformiseen kuvausoppiin liittyviad kysymyksiia palasi Ne-
vanlinna aikaisempaan aiheeseensa, jota hin nyt, liittyen erdéscen Julian
todistamaan lauseeseen, kehitti edelleen asettamalla kysymyksen siten,
etti ra]mtetun funktion ja sen derivaatan annetuissa reunapisteissi tulee
saada maarityt arvot. Sopivan rajaprosessin kautta johtuu hin tista
tutkimaan rajoitettuja funktioita, joilla on maaritty asymptoottinen kehi-
telmé ja ratkaisce tata tiets aivan uudella tavalla Stieltjesin kuuluisan »mo-
menttiprobleemany, selvittien tiydellisesti senkin tapauksen, jossa prob-
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leeman ratkaisu ei oleyksikasitteisesti maaritty. — Kiintedssa yhteistyossa
veljensi kanssa syventyy Nevanlinna tidméan jilkeen yha enemmain funk-
tioteorian johtaviin periaatteisiin. Greenin muunnoskaavan avulla johtaa
hin yleisen epayhtalon, joka osoittautuu erittain kayttokelpoiscksi tutkit-
taessa funktion modulia ja sen asymptoottista suhtautumista oleellisen
erikoispisteen ymparistossia. Tilla tavalla johtaa han suuren miarian lau-
seita, jotka oleellisesti tarkistavat ja yleistivat aikaisempia, m.m. eraita
E. Phragmeénin ja allekirjoittancen, tuloksia. — Tamén jilkeen hin ryhtyy
perusteellisesti tutkimaan kokonaisia ja meromorfisia funktioita, erityi-
sesti kysymysti ndiden arvojen jakautumisesta. Kokonaisten funktioiden
paljon tutkitussa teoriassa saavuttaa hin huomattavasti tarkempia tu-
loksia kuin kukaan ennen hénti ottamalla funktion kasvun mitaksi sopi-

vamman lausekkeen ‘aikaisemmin kaytetyn »maksimimodulin» asemesta.’

Meromorfifunktioiden aikaisemmin suhteellisen tutkimattomaan teoriaan
tuo Nevanlinnan uuden peruskisitteen, joka-oli aivan vilttaméatan, nimit-
tain erdin mitan, joka toisaalta kuvastaa funktion kasvua, toisaalta sen
aarettomyyskohtien tiheytta aarettdman kaukaisen erikoispisteen ympa-
ristossa. Taten voi Nevanlinna kehittia meromorfifunktioiden yleisen
teorian suureen tiydellisyyteen, niin ettd se timén jilkeen alaosastona
sisdltaa kokonaisten funktioiden teorian. Tdmin teoriansa yhteydessi
valaisee han uusilta puolilta niitad syviid kysymyksii, jotka ovat yhtey-
dessa Picardin lauseen kanssa, avaten téten uusia nakéaloja ja herittien
uusia kysymyksii, joita emme tissa voi ryhtyi selostamaan. Nama Nevan-
linnan tutkimukset on, kuten erds ulkomainen asiantuntija sanoo, lasket-
tava funktioteorian kauneimpiin saavutuksiin viimeisten vuosikymmenien
aikana. Ne ovat ulkomaisessa ammattikirjallisuudessa herittineet hyvin
suurta huomiota, josta yhtens todistuksena mainittakoon, etti Nevanlinna
yhdeksi lukukaudeksi kutsuttiin luennoimaan teoriastaan Ziirichin Tek-
nilliseen korkeakouluun, jokajo kauan on ollut matemaattlsentutklmuksen
keskuk51a

Meidén on analyysin alalta vield mainittava eraita tutkijoita, joiden
pédiasialliset tyot lankeavat funktioteorian ulkopuolelle.

J. W. LINDEBERG omisti ensimmaiset tyonsi kysymyksille, jotka koske-
vat lineaaristen osittaisten differentiaaliyhtalsiden integroimista; tihin
piiriin kuuluu my®és eras kriitillista laatua oleva kirjoitus, joka kisittelee
Hilbertin esittamaa Dirichlet'n probleeman ratkaisua. Tamin jalkeen
Lindeberg syventyi variatiolaskuun, kisitellen useita teoreettisesti tar-
keitd kysymyksia talta alalta. Eradssi tyossddn hdn syventdd Jacobin,
pisteestd siteilévien ekstremaalikdyrien verhokidyrad koskevaa teoriaa
ja n.k. konjugoitujen pisteiden merkitysta #diriarvon olemassaololle.
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Toisissa julkaisuissa héan oleellisesti yksinkertaistuttaa ja tiydentda n.k.
isoperimetrisen probleeman teoriaa, osoittaen m.m. erdan Weierstrassin
tekeman olettamuksen tarpeettomaksi. Néma tulokset ovat heritténeet
ansaittua huomiota ja variatiolaskun oppikirjoissa saancet niille kuuluvan
paikkansa. — Aivan toisellakin, nimittain todennakoisyyslaskun alalla on
Lindebergin nimi tunnettu. Tamén teorian peruskivia on n.k. Gaussin virhe-
laki, ja.sen tarkeimpii ongelmia on kysymys niista edellytyksista, joilla
useammasta pienestid virheestd syntynyt kokonaisvirhe tétd lakia liki-
_maarin noudattaa. Tata kysymyst4, jolla puhtaasti matemaattisen merki-
tyksensid ohella on luonnonfilosoofisestikin suurta mielenkiintoa, on
Lindeberg tutkinut uudella, entista yksinkertaisemmalla ja suoraan asian
ytimeen kayvilla tavalla. Edelleen hin on tydskennellyt n.k. matemaat-
tisen tilastotieteen alalla ja taalla kohdistanut teravai ja tarpeen vaatimaa
kritiikkia eraisiin peruskasitteisiin, sellaisiin kuin »svinous», seksessi» ja
skorrelatiokerroiny, joille hian en ehdottanut uudet maaritelmat, jotka luon-
nollisemmin ja valittdmammin liittyvat tilastolliseen aineistoon. Kay-
tanndssakin hin on soveltanut matemaattista tilastotiedettd, nimittain
metsdarvioissa esiintyvain n.k. linjataksoitukseen, ja hinen tassd ehdot-
tamaansa uutta menettelyé on sen jalkeen meilld paljon kaytetty.

Viime vuosina on myés laskeva matematiikka meilla saanut edustajan
E. J. NysTROMissd, joka on tutkinut differentiaaliyhtéléiden laskennollista
integrointia ja m.m. edelleen kehittinyt Rungen esittdimai menettelya.
Nystrom on sita paitsi julkaissut keinoja eriiden variatiolaskuun kuuluvien
probleemojen graafiseksi ja laskennolliseksi ratkaisemiseksi, -ja hanen
viimeinen tyonsa sisiltad uuden, sangen huomattavan menettelyn inte-
graaliyhtildiden laskennollista kasittelyd varten. '

Matemaattinen ajatusmaailma kisittaa analyysin ohella monta laajaa
alaa, joista ennen muita on mainittava geometria, algebra ja lukuteoria.
On vielad puhuttava niistd suhteellisen harvalukuisista suomalaisista tut-
kijoista, joiden tieteellinen toiminta pasasiallisesti on kohdistunut viime-
mainittuihin aloihin. . : :

Aikajarjestysta noudattaen on silloin ensin’ mainittava Suomen mate-
maatikkojen nestor, E. BONSDORFF, jonka tutkimukset pisasiassa kisit-
televit algebrallisten muotojen teoriaa ja taiméin geometrisia sovellutuksia.
Erityisesti hin on kohdistanut harrastuksensa binari-muotoihin seka
ternaarisiin kuutiomuotoihin- ja niiden sovellutuksiin kolmannen asteen
kéayriin. Tamén ohella hédn on suorittanut puhtaasti geometrisii tutkimuk-
sia, jotka kasittelevat niita lauseita, jotka englantilainen matemaatikko
Stewart aikanaan ilman todistuksia julkaisi.

E. R. Neovius (185151917) opiskeli insindoriksi Ziirichin Teknilli-
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sessd Korkeakoulussa, mutta harrasti tdman ohella tarmokkaasti puhdasta
matematiikkaa, opettajinaan tunnettu geometrikko Fiedler ja kuuluisa
matemaatikko H. A. Schwarz. Hénen ensimmiinen matemaattinen tyonsi
kasitteli kolmannen ja neljinnen asteen algebralliset kayrit projektiivisen
geometrian kannalta. Téméan jilkeen siirtyi hin minimaalipintojen teo-
riaan, mika ala on laheisessa yhteydessa analyyttisten funktioiden teorian
kanssa. Ensimmaiisessa tahén alaan kuuluvassa ty6ssain Neovius tutkii
eriita jaksollisia minimaalipintoja, jotka sisiltavat darettomin monta

" suoraa viivaa ja geodeettista tasokayrdid. Héanen seuraavat tyonsa tiah-

tadvat kaikki samaan yleiseen probleemaan: maarata kaikki kolmen an-
netun suoran kautta kulkevat minimaalipinnat; tata kysymysta oli jo Rie-
mann késitellyt ja hinen jilkeensi jattdmissaan papereissa 16ytyi eraita
irrallisia sita koskevia tuloksia. Kolmen vuosikymmenen aikana omisti
Neovius tille laajalle ja vaikealle kysymykselle paljon innokasta tyoti,
johtuen tdten m.m. esiintyvii singulariteetteja koskeviin yksityiskohtai-
siin analyyttisiin tutkimuksiin. Perusteellisten, sekd analyysin ettd geo- .
metrian kasittavien tietojensa avulla ja kayttamalla hyvikseen harvi-

- naista avaruushavaintoaan ja suurta kitevyyttain, onnistui hinen tay-

dellisesti ratkaista tdma kysymys Riemannin tarkastamissa tapauksissa.
Hén osoitti, ettad kolmen annetun suoran kautta yleensi voidaan asettaa
suuri mé4ra eri minimaalipintoja, jotka eri tavoilla yhdistavat niaiden suo-
rien paat; niisti olivat useimmat aikaisemmin jadneet huomioon otta-
matta. Minimaalipinnoistaan on Neovius valmistanut kauniit mallit.

Myéskin monet Neoviuksen oppilaista ovat tutkineet minimaalipintoja.
Niista on ensi sija$sa mainittava Hj. TALLQVIST, joka on kisitellyt muita-
kin matemaattisia kysymyksii, esim. konformikuvausta, ja matemaattisen
fysiikan eri aloilla julkaissut lukuisia tutkimuksia ja oppikirjoja.

A. L. HIJELMMAN on tyéskennellyt puhtaasti synteettisen geometrian
piirissd. Hanen aikaisemmat tyonsa kasittelevat eraitten neljinnen ja
kuudennen asteen algebrallisten tasokiyrien luokittelukysymyksia, myo-
hemmissé tutkitaan neljannen ja viidennen asteen avaruuskayria.

Nuorempienkin matemaatikkojemme joukossa on mainittava yksi
puhtaan geometrian tutkija, E. K1vikoskI, joka kiyttien alkeellisia pro-

. Jektiivisen geometrian keinoja on tutkinut niitd merkillisia, Schliflin

ensinni huomaamia ryhmityksid, jotka muodostuvat kuutiopinnan suorista

- viivoista. Viimeisissd toissadn han perusteellisesti on tutkinut n.k. Jor-

danin kiyralausetta projektiivisessa tasossa.

Varsinaisen algebran tutkijoita on ylipaansakin vihén, ja meilla on
yksi ainoa timén alan huomattu edustaja, nimittain K. VAisizi. Hin on
useassa julkaisussa kasitellyt algebrallisia yhtalsita ja tdssa mahdollisuuk-
sia myéten valttinyt ryhmiteorian kiyttoa. Erityisesti on mainittava
hdnen tyhjentava tutkimuksensa algebrallisesti ratkeavista viidennen
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asteen yhtaloistd, samoin eras tyd, joka kasittelee yleisten algebrallisesti
ratkeavien yhtéaldiden juurien reaalisuutta; ndma tutkimukset taydentavat
ja parantavat monessa suhteessa aikaisempia tuloksia tilld alalla. Edel-
leen on Vaisala kasitellyt polynoomien jaollisuutta koskevia kysymyksia;
tassi suhteessa on erityisesti mainittava hinen Hilbertin térkeadn »jaotto-
muuslauseeseens liittyva tutkimuksensa, jossa hén paljastaa olcellisia
Hilbertin ja muiden todistuksissa 16ytdmi&an puutteellisuuksia ja itse
sitovalla ja entista yksinkertaisemmalla tavalla todistaa mainitun perus-
lauscen. ‘

Lukuteorian alalla on meilla niinikaan mainittavana vain yksi tutkija,
nimittain NILs PIPPING, joka erityisesti on kohdistanut huomionsa alge-
brallisiin lukuihin. Ensimmaisessa tyossadn hin uudella, huomattavasti
yksinkertaisemmalla tavalla johtaa Minkowskin kriteerion naille luvuille,
ja eréiissd myohemmissa julkaisussa hin itse esittdd uuden alkecllisemman
kriteerion, johon hin johtuu yleistamilld Euklideen algoritmin. Sita-
paitsi hén on kisitellyt méaaratynlaisia ketjumurtolukuja seka Goldbachin
lausetta, joka koskee parillisen kokonaisluvun esittimistd kahden alku-
lavun summana. '

‘“Taten on mainittu ne tutkijat, joiden pasasiallinen toiminta lankeaa
puhtaan matematiikan piiriin. Mutta matemaattisissa luonnontieteissikin
esiintyy suuri maard probleemoja, joiden kasittely ensi sijassa vaatii
matemaattista ajattelua. “Tami koskee erityisesti mekaniikkaa ja teoreet-
tista tahtitiedetts, ja viimemainitulla alalla onkin meidan.viela lopuksi
puhuttava erdisti ensiluokkaisesta saavutuksesta, nimittain K. F. Sunp-
MANinn.k. skolmen kappalcen probleemaa» koskevista tutkimuksista. Sund-
man on sitovalla tavalla matemaattisesti ratkaissut tdman probleeman,
todistamalla etti -— sita yksityistapausta lukuunottamatta, jolloin kaikki
kolme pintavakiota hévidvit —- aina voidaan mé#iritelld sellainen apu-
muuttuja, ettq aika ja kappalten koordinaatit voidaan kehittad tamén
muuttujan nousevien potenssien mukaan eteneviksi potenssisarjoiksi,
jotka konvergenssialueellaan esittaviat kappalten liikettd kautta kaikkien

_aikojen. Jos kaksi niistd kolmesta kappaleesta tdrmaavat yhteen, mii-

rittclevit mainitut sarjat yhteentérmiyksen jalkeen liikkeen, joka on
analyyttinen jatko aikaisemmalle. Ranskan Tiedcakatemia palkitsi nima
Sundmanin tutkimukset antamalla hinelle Pontécoulantin palkinnon,
tassa tapauksessa kaksinkertaisena, ja niiden merkitys ilmence paraiten
Picardin palkintolautakunnan puolesta Akatemialle laatimasta selostuk-
sesta. Tassd sanotaan Sundmanin laajasta Acfa Mathemalicassa ilmesty-
neesti tyosta, johon hin oli koonnut tutkimustensa tulokset, m.m. etta
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»se on kaikille matemaatikoille ja matemaattisille astronoomeille kdénteen-
tekeva tyd, ja lopussa lausutaan: »Aikaisemmin oli vallalla kasitys, ettei
kolmen kappaleen probleemaa voitaisi ratkaista ilman uusia monimut-
kaisia transcendentteja. Tastd syystd lukija himmaéstyy nahdessdéan miten
yksinkertaisella tavalla, nojautumalla vain differentiaaliyhtélgiden teorian
klassillisiin tuloksiin, suomalainen tutkija saavuttaa niin vaikeana pidetyn
probleeman ratkaisun. Mutta totta on, ettd vaaditaan harvinaista édlyn
hienoutta voidaksecen, tekisipd mieli sanoa, niin alkeellisin keinoin kasitella
kaikki eteen tulevat kysymyksetr. Nami Sundmanin tutkimukset ovat
liittdneet Suomenkin nimen yhteen matemaattisten tieteitten suurimpia
probleemoja, joka varmaankin vicla vuosﬂ:uhansm tulee askarruttamaan
ajattelevaa 1hmlshenkea

Tdmdn numeron erikoissisdllyksen vuoksi on siild jdletly pois koko arvos-
teluosasto. Sentdhden ei numerossa myéskddn ole voinut saada tilaa t:ri J. Hol-
lon vastaus nimimerkki Z.C:n tammikuun numerossa julkaisemaan Snellma-
nin koottujen teosten suomennoksen IV:n osan arvosteluun. -
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