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1 Signaalit ja systeemit

Signaalit kuvaavat jotain muutosta jonkun (yleensi ajan)
suhteen. Signaalin informaatio siséltyy tapahtuman muu-
toksiin. Erityyppisid signaaleja ovat esim.

e puhe (puhelin, radio ja TV)

laaketieteelliset signaalit kuten EEG ja EKG

videosignaali (DV, kuvat)

audiosignaali (CD, digitaalinen &&ni)

tutkasignaalit

Signaaleja kuvataan matemaattisesti yhden tai useam-
man muuttujan funktioilla.

Signaalit voidaan jakaa kahteen eri luokkaan: analogi-
siin ja digitaalisiin signaaleihin. Digitaaliset signaalit ovat
yleensi jostakin luonteeltaan analogisesta signaalista sdin-
nollisin vélein otettuja niytejonoja.

Nykyisin digitaalinen signaalin kisittely on tdrkeimpid
kuin analogisten signaalien kisittely — sen eduiksi voidaan
laskea

e signaalin tarkkuus riippuu vain kiytettyjen bittien
madrastd

e toistettavuus, komponenttinen toleranssit eivit vai-
kuta signaaliin

e ei ry0mintdd

e puolijohdetekniikalla toteutettavissa olevat signaalin-
kisittelyn komponentit (DSP)

e joustavuus

toiminnallisuus

Digitaalisen signaalinkésittelyn heikkouksia ovat joissa-
kin tapauksissa nopeus ja kalleus, erityisesti laajakaistai-
sia signaaleja kisiteltdessd, samoin digitaalisten systee-
mien suunnittelu on aikaavievis. (Asrellisen sananpituu-
den ongelma.)



1.1 Signaalin energia ja teho

Tavallisesti signaalit liittyvat fysikaalisiin suureisiin, joilla
on energiaa ja tehoa.

Asrellisen mittaisille jatkuville signaaleille z(t) energia
madritellddn integraalina

E= [ P (1.1)

|31
ja teho on puolestaan P = E/(ta — t1). Diskreeteille sig-
naaleille energia on

n=njs

E=Y |an)? (1.2)

n=mn;

jateho P = E/(ns —n; +1). Monissa systeemeissé ollaan
kiinnostuneita systeemin energiasta ja tehosta ddretto-
malla aikavililld, talléin ne médritellddn raja-arvoina

T 00
Fe = lim |z(t)|2dt=/ |z(t)]?dt, (1.3)

T—00 -7 —00

ja diskreetille signaalille

N o0
Ew= lim 3 lefnl’= ) [s)’.  (14)

n=—N n=-—o0o

Vastaavat mairitelméat teholle ovat

1T 2
Pe _Tlirgoﬁ/_T |z(t)|dt (1.5)
ja
— 1 2
Po = Jim o8 1 n;N f2n]l” - (16)

Niiden méiritelmien avulla signaalit voidaan jakaa kah-
teen luokkaan: signaaleihin, joille Eoy < 00 (Py = 0) ja
signaaleihin, joilla Py, on d4rellinen (Eo = 00).



1.2 Riippumattoman muuttujan muunnok-
set

I{eskeinen tekiji signaalien ja systeemien analyysissd on
signaalien muunnokset.

Esim. lentokoneen hallintalaitteet: pilotti — moottori,
laipat, jne. = muutokset koneen lentoradassa.

Esim. audiolaitteet: nauhoituksessa parannetaan d&nen
laatua suodattamalla kohinaa, korostamalla tiettyji taa-
juukisia jne.

Tarked luokka signaalimuunnoksia on signaalin muun-
nokset ajan suhteen:

e siirros ajan suhteen: jonot z[n] ja z[n—ng] (jatkuvilla
signaaleilla z(f — o))

e ajan suhteen kiinteinen signaali z[—n] (z(-t))
o skaalaus ajan suhteen z(at)

Yhdistdmalla edelliset saadaan yleinen muunnos z(at +
B), joka silyttdd signaalin muodon, mutta venyttda sitd
jos a < 1, pakkaa signaalia jos & > 1 ja siirtd4 sitd ajassa

jos B #0.

1.3 Jaksolliset signaalit

Signaali on jaksollinen, jos
z(t)=z(@t+T), (1.7)

eli signaali saa saman arvon aina T:n vélein. T:t4 sano-
taan signaalin jaksoksi ja pienintd Tp:n arvoa, jolla (1.7)
toteutuu sanotaan signaalin perusjaksoksi.

Diskreetti signaali on jaksollinen jaksolla N, jos
z[n] = z[n + N] (1.8)

kaikille n (perusjakso Np).



1.4 Parilliset ja parittomat signaalit

Signaalia sanotaan parilliseksi, jos se kd&nnettynd ajan
suhteen siilyy samana, eli jos jatkuva signaali toteuttaa
ehdon

z(~t) = z(t) (1.9)

ja diskreetti signaali toteuttaa ehdon

z[-n] = z[n} . (1.10)
Signaalia kutsutaan parittomaksi jos

z(—t) = —z(t) (1.11)
ja

z[-n] = —zn] . (1.12)

1.5 Jatkuvat eksponentiaaliset ja sinimuo-
toiset signaalit

Yleinen muoto kompleksiselle eksponentiaaliselle signaa-
lille on

z(t) = Ce® | (1.13)
missd C ja a ovat kompleksilukuja. Jos C' ja a ovat reaa-
lisia, saadaan vaimeneva signaali kun ¢ < 0 ja kasvava
signaali kun a > 0 (z(t) on vakio kun a = 0).

Jos a on puhtaasti imagindérinen, saadaan muotoa
z(t) = efwo! (1.14)

oleva signaali, joka on jaksollinen jaksolla
27

_m.

To (1.15)

Perusjaksoa Ty vastaavaa taajuutta wg kutsutaan signaa-
lin perustaajuudeksi.



Eksponentiaaliseen kompleksiseen signaaliin liittyy ldhei-
sesti sinimuotoinen signaali (Eulerin kaaval)

z(t) = Acos{wot + ¢) , (1.18)

jossa merkitddn usein wot = 27 fot, missd fy on signaalin
taajuus (virihdyksid aikayksikossd, [Hz)).

Kompleksiset eksponentiaaliset ja sinimuotoiset signaalit
ovat esimerkkejd signaaleista, joiden energia on déretdn,
mutta joilla on ddrellinen keskimiiriinen teho.

Harmoniseksi signaalijoukoksi kutsutaan signaalijoukkoa,
jonka signaalit ovat kaikki jaksollisia jollakin perusjaksol-
la Tp. Jos k:tta harmonista signaalia merkitdsn

di(t) = efhwot  k=0,41,42,... (1.17)

niin k:n arvolla 0 ¢ (t) on vakio ja muilla k:n arvoilla
jaksollinen taajuudella kwg ja jaksolla

2w TQ

—_—— =, 1.18
s~ T (1.18)

Yhdistdmalla edelld esitetyt signaalityypit saadaan jo-
ko eksponentiaalisesti vaimenevien tai kasvavien sinimuo-
toisten signaalien joukko. Esittdma&lld kompleksinen sig-
naalin z(t) = Ce® vakio C muodossa C = |C|e’? ja vakio
a muodossa a = r + jwg saadaan signaali z(¢) muotoon

z(t) = |Cletedwot+o) (1.19)
ja téstd edelleen Eulerin kaavan avulla muotoon
z(t) = |Cle™ cos(wot + ) + j|C|e" sin(wot + 6) . (1.20)

Jos r < 0 niin kyseessd on eksponentiaalisesti vaimeneva
signaali ja jos r > 0 niin signaali kasvaa eksponentiaali-
sesti.



1.6 Diskreetit eksponentiaaliset ja sini-
muotoiset signaalit

Diskreetti kompleksinen eksponentiaalinen signaali

z[n] = Ca™ = Ce . (1.21)
Jos C ja « ovat reaalisia, saadaan eksponentiaalisesti vai-
menevat tai kasvavat signaalit.

Olettamalla 8 puhtaasti imagindiriseksi (Ja] = 1) saa-
daan diskreetti eksponentiaalinen signaali

z[n] = ef¥on (1.22)
ja tdhin liittyva sinimuotoinen signaali
z[n] = Acos(wen + ¢) . (1.23)

Edelld esitetyt signaalit ovat esimerkkejé diskreeteisti sig-
naaleista, joiden energia on 84retdn, mutta joiden keski-
madrdinen teho on &irellinen.

Yleinen muoto kompleksiselle diskreetille signaalille on

afn] = Ca™ = |Clal™ cos(won+8)+1C| |l sin(won-+¢) .
(1.24)

1.7 Diskreetin eksponentiaalisen signaa-
lin jaksollisuus

Jatkuva signaali e/“o! on jaksollinen mille tahansa wp:n
arvolle.

Diskreetilld signaalilla taajuudella wq + 27:

. H 1) 1
eilwot2mn _ qjwongj2mn _ jwon , (1.25)

eli signaali on taajuudella wy + 27 sema kuin taajudella
wp (tdm4i pétee kaikille 2m:n monikerroille, eli taajuuksille
wo £ k27).
Diskreeteille signaaleille taajuus wg voidaan aina valita
2m:n mittaiselta vililtd (yleensd vililtd 0 < wy < 27 tai
valiltd —7 < wy < 7).
Diskreetin signaalin taajuus kasvaa arvoon wg = 7 ja
laskee 27:hin mennessi takaisin nollaan.
Huom. taajuudella wy = m: z[n] = (/™) = (=1)™.
Diskreetin signaalin jaksollisuudelle saadaan ehto
wo _ m
2r N’
missd m on joku kokonaisluku.

(1.26)



1.8 Impulssi- ja askelfunktiot

Impulssi- ja askelfunktioilla on tédrked rooli systeemien
analyysissd ja muiden signaalien kuvaamisessa.

Diskreetti impulssifunktio méaritellddn seuraavasti

0, 0
sl =1 Zi—o (1.27)

Askelfunktio méiritellddn puolestaan jonona
0, n<0
uln] = . (1.28)
1, n>0

Mé4ritelmien perusteella signaalit voidaan esittdd tois-
tensa avulla: impulssifunktio on askelfunktion ensimmaéi-
nen differenssi

0[n] = uln] — u[n — 1] (1.29)
ja askelfunktio on impulssifunktion kumulatiivinen sum-
ma .

uln] = Z 8[m] . (1.30)

Impulssifunktiota kiiytetddn niytteenottoon jonosta z[n]:

z[n]d[n — no] = z[no)dé[n — no) = z[no) . (1.31)

Jatkuva askelfunktio médritelldin seuraavasti

0, t<0
u(t) = . (1.32)
1, t>0

Huom. u(t) on epijatkuva pisteessd t = 0.

Impulssifunktion avulla lausuttuna

u(t) = /_L o(r)dr . (1.33)

Jatkuva impulssifunktio voidaan mééiritelld nyt askelfunk-

tion derivaatan avulla

du(t)
dt

Impulssifunktiota voidaan jatkuvillakin signaaleilla kiyt-

tdd ndytteenottoon

5(t) =

(1.34)

2(£)5(t — to) = z(to)d(t — to) = z(to) - (1.35)



1.9 Jatkuvat ja diskreetit systeemit

Fysikaaliset systeemit koostuvat komponentteista ja néi-
den valisistd kytkennoistd. Signaalinkisittelyssd systee-
milld tarkoitetaan sitd tapahtumaa tai tapahtumien jouk-
koa, jolla sisdiinmenosignaalista saadaan ulostulosignaali.

Jatkuvaa systeemid kuvaa

z(t) = |jatkuva systeemi | = y(t) (1.36)

ja diskreettis systeemid

z[n] = | diskreetti systeemi l - y[n] . (1.37)

Esim. autoon kohdistuvan voiman muuttuminen auton
nopeudeksi on jatkuva systeemi ja pankkitilille makset-
tava kuukausittainen korko on diskreetti systeemi.

Usein todelliset systeemit voidaan jakaa osiin joita voi-
daan kytked joko sarjaan tai rinnakaein. Lisdksi systee-
meissd on usein mukana tekaisinkytkentd, jonka avulla
systeemin ulostulo voi vaikuttaa systeemin sisédnmenoon.

1.10 Systeemien perusominaisuuksia

Systeemien perusominaisuuksilla on fysikaaliset vastineen-
sa ja niitd on helppo kuvata alemmin téssd luvussa esi-
tettyjen kdsitteiden avulla.

1.10.1 Muistilliset ja muistittomat systeemit

Systeemi on muistiton, jos sen ulostulon arvot riippuvat
vain senhetkisistd sisddnmenonarvoista.

Esim. systeemi y[n] = (2z[n] — z*[n])? on muistiton, sa-
moin vastus, joka muuntaa sisidnmenovirran ulostulojin-
nitteeksi (y(t) = Rz(t)).

Yksinkertaisin muistiton systeemi on identiteetti: y(t) =
z(t) ja y[n] = z[n].

Muistillisia diskreettejd systeemejd ovat summain

n

yln] = > alk], (1.38)
k=—o0
ja viive
yn]=zn-1]. (1.39)



1.10.2 Kaiidnteisyys

Systeemin sanotaan olevan kddnteinen jos on olemassa
kidnteissysteemi, joka kytkettynd sarjaan alkuperdisen
systeemin kanssa tuottaa alkuperiisen sisdinmenosignaa-
lin.

Esim. jatkuva systeemi y(t) = 2z(t) on kiinteinen ja sen
kidnteissysteemi on w(t) = y(t)/2.

Summaimen kii4nteissysteemi on kahden perakkiisen ulos-
tuloarvon erotus, eli w[n] = y[n] — y[n - 1].

Esimerkkejd kiiinteettomistd systeemeistd ovat y[n] = 0,
eli systeemi, joka tuottaa ulostuloon nollan milld tahansa
sisainmenojonolla ja systeemi y(t) = z%(t), jonka siséin-
menon arvoja ei voida péatelld ulostulon arvoista.

1.10.3 Kausaalisuus

Systeemin sanotaan olevan kausaalinen, jos sen ulostu-
lon arvot riippuvat vain senhetkisestd ja sitd aikaisem-
pien ajanhetkien sisiinmenojen arvoista.

Jos kaksi kausaalisen systeemin sisddnmenoa ovat ident-
tiset johonkin tiettyyn ajanhetkeen, to tai ng, asti, niin
vastaavat ulostulot ovat my6s identtiset tdh&n samaan
ajanhetkeen asti.

Kaikki muistittomat systeemit ovat kausaalisia.

Esim. systeemit y(t) = z(t + 1) ja y[n] = z[n] — z[n + 1]
eivit ole kausaalisia.

Systeemeissi, joissa riippumaton muuttuja ei ole aika (esim.
kuvankisittely), kausaalisuutta ei edellytetd. Samoin sys-
teemien, jotka kisittelevit nauhoitettua dataa, ei tarvitse
olla kausaalisia.

Esim. keskiarvoistus tehddin usein ei-kausaalisesti:
M

y[n] = 2]V11T k=§_':M z[n—-k]. (1.40)



1.10.4 Stabiilisuus

Systeemin, jonka ulostulo ei hajaannu, sanotaan olevan
stabutle.

Esim. heiluri edustaa stabiilia systeemid: alkusysédyksen
jilkeen heilahtelu vaimenee. Jos heiluri kifinnetddn ylos-
alaisin saadaan epédstabiili systeemi, jossa pienikin ton&i-
sy aiheuttaa suuren muutoksen.

Usein kasvua kuvaavat systeemit, joilla ei ole rajoitteita,
ovat epistabiileja — pienikin alku aiheuttaa loputtoman
kasvun.

Fysikaalisissa systeemeissd energian varastoituminen toi-
seen muotoon tekee systeemeistd usein stabiileja.

Jos stabiilin systeemin sisiinmeno on rajoitettu, niin myd&s
sen ulostulo pysyy rajoittuneena.

Esim. auto kiihtyy vakiovoimalla niin kauan kunnes il-
manvastus rajoittaa auton nopeuden johonkin vakioar-
voon.

Summain ei ole stabiili systeemi, esim. askelfunktion ta-
pauksessa summain tuottaa ulostulon y[n] = (n + L)u[n],
eli y[n| kasvaa rajatta.

1.10.5 Aikariippumattomuus

Systeemin sanotaan olevan aikariippumaton, jos systee-
min toiminta ja miirittely ovat ajasta riippumattomia.

Esim. RC-piirin voidaan olettaa antavan saman vasteen
tAn&dn ja huomenna, eli se on ajasta riippumaton, samoin
auton kiihtyvyys.

Systeemi on ajasta riippumaton, jos siséinmenon siirtéd-
minen ajan suhteen midralld ¢y tai ng aiheuttaa vastaa-
van siirroksen systeemin ulostulossa.

1.10.6 Lineaarisuus
Olkoot y1(t) ja y2(t) vasteet signaaleille z;(t) ja z2(t).
Systeemi on lineaarinen, jos

1. vaste sybtteeseen z;(t) + z2(t) on y1(t) + ya(t)

2. vaste syStteeseen az;(t) on ay;(t), missi a on miki
tahansa kompleksinen vakio.

Sama madrittely pitee myos diskreeteille systeemeille.

10



Lineaarisuus voidaan yleistd4 mille tahansa mééarélle sig-
naaleja, eli jos sisddnmeno on superpostio joukosta si-
sddnmenosignaaleja

z[n] = ) arzi[n] = a171[n] + a222[n] + azz3[n] + ...
’ (1.41)

niin ulostulo on till6in superpostio yksittdisten signaalien
vasteista

y[n] = Zakyk[n] = a1y1[n] + a2y2[n] + asys[n] + ... .
’ (1.42)

Jos lineaarisen systeemin sisédnmeno on nollasignaali, niin
my0s sen ulostulo pysyy nollassa.

2 Lineaariset aikariippumattomat
systeemit

Monia, fysikaalisia tapahtumia voidaan mallintaa lineaa-
risilla aikariippumattomilla (LTI) systeemeilld. LTI-sys-
teemejd voidaan analysoida yksityiskohtaisesti ja niiden
avulla voidaan perustella signaalianalyysin keskeisimmét
tyokalut.

Lihes mikd tahansa signaali voidaan esittdd impulssi-
funktioiden superpositioina, joten LTI-systeemin toimin-
ta voidaan mallintaa sen impulssifunktiovasteen avulla.

Téllainen systeemin malli vastaa konvoluution laskemis-
ta.

2.1 Diskreettien signaalien impulssiesitys

Diskreetti signaali voidaan ajatella jonona yksittaisid puls-
seja.

Esim. z[—1]é[n + 1] = z[-1] kun » = —1 ja nolla muul-
loin. Vastaavasti z[1]6[n — 1] = z[1] kun » = 1 ja nolla
muulloin.

11



Signaali z[n] voidaan siis esittédd summana

o0

z[n] = Z z[k]é[n — k] . (2.1)
k=-—o00
Esitys tarkoittaa impulssien summaa painokertoimilla z[k],
joten esim. askelfunktio

o0

uln] =Y 6 -k .
k=0
Yht#ls (2.1) kuvaa diskreetin impulssin siirto-ominaisuut-
ta: koska é[n — k] = 1 vain kun n = k, niin yhtélon (2.1)
oikea puoli poimii jonosta z[n] alkion kerrallaan.

2.2 Diskreetti impulssivaste ja LTI-systee-
min konvoluutioesitys

Yhtdld (2.1) esittdd impulssifunktioiden superpositiota
painokertoimilla z[n]. Lineaarisen systeemin vaste téllai-
seen jonoon on superpositio niiden siirrettyjen impulssien
vasteista.

Lisdksi aikariippumattomuus tissid yhteydessd tarkoittaa
sitd, ettd siirtyneiden impulssien vasteet ovat siirtyneet
saman verran.

Olkoon hi[n] lineaarisen systeemin vaste siirrettyyn im-
pulssiin é[n — k]. T&ll6in lineaarisen systeemin vaste si-
sddnmenoon z(n] on

o0

yinl = Y wlklhiln] . (2.2)

k=—o00

Yhtilon (2.2) mukaan, tuntemalla lineaarisen systeemin
vaste siirrettyjen impulssien joukolle, voidaan systeemin
vaste ratkaista mille tahansa sisdinmenolle.
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Vasteiden hg[n] ei yleisessd tapauksessa tarvitse riippua
toisistaan millddn tavalla. Kuitenkin, jos systeemi on ai-
karitppumaton niin talléin ajassa siirrettyjen impulssien
vasteet ovat kesken#ifin samoja (siirtyneitd ajan suhteen),
eli

hi[n] = ho[n — K] . (2.3)

Merkitsemalld h[n] = ho[n] (h[n] on systeemin vaste sig-
naalille 6[n]), saadaan yhtils (2.2) LTI-systeemille muo-

toon
o0

y[n] = Z z[klh[n — k] . (2.4)

k=—o0

Tamai tulos tunnetaan konvoluutiosumman nimelld ja sitd
merkitddn usein

y[n] = z[n] * h[n] . (2.5)

2.3 Jatkuvien signaalien impulssiesitys

Miki tahansa jatkuva signaali voidaan esittdd impulssien
avulla: annetaan impulsseille ensin joku &&rellinen kes-
to ja puristetaan sitten ne hyvin hyvin lyhytkestoisiksi
ideaalisiksi impulsseiksi.

Jatkuva signaalia z(t) voidaan approksimoida porrasfunk-
tiolla Z(z). Miarittelem4lld impulssifunktio

L 0<t<cA
salt)y=4¢ 2 - : (2.6)
0, muulloin

niin tilléin, koska Ada (t):n amplitudi on yksi,
o0
B(t)= Y x(kA)dalt - kA)A (2.7)
k=—o0
Kun A — 0, niin £(¢) tulee yhd paremmaksi approksi-
maatioksi z(t):lle, eli

o0

z(t) = Jim k;@ z(kA)Sa(t — KA)A . (2.8)
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Kun A — 0, niin summa lausekkeessa (2.8) muuttuu in-
tegraaliksi ja z(t):lle saadaan esitys

z(t) = / z(T)6(t — ) dT . (2.9)
Kaavaa (2.9) kutsutaan jatkuvan impulssifunktion siirto-
ominaisuudeksi.

Esim. jatkuvan askelfunktio on impulssifunktion avulla
esitettynd muotoa

o0 o0

u(t) = / u(r)é(t —7)dr = / 8t —-7)dr. (2.10)
—o0 0

Integraalin (2.9) voidaan ajatella edustavan d4retonté pai-

notettujen impulssien ’'summaa’, missd impulssin §(¢t — 7)

painokerroin on z(7) dr.

Kaavan (2.8) mukainen signaalin Z(t) esitys on pulssien
& (t) superpositio. Vastaavasti lineaarisen systeemin ulos-
tulon §(t) voidaan ajatella olevan systeemin yksittaisten
vasteiden summa.

Merkitdin LTI-systeemin vastetta pulssiin éa(t — kA)

Ry (t):115. Talldin superpositioperiaatteen ja yhtilon (2.8)
perusteella saadaan jatkuvalle lineaariselle systeemille esi-
tys

o0
i) = D z(kA)hea(t)A . (2.11)
k=—0c0
Kun A — 0, niin £(t):std tulee yhd parempi z(¢):n ap-
proksimaatio. Merkitsemélld h,(t):114 systeemin vastetta
ajanhetkelld ¢ impulssiin 6(¢ — 7) saadaan
o0 o0
y(t) = lim 3" z(kA)hea (A = /_ sl g r
k=—00
(2.12)

Yhtils (2.12) on siirrettyjen inpulssien §(t — 7) vasteiden
h,(t) painotettu 'summa’ painokertoimilla z(7) dr.

Lineaarisessa aikariippumattomassa systeemissi vasteet
ovat samat kaikille ajassa siirretyille impulsseille, eli b, (t) =
ho(t - 7').

14



Merkitsemalld impulssivastetta ho(t) h(t):1l4 saadaan yh-
tdls (2.12) muotoon

y(t) = /00 z(r)h(t - 7)dr . (2.13)

— o0

Yhtlé (2.13) tunnetaan konvoluutiointegraalina — kahden
funktion konvoluutiota merkitddn usein *:114:

y(t) = z(t) * h(t) . (2.14)

LTT-systeemi pystytddn siis kuvaamaan tdysin kun sen

vaste yksinkertaiselle impulssifunktiolle tunnetaan!!

2.4 LTI-systeemien ominaisuuksia

Yhtilsiden (2.4) ja (2.13) esitysten mukaisilla systeemeil-
14 on joukko tirkeitd ominaisuuksia.

2.4.1 Kommutatiivisyys

Konvoluutio on kommutatiivinen operaatio, eli diskree-
teille systeemeille pitee

o0
z(n] * h[n] = hln] x z[n] = Z hlklz[n - k], (2.15)
k=—00
ja jatkuville systeemeille

o0

z(t) * h(t) = h(t) xz(t) = / h()z(t —7)d7r . (2.16)

—o0
Ominaisuudet on helppo todistaa muuttujanvaidon avul-
la.
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2.4.2 Distributiivisyys

Konvoluutio on summauksen suhteen distributiivinen, eli
diskreeteille systeemeille

z[n]* (h1[n] + ha[n]) = z(n] * hi[n] + z[n] * he(n] , (2.17)
ja jatkuville systeemeille
z(t) = [h1(t) + ha(t)] = 2(t) * he(t) + z(t) * ha(t) . (2.18)

Distributiivisyys tarkoittaa sité, ettd kaksi rinnakkaista
LTI-systeemid voidaan korvata yhdelld systeemilld, jon-
ka impulssivaste on niiden kahden erillisen systeemin im-
pulssivasteiden summa.

2.4.3 Assosiatiivisyys

Diskreeteille systeemeille

afn] * (ha[n] * ha[n]) = (z[n] * ha[n]) * haln] ,  (2.19)
ja jatkuville systeemeille

() * [h1 (8) * ha(t)] = [w(t) * ha (£)] * ha(t) . (2.20)

Tulokset tarkoittavat sitd, ettd konvoluutioiden laskujér-
jestykselld ei ole vdlid. Kaksi perdkkiistd LTI-systeemid
voidaan korvata yhdelld systeemilld, jonka inpulssivaste
on niiden yksittaisten systeemien impulssivasteiden kon-
voluutio.

2.4.4 Muistilliset ja muistittomat LTI-systeemit

Yhtélon (2.4) perusteella LTI-systeemi voi olla muistiton
vain jos h[n] = 0 kaikille n # 0. T#ss4 tapauksessa im-
pulssivaste on muotoa h[n] = K§[n], missd K = h[0] on
vakio ja konvoluutiosumma tulee muoton

y[n] = Kz[n] . (2.21)
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Vastaavasti jatkuva systeemi on muistiton vain jos h(t) =
0 kaikille ¢t # 0. Sellaisen LTI-systeemin impulssivaste
h(t) = Ké(t) ja systeemi on muotoa

y(t) = Kz(t) . (2.22)

2.4.5 LTI-systeemien kddnteisyys

LTI-systeemi on ki#nteinen vain jos on olemassa systee-
mi, joka kytkettynd sarjaan alkuperdisen systeemin kans-
sa tuottaa alkuperdisen signaalin. Tam4 tarkoittaa sitd,
ettd systeemin ja sen kiinteisen systeemin impulssivas-
teiden konvoluution on oltava impulssifunktio:

h(t) * hi(t) = 8(t) (2.23)

missd h;(t) on kiinteisen systeemin impulssivaste. Vas-
taava ehto diskreeteille systeemeille on

hln] * hy[n] = é[n] . (2.24)

2.4.6 LTI-systeemien kausaalisuus

Jotta diskreetti LTI-systeemi olisi kausaalinen, sen ulos-
tulot y[n] eivit saa riippua sisddnmenoista z[k] arvoilla
k > n. Yhtilon (2.4) perusteella z[k]:n kertoimien h[n—k]
arvoilla & > n tdytyy olla nollia. Tastd saadaan LTI
systeemeille kausaalisuusehto

hln] =0 kaikillen <0 . (2.25)
Ehto tarkoittaa sitd, ettd systeemin ulostulo pysyy nol-
lassa jos systeemiin ei mene mitdan sisdan.

Kausaalisten lineaaristen systeemien konvoluutiosumma
on muotoa

n

ylnl= Y zklh[n - K] . (2.26)

k=—o00
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Vastaava piittely voidaan tehdd jatkuville systeemeille,
jolloin saadaan kausaalisuusehto

h(t) =0 kaikille £ < 0 (2.27)

ja konvoluutiointegraali muotoon

t
y(t) = / s(r)ht — 7)dr . (2.28)

—00
Signaalin sanotaan olevan kausaalinen, jos se on nolla
kun n < 0 (tai t < 0). T&lld tulkinnalla LTI-systeemi

on kausaalinen jos sen impulssivaste on kausaalinen sig-
naali.

2.4.7 LTI-systeemien stabiilisuus

Olkoon LTI-systeemin sisdinmeno z[n] rajoitettu: |z[n}| <
B kaikille n. Tallin konvoluutiosumman avulla saadaan
ulostulon suuruudelle lauseke

> hiklan - k]

k=-00

ly[n]l = (2.29)

Koska summan itseisarvo ei ole suurempi kuin sen ter-
mien itseisarvojen summa, voidaan lauseketta (2.29) ar-
vioida ylospéin

lyinll < D |alK]llz[n - K] - (2.30)

k=—o00

Koska z[n] oletettiin rajoitetuksi, niin

o0
lylnll <B > |hlk]| kaikille n. (2.31)
k=—o00
Yhtilon (2.31) perusteella LTI-systeemi on stabiili jos
summa

o0
> |hfk] < oo . (2.32)
k=—o0
Saatu ehto on vilttdm&ton ja riittdva ehto diskreetin LTT-
systeemin stabiilisuudelle.

Jatkuville systeemeille voidaan tehdd samanlainen pait-
tely olettamalla systeemin sisddnmeno rajoitetuksi:
|z(t)| < B. Talldin saadaan stabiilisuusehdoksi

/ Z () dr < oo . (2.33)

-0
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2.4.8 LTI-systeemien vaste askelfunktiolle

Systeemien kuvaamiseen kiytettddn usein myos niiden as-
kelfunktiovastetta s[n] (tai s(t)). Systeemin askelfunktio-
vaste on askelfunktion ja impulssifunktion konvoluutio:

s[n] = u[n] * h(n] . (2.34)

Konvoluution kommutatiivisyyden nojalla askelfunktio-
vaste voidaan tulkita diskreetin LTI-systeemin, jonka im-
pulssivaste on u[n], vasteena syGtteeseen h[n]. Ailemman
perusteella u[n] on summaimen impulssivaste, joten

sin] = > Rk, (2.35)
k=-o00

eli systeemin askelfunktiovaste on kumulatiivinen summa
sen impulssifunktiovasteista.

Impulssivaste h[n] voidaan puolestaan lausua askelfunk-
tiovasteen avulla seuraavasti

h[n] = s[n] — s[n —1] . (2.36)

Vastaavasti jatkuvien LTI-systeemien askelfunktiovaste
s(t) = u(t) * h(t), eli

s(t) = /t h(r)dr . (2.37)
—00
Impulssivaste on puolestaan askelfunktiovasteen derivaat-
ta:
mﬂ=d2”=ym. (2.38)

Edelld esitetyn perusteella askelfunktiovastetta voidaan
my&s kiyttdd LTI-systeemien kuvaamiseen, koska systee-
min impulssivaste voidaan aina ratkaista systeemin askel-
funktivasteesta.
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2.5 Kausaalisten LTI-systeemien kuvaa-
minen differentiaaliyht&l6illa

Systeemit, joissa sisidnmeno kytkeytyy ulostuloon line-
aarisella vakiokertoimisella differentiaaliyht&lolld, ovat erit-
tain merkittiva osa LTI-systeemejd. (Esim. RC-piiri, kiih-
dyttivi auto, jne.)

Ensimmaisen asteen DY

d-:fi—it) +2y(t) = z(t) (2.39)

kuvaa sisddnmenon ja ulostulon vilistd suhdetta. Jotta
jonkin tietyn sisidnmenosignaalin vaste voitaisiin laskea,
on ensin ratkaistava DY. Tdmén ratkaiseminen tehddén
yleensi kahdessa vaihieessa: haetaan ensin yleinen ratkai-
su homogeeniselle yhtilslle (ns. nollavaste) ja haetaan sit-
ten jokin erityisratkaisu sydtteelle z(t). Kokonaisratkaisu
on naiden kahden erillisen ratkaisun summa. Ratkaisui-
hin tulevat tuntemattomat kertoimet voidaan maarétd
alkuarvojen avulla.

2.6 Lineaariset vakiokertoimiset differens-
siyhtilot

Diskreeteilld systeemeilld differenssiyhtdlot vastaavat jat-
kuvien systeemien differentiaaliyhtiloitd. Vakiokertoimi-
nen N:nnen asteen differenssiyhtiloé on muotoa

N M
Z apy[n — k] = Z byzn — k] . (2.40)
k=1 k=0

Téllaiset differenssiyhtilot voidaan ratkaista samaan ta-
paan kuin DY:t. Toinen tapa on kirjoittaa yhtdlo (2.40)
muotoon

L (M N
y[n] = . {Z biz[n — k] - > aryln - k]} , (2.41)
k=0 k=1

jolloin saadaan rekursiivinen yhtils, jonka avulla y[n]
voidaan ratkaista z[n]:n ja ulostulojen y[—-N],...,y[—1]
avulla.

Jos yhtalossd (2.41) N = 0,niin yht4ld ei ole rekursiivinen
ja systeemin impulssivaste on direllisen mittainen (M):
FIR-systeemi. Jos N > 1, niin (2.41) on rekursiivinen ja
sen impulssivaste on ddreton: IIR-systeemi.
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3 Fourier-sarjat

Luvussa 2 esitettiin signaalit lineaarikompinaatioina siir-
retyistd impulsseista. Tassd luvussa esitetdén toinen tapa
kuvata signaaleja: valitaan joku kantasignaalien joukko
ja esitetddn signaalit ndiden kantasignaalien summana.
Kiytettiessd kantasignaaleina kompleksisten eksponent-
tifunktioiden joukkoa saadaan Fourier-sarjaesitykset seki
jatkuville ettd diskreeteille signaaleille.

LTI-systeemien vaste kompleksisille eksponenttifunktioil-
le on yksinkertaista muotoa, joten myos ndiden avulla
LTI-systeemien mallintaminen ja analysointi onnistuu suh-
teellisen helposti.

3.1 LTI-systeemin vaste kompleksiselle eks-
ponenttifunktiolle

LTI-systeemien analysoinnin kannalta kantafunktioiden
kiytt6 signaalien kuvaamiseen edellyttda kantafunktioilta
kahta asiaa:

1. kantafunktioiden avulla on pystyttévd kuvaamaan mo
nenlaisia signaaleja

2. LTI-systeemin vaste kantafunktioille tulee olla yksin-
kertainen.

LTI-systeemi muuttaa vain kompleksisen eksponenttifunk-
tion amplitudia, joten systeemin vaste on muotoa

et - H(s)e™, (3.1)
jatkuville signaaleille ja
2" = H(z)z" (3.2)

diskreeteille signaaleille. (Yhtilossi (3.2) z on joku komplek-
siluku.)

Signaalia, jolle systeemin vaste on ko. signaali kerrottu-
na jollakin (mahdollisesti kompleksisella) vakiolla, kutsu-
taan systeemin ominaisfunktioksi.
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Ratkaisemalla konvoluution avulla systeemin vaste sig-
naalille e*t saadaan

o0 o0
y(t) = / h(T)es(t_T) dr = e“/ h(r)e™*"dr = H(s)e®*,
-0 — 00

(3.3)
missd kompleksinen vakio H(s) saadaan systeemin im-
pulssivasteesta:

H(s) = /_oo h(r)e™*"dr . (3.4)

Jollekin tietylle s vakio H(s) on ominaisfunktioon e liit-
tyva ominaisarvo.

Samaan tapaan konvoluution avulla voidaan osoittaa komplek-
sisten eksponenttijonojen z™ olevan diskreetin LTI-systeemin
ominaisfunktioita. Systeemin vaste yksittiiselle jonolle on

siis muotoa

y[n] = H(z)2" (3.5)
ja vakio
H(z)= > hlkz"* (3.6)
k=-o00

on ominaisfunktioon 2" liittyvd ominaisarvo.

Soveltamalla nyt superpositioperiaatetta saadaan systee-
min vasteeksi kantafunktioista koostuvalle signaalille jat-
kuvassa tapauksessa

o(t) = aret o y(t) =) apH(sp)e™ . (3.7)
k k
Diskreeteille signaaleilla vastaava esitys on muotoa

z[n] = Zakzi.’ - y[n]= ZakH(zk)zL1 . (3.8)
k k

Toisin sanoen systeemien ulostulot ovat sisifnmenojen
kantafunktioiden lineaarikompinaatioita painokertoimilla
arH(sg) (tai ap H(zi)).

Yleisessd tapauksessa muuttujat s ja 2z voivat olla mitd
tahansa kompleksisia vakioita. Fourier-analyysissé jatku-
villa signaaleilla s = jw, eli kiisitelldin vain muotoa e/v*
olevia kompleksia eksponenttejid. Diskreeteilld signaaleil-
la rajoitutaan tapaukseen z = e/, eli kéisitelldin muotoa
ef“™ olevia kompleksisia eksponentteji.
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3.2 Jatkuvien signaalien Fourier-sarja esi-
tys

3.2.1 Harmonisten eksponenttifunktioden lineaa-
rikompinaatiot

Signaalit z(t) = coswot ja e?“°! ovat molemmat jaksollisia
jaksolla T' = 27 /wg. Harmoninen signaalijoukko saadaan,
kun wg:aa kerrotaan kokonaisluvuilla:

o1 (t) = efkwot = @Fh(n/TE k=0 41, 42,... . (3.9)

Tallaisten eksponenttifunktioiden lineaarikompinaatio

o0 o0

z(t) = Zakejkwot — Z ayek /Tt (3.10)
—o0 k=—o00

on myos jaksollinen jaksolla T'. Vakioihin k£ = £1 liittyvid

termeji kutsutaan ensimmdisiksi harmonisiksi termeiksi,

vakioihin £ = %2 liittyvid termejd toisiksi harmonisiksi

termeiksi, jne.

Yhtilon (3.10) mukaista jaksollisen signaalin esitystd kut-
sutaan signalin Fourier-sarja esitykseksi.

Jos z(t) on reaalinen signaali, niin télldin e}, = a_, mis-
sd * tarkoittaa kompleksikonjugaattia. Téssd tapaukses-
sa yhtdlo (3.10) voidaan, kiyttdm&lld merkintdd ap =
Aped® | saattaa muotoon

o(t) = a0 +2 Y Agcos(kwot + 6%) . (3.11)
k=1

3.2.2 Kertoimien g, ratkaiseminen

Kertomalla yht#16 (3.10) molemmin puolin termilla e=37wot
ja integroimalla molemmat puolet O:sta T = 27 /wp:aan,
saadaan yht#lo

T e T
/ x(t)e_j"“mt dt = Z a |:/ eI (k—n)wot dtjl )
0 0

k=—o0
(3.12)
Koska hakasuluissa olevan integraalin integrandi on jak-
sollinen (sinimuotoinen) funktio, antaa integrointi tulok-

seksi nollan kun &k # n. Jos k = n, niin tulokseksi saadaan
T.
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Yhtaldn (3.12) oikea puoli tulee siis muotoon Tap, joten
yhtdléstd voidaan ratkaista kertoimet ay:

1 ; 1 :
L= — t)e~Thwot gy — _/ He k@ /T)t iy
ar T/T:z:()e T Tx()e ,
(3.13)

missd integraalimerkin alaindeksi T tarkoittaa integroin-
tia yli minkd tahansa T:n mittaisen jakson.
Yhtalopari (3.10) ja (3.13) mésrittelee jatkuvan funktion
z(t) Fourier-sarja esityksen ja kertoimien ay, joukkoa {ay}
kutsutaan signaalin z(t) Fourier-sarja kertoimiksi.
Huom. kerroin ag edustaa jaksollisen signaalin z(t) keski-
arvoa yli yhden jakson.

3.3 Fourier-sarjojen suppenevuus

Fourier-sarjoja voidaan kiyttdd kuvaamaan ldhes mitd
tahansa jaksollisia signaaleja, my6s kanttiaaltoa. Kdytan-
nossa joudutaan tyytymé&in direllisen mittaiseen sarjaan,
eli signaali esitetddn approksimaationa

N
TN (t) = Z apelkwot (3.14)
k=—N

jolloin sarjaesityksen ja signaalin vilinen erotus kuvaa
tehtyd approksimaatiovirhetta:

N
en(t) =z(t) —an(t) =z(t) = Y apel™t . (3.15)
k=—N

Yleisesti virheen mittana kiytetdin virheen energiaa yh-
den jakson mittaisella pétkilla, eli

En = /TleN(t)|2 dt , (3.16)

jolloin kertoimet a, voidaan valita s.e. energia (virhe)
Ex minimoituu. Tdméin kriteerin kiytt6 johtaa yhtdlén
(3.13) mukaiseen tulokseen kertoimille a.



Tamai tarkoittaa sitd, ettd paras Fourier-sarja approksi-
maatio signaalille saadaan, kun sarjaan otetaan mukaan
kertoimia alusta johonkin vakioon N asti.

Joissakin tapauksissa yhtdlon (3.13) mukainen kertoimien
ratkaiseminen ei onnistu, vaan kertoimesta a;, tulee dire-
t6n. Yhtalon (3.10) mukainen summa voi myos hajaan-
tua, vaikka kaikki kertoimet olisivatkin &irellisid.

Yleensi kuitenkin suppenevuusongelmaa ei ole: esim. kai-
killa jatkuvilla jaksollisilla signaaleilla on Fourier-sarja e-
sitys, eli £, = 0 kun N = oo.

Sellaisilla jaksollisilla signaaleilla, joiden energia on #i-
rellinen, on aina Fourier-sarja esitys.

(Huom. virheen energian meneminen nollaan ei takaa si-
td, ettd signaali ja sen sarjaesitys olisvat tdsmélleen sa-
mat kaikille ¢:n arvoille. Fysikaaliset systeemien vaste liit-
tyy kuitenkin aina energiaan, ja jos signaalin ja sen ap-
proksimaation védlinen energiaero on nolla, niin systeemin
toiminnan kannalta signaaleilla ei ole eroa.)

Vaihtoehtoisesti Fourier-sarjojen suppenevuuden takaa-
vat ns. Dirichlet-ehdot:

1. signaalin z(¢) tdytyy olla intgroituva yli mink4 tahan-
sa jakson, eli

/ |z(t)| dt < oo . (3.17)
T

2. Milld tahansa jaksolla signaalin taajuuden tiytyy olla
ddrellinen.

3. Missd tahansa signaalin jaksossa on vain #d&rellinen
madra epidjatkuvuuskohtia.

Ehto 1 takaa sen, ettd kertoimet a; ovat direllisia.

Jos signaalissa on direllinen miiréd epdjatkuvuuskohtia,
niin Fourier-sarja suppenee signaaliin kaikkialla muualla
paitsi epdjatkuvuuskohdissa. Niissd kohdissa sarja sup-
penee signaalin keskiarvoon epédjatkuvuuskohdassa.

Epéjatkuvuuskohdan ympaérilld signaalin Fourier-sarja esi-
tyksessd esiintyy vardhtelyd — ilmié tunnetaan nimelld
Gibbsin ilmid.
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3.4 Jatkuvien Fourier-sarjojen ominaisuuk-
sia

Fourier-sarjoilla on joukko ominaisuuksia, jotka seki hel-
pottavat sigaalien Fourier-sarja esitysten muodostamista,
ettd systeemien analysointia. Seuraavissa kappaleissa esi-
tellddn ndistd ominaisuuksista muutamia tarkeimpis.

3.4.1 Lineaarisuus

Olkoot z(t) ja y(t) kaksi jaksollista signaalia, joilla on
yhteinen jakso T ja joiden Fourier-sarjojen kertoimet ovat
joukot {ai} ja {bx}. Talldin

z(t) = Az(t) + By(t) = cx = Aar + Bb; , (3.18)

missd cg:t ovat jaksollisen signaalin z(t) Fourier-sarjan
kertoimia.

3.4.2 Siirros ajan suhteen

Olkoon y(t) = z(t —to). T&ll6in y(t):n Fourier-sarjan ker-
toimet saadaan integraalista

by, = l/ z(t — to)e Ikwot gy (3.19)
TJr

Tekemailld muuttujan vaihto 7 = ¢t — ¢¢ integraaliin, saa-
daan

1 .
7 /Tx(r)e_““m(’“") dr =
emdkwoto L [ gp(r)eihwoT dr = emikwotog;  (3.20)

missd ay on z(t):n Fourler-sarjan k:s kerroin. Signaalin
siirtdminen ajassa muuttaa siis sen Fourier-sarjan kertoi-
mien vaiheita tekijills e~%woto mutta sarjan kertoimien
amplitudit sailyvit samoina (|bg| = |ax]).
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3.4.3 Signaalin kdintdminen ajan suhteen

Signaalin jakso sdilyy muuttumattomana kuvauksessa
y(t) = z(—t). Olkoon

[e¢]

o(—t)= > ape /T (3.21)
k=—o00
Tekemalld muuttujan vaihto k = —m saadaan esitys
b .
y(t) = z(—t) = Z Qe IR T (3.22)
m=--o0

Yhtélon summalauseke vastaa z(—t):n esitystd kertoimil-
la b, = a—g. Jos siis z(t):n Fourier-sarjan kertoimet ovat
ay, niin z(—t):n kertoimet ovat a_g.

Jos z(t) on parillinen, niin my&s sen kertoimille pitee
parillisuusehto, eli a_; = a;. Jos taasen z(t) on pariton,
niin my®s sen sarjan kertoimet ovat parittomia, eli a_; =
—Qak.

3.4.4 Skaalaus ajan suhteen

Skaalaus ajan suhteen muuttaa signaalin jakson pituut-
ta: jos z(t)m jakso on T (ja taajuus wp = 27/T), niin
z(at):n, missd o on positiivinen reaaliluku, jakso on T/«
ja taajuus awg. Koska skaalaus kohdistuu z(t):n kaikkiin
harmonisiin komponentteihin, siilyvit z(t):n Fourier-kertoi-
met muuttumattomina, eli

o0
z(at) = Z apelFlowolt (3.23)

k=—o0

3.4.5 Kertolasku

Olkoot z(t) ja y(t) molemmat jaksollisia jaksolla T ja nii-
den Fourier-sarjojen kertoimet joukot {ax} ja {bx}. T4l
16in my®&s tulo z(t)y(t) on jaksollinen jaksolla T' ja tulon
Fourier-sarjan kertoimet h; ovat muotoa

[e¢]

hk = Z albk_l . (3.24)

I=—o00
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3.4.6 Kompleksikonjugaatti

Signaalin z(t) kompleksikonjugaatin z*(t) Fourier-sarjan
kertoimet ovat ajan suhteen kidinnettyjd z(t):n Fourier-
sarjan kertoimia, eli muotoa a” ;.

Jos z(t) = 2*(t) (z(t) on reaalinen), niin a_y = af.

3.4.7 Parsevallin teoreema

Signaalin teholle pitee Parsevallin mukaan ehto

[o.¢]

7 e@ra= 3wk, @)

k=—o00

missd ay:t ovat jaksollisen signaalin z(t) Fourier-sarjan
kertoimet.

Yhtilon (3.25) vasen puoli on signaalin keskimé&rdinen
teho yhden jakson T aikana. Toisaalta

1 ikwot |2 1 2 2
-f_l’_/TlakeJ of| dt:T/Tlakl dt = |ax|®, (3.26)

joten |ax|? on z(¢):n k:nnen harmonisen komponentin kes-
kimééréinen teho.

Parsevallin teoreeman mukaan siis signaalin keskimaaréi-
nen teho on sama kuin sen Fourier-sarjan muodostavien
jaksollisten signaalien keskimé&&raisten tehojen summa.
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3.5 Diskreettien signaalien Fourier-sarjat

Merkittavin ero diskreettien jaksollisten signaalien ja jat-
kuvien jaksollisten signaalien Fourier-sarjojen vililld on
se, ettd diskreettien signaalien Fourier-sarjan summa on
dérellinen. Tdstd johtuen diskreettien signaalien sarjojen
suppenevuutta el tarvitse tarkastella samaan tapaan kuin
jatkuvien signaalien kohdalla jouduttiin tekemé&én.

3.5.1 Kompleksisten eksponenttien lineaarikom-
binaatiot

Diskreetin signaalin jaksollisuus méériteltiin ehdolla z[n] =
z[n + NJ], missi N on pienin kokonaisluku, jolla ehto
toteutuu. Niiden kaikkien kompleksisten eksponenttien
joukko, jotka ovat jaksollisia N:1l4 on

Prn] = e?fwon = BHE/NIn k=0 41,42, ... .
(3.27)

Kyseisessd joukossa on vain N kpl. erilaisia alkioita: ¢g[n] =
¢n[n], ¢1[n] = dn41[n] ja yleisesti

¢r[n] = dpirn(n] . (3.28)

Jaksollinen diskreetti signaali voidaan esittdd ¢i[n] line-
aarikombinaationa:

sl = Y axgeln] = Y apedton = N agpedtC/Nn
k=(N) k=(N) k=(N)
(3.29)
Merkintd k = (N) tarkoittaa N-mittaista k-alkioiden
joukkoa — k voi saada esim. arvot 0,1,...,N — 1 tai
3,4,...,N+2

3.6 Kertoimien g, ratkaiseminen

Yhtélostd (3.29) saadaan eri k:n arvoilla joukko lineaari-
sia yhtiloité, joista kertoimet aj voitaisiin ratkaista.



Kertoimille a;, saadaan kuitenkin myds suljettumuotoiset
ratkaisut samaan tapaan kuin jatkuvien signaalien ker-
toimillekin, nimittdin

Z K@/ _ N, k=0,£N,£2N,...
n=(N) 0, muulloin
(3.30)
Yhtélon (3.30) mukaan jaksollisten kompleksisten ekspo-
nenttien summa yli yhden jakson on nolla, paitsi jos eks-
ponentti on 2m:n monikerta.

Kertomalla yht&l6 (3.29) molemmin puolin e=/m(27/N)n.]15
ja summaamalla NV termid, saadaan

Z x[n]e—jr("-'vr/N)n — Z ax Z ei(k=T)(27/N)n
n=(N) n=(N)  k=(N)

(3.31)
Yhtélon (3.30) perusteella oikean puolimmainen summa
poikkeaa nollasta vain kun (k —r) = 0 tai N:n moniker-
ta. Joten, jos r:n arvot valitaan samalta vililtd kuin milld
k:n arvot vaihtelevat summauksessa, niin sisempi summa
yhtélossd (3.31) on N kun k = r ja nolla muulloin. Tal-

16in yhtdlén oikeasta puolesta tulee Na, ja kertoimille

saadaan esitys

ak = 75 Z x[n]e‘jk“"’" =% Z z[n]e—jk(i’vr/N)n
n=(N) n=(N)
(3.32)
Yhtélon (3.32) mukaisia kertoimia kutsutaan usein sig-
naalin z[n] spektraalisiksi kertoimiksi, joille pétee jaksol-
lisuusehto ar = ap+nN-

Diskreeteilld Fourier-sarjoilla ei ole suppenemisongelmia,
eikd Gibbsin ilmiété, koska diskreetti jaksollinen signaali
pystytddn esittimién tdsmélleen N:ll4 eri parametrilla.
Signaalin Fourier-sarjaesityksessd on kyseessd signaalin
esittdmisestd valittujen kantafunktioiden joukossa, jolloin
N kpl. kantafunktioita sopivilla painokertoimilla riittaa
kuvaamaan signaalin téysin.

3.7 Diskreettien Fourier-sarjojen ominai-
suuksia

Diskreettien signaalien Fourier-sarjoilla on samat ominai-
suudet kuin jatkuvien signaalien Fourier-sarjoilla. Erona
on ldhinni se, ettd diskreetit sarjat ovat darellisia.
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3.7.1 Sarjojen kertominen

Jos diskreetteihin signaaleihin z[n] ja y[n] liittyvét Fourier-
sarjojen kertoimet ovat joukot {ar} ja {bx}, niin silloin
tuloon z[n]y[n] liityvit kertoimet saadaan jaksollisella
konvoluutiolla

alnlyln] = di = ) @b (3.33)
I=(N)

3.7.2 Ensimmaéiinen differenssi

Ensimiinen differenssi maaritellddn diskreetin signaalin
perdkkiisten termien erotuksena z[n] — z[n — 1]. Jos z[n]
on jaksollinen, niin my®s sen ajassa siirretyt versiot ovat
jaksollisia. My6skin sellaisten signaalien, joiden jakso on
N, lineaarikombinaatio on jaksollinen jaksolla N. Nii-
den ominaisuuksien perusteella ensimmaéiseen differens-
siin liittyvét Fourier-kertoimet ovat muotoa

z[n] —zn -1 — (1 - e"jk(z"/N)) a . (3.34)

3.7.3 Parsevallin teoreema

Parsevallin mukaan diskreeteille signaaleille pitee

% Z |:1;[n]|2 = % Z |(1.k|'2 . (3.35)

n(N) k(N)

Kuten jatkuvien signaalien kohdallakin yht&lén vasen puo-
li edustaa signaalin keskimé&&rdistd tehoa yhden jakson ai-
kana ja oikea puoli yhtélostd puolestaan edustaa harmo-
nisten komponentien keskimé#irdisten tehojen summaa
yhden jakson aikana.
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3.8 Fourier-sarjat ja LTI-systeemit

Jatkuvien ja diskreettien signaalien vasteille eksponent-
tifunktiohin saatiin tidmin luvun alussa tulokset y(¢) =
H(s)e*t ja y[n] = H(z)z"; kertoimet H(s) ja H(z) on
méidritelty yhtdloissd (3.4) ja (3.6). Kun s ja z ovat mitd
tahansa kompleksilukuja kutsutaan H(s):44 ja H(z):aa
systeemifunktioiksi.

Jatkuvilla signaaleilla kiytetdin yleensd esitystd, jossa
s = jw, jolloin funktio H(jw) on systeemin teaajuusvaste

o0

H(jw) = / h(t)e= 9+t dt . (3.36)
-0

Vastaavasti diskreeteilld signaaleilla valitaan z = e/, jol-

loin systeemifunktio H(z) edustaa systeemin taajuusvas-

tetta ja se on muotoa

o0
H(e™)= > h[nle . (3.37)
k=—o00
LTI-systeemin vaste kompleksisiin eksponentiaalisiin sig-
naaleihin on siis helpointa ilmaista systeemin taajuusvas-
teena.

Jos jatkuva signaali, jonka Fourier-sarjan esitys on yhté-
16n (3.10) mukainen, pistetdan syotteend LTI-systeemiin,
jonka impulssivaste on h(t), niin ulostulosta saadaan sig-

naali
oo

y(t) = Y arH(jkwo)e? ot . (3.38)
k=—00

Signaali y(t) on my0s jaksollinen samalla jaksolla kuin
z(t):kin. Jos z(t):n Fourier-sarjan kertoimet ovat {a},
niin y(¢):n sarjan kertoimet ovat {a; H (jkwe)}. Tém4 tar-
koittaa sitd, ettd LTI-systeemi muuttaa jokaista Fourier-
kerrointa kertomalla tdmén arvon ko. taajuutta vastaa-
valla systeemin taajuusvasteen tekijalla.
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3.9 Signaalin suodattaminen

Monissa sovelluksissa on tarpeen muuttaa signaalin taa-
juuskomponettien suhteita tai poistaa joitain taajuuskom-
ponentteja kokonaan. Tatd toimenpidettd kutsutaan suo-
dattamiseksi.

LTI-systeemejé, jotka muokkaavat signaalin spektrid kut-
sutaan taajuussuotimiksi. Esimerkkejd téllaisista suoti-
mista ovat vahvistimien basson ja korkeiden taajuuksien
sddatonamuskat.

Esim. signaalin derivointi (y(t) = d z(t)/dt) johtaa ekspo-
nentiaalisella signaalilla taajuusvasteeseen H (jw) = jw,
jonka perusteella systeemin voidaan p#itelld korostavan
korkeita taajuuksia.

Alipidstésuodin padstdd lapi matalat taajuudet johonkin
rajataajuuten asti.

Ylipddstosuodin pddstdd ldpi taajuudet, jotka ovat kor-
keampia kuin suotimen rajataajuus.

Ideaalisen alipidstésuotimen taajuusvaste on muotoa

1 w| <w
H@jw)=¢ ol < we : (3.39)
0, lw| > we
Kéytetysta eksponettiesitysmuodosta johtuen suotimien
taajuusvasteet ovat symmetrisid taajuuden w = 0 suh-
teen.

Diskreettien suotimen kohdalla on muistettava taajuuk-
sien jaksollisuus: myGs suotimet ovat jaksollisia taajuus-
jaksolla 2.

Edelld esitetyt ideaaliset suotimet soveltuvat ideaalisten
systeemien kuvaamiseen, mutta valitettavasti ideaalisia
suotimia ei voida kiytdnndssi toteuttaa.
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3.9.1 RC(C-alipéddstdsuodin

Yksinkertaisen RC piirin jinnite yli kondensaattorin kyt-
keytyy sisdanmenojinnitteeseen seuraavasti

duc(t

Rc“st() +ug(t) = vs(t) - (3.40)
Ma&iritelman mukaan systeemin vaste sisddnmenosignaa-
lille vs(t) = e/t on vo(t) = H(jwt)el™t. Sijoittamalla
ndmi yhtilosn (3.40) saadaan ratkaistua

1

1+ RCjw
Pienilld taajuuksilla |H(jw)| &~ 1 — taajuuksien kasvaessa
|H(jw)| pienenee, eli systeemi toimii alipdfstosuotimen

H(jw) = (3.41)

tavoin.

Yhtalén (3.40) mukaisen systeemin impulssivaste on

h(t) = %e_t/’wu(t) , (3.42)

ja vaste askelfunktiolle on muotoa

s(t) = [1 — e/ BCu(t) . (3.43)

Taajuusvasteen perusteella tulon RC pitéisi olla suuri,
jotta suodin lap&isisi mahdollisimman vdhén korkeita taa-
juuksia. Toisaalta jos RC on suuri, niin systeemin ulos-
tulo nousee hitaasti maksimiarvoonsa kun sisdinmenoon
kytketddn vakiosignaali (u(t)). Suodattimia suunniteltaes-
sa joudutaankin usein valitsemaan millaista toimintaa sys-
teemiltd halutaan.

3.9.2 Ensimmaéisen asteen diskreetit suotimet

Edelldesitettyd RC-piirin tyyppisid suotimia vastaa dis-
kreetilld puolella systeemit, joita kuvaa ensimmaéisen as-
teen rekursiivinen differenssiyht&ld

y[n] = ay[ln — 1] = z[n] . (3.44)

Sijoittamalla z[n] = €™ ja y[n] = H(e¥)eI“™ yhtdloon
(3.44) saadaan systeemin taajuusvaste ratkaistua:

. 1
H(eY)y= —— . 3.45
() = — (3.45)
Jos a on positiivinen, niin suodin, jonka taajuusvaste on
yhtélén (3.45) mukainen, toimii alipdéstdsuotimen tavoin

paastden ldpi taajuuksia arvon w = 0 ympérilla.
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Jos taasen a on negatiivinen, niin suodin on silloin yli-
paastosuodin, joka lapdisee taajuuksia taajuuden w =«
ympdrilta.

Yleinen muoto ei-rekursiiviselle FIR-tyyppisen systeemin
differenssiyhtélolle on

M
y[n] = Z brz[n — k] . (3.46)
k=-N

Tamén tyyppistd suodinta kutsutaan liukuvan keskiar-
von suotimeksi. Ideana on signaalin paikallinen keskiar-
voistaminen, jolloin korkeat taajuudet suodattuvat pois
ja matalammilla taajuuksilla esiintyvit signaalin vaihte-
lut jadvit jaljelle.
Esim. suotimen
1
y[n] = 3 (z[n — 1] + z[n] + z[n + 1]) (3.47)
taajuusvaste on

H(e¥) = 31-(1 + 2cosw) (3.48)

eli suodin on alipadstotyyppinen suodin. Suotimen leveyt-
téd el kuitenkaan voida sdatia mitenkddn.

Liukuvan keskiarvon suotimen yleistys on suodin, jossa
keskiarvoistetaan N + M + 1 pistetta:
M

y[n] = N_+—]1\/I+_1 k;Na:[n - k. (3.49)

Systeemin impulssivaste h[n] = 1/(N+M+1) kun —N <
n < M ja nolla muulloin. Systeemin taajuusvasteelle saa-
daan esitys

; 1 Wl (N— sin[(M + N +1)/2]
oy = L jwl[(N-M)/2]
) = 53+ 1® sin(w/2)
(3.50)
Siatamailld summan N + M + 1 arvoa voidaan siis sddtaa

systeemin taajuusvasteen leveytta.

Ei-rekursiivisid differenssiyhtéloitid voidaan kiyttdd myds
kuvaamaan ylipadstdsuotimia. Yksinkertainen esimerkki
téllaisesta suotimesta on

_ z[n] — z[n — 1]

y) = T2 (3.51)
jonka taajuusvaste on muotoa
H(e™) = je*/? sin(w/2) . (3.52)

Systeemi ei siis padsté lapi matalia taajuuksia (sin 0 = 0).
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4 Jatkuva Fourier-muunnos

Edellisessd luvussa esitettiin kuinka jaksollinen signaali
voidaan esittdé lineaarikombinaationa jostakin valitusta
kantafunktiojoukosta. Téassé luvussa kiytetty malli laa-
jennetaan koskemaan signaaleja, joilla ei ole jaksoa. Sig-
naalin jaksottomuus johtaa siihen, ettd kantafunktiota pi-
td4 olla Adrettdman tihedssi taajuusalueessa ajateltuna,
jolloin niiden lineaarikombinaatio on esitettdva integraa-
lina summan asemasta. Tuloksena saatavaa kertoimien
muodostamaa spektrid kutsutaan Fourier-muunnokseksi
ja kddnteismuunnoksella tarkoitetaan sitd integraalia, jol-
la, Fourier-spektrin kertoimien avulla, saadaan esitettyd
alkuperédinen signaali.

4.1 Fourier-muunnoksen perustelu
Olkoon (kuten aiemminkin)

1, t| < T

2(t) = i< T : (4.1)
0, T < |t| < T/2

jaksollinen signaali jaksolla T'. Tdmén signaalin Fourier-

sarjan kertoimet olivat

_ 2 Sil’l(kaTl )

ap = kLU()T ) (4‘2)

missd wg = 27/T. Toinen tapa tulkita yhtdlod (4.2) on
ajatella se ndytteind verhokdyrastd, eli

2sinwT)
w

Ta.k = (43)

w=kwp

Taméi tarkoittaa, ettd jos w oletaan jatkuvaksi muuttu-
jaksi niin (2sinwT)}/w kuvaa Tag:n verhokdyrid ja ker-
toimet a;, ovat tasavilisii ndytteitd tistd kiyrdstd. Jolle-
kin kiintedlle 77 verhokdyrd on riippumaton T:std. Kun
T kasvaa, niin wy = 27 /T pienenee joten yhtilon (4.3)
mukaisessa niytteenotossa niytteenottovili lyhenee.
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Kun T — oo, niin voidaan ajatella ndytteenoton antavan
tuloksena verhokiyrén.

Edelld kuvattu menettely on Fourier-muunnoksen laske-
misen perusidea jaksottomille signaaleille.

Olkoon z(t) jaksoton signaali (z(t) = 0 kun |t| > T1) ja
Z(t) sen jaksollinen versio, joka suppenee z(t):hen, kun
T — oo. Fourier-sarja esitys Z(t):lle on

o0
Bt)= Y et (4.4)
k=—o0
kertoimilla
1 T/2 )
o = = / F(t)e—Tkeot gy | (4.5)
T J_ 7/

Koska £(t) = z(t) kun |t| < T/2 ja z(t) = 0 timin vilin
ulkopuolella, kertoimet a;, voidaan kirjoittaa muotoon

1 T/2 X 1 o0 .
ar = T/ z(t)e Fwot gt = —/ z(t)eIhwot

—-T/2 T —o0
(4.6)
Maarittelemalld Tay:n verhokdyrd X (jw)
0 .
X (juw) = / s(t)e=it dt | (@.7)
—00
saadaan kertoimille ay
1 .
ai = TX(]kwo) . (4.8)
Yhdistdmailld yhtalot (4.4) ja (4.8) saadaan
= _ (7l jhwot __ TN kwot
Z(t) = Z TA(]kwo)eJ of = 7 Z X (Fkwo)e™° wg .
k=—0o0 k=—00
(4.9)

Kun T — o0, niin Z(t) — z(t), ja we — 0, jolloin yhtdlén
oikea puoli muuttuu integraaliksi ja voidaan kirjoittaa

z(t) = % /_ Y X(Gwettde . (410)

Yhtélst (4.7) ja (4.10) muodostavat Fourier-muunnospa-
rin, jossa X (jw) on z(t):n Fourier-muunnos ja yhtdlo
(4.10) sen kddnteismuunnos. Jaksottoman signaalin muun-
nosta X (jw) kutsutaan my0s signaalin spektriksi.
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Usein Fourier-muunnokselle ja kddnteismuunnokselle kiy-
tetddn merkint&ja

X (jw) = Flz(t)} ja 2(t) = FH{X (jw)} .|

Jaksollisen signaalin Z(t) Fourier-kertoimet a; voidaan

tulkita Fourier-muunnoksesta tasavilein otetuiksi niyt-
teiksi

o = %X(jw) , (4.11)

w=kwyo

missd wp on jaksollisen signaalin Z(t) taajuus.

4.2 Fourier-muunnoksen suppenevuus

Fourier-muunnoksen suppenevuutta voidaan tarkastella
samaan tapaan kuin Fourier-sarjojenkin suppenevuutta.
Kayttdmalld signaalin estimaattina Z(t) X (jw):m avulla
laskettua kaavan (4.10) mukaista tulosta voidaan virheen
e(t) = (t) — z(t) energian osoittaa menevin nollaan, kun

/oo |z(t)|? dt < o0, (4.12)

— 00

siis silloin kun X (jw) on d4rellinen.

Aivan kuten sarjoillakin suppenemisehdoiksi saadaan Di-
richlet-ehdot:

1. signaalin z(t) tiytyy olla intgroituva, eli

[ee}

/ lo(t)] dt < oo . (4.13)

2. Milla tahansa direlliselld valilla z(t):114 on rajoitettu
madrd minimi- ja maksimiarvoja.

3. Milld tahansa direlliselld vililld z(t):114 on vain d4-
rellinen m#ara epdjatkuvuuskohtia. Ndiden kaikkien
epdjatkuvuuskohtien tulee vield olla darellisia.

Fourier-muunnosparin symmetrisyyden perusteella voi-
daan sanoa, ettd esim. kanttipulssi tuottaa aina sinc-funktion,
esiintyipd se kummassa tahansa tasossa. Sama pétee kai-
kille muillekin signaalimuodoille.

Huom. sinc-funktion méaritelma signaalinkisittelyssa:

sinc(f) = Sl?r;re . (4.14)
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4.3 Jaksollisten signaalien Fourier-muun-
nos

Jaksollisten signaalien Fourier-muunnos on sema kuin nii-
den Fourier-sarja esitys.

Olkoon z(t):n Fourier-muunnos X (jw) yksi impulssi pis-
teessd w = wg ja olkoon impulssin pinta-ala 27, eli

X(jw) = 2mé(w — wy) - (4.15)

Ratkaisemalla kiidinteismuunnoksella signaali, joka liittyy
X (jw):aan, saadaan
1 [ . .
z(t) = —/ 2mé(w — wp)e?¥t W = edwot | (4.16)
2m J_ o
Jos X (jw) koostuu tasavilein taajuusasteikolla olevien
pulssien lineaarikombinaatiosta

X(jw) = i 2mapd(w — kwp) (4.17)

k=—o0
niin talléin

z(t) = i apedhwot (4.18)

k=—o00

Saatu yhtdlé on tdsmalleen sama kuin jaksollisen sig-
naalin Fourier-sarjan esitys. Jaksollisen signaalin, jonka
Fourier-sarjan kertoimet ovat {a;}, Fourier-muunnos on
joukko impulsseja, joiden pinta-ala k:nnen harmonisen
taajuuden kohdalla on 2may.

4.4 Jatkuvan Fourier-muunnoksen ominai-
suuksia

Fourier-muunnoksen ominaisuudet kuvaavat erilaisia yh-
teyksid signaalien aika- ja taajuustason esitysten valilla.

Fourier-muunnoksen ominaisuudet ovat samanlaisia kuin
aiemmin késiteltyjen Fourier-sarjojenkin ominaisuudet.

4.4.1 Lineaarisuus

Jos z(t) ja X (jw), sekd y(t) ja Y (jw) ovat Fourier-muun-
nospareja, niin

F{az(t) + by(t)} = aX (jw) + bY (jw) . (4.19)
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4.4.2 Siirros ajan suhteen

Fourier-muunnosparille, (z(t), X (jw)), pitee
Flz(t —to)} = e P X (jw) . (4.20)
Ominaisuus on helppo osoittaa Fourier-muunnos -inte-

graalista muuttujan vaihdon avulla.

4.4.3 Kompleksikonjugaattin muunnos ja sym-
metria

Fourier-muunnosparille, (z(t), X (jw)), pitee

Flz* (1)} = X7 (-jw) . (4.21)
Tami ominaisuus saadaan ratkaisemalla yhtdlon (4.7)
kompleksikonjugaatti:

X*(jw) = [/ z(t)e vt dt] = / *(t)ed“tdt ,
— 00 — 00
(4.22)

josta muuttujan vaihdolla w = —w saadaan yhtilon (4.21)
mukainen tulos.
Jos z(t) on reaalinen, niin t&lldin

X(—jw) = X*"(jw) . (4.23)

Yhtilon (4.23) tulos tarkoittaa sitd, ettd kun z(t) on re-
aalinen, niin Re{X (jw)} = Re{X (—jw)} Im{X (jw)} =
—Im{X (—jw)}, eli Fourier-muunnoksen reaaliosa on pa-
rillinen ja imagindiriosa pariton.

Jos X (jw) esitetddn polaarimuodossa

X (jw) = |X (juw)lef£¥6) | (4.24)
niin tall6in |X (jw)| on parillinen funktio ja ZX(jw) on
pariton.

Jos z(t) on reaalinen ja parillinen, niin myds X (jw) on
reaalinen ja parillinen.
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4.4.4 Derivaatta ja intergraali

Olkoon z(t)m Fourier-muunnos X (jw). T4llin

dz(t s
O _xiw) (4.25)
dt
Tuloksen mukaan derivointi aikatasossa tarkoittaa sig-
naalin kertomista tekijilld jw taajuustasossa. Tata tu-
losta voidaan hyddyntdi analysoitaessa differentiaaliyh-

taloilla kuvattuja LTI-systeemeja.

Fourier-muunnoksen kiinteisyyden perusteella integroin-
ti johtaa signaalin jakamiseen tekijilla jw taajuustasossa:

;c{ /_ 0; 2(7) d‘r} - E%X(jw) +rX(0)5(w) . (4.26)

Yhtélon oikealla puolella oleva impulssitermi edustaa in-
tegroinnista mahdollisesti syntyvdd vakiota tai keskiar-
voa.

4.4.5 Ajan ja taajuuden skaalaus

Fourier-muunnosparille (z(t), X (jw))
1 jw
)} =—X|— 4.27
Fa)=ox () aw
missi a on nollasta eroava reaaliluku.
Ajan skaalaaminen tekijilld a tarkoittaa siis taajuuksien

skaalaamista tekijilld 1/a ja kddntden. Kun a = —1, niin
saadaan

Flz(-t)} = X (—jw) , (4.28)
eli signaalin kddntdminen ajan suhteen kiintd sen Fouri-

er-muunnoksen taajuuksien suhteen.

Skaalausominaisuuden perusteella voidaan myGs sanoa,
ettd signaalin jakson pituuden kasvattaminen pienentdd
signaalin taajuutta.
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4.4.6 Kytkos

Yhtélsiden (4.7) ja (4.10) symmetrisyys kytkee aika- ja
taajuustason samanmuotoiset signaalit toisiinsa.

Jos esim. z;(t) = 1, kun || < T} ja nolla muulloin, niin

2sinwT)

Fla(t)} = — (4.29)
Jos taas zo(t) = sin Wt/nt, niin
1, lw] < W
Flz2(t)} = (4.30)
o2 { 0, |w|>W

Taméinkaltainen symmetria pitee yleisesti kaikille Fouri-
er-muunnoksille.

T4t4 ominaisuutta voidaan hyddyntéda johdettaessa Fou-
rier-muunnoksen muita ominaisuuksia. Esim. derivoimal-
la yht&lo (4.7) saadaan,

d X (jw) /°° . —jwt
—_—= —jtz(t)e It dt 4.31
o = [ —itee (4.31)
josta voidaan péitelld, ettd
. d X (jw)
- = . 4.32
Fl-jta(®)} = == (4.32)

Samalla tavalla saadaan yhtildistd (4.20) ja (4.26) kyt-
kokset

Fletz(t)} = X (j(w — wo)) , (4.33)

ja

f{—],l—tz(t)+7rz(0)5(t)} = /_ ’ X(jn)dn . (4.34)
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4.4.7 DParsevallin teoreema

Jos z(t) ja X (jw) ovat Fourier-muunnospari, niin tall6in

/oo |z(2)|? dt = % /_Z | X (jw)|? dw . (4.35)

—00
Teoreema saadaan tulon z(t)z* (t) Fourier-muunnoksesta.

Parsevallin yhtilon mukaan kokonaisenergia saadaan jo-
ko integroimalla tehoa aikayksikkds kohden |z(t)|? yli sig-
naalin keston tai tai integroimalla tehoa taajuusyksikkod
kohden X (jw)/2n yli koko taajuusalueen. Tastd johtuen
| X (jw)|?:aa kutsutaan usein signaalin z(t) energiatiheys-
spektriksi.

4.5 Konvoluutio ja Fourier-muunnos

Aiemmin on osoitettu, ettd jos LTI-systeemin sisddnmeno
voidaan esittdid Fourier-sarjana, niin tdlléin myés systee-
min ulostulo on esitettdvissd Fourier-sarjana.

Yhtélon (4.9) perusteella kidnteinen Fourier-muunnos on
esitettdvissd raja-arvona summasta, jossa wy — 0. Toi-
saalta lineaarisen systeemin, jonka impulssivaste on h(t),

vaste syOtteeseen e/t on H (jkwg)e’ ot missi
oo
H{jkwo) = / h$)e-Tkotds . (4.36)
—00

Taajuusvastetta H (jw) voidaan pitdi systeemin impulssi-
vasteen Fourier-muunnoksena. Nyt lineaarisen systeemin
vaste syGtteeseen z(t) voidaan kirjoittaa muotoon

y(O) = Jim o S X(ikwo) H(jhwo)e ™ twe
k=—00

wo—0 27

% / X (j) H(jw)e?" du (4.37)

Yhtélé on Y (jw):n ki#nteismuunnoksen muotoa, joten
voidaan paitelld, ettd

Y(jw) = X(jw)H(jw) . (4.38)

Sama tulos saataisiin ottamalla konvoluutiointegraalis-
ta molemmin puolin Fourier-muunnokset. Siis aikatason
konvoluutio on konvoloitavien signaalien Fourier-muunosten
tulo taajuustasossa:

F{ht) xz(t)} =Y (jw) = Hw) X (jw) . (4.39)
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Aikatasossa LTI-systeemin kuvaa tdysin sen impulssivas-
te h(t); taajuustasossa systeemin kuvaamiseen voidaan
kiyttdd impulssivasteen Fourier-muunnosta H (jw).

4.6 Tulo-ominaisuus

Fourier-muunnoksen symmetrisyyden perusteella voidaan
padtelld, ettd aikatason tulon tdytyy johtaa konvoluu-
tioon taajuustasossa, eli jos r(t) = s(¢)p(t), niin

Fir = RGe) = o [ SGOPGw-0)d .

(4.40)
Kertomalla signaali toisella signaalilla saadaan signaalin
amplitudia muutettua halutulla tavalla; télléin puhutaan
amplitudimodulaatiosta.

Tulo-ominaisuuden avulla signaalia voidaan myos siirtdéd
taajuusalueessa: moduloidaan signaalia sinimuotoisesti sig-
naalilla e?“<t, jolloin se saadaan siirrettys esim. alipiis-
tOosuotimen toiminta-alueelle, tehddin suodatus ja siirre-
tadn signaali takaisin kertomalla se tekijilld e9wet,

4.7 Vakiokertoiminen differentiaaliyht&lc-
esitys

LTI-systeemi voidaan kuvata vakiokertoimisella differen-
tiaaliyht&lolla

d* y(t) Mg z(t)

Konvoluutiotuloksen (4.39) perusteella saadaan H (jw) =
Y (jw)/X (jw). Ottamalla nyt yhtiléstd (4.41) Fourier-
muunnokset molemmin puolin ja kidyttidmalld Fourier-muunnoksen

derivaatta-ominaisuutta, saadaan

N N
> (WY (jw) =Y b(jw) X (w),  (442)

josta saadaan ratkaistua H (jw)
. Y (jw N b jw)*
H(jw) = \’(J' ) = Zlk\,—o k(. )k :
X(w) Yoo ar(iw)

Systeemin impulssivasteen Fourier-muunnos on siis rat-

(4.43)

kaistavissa rationaalifunktiona, jos systeemid kuvaavan
differentiaaliyhtalon painokertoimet ay ja by tunnetaan.
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5 Diskreetin signaalin Fourier-muunnos

Tassd luvussa seurataan edellisessd luvussa kiytettyd me-
nettelyd diskreetin signaalin Fourier-muunnoksen perus-
telemiseen ja sen ominaisuuksien esittelyyn. T4lld menet-
telylld pyritddn helpottamaan jatkuvan Fourier-muuun-
noksen ja diskreetin Fourier-muunnoksen yhtaldisyyksien
ja eroavaisuuksien havaitsemista.

5.1 Fourier-muunnoksen perustelu

Olkoon z[n] jono, joka saa jotain arvoja valillda —V; <
n < Nj ja on muualla nolla. Téstd jaksottomasta sig-
naalista saadaan jaksollinen signaali Z[n] ottamalla z[n]
signaalin yhdeksi jaksoksi ja toistamalla sitd N:n vilein.
Kun N — oo, niin Z[n] — z[n] kaikille n:n darellisille
arvoille.

Aiemman esitetyn yhtdlon (3.29) perusteella

En]= ) apeltCr/Mn (5.1)
k=(N)
missd
1 i 1.—jk(2n/N
U = Z F[n)e=IkCr/N)n (6.2)
n=(N)

Koska z[n] = Z[n] yhden jakson ajan, eli sisiltden vi-
lin —N; < n < N», voidaan summauksessa korvata Z[n]
z[n]:113, eli

Na 00
ay = % Z z[n]e—jk(27r/N)n — % Z z[n]e—jk(‘Zﬂ/N)n .
n=—N; n=-—oo
(5.3)
Madarittelemélld funktio
o0
X&) = Z zlnle™m | (5.4)
n=—oo

niahdidn, ettd kertoimet ay ovat verrannollisia X (e/*):sta

otettuihin ndytteisiin, eli
1 .
;= =X (efkwe 5.5
ag N ( ) ) ( )

missd wy = 27 /N on nidytteiden vili taajuustasossa.



Yhdistamalld yhtilst (5.1) ja (5.5) saadaan

il

&[n]

Z _]'_X(ejkwo )ejkwon
N
k=(N)

51; 3 X(eo)eitny, | (5.6)
k=(N)

missd on kidytetty tietoa 1/N = wg/27. Kun N kasvaa,
niin wy pienenee ja summaus muuttuu integraaliksi, eli

z[n]:% [ Xy do. (5.7)

Integointi tarvitsee suorittaa vain yli yhden jakson, koska
X (e/¥)e?™ on jaksollinen 27114

Yhtélot (5.4) ja (5.7) muodostavat diskreetin Fourier-
muunnosparin. Fourier-muunnosta X (e’*) kutsutaan z(n):

spektriksi, koska se kertoo millaisista kompleksista ekspo-
nenteista z[n] koostuu.

Fourier-sarjan kertoimet voidaan taaskin ndhd& niyttei-
ni dérellisen kestoisen jaksottoman signaalin z[n] Fourier-
muunnoksesta.

Diskreetin Fourier-muunnoksen tirkeimmét erot jatku-
vaan muunnokseen verrattuna ovat X (e/“):n jaksollisuus,
ja tédstd johtuva integrointi yli yhden jakson kiinteis-
muunnoksen kaavassa (5.7).

5.2 Diskreetin muunnoksen suppenevuus

Diskreetti muunnos (5.4) on olemassa, jos summa

o0

Z |z{n]] < o0, (5.8)

k=—o00

tai jos signaalin z[n] energia on direllinen, eli

oo

> lzn]* < oo (5.9)

k=—00

Kéinteismuunoksen laskemiseen ei liity mitdin suppene-
misongelmaa, koska integrointi tehddin yhden jakson yli.
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Jos z[n]:44 approksimoidaan taajuuksiin |w| < W liitty-
villg signaaleilla, eli

1 v o

Z[n] = —/ X ()" dw , (5.10)

2m J_w
niin Z[n] = z[n], kun W = =.
Diskreettin signaalin Fourier-muunnokseen ei liity Gibb-
sin ilmiGté4.

5.3 Jaksollisten signaalien Fourier-muun-
nos

Kuten jatkuvillekin signaaleille jaksollisten diskreettien
signaalien Fourier-muunnos voidaan ajatella taajuusta-
sossa olevan impulssijonona.

Olkoon z[n] = e/*°", jolloin sen Fourier-muunnos on taa-
juustasossa oleva impulssi kohdassa w = wy. Diskreetin
Fourier-muunnoksen tdytyy lisidksi olla jaksollinen 2m:114,
eli myos kohdissa wg £ {27 tdytyy olla impulssit.

Siispé z[n]:n Fourier-muunnos on

X(e) = i 2mé(w — wo — 27l) , (5.11)

I=—0

Sijoittamalla tdma tulos kaavaan (5.7) saadaan

1 o
il X (&39I duy =
2m /2,, (e7)e

1 = :

e Z 2 (w — wo — 27l)e?¥" dw .(5.12)
M l=—o00

Jokaisella 2m:n pituisella patkilld on yksi impulssi yh-
tdlon oikean puolen summauksessa. Jos integrointivlilld
oleva pulssi on kohdassa wg + 277, niin tulokseksi lausek-

keesta (5.12) saadaan e/“om,
Jos jaksollisen signaalin (jakso N) Fourier-sarja esitys on
z[n] = Z e /N (5.13)
E=(N)
niin sen Fourier-muunnos tulee muotoon

X(e¥) = i 2may.d (w— %) : (5.14)

k=—o00



Jaksollisen signaalin Fourier-muunnos saadaan siis suo-
raan sen Fourier-sarjan kertoimien avulla.

5.4 Diskreetin signaalin Fourier-muunnoksen
ominaisuuksia

Diskreetin muunnoksen ominaisuudet ovat hyvin saman-
kaltaiset kuin jatkuvankin. Osa ominaisuuksista voidaan
perustella my6s suoraan Fourier-sarjojen ominaisuuksien
avulla. Seuraavassa kiyteddin muunnokselle ja kiinteis-
muunnokselle merkint6ja

X(e) = Flaln]} ja zln]) = FH{X (&)} .|

5.4.1 Jaksollisuus

Diskreettin signaalin Fourier-muunnos on aina jaksollinen

X (WM = X (e7¥) . (5.15)

5.4.2 Lineaarisuus

Jos F{z:1[n]} = X1(e*) ja F{z2[n]} = X2(e/¥), niin

Flazi[n] + bza[n]} = aX;(€?) + bX2(e?) . (5.16)

5.4.3 Siirros ajan ja taajuuden suhteen
Jos F{z[n]} = X (&), niin

Flaln - nol} = e X (&) (517)
ja

F {e?o"z[n]} = X (ef7w0)) (5.18)

Tulokset saadaan sijoittamalla z[n — ng] yhtdldsn (5.4)
ja sijoittamalla X (e/(“=w0)) yht#lé6n (5.7).



5.4.4 Kompleksikonjugaatti ja symmetria
Jos F{zi[n]} = X1(e?*), niin

F{z*[n]} = X*(e™7¥) . (5.19)
Jos z[n] on reaalinen, niin

X (&) = X*(e7¥) . (5.20)

Témin tuloksen perusteella Re{X (e?“)} on parillinen funk-
tio ja Im{X (e’*)} on pariton. Samoin X (e/*):n modu-
li on parillinen funktio ja vaihekulma on pariton. Jos
signaali jaetaan parilliseen ja parittomaan osaan (tdmi
voidaan aina tehdd), niin t&lldin parillisen osan Fourier-
muunnos on sama kuin Re{X (e’*)} ja parittoman osan
muunnos on Im{X (e/*)}.

5.4.5 Derivointi ja summaus

Olkoon F{z[n]} = X(e’*). Tallsin ensimmaiselle diffe-
renssille saadaan lineaarisuuden ja aikasiirrosominaisuu-
den perusteella

Flzfn] —zln -1} = 1 — e~ )X () . (5.21)

Signaalin
n

ylnl= > az[m] (5.22)

m=—o0
muunnoksen voidaan olettaa kytkdksen takia sisdltdvin
jaon termilld (1 — e=9%). Lisaksi muunnokseen tulee pe-
rustasoon tai keskiarvoon liittyva termi:

]—‘{ > z[m]} = (5.23)

1 jw rr 30 = .
oo X (&) +mX (e )k;mé(w— 27k) .
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5.4.6 Kiidntdminen ajan suhteen

Olkoon z[n] signaali, jonka spektri on X (e/). Tarkas-
tellaan y[n] = z[-n] muunnosta Y (e’*). Kaavan (5.4)

perusteella
. b . bt .
Y(e') = Z y[nle " = Z z[-nle™7¥" . (5.24)
n=-—0o n=—oo
Sijoittamalla m = —n saadaan
Y(e“)= 3 zmle ™ = X (), (5.25)
m=—oQ
eli
Flz[-n]} = X(e™7¥) . (5.26)

5.4.7 Skaalaus ajan suhteen

Johtuen ajan diskreeteistd arvoista skaalaus ajan suhteen
poikkeaa jatkuvien signaalien aikaskaalausesta. Jos yrite-
tadn ratkaista signaalia z[an], joudutaan vaikeuksiin, mi-
kiili @ ei ole kokonaisluku. Jos a on ykk&sestd poikkeava

kokonaisluku, niin esim. z[2n] ei 'nopeuta’ alkuperdista
signaalia, sensijaan z[2n] edustaa z[n]:n parillisia arvoja.
Tulos on kuitenkin samankaltainen yhtdldn (4.27) tulok-
sen kanssa.

Maéiritellddn signaali

z[n/k],  jos n on k:n monikerta
2w [n] = :
muulloin.
(5.27)
Signaali z(yy[n] voidaan ajatella z[n]:n hidastetuksi ver-
sioksi, jonka Fourier-muunnos tulee muotoon

o0 o0

X(L)(er) = Z z(k)[n]e_jwn — Z x(k)[rk]e—jw’l‘k .

n=—oo T=—0Q
(5.28)
Tuloksen saamiseksi on kiiytetty tietoa, ettd z(y)[n] = 0,
jollei n ei ole k:n monikerta, eli jollei n = rk. Liséksi,
koska z(y)[rk] = z[r], saadaan ettd X (e™) = X (e/*),
joten
Flagnl) = X(@*) . (5.29)
Signaalin levittdminen ja hidastaminen aikatasossa (k >
1) pakkaa signaalia taajuustasossa.



5.4.8 Derivointi taajuustasossa

Jalleen kerran, olkoon F{z[n]} = X (e’*). Jos diskreetin
Fourier-muunnoksen kaava (5.4) derivoidaan puolittain,
saadaan

dX (et - .
——d(z )= S jnafnleien. (5.30)
k=—o0
Yhtilon oikea puoli on —jnz(n]|:n Fourier-muunnos, joten
kertomalla vield puolittain j:114 saadaan

dX ()

Finzln]} = j—-~ (5.31)

5.4.9 Parsevallin teoreema

Fourier-muunnosparille (z[n], X (e’*) pitee

S el == [ XK@ do.  (5.32)
27 2w

k=-o00

Tam4 teoreema voidaan johtaa samalla tavalla kuin jat-
kuvien signaalienkin tulos.

Signaalin kokonaisenergia saadaan selville integroimalla

sen energia taajuusyksikkod kohden (|X (e’ )I2 [2m) yli

yhden 27-pituisen taajuusjakson.

Lauseketta [ X (ej“’)l2 kutsutaan signaalin energiatiheys-

spektriksi.

5.4.10 Konvoluutio-ominaisuus

Luvussa 4.5 kisiteltiin jatkuvien signaalien konvoluution
(LTI-systeemien analyysi) ja Fourier-muunnoksen yhteyt-
ti. Tasmilleen samanlainen tulos on my&s voimassa dis-
kreetille muunnokselle. Jos y[n] = z[n] * h[n], niin

Flyln]} = Y(e*) = X (*)H () . (5.33)

Tulos voidaan todistaa samaan tapaan kuin jatkuvien sig-
naalienkin tulos.

Lisiksi voidaan sanoa, etti systeemin taajuusvaste H (e/*)
on sen impulssivasteen h[n] Fourier-muunnos.

Kaikilla LTI-systeemeilld ei ole taajuusvastetta, esim. jos
systeemin impulssivaste h[n] = 2"u[n], niin systeemin
vaste sinimuotoisille sisdinmenoille ei pysy direllisena.
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Tami tarkoittaa sitd, ettd systeemin Fourier-muunnos
F{h[n]} hajaantuu. Kuitenkin, jos systeemi on stabiili,
niin sill4 on darellinen taajuusvaste.

5.4.11 Tulo-ominaisuus

Ominaisuus on samanlainen kuin luvussa 4.6 esitetty jat-
kuvien signaalien ominaisuus ja sitd voidaan soveltaa sa-
moihin tarkoituksiin.

Olkoon y[n] = ) [n]za[n] ja X1(e?™) sekd X»(e?) z1[n]:n
ja z2[n]:n Fourier-muunnokset. Tall6in

Y (e?Y) = i y[nle™ ™ = (5.34)
% /er X1(e7%) Lioo zg[n]e_j(“’_o)"} dé .

Yht#lé on saatu sijoittamalla z;[n]:n paikalle sen kién-
teismuunnosesitys.

Hakasulkulausekkeesta saadaan X5 (e/“=9), joten

Y (el) = % X1 ()Xo (e “=D)ds . (5.35)
27
Yhtild (5.35) tarkoittaa X (e/*):m ja Xa(e?™):n jaksollis-
ta konvoluutiota.

5.4.12 Kytkos diskreetin Fourier-muunnoksen ta-
pauksessa

Jatkuvan muunnoksen tapauksessa yhtildiden (4.7) ja
(4.10) valilld oli selvd symmetria. Diskreetin muunnok-
sen tapauksessa yhtéloiden (5.4) ja (5.7) valilla ei ole sym-
metriaa: toinen on integraaliyht&ld ja toinen summalause-
ke. Kuitenkin diskreetin Fourier-sarjan yhtdl6t (3.29) ja
(3.32) ovat symmetrisia.

Koska signaalin z[n] Fourier-sarjan kertoimet a; muodos-
tavat itsekin jaksollisen jonon, voidaan tdmé& jono kehit-
tad Fourier-sarjaksi. Fourier-sarjojen kytkds-ominaisuu-
den perusteella jonon a; Fourier-sarjan kertoimet ovat
(1/N)z[-n].



Tarkastellaan kahta jaksollista jonoa, joiden jakso on N,
ja joiden vililla on yhteys

1 ir(2
f[m] — N Z g[T]e_]T(-ﬂ'/N)m . (536)
r=(N)
Jos tehdddn muuttujan vaihdot m = k ja r = n, saadaan
1 k(2
fkl= 5 D glnlem?Cr/Mm . (5.37)
n=(N)

Vertaamalla titd yhtdlo6n (3.32), ndhddén, ettd jono f[k]
vastaa signaalin g[n] Fourier-sarjan kertoimia.

Vaihtoehtoisesti, jos m = n ja r = —k, niin saadaan
— 1 jk(2n/N)n
finl =+ k_Xujv) gl—k]*CEmMm - (5.38)

Vertaamalla titd yhtdloon (3.29) havaitaan (1/N)g[—k]-
kertoimien olevan jonon f[n] Fourier-sarjan kertoimia.

Tamai tulos tarkoittaa sitéd, ettd kaikilla diskreettien Fou-
rier-sarjojen ominaisuuksilla on kytkds-ominaisuus, esim.
jos
FS{z[n —no]} = are7HE™/Nno | (5.39)
niin
FS {ej’”(z"/N)"z[n]} = Qg—m - (5.40)
Yhtilsissa FS{-} tarkoittaa Fourier-sarjan muodostamis-
ta.

5.4.13 Kytkos diskreetin Fourier-muunnoksen ja
jatkuvien signaalien Fourier-sarjojen vé-
lilla

Vertaamalla jatkuvan signaalin yhtildiden (3.10) ja (3.13)
Fourier-sarjaesitystd yhtéldiden (5.4) ja (5.7) kuvaamaan
diskreettiin Fourier-muunnospariin, havaitaan Fourier-
sarjan kertoimien esityksen (3.13) olevan hyvin samankal-
tainen kuin diskreetti kifnteismuunnos (5.7), ja vastaa-
vasti diskreetin signaalin Fourier-muunnos (5.4) on hyvin
samankaltainen kuin jatkuvan signaalin Fourier-sarja esi-
tys (3.10).



Diskreetti Fourier-muunnos X (e/*) voidaan tulkita Fou-
rier-sarjaksi, jonka painokertoimia ovat termit z[—n].

5.4.14 Vakiokertoiminen differenssiyhtiléesitys

Yleinen vakiokertoiminen differenssiyhtéls, joka kytkee
jonot y[n] ja z[n] LTI-systeemissd toisiinsa on muotoa

N M
Z ary[n — k] = Z byzn — k] . (5.41)
k=0 k=0

Systeemin taajuusvaste (impulssivasteen Fourier-muun-
nos) voidaan ratkaista kiiyttden diskreetin Fourier-muun-
noksen ominaisuuksista konvoluutiota, lineaarisuutta ja
aikasiirrosta. Olkoot X (e/*), Y (e’*) ja H(e’*) jonojen
z[n], y[n] ja h[n] Fourier-muunnokset. Konvoluutiotulok-
sen (5.33) perusteella saadaan

X(e/v)

H(e") = Y(eiw)

(5.42)

Ottamalla Fourier-muunnokset yhtalén (5.41) molemmin
puolin ja kiiyttimilld em. ominaisuuksia, saadaan

M —jkw
_ Dp=o k€™’
=S
Zk:o ape— I

Vertaamalla yhtdloitd (5.43) ja (4.43), havaitaan, ettd
jatkuvassa tapauksessa H(e’) on sellaisten polynomien

H(&¥) (5.43)

suhde, joissa muuttujana on jw, mutta diskreetissi ta-
pauksessa polynomien muuttujana on e Iv,

Diskreetin LTI-systeemin taajuusvaste saadaan ratkais-
tua, kun sen yhtélon (5.41) mukainen N:nnen kertaluvun
differenssiyhtélo tunnetaan.



6 Signaalien aika- ja taajuustason

ominaisuuksista

LTI-systeemien taajuustason esitys on kitevimpi kuin ai-
katason esitys, koska aikatason differentiaali- ja differens-
siyhtéldt ja konvoluutio-operaatiot ovat Fourier-tasossa
yhteen- vihennys- ja kertolaskuoperaatiota. My®skin eri-
laisten suotimien toiminnan kuvaaminen Fourier-tasossa
on hyvin havainnollista.

Monissa sovelluksissa systeemin toiminnalle halutaan aset-
taa seki taajuustason, ettd aikatason vaatimuksia; hy-

vin usein nadmi vaatimukset ovat ristiriidassa keskenéén

ja joudutaan tekeméin valintoja toivottujen ominaisuuk-

sien vililla.

Systeemien suunnittelun kannalta on térkedd tiedostaa
molempien tasojen vaatimukset, sekéd nédiden vélinen yh-
teys. Tissd luvussa esitelladn tdrkeimpid signaaleihin liit-
tyvia aika- ja taajuustason ominaisuuksia.

6.1 Fourier-muunnoksen moduli-vaihe -esi-
tys

Fourier-muunnos on luonteeltaan kompleksinen, ja se voi-
daan esittdd jatkuville signaaleille muodossa

X (jw) = X (jw)| X0 (6.1)
ja diskreeteille signaaleille muodossa

X () = | X (e7)| £ ¥ ™) (6.2)

Tekija |X (jw)| kuvaa signaalin z(t) energiatiheyttd, eli
sitd, kuinka paljon signaalissa on tietylld taajuudella w
energiaa.

Vaihekulma /X (jw) kuvaa signaalin eri taajuuskompo-
nenttien keskiniisten vaiheiden suhdetta. Signaalin z(t)
ulkomuoto riippuu hyvin paljon sen muodostavien sig-
naalien keskindisistd vaiheista.

Esim. signaalin

z(t) = 1+%— cos(2mt+ ¢y ) +cos(dmt+¢a) + % cos(6mt+¢3)

muoto on erilainen eri ¢:n arvoilla.



Pienet vaihemuutokset eivdt heikennd esim. puheen ym-
marrettdvyyttd, mutta esim. signaalin kdantd ajan suh-
teen (nauhan soittaminen takaperin) tarkoittaa Fourier-
tasossa signaalin vaiheen etumerkin vaihtamista:

Fla(=t)} = X (—jw) = |X(jw)| e 74X | (6.3)

6.2 LTI-systeemien moduli-vaihe -esitys

LTI-systeemi kuvataan Fourier-tasossa tulona Y (jw) =
H(jw)X (jw), missd H(jw) on systeemin taajuusvaste.
Esitysmuodon perusteella LTI-systeemi muuttaa jokaisen
taajuuskomponentin kompleksista amplitudia.

Tarkastelemalla erikseen modulia ja vaihetta saadaan mo-
dulille

Y (jw)| = |H ()| X (jw)| (6.4)

ja vaiheelle

LY (jw) = LH(jw) + LX (jw) . (6.5)

Yhtildn (6.4) mukaan LTI-systeemi skaalaa signaaliin eri
taajuuskomponentteja taajuusvasteensa mukaisilla ker-
toimilla. Téstd syystd |H(jw)|:aa kutsutaan systeemin
vahvistukseksi. Vaiheet taas summautuvat yhtalén (6.5)
mukaisesti; /H (jw):aa kutsutaan systeemin vaihesiirrok-
seksi.

6.2.1 Lineaarinen ja epélineaarinen vaihe

Jos vaihesiirros riippuu lineaarisesti taajuudesta w, niin
tallainen systeemi aiheuttaa signaaliin aikasiirroksen.

Esim. jos systeemin taajuusvaste H(jw) = e~ niin
|H(jw)| = 1 ja LH(jw) = —wtp ja systeemin ulostulo
y(t) = z(t — to).

Diskreeteissi systeemeissi vaiheen kulmakertoimen on ol-
tava kokonaisluku, jotta signaalin siirros ajan suhteen
osuisi kohdakkain niytepaikkojen kanssa. Jos néin ei ole,
niin t#lléin signaalin verhokiyrén voidaan ajatella siirty-
vian ajan suhteen ja taméi aiheuttaa ndytteiden arvojen
muuttumisen.



Lineaarinen vaihesiirros siilyttd3 signaalin muodon. Jos
vaihemuutos on epilineaarinen, niin till6in signaalin muo-
to muuttuu.

6.2.2 Ryhmaéviive

Vaihevaste voidaan aina ajatella lineaariseksi hyvin ka-
peakaistaiselle signaalille. Oletaan, ettd signaali keskit-
tyy Fourier-tasossa taajuuden w = wp ympérille, tilléin
systeemin vaihetta till4 kaistalla voidaan approksimoida
lineaarisella vaiheella

(H(jw) = —¢ —wa , (6.6)
jolloin systeemin ulostulolle saadaan
Y (jw) = X (jw)|H(jw)|e"/Pe™ . (6.7)

Kapeakaistaisen signaalin modulia muokataan siis teki-
jalla |H(jw)|, kerrotaan kompleksisella vakiolla 7% ja
kerrotaan lineaarisella vaihetermilld e 7+, Tdm4 lineaa-
rinen termi vastaa signaalin viivistdmista tekijlld o — t&ta
tekijad kutsutaan ryhmdviiveeksi taajuudella w = wp.

Ryhméviive on vastakkaismerkkinen systeemin vaihevas-
teen kulmakertoimelle ja se maaritellddn derivaattana

T(w) = —E%{LH(jw)} . (6.8)

Ryhmiviiveen méérittely diskreeteille systeemeille on vas-
taavanlainen; derivaattaa joudutaan kuitenkin approksi-
moimaan differensseilla.

6.2.3 Logaritminen moduli ja Bode-kuvaajat

Fourier-muunnoksen modulille kiytetddn usein logarit-
mista esitystd, koska t&lléin

log |V (jw)| = log |[(H (jw)| + log| X (jw)| , ~ (6.9)

eli systeemin taajuusvaste saadaan logaritmien summa-
na. Liséksi logaritminen skaala korostaa pienid yksityis-
kohtia.

Logaritmisend skaalana kiytetdsn desibelejd [dB], jotka
on méiritelty 20log;o{ -} Taajuusvasteen arvo 1 tarkoit-
taa 0 dB, 20 dB:ti tarkoittaa kymmenkertaista vahvis-
tusta ja -20 dB:td vaimennusta tekijélld 10.

(]
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Jatkuvien signaalien kanssa kiytetdn usein my0s logarit-
mistd taajuuasteikkoa. Kun 20log,, |H (jw)| ja ZH(jw)
esitetddn log,;q(w):n funktiona, puhutaan Bode-kuvaajista.

6.3 Ideaalisen taajuussuotimen aikatason
ominaisuudet

Fourier-sarjojen yhteydessd esiteltiin ideaaliset taajuus-
tason suotimet, jotka ldpédisevit haluttuja taajuuksia ja
poistavat signaalista kaikki muut taajuudet.

Ideaalisten alipddstosuotimien méarittelyt jatkuville ja
diskreeteille signaaleille olivat

1, w| < we
H(ju) = < (6.10)
0, |w| > we
ja
. 1, <
H(e™) = ] < we . (6.11)

0, w<|w<m

Naiden ideaalisten alipidistosuotimien impulssivasteet ovat
muotoa

- p (6.12)

Jos taajuusvasteisiin liittyy lineaarinen vaihe, niin t&ma
aiheuttaa aiemmin kuvatun mukaisen signaalin siirtymén
ulostulossa.

Ideaalisten alipddstdsuodinten askelfunktiovasteet s(t) ja
s[n] ovat muotoa

t n
s(t) = / Wrydr ja sl= S h[m]. (6.13)
- m=—co
Niihin askelfunktiovasteisiin liittyy vérdhtelyd, joka ai-
heutuu suodattimien jyrkkistd (ideaalisesta) katkaisusta.
Viarahtelyd kutsutaan soimiseksi.

Koska suodattimien taajuusvasteen ensimmadiset nolla-
kohdat ovat paikoissa —w, ja +w,, saadaan suodattimen
askefunktiovasteen nousuajalle aikatasossa arvio erotuk-
sesta m/w, — (=7 /w.) = 27 /w,, eli nousuaika on ki&n-
tden verrannollinen alipddstOsuotimen taajuuskaistan le-
veyteen.
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6.4 Suodattimien ominaisuuksia

Haluttaessa erottaa kaksi signaalia toisistaan voidaan jou-
tua tilanteeseen, jossa signaalien spektrit taajuustasossa
ovat osittain piillekkiin. Suodatuksen kannalta on tal-
16in parempi, ettd suotimessa el ole jyrkkdd rajaa taa-
juusalueessa, vaan siirtyminen estokaistalta pa&stdkais-
talle tapahtuu vihitellen.

Ideaalisten alipifistésuotimien impulssivasteista (kaavat
(6.12):ssa) voidaan paitelld, ettd suotimet eivit ole kau-
saalisia. Kuitenkin reaaliaikaisille systeemeille kausaali-
suus on vilttamatonti, joten suotimesta on tehtédvd kau-
saalisuusehdon tayttivd approksimaatio.

Kiytinnossd myos suodinten toteutus edellyttd sitd, et-
td siirtyminen esto- ja pddstokaistojen vililld toteutet-
taan suunnitteluvaiheessa jollakin siirtymafunktiolla.

Sitd modulaatiota, jolla suotimen taajuusvasteen modu-
lin paistdkaistan amplitudi poikkeaa ykkdsestd, kutsu-
taan pddstokaistan rippeliksi. Vastaavasti estokaistan poik-
keamaa nollasta kutsutaan estokaistan rippeliksi.

Pidstokaistan reunataajuuden wy, ja estokaistan reuna-
taajuuden w, vilistd aluetta kutsutaan siirtymdkaistaksi.

Taajuustasossa suotimen taajuusvasteen vaiheen olisi hy-
vi olla lineaarinen tail ainakin ldhes lineaarinen, jotta sig-
naalin muoto siilyisi systeemissa.

Aikatason ominaisuuksien kuvaamisen kiytetd&n usein
systeemin vastetta askelfunktiolle, jonka avulla saadaan
selville systeemin nousuaika t,.. Muita tirkeitd paramet-
reji ovat soimisen amplitudi ja soimisen vaimeneminen
alle jonkin ennalta asetetun tavoitetason.

6.5 Ensimmaiisen ja toisen asteen jatku-
vat systeemit

Monia fysikaalisia systeemejd voidaan mallintaa ensim-
méisen ja toisen asteen differentiaaliyhtélsilld. Korkeam-
man asteen systeemit voidaan usein kuvata ensimmaéisen
ja toisen asteen systeemien avulla. Seuraavassa esitetdin
lyhyt katsaus ensimmaéisen ja toisen asteen systeemien
ominaisuuksiin.
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6.5.1 Ensimmaiisen asteen jatkuvat systeemit

Ensimmaisen asteen systeemis kuvataan differentiaaliyh-
talolla

dy(t
T% +y(t) = z(t) (6.14)
misséd 7 on positiivinen luku. Systeemin taajuusvaste on
muotoa
1
H{(jw) = ——— 1
(i) = 77 (6.15)
ja sen impulssivaste on
1
h{t) = ;e“/ru(t) , (6.16)
seké askelfunktiovaste
s(t) = h(t) *u(t) = [1 — e /T u(t) . (6.17)

Kun systeemin atkavakio T pienenee, vaimenee systeemin
impulssivaste nopeammin ja systeemin nousuaika lyhe-
nee.

Systeemin Bode-kuvaajaa voidaan approksimoida helpos-
ti, silla yhtdlsstd (6.15) saadaan

20log,, |H (jw)| = —10log,o[(wr)? +1] , (6.18)

josta voidaan piitelld, ettd kun wr <« 1, niin moduli
(logaritmisend) on ldhes nolla. Kun w7 > 1, niin moduli
on log;o{w):n lineaarinen funktio.

Toisin sanoen ensimmaisen asteen systeemin asymptoot-
tiset rajat matalilla ja korkeilla taajuuksilla ovat suoria,
jotka leikkaavat pisteessd w = 1/7. Téssd pisteessd loga-
ritmiselld asteikolla (wr)? =1 ja

20log;

H (;%)' = —10logys(2) ~ —3 [dB] . (6.19)

T#min vuoksi pistettd w = 1/7 kutsutaan usein —3 dB:n
pisteeksi.

Mybs vaiheelle Z/H (jw) saadaan approksimaatio

LH(jw) = —tan™} (wr) (6.20)
0, w <017

~ ¢ —(r/4)logo(wr) +1], 0.1r <w L 10/7
-m/2, w>10/7
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Approksimaatio on lineaarinen log;¢{w):n funktiona vé-
lilld [0.1/7, 10/7] ja pisteessd 1/7 vaihe saa arvon —m/4.

Aikatasossa Th(t) on t/7:n funktio ja taajuustasossa H (jw)
on wr:n funktio, joten 7:n muuttaminen skaalaa signaa-
lia sekdl aika- ettd taajuustasossa. Vakiota 7 kutsutaankin
systeemin aikavakioksi.

6.5.2 Toisen asteen jatkuvat systeemit

Toisen asteen differentiaaliyhtélé on muotoa
d® y(t) dy(t)
dt? dt

Téallainen toisen asteen DY on tyypillinen monille fysi-

+ 2¢wn + Wly(t) = wiz(t) . (6.21)

kaalisille systeemeille, kuten RLC-piireille ja mekaanisille

systeemeille, joissa on jousia, massoja ja joku systeemin

toimintaa vaimentava tekija.

Toisen asteen systeemin taajuusvaste on
wh

(jw)? + 20w (jw) + w3

H(jw) = (6.22)

Systeemin impulssivasteen voidaan osoittaa olevan ver-
rannollinen w,t:hen ja taajuusvasteen verrannollinen
w/wp:44n, joten wy:n muuttaminen vastaa aika- ja taa-
juusskaalausta.

Parametri ¢ on systeemin vaimennustekijd ja parametri
wr on systeemin vaimentamaton, luonnollinen tagjuus.

Systeemin vaihevasteelle saadaan lauseke

2¢(w/wn) ) ’

LH(jw) = - tan_l <m‘n—)2

(6.23)

jonka approksimaatio on muotoa

0, w < 0.1lw,
LH(jw) =4 -5 [logg (2)+ 1], 0lwn <w< 10w,

-, wn > 10w,
(6.24)
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6.6 Ensimmdiisen ja toisen asteen diskree-
tit systeemit

Kaikki diskreetit LTI-systeemit voidaan esittdd ensim-
miisen ja toisen asteen differenssiyhtéléiden avulla.
6.6.1 Ensimmaiisen asteen diskreetit systeemit

Olkoon LTI-systeemin kuvaus muotoa
y[n] — ay[n — 1] = z[n] . (6.25)

Téllaisen systeemin taajuusvaste on

. 1
H Iy = e — .2
) = ——% (6.26)
impulssivaste
h[n] = a"u[n] (6.27)
ja askelfunktiovaste
_ on+1
s[n] = h[n] * u[n] = ﬁu[n] . (6.28)

Vakion a merkitys on sama kuin vakion 7 jatkuvien sys-
teemien tapauksessa: pienilld a:n arvoilla systeemin im-
pulssivaste vaimenee nopeasti ja systeemin nousuaika on
lyhyt.

Systeemin taajuusvasteen moduli on

1

H(ev| = 2
[H (] (1+ a® — 2acosw)l/? (6.29)
ja vaihe
JH (e = — tan~] asinw .
H(e™) tan [———1 —— {6.30)

Modulin perusteella systeemin voidaan sanoa vaimenta-
van korkeita taajuuksia, kun a > 0 ja kun a < 0, systeemi
vahvistaa korkeita taajuuksia.
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6.6.2 Toisen asteen diskreetit systeemit

Kausaalinen toisen asteen LTI-systeemi voidaan kuvata
yht&lolla

y[n] — 2rcosfy[n — 1] + r’y[n — 2] = z[n] ,  (6.31)

missd 0 < 7 < 1 ja 0 <8 < 7. Systeemin taajuusvaste on

muotoa
1 1
H(e™) = : : 6.32
(&) 1 —2rcosfeiv 4 r2e-i2w (6.32)
ja systeemin impulssivaste tulee muotoon
i 16
hn) = p SR+ DO (6.33)

sin @

Systeemin impulssivasteen vaimeneminen riippuu tekijés-
ta r; tekija 6 puolestaan madrai systeemin virdhtelytaa-
juuden. (Jos § = 0, niin systeemin impulssivaste ei vi-
rihtele ollenkaan, ja jos § = =, niin vdrdhtely on hyvin
nopeaa).

7 Naytteenotto

Tietyilld edellytyksilld jatkuva signaali voidaan kuvata
tdydellisesti tasavilein otettujen niytteiden avulla. (Elo-
kuvassa on 24 yksittaistd kuvaa sekunnin aikajaksoa koh-
den, tidmé4 riittd4 luomaan vaikutelman jatkuvasta liik-
keestd. Tulostimet tekevit periaatteessa vain pisteitd, mut-
ta kun niitd on riittdvan tihedan saadaan vaikutelma jat-
kuvasta pinnasta.)

Niytteenotto mahdollistaa jatkuvien signaalien digitaali-
sen kiisittelyn: muutetaan jatkuva signaali ndytteenotolla
diskreetiksi, kiisitellain signaalia ja palautetaan se takai-
sin jatkuvaksi.

7.1 Naytteenottoteoreema

Tasavilein oleva néytejono pystyy kuvaamaan useaa eri
signaalia, kunhan signaalien arvot ovat samat néytepis-
teissd (z1(kT) = zo(kT) = ...).

63



Jos signaali on kuitenkin kaistarajoitettu, eli silld on joku
taajuusalue, jolla kaikki sen taajuudet ovat, ja néyttei-
t4 otetaan riittdvan tiheésti, niin tlloin nidytteet voivat
kuvata signaalin yksikisitteisesti.

7.1.1 Niytteenotto impulssijonon avulla

Naytteenottoa voidaan mallintaa impulssijonon avulla:
muodostetaan tasavilinen impulssijono p(t) ja kerrotaan
talla signaali, jolloin saadaan tuloksena tasavélinen niy-
tejono signaalista. Jaksolista impulssijonoa p(t) kutsu-
taan ndytteenottofunktioksi, sen jakso T on ndytteenot-
tovdli ja

ws = 2w /T on ndytteenottoteajuus. Aikatasossa ndytieen-
ottoa kuvaa yhtilo

zp(t) = z(¢)p(t) , (7.1)
missé

pity= ) &(t—nT). (7.2)

Impulssifunktion ominaisuuksien perusteella signaali

o

zp(t) = Z z(nT)é(t —nT) . (7.3)

n=—oo

Fourier-muunnoksen tulo-ominaisuuden perusteella tie-
detdin, ettd

.o 1 [, .

Xpi) = 5= [ XGOPGw-0)d8 . (14)
Naytteenottofunktion Fourier-muunnos on puolestaan muo-
toa

P(jw) = I i Sw — kws) . (7.5)
T k=—o00

Koska konvoluutio impulssifunktion kanssa vain siirtad
signaalia, saadaan yht&losta (7.4)

X(w) =5 3 X(w—ka)) . (76

k=—00

Niytejonon z,(t) Fourier-muunnos X,(jw) on siis jaksol-
linen funktio, joka on summa alkioista (1/7)X (jw) siir-
rettyni taajuuden suhteen.
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Olkoon wys signaalin z(t) suurin taajuus. Tall6in, jos
wpr < (ws —war), niin siirretyt signaalit X (jw) eivdt me-
ne piillekkiin taajuustasossa, ja signaali z(t) saadaan
zp(t):std alipadstosuodatuksella.

Niytteenottoteoreema: Olkoon z(t) kaistarajoitettu
signaali s.e. X(jw) = 0 kun |w| > wpr. Téll6in z(t)
on yksikiisitteisesti médritelty nidytteidensd z(nT) (n =
0, £1, £2, ...) avulla, jos ws > 2wpr (ws = 27/T).

Signaali z(t) saadaan rekonstruoitua muodostamalla im-
pulssijono, jossa niytteiden arvot ovat ja suodattamalla
tami impulssijono ideaalisella alipddstdsuotimella, jonka

katkaisutaajuus on vililld [war, ws — war).

Niytteenottotaajuutta 2wys kutsutaan usein Nygquistin
taajuudeksi.

Kiytannossi ideaalinen suodin on korvattava suotimella,
joka mahdollisimman hyvin tdyttd4 ehdot |H(jw)| ~ 1
kun |w| < wm ja |H(jw)] =~ 0 kun |w| > ws —war.

7.1.2 Tason siilyttdvi ndytteenotto

Niytteenottoteoreema on helpointa selittdd impulssifunk-
tioiden avulla. Kdytinndssi téllaisten kapeiden pulssien,
joiden amplitudi olisi suuri, tekeminen ja samalla signaa-
lin rekonstrucint on vaikeaa. Siksi usein ndytteenotos-
sa muodostetaan ns. tason sdilyttdvd signaali zo(t), jo-
ka tarkoittaa sitd, ettd z(t):std otetaan nidyte, joka sii-
lytetddin seuraavaan niytteenottohetkeen asti. Signaali
saadaan tédssikin menettelyssd palautettua alkuperdiseen
muotoonsa alipaastosuodatuksella, mutta suotimen taa-
juusvasteen moduli ei endd ole vakio.

Signaali zo(t) on sellaisen LTI-systeemin, jonka impulssi-
vaste on niytteenottovilin T levyinen kanttipulssi, vaste
impulssifunktiojonolle. Signaalin z(t) rekonstruointi sig-
naalista z¢(t) voidaan ajatella suodatuksena, jossa sig-
naali ajetaan sellaisen LTI-systeemin, jonka impulssivas-
te on h,(t) ja taajuusvaste H,(jw). Nyt H,(jw):n ulostu-
lon r(t) pitdi olla sama kuin alkuperdinen signaali z(t).
Tama tarkoittaa sitd, ettd sarjaankytkettyjen systeemien
ho(t) ja h-(t) pitdd muodostaa ideaalinen alipdistdsuodin
H(jw).



Hy(jw) on T'/2:1la siirretty laatikkofunktion Fourier-muunnos

Ho(jw) = e~3«T/2 [——2 sin(wT/ 2)} N (&)
w
ja koska asetetun ehdon mukaan on oltava H (jw) =
Ho(jw)H,(jw), niin
L ST H(ju)
H,(jw) = 3 sin(wT/2) (7.8)

Tillaisen suotimen katkaisutaajuus on pisteessaw = ws/2
ja sen vaihe on lineaarinen.

7.2 Signaalin rekonstruointi interpoloin-
nin avulla

Jatkuvan signaalin sovittamista ndytejoukkoon kutsutaan
interpolaatioksi. Edellisessd luvussa kuvattu tason séilyt-
timinen on alimman asteen interpolaatio, seuraava (en-
simmdisen asteen interpolaartio) on suoran piirtdminen
datapisteiden vilille. Korkeamman asteen interpolaatiois-
sa datapisteistoon sovitetaan paikallisesti joko korkeam-
man asteen polynomeja tai muita funktioita.

Signaalin rekonstruointi voidaan tulkita interpolaatioksi.
Tarkastellaan alipdidstosuotimen ulostuloa:

o]

z,(t) = zp(t) x (t) = D z(nD)h(t —nT). (7.9)
n=-—0o0
Yht#ls (7.9) kertoo, kuinka jatkuva signaali voidaan so-
vittaa pisteisiin z(nT), eli yhtdlo (7.9) kuvaa interpolaa-
tiota. Ideaalisen alipadstdsuotimen impulssivaste

h(t) = “_’T%‘(t‘it—) , (7.10)
joten
() = n;—wz(nT)“’;T Sirlf“’(t—(t_;;%)) . (r.11)

Tillaista interpolaatiota, jossa kiytetddn sinc-funktiota,
kutsutaan kaistarajoitetuksi interpolaatioksi.

Suotimen poikkeminen ideaalisesta alipd&stosuotimesta
tarkoittaa interpoloinnin kannalta yksinkertaisempien funk-
tioiden kiyttoa signaalin rekonstruoinnissa.

66



Esim. tason siilyttdvd ndytteenotto vastaa interpoloin-
tia, jossa yhtéldn (7.10) h(t) on korvattu laatikkoimpuls-
sivasteella ho(t). Impulssivaste ho(t) edustaa sitd h(t):n
approksimaatiota, jolla niytejonosta zo(nT') saadaan re-
konstruoitua signaali z(t).

Lineaariseen interpolaatioon liittyvd impulssivaste on kol-
mio hy(t) = 1—|t|, [t] < 1/T. Tdmén systeemin taajuus-
vaste on

1 [M] L @)

H(jw) = T w/2

7.3 Aliasing-ilmio

Jos ndytteiti otetaan signaalista lilan vdhén, eli wy <
2wys, niin tilldin signaalin z(t) spektri X (jw) ei endd
toistu tdydellisend X,(jw):ssa ja signaalia ei saada palau-
tettua alkuperiiseksi alipddstosuodatuksella. T&t4 ilmi6-
td, jossa yhtdlén (7.6) mukaisesti spektrit X,(jw) sum-
mautuvat paallekkiin, kutsutaan aliasing- eli laskostumi-
silmidksi. Ilmi6 johtuu lilan vihiisestd niytteenotosta.

Kun laskostumista tapahtuu, niin alkuperdinen taajuus
wp korvautuu signaalissa erotustaajuudella ws — wp. Li-
siksi ilmidoén liittyy signaalin vaiheen etumerkin muuttu-
minen, eli vaiheen kiintyminen ympéri.

Esim. sopivalla nopeudella pyorivé puolallinen py6rd niyt-
ta4 pydrivin vddrddn suuntaan johtuen aliasing-ilmidsta.

7.4 Jatkuvien signaalien diskreetti kisit-
tely

Monissa sovelluksissa jatkuva signaali kannattaa muun-
taa diskreetiksi, koska silloin signaalin kisittelyyn voi-
daan kiyttdd digitaalitekniikkaan perustuvia erikoispro-
sessoreita tai tietokoneita. T#ll6in signaalin késittely muo-
dostaa ketjun

(1) —> m"_[:"] lﬁskreetti systeerniJ y‘i"]

I Kaanteismuunnos |—> ye(t)
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Muunnosta z(t) — z4[n] merkitian lyhenteelld C/D (Con-
tinuous-to-Discrete-time conversion) ja kdnteismuunnos-
talyhenteelld D/C (Discrete-time to Continuous-time con-
version).

Operaatio D/C tarkoittaa interpolaatiota jonka tulokse-
na saatava jatkuvan signaalin y.(¢) niytteitd ovat yq[n]:t:
yaln] = ye(nT).

Laitteita, jolla C/D- ja D/C-muunnokset tehddén, kut-
sutaan vastaavasti AD- tai DA-muuntimiksi.

Niaytejonoa z,(t), jonka ndytteenottovdli on T, vastaa
diskreetti signaali z4[n], jonka arvot ovat samat kuin z,(t):n,
mutta muuttuja n on riippumaton.

Fourier-tasossa tarkasteltuna
o0

Xp(jw) = Y zme(nT)e T (7.13)

n=-—0o0

Diskreetin jonon z4[n] Fourier-muunnos on puolestaan

Xq(e'?) = i ze(nT)e™ %" | (7.14)

n=—00

missd selvyyden vuoksi diskreettiin signaaliin liittyvid
taajuutta on merkitty $:lla.

Fourier-muunnosten vilinen yhteys on siis seuraavanlai-

nen
Xq(e’®) = X,(5Q/T) . (7.15)
Yhtilda (7.6) vastaava diskreetti muoto on
1 o0
' iy e .
Xq(e'?) = Tk;wxc (GQ - 27k)/T) . (7.16)

Fourier-muunnos X4(e’?*) on taajuuden suhteen skaalat-
tu versio Xp(jw):sta: @ = wT.

Spektri Y;(e’?) on signaalin spektrin ja systeemin taa-
juusvasteen tulo: Yy(e/?) = X4(e’*)Hy(e’®?). Muunnos
Yy(e):sta Y (jw):ksi vaatii taajuuden skaalauksen ja ali-
padstosuodatuksen.

Kokonaisuudessaan signaalin muuntaminen diskreetiksi,
sen kiisittely ja palauttaminen takaisin jatkuvaksi signaa-
liksi vastaa LTI-systeemid, jonka taajuusvaste

Hy(eT),  |w| <ws/2

H(jw) =
0, lw| > ws/2

(7.17)

eli jatkuvan systeemin taajuusvaste on diskreetin systee-
min taajuusvasteen yksi jakso.
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7.4.1 Diskreetti derivaattori

Jatkuvan derivaattorin taajuusvaste H.(jw) = jw ja té-
min kaistarajoitettu vastine on

Jw, le < We

H (jw) = (7.18)

0, lw] > we
Jos nidytteenottotaajuus ws = 2w, niis vastaava diskreet-
ti siirtofunktio on

Hy(e™) =3 (%) , Q<. (7.19)

Tatd vastaava diskreetti aikatason siirtofunktio hg[n] tuot-
taa signaalin z.(t) derivaatan systeemin ulostulosignaa-
lina y.(t).

7.4.2 Diskreetti viive

Tarkastellaan seuraavassa signaalin digitaalista viivista-
mistd. Olkoon ulostulon ja kaistarajoitetun sisadnmenon
vililld yhteys

ye(t) = T (t - A) ’ (7'20)

missd A edustaa viivetti. Aikasiirrosominaisuuden perus-
teella
Y. (jw) = e A X, (jw) . (7.21)

Signaalin diskreettid késittelyd varten systeemin tulee ol-
la kaistarajoitettu:
, gjwb lw| < we
He(jw) = ’ ° (7.22)
0, muulloin
missi w, on jatkuvan suotimen katkaisutaajuus. Yhtélén
(7.22) mukainen suodin viivdstyttid siis kaistarajoitettua
signaalia ja poistaa kaikki taajuutta w, suuremmat taa-
juudet.
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Kun niytteenottotaajuus ws = 2w, niin vastaava dis-
kreettin systeemin taajuusvaste on

Hy(e?®) = /T 0| <. (7.23)
Kun A/T on kokonaisluku, saadaan viiviistetty signaali

yaln] = 4 [n - %] . (7.24)

Jos A/T ei ole kokonaisluku, yhteys yq[n]:n ja zq4[n]mn vi-
lille voidaan johtaa kaistarajoitetun interpolaation avul-
la. Signaali z.(t) saadaan z4[n]:std kaistarajoitetulla in-
terpoloinnilla samoin y.(t) saadaan yq[n|:sti. Systeemin
taajuusvasteen ollessa Hy(e’?) on signaali y4[n] tulkitta-
vissa ndytteiksi jonosta z4{n] interpoloidusta ja siirretys-
ta signaalista.

Kun A/T = 1/2, puhutaan puolen niytteen viiveest.

7.5 Diskreettien signaalien niytteenotto

Diskreettien signaalien ndytteenotolla on hyvin saman-
kaltaiset ominaisuudet kuin jatkuvien signaalien niyt-
teenotollakin.

7.5.1 Né&ytteenotto impulssijonolla

Jonosta z[n] voidaan muodostaa tasavilein otettu nédyte-
jono z,[n] seuraavasti

z[n], jos n on N:n kokonaislukumonikerta

zp[n] =
& 0, muulloin
(7.25)
Niytejono z,[n] voidaan esittdd tulona:
zpln] = zfnlpln] = > az[kN)s[n—kN].  (7.26)
k=—o00
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Kéyttden Fourier-muunnoksen tulo-ominaisuutta saadaan
taajuustasossa esitys

. 1
Xp(e?) = —

P X (e7=9)dp . (7.27)
2w

Niytteenottojonon p[n] Fourier-muunnos on
w 27r -
P(e?) = Z 8w — kws) (7.28)
L——oo
missd w; on nidytteenottotaajuus, ws; = 27 /N. Yhdisti-
mélld yhtidlot (7.27) ja (7.28) saadaan

N—
X, (e = Z ( (w—kws) ) . (7.29)
k=
Saatu tulos on yhtdlon (7.6) diskreetti vastine. Kun w; >
2wy, niin laskostumista ei tapahdu ja alkuperdinen sig-
naali voidaan rekonstruoida niytejonosta z,[n] alipdésts-
suotimella, jonka vahvistus piistckaistalla on N ja jonka
katkaisutaajuus on valilla [war, ws — war].

7.5.2 Néytteenotto ja interpolaatio

Jonoa z,[n] ei tietenkidn kannata tallentaa prosessointia
varten sellaisenaan, koska suurin osa sen alkioista on nol-
lia. Késittelyd varten muodostetaan uusi signaali zy[n],
joka siséltdd yksinkertaisesti z,[n] nollasta eroavat alkiot,
eli

zp{n] = zp[nN] = z[nN] . (7.30)

Téillaisen ndytteenoton vaikutus taajuustasossa saadaan
selville m&araamalld z;[n]:n Fourier-muunnoksen ja z[n]:n
Fourier-muunnoksen vilinen yhteys. Naytejonon Fourier-
mMuunnos on

o0 o0
Xy (e?) = Z zp[k]e Ik = Z z[kN)e~iwk
k=—o0 k=—o00
(7.31)
Merkitsemaélld n = kN, voidaan kirjoittaa
> .
b(e?) Z:I:p[n]e_J“’"/N > zplnle N
B (7.32)
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missd 7 tarkoittaa sellaisia n:n arvoja, jotka ovat N:n ko-
konaislukumonikertoja. Viimeinen yhtdsuuruus on saatu
silld perusteella, ettéd z,[n] poikkeaa nollasta vain kohdis-
sa niN.

Yhtélén (7.32) oikea puoli on z,[n]:n Fourier-muunnos,
joten
Xy () = Xp(e?/N) . (7.33)

Fourier-muunnoksista voidaan paételld, ettd nollien pois-
taminen jonosta zp[n] levittdd signaalin laajemmalle taa-
juusalueessa.

Jos alkuperiinen z[n] on saatu niytteenotolla jatkuvasta
signaalista, niin nollien poisto jonosta z,{n] vastaa ndyt-
teenottovilin pidentdmistd tekijilla V.

Jos jatkuvasta signaalista otetusta nédytejonosta z[n] voi-
daan edelleen ottaa nédytteitd aiheuttamatta signaalin las-
kostumista, niin t4lléin alkuperdinen ndytteenotto on teh-
ty lilan tiheilld aikavalilla.

Jos signaalin prosessointi kaventaa sen taajuusspektrii,
niin t&lléin datam&&rdd voidaan vihentdi ottamalla sig-
naalista uusi ndytejono edelld kuvatulla tavalla.

Joskus signaalin ndytemairdd on tarpeen lisdtd. Tami
voidaan tehdd interpoloimalla alkuperdisti pisteistod jol-
lakin sopivalla funktiolla ja ottamalla tisti interpoloidus-
ta signaalista ndytteitd tiheAmmin.
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8 Kommunikaatiosysteemit

Kommunikaatiosysteemeilld tarkoitetaan jarjestelmii, joil-
la siirretd4n viestej ja tietoa. I{aikissa siirtojarjestelmis-
sd viesti muokataan ldhetyspdissi siirtokanavan vaati-
maan muotoon ja vastaanottopdissi tehddin viestin pur-
ku takaisin alkuperdiseen muotoonsa.

Esim. d&nen siirrossa viesti koodataan korkeille taajuuk-
sille, koska niiden vaimeneminen ilmassa on huomatta-
vasti vihidisempdd kuin matalien taajuuksien.

Signaalin muuntamista toiseen muotoon kutsutaan mo-
dulaatioksi: tdm3 voidaan toteuttaa joko amplitudi- (AM)
tai taajuusmodulaationa (FM).

Amplitudimodulaatiossa kantoaallon amplitudia modu-
loidaan siirrettdvilld signaalilla ja taajuusmodulaatiossa
kantoaallon taajuutta moduloidaan siirrettdvilld signaa-
lilla.

8.1 Eksponentiaalinen ja sinimuotoinen
amplitudimodulaatio

Moduloitu signaali voidaan esittdd muodossa
y(t) = z(t)c(t) , (8.1)
missd z(t) on signaali ja c(t) edustaa kantoaaltoa.

8.1.1 kompleksinen, eksponentiaalinen kantoaal-
to

Sinimuotoinen kantoaalto voidaan esittdi joko komplek-
sisena eksponenttifunktiona

c(t) = ef(wet+be) (8.2)
tai sinimuotoisena funktiona
c(t) = cos(wet +0.) . (8.3)

Molemmissa tapauksissa w, on kantoaallon taajuus.
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Moduloidun signaalin Fourier-muunnos saadaan taajuus-
tasossa signaalin Fouriermuunnoksen ja eksponentiaali-
sen signaalin Fourier-muunnoksen konvoluutiolla muotoon

Y(jw) = X(jw - jw,) . (8.4)

Yhtdlon (8.2) perusteella signaali saadaan palautettua
kertomalla y(t) eksponentilla e 7«<t, toimitusta kutsu-
taan demodulaatioksi.

8.1.2 Amplitudimodulaatio sinimuotoisella kan-
toaallolla

Yhtalon (8.3) mukaisen moduloivan signaalin Fourier-
muunnos on muotoa

Cjw) = m{6(w — we) + §(w + we)] (8.5)

ja moduloitu signaali Fourier-tasossa
. 1., . . .
Y(jw) = 5 [X(jw = jwe) + X(jw + jwe)] - (8.6)

Sinimuoitoinen modulaatio edellyttdi, ettd kantoaallon
taajuus w, > wpr, missd wys on moduloitavan signaalin
suurin taajuus.

8.2 Sinimuotoisen AM-signaalin demodu-
laatio

Jos ldhetin ja vastaanotin ovat samassa vaiheessa kutsu-
taan demodulaatiota samavaiheiseksi (synkroniseksi); jos
taasen ldhetin ja vastaanotin ovat eri vaiheessa on kysees-
s erivaiheinen (synkronoimaton) demodulaatio.

8.2.1 Samavaiheinen demodulaatio

Kuten aiemmin er#éssi esimerkissd laskettiin, signaali
z(t) saadaan palautettua moduloitusta signaalista y(t)
kertomalla moduloitu signaali uudelleen kantoaallolla ja
tekemilld alipddstésuodatus:

w(t) = z(t) cos® wet = %x(t) + %z(t) cos2wct . (8.7)

Alipadstosuodatuksella w(t):std saadaan siis ensimmaéi-
nen termi, joka on amplitudiltaan puolet alkuperdisestd
signaalista.



Olkoon moduloivan kantoaallon vaihe 6, ja demoduloivan
kantoaallon vaihe ¢, tilléin eksponentiaalisesti moduloi-
tu signaali

y(t) = et H04(t) (88)
ja demoduloitu signaali
w(t) = e I Wette)y () = ef0c—d)g(3) | (8.9)

Jos 6, # ¢, niin signaaliin w(t) tulee kompleksinen ampli-
tuditekiji, jos taas z(t) on positiivinen, niin t&ll6in z(t) =
|w(#)], eli alkuperdinen signaali saadaan ottamalla modu-
1i w(t):sta.

Sinimuotoisella kantoaallolla saadaan

w(t) = z(t) cos(wct + 0.) cos(wet + P¢) , (8.10)

joka saadaan muotoon

w(t) = %cos(&c — ¢c)z(t) + %cos(Zuct + 0. + ¢ )xz(t) .
(8.11)
Alipdastosuodatuksella saadaan alkuperiinen signaali ker-
rottuna amplituditekijilla cos(f. + ¢.).

Yhtalon (8.11) mukaan ldhettimen ja vastaanottimen kan-
nattaisi olla samassa vaiheessa vastaanotetun signaalin

amplitudin maksimoimiseksi.

Viel4 tdrkedmpd4 on kuitenkin, ettd vaihe-ero pysyy va-
kiona, jotta viltytddn vastaanotetun signaalin amplitudin
moduloitumiselta ajan suhteen.

8.2.2 Erivaiheinen demodulaatio

Jos kantoaallon taajuus w,. on paljon suurempi kuin mo-
duloitavan signaalin suurin taajuus wyys, niin t&lléin kan-
toaallon verhokiyrd edustaa alkuperdisen signaalin ap-
proksimaatiota. T&ll6in alkuperdinen signaali saadaan ero-
tetettua erityiselld verhokdyrddetektorilla.

Erivaiheinen demodulaatio edellyttdd, ettd z(t) on posi-
tiivinen ja ettd w. >> wy.

Verhokdyradetektorin kiytt6 edellyttds, ettd z(t)+A > 0.
Olkoon K = max |z(t)|, jolloin on siis oltava 4 > K.

Modulaatioindeksilld m tarkoitetaan suhdetta m = K/A.



8.3 Taajuusmultipleksointi

Monet siirtosysteemit tarjoavat leveimmaén taajuuskais-
tan kuin on tarpeen yhdellekéidn yksittdiselle signaalille.
Esim. tyypillinen mikroaaltokanavan leveys on useita gi-
gahertseja.

Taajuusmultipleksauksessa (FDM) siirtokanavaa pyritdan
hyodyntdmiin tehokkaasti: useita signaaleja laitetaan ka-
navaan eri taajuuksilla moduloituina. (Kantoaaltojen taa-
juuseron on oltava niin suuri, etteivit moduloidut signaa-
lit mene taajuustasossa paillekkdin.)

Taajuusmultipleksausta hyédynnetdin puhelinliikentees-
sd samoin kuin radiotaajuuksilla (RF) toimivissd ldhetti-
missd (jokaisella asemalla on oma taajuutensa..).

8.4 Yksipuoleinen sinimuotoinen ampli-
tudimodulaatio

Aiemmin esitetyissd modulaatiomalleissa (eksponentiaa-
linen ja sinimuotoinen) signaalin kokonaisleveys taajuus-
tasossa on 2wy sisiltden z(t):n sekd positiiviset ettd ne-
gatiiviset taajuudet.

Yksipuoleisen sinimuotoisen modulaation (SSB) tarkoi-
tuksena on poistaa 'tarpeeton’ osa signaalista; joko spekt-
rin ala- tai yldosa.

Temppu voidaan tehd3 sopivalla taajuustason ali- tai yli-
padstosuotimella. Toinen tapa toteuttaa modulointi pe-
rustuu vaihesiirtoihin: alemmat puoliskot voidaan séilyt-
td8 suotimella, joka tekee m/2:den vaihesiirron:

-7, >0
HGjw={ 7 “ (8.12)
Js w<0
Ylemmit puolitasot saadaan mukaan suotimella
j, w>0
Hijw)={ '’ (8.13)
-7, w<0

8.5 Amplitudimodulaatio pulssijonolla

Pulssijonomodulaatio vastaa tasavilisten viipaleiden siir-
tamistd signaalista z(¢) (vrt. ndytteenottoon pulssijonol-
la). Téllaisen modulaation edellytykset ovat samat kuin
néytteenotossakin: we > 2way.



Jos y(t)} = z(t)c(t), niin nyt

C(jw) =27 i ard(w — kwe) , (8.14)

k=—00

missd w, = 27 /T ja kertoimet a; ovat c(t):n Fourier-
sarjan kertoimet

o = sin{kwe.A/2) ' (8.15)
wk
Moduloidun signaalin y(t) spektri on
[o o]
Y(jw)= > axX (jlw—kwc)) . (8.16)
k=—o00

Alkuperdinen signaali voidaan palauttaa moduloidusta
signaalista alipddstosuodatuksella.

Pulssijonomodulaatiota voidaan kiyttdd myGs signaalien
multipleksaukseen ldhetyskanavaan: otetaan useasta sig-
naalista ndytteitd vuorotellen ja ldhetetdin ne kanavaan.
Tassd menettelyssd kukin signaali etenee kanavassa tie-
tyin aikavilein esiistyvin pulsseina.

Tatd menettelyd kutsutaan aikajeko-multipleksaukseksi
(TDM).

8.6 Pulssien amplitudimodulaatio

Monissa kiytdnnoén systeemeissd on rajoituksia maksi-
miamplitudille, joka voidaan vilittdd kanavan 1dpi. Tastd
syystd edelld esitetty signaalin viipaleiden lihettdminen
ei aina ole mahdollista.

Parempi menettely onkin kiyttid signaalin z(¢) naytteitd
z{(nT') moduloimaan pulssijononon amplitudia (PAM).

Suorakaiteen muotoisten pulssien kiytto vastaa tason sii-
lyttdvad ndytteenottoa.

Myo6s tdmid modulointimenettely mahdollistaa aikajako-
multipleksauksen.

Mit4 lyhyempii pulsseja kilytetddn, sitd suurempaa ampli-
tudia joudutaan kiyttdmain, jotta pulssien sisdltdma ener-
gia olisi riittdvan suuri detektoitavaksi.
Aikajako-multipleksattu signaali voidaan purkaa ottamal-
la siitd ndytteitd sopivin viliajoin.

Kéytdnnon systeemeissé pulssit vidristyvit. Vadristymis-
td aiheuttaa systeemien kohina, suodatukset, ldhetyska-

navan kaistarajoitteet ja eri taajuuksien erialainen vaihe-
vaste kanavassa.
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Jos systeemin taajuusvaste ei ole ideaalinen, signaalit voi-
vat menni aikataossa osittain piillekkiin ja interferoida
keskenddn. Tdmi interferenssi vidristda tietenkin aikajako-
multipleksatun signaalin niytteenottoa.

Jos interferessid aiheuttaa vain siirtokanavan kaistara-
joittuneisuus, interferenssi voidaan valttdd kdyttdmalld
kaistarajoitettuja pulsseja, esim. p(t) = Ty sin(wt/Ty)/7t.
Koska pulssi on T7:n monikertojen vilein nolla, eivit puls-
sit néytteidenottohetkilld hiiritse toisiaan.

Itseasiassa kaikkia sellaisia pulsseja, jotka ovat nollia 77 :den

monikerran vilein, voidaan kiyttad pulssiamplitudi-modu-
laatiossa. Télldisten pulssien spektrit ovat muotoa

1+ A(jw), |l <F,
P(jw) = ¢ Py (jw) E<lwl<®E, @17

0 muulloin .

Lis#ksi P, (jw):n pitdd olla pariton pisteen 7 /7 suhteen.

Digitaalissa systeemeissd moduloitava amplitudi voi saa-
da vain rajatun joukon arvoja. Jos z[n]:n arvot esitetdén
tietylld méaarilld bittejd, niin silloin amplitudimodulaa-
tiossa tarvitaan vain kahta arvoa: 0 tai 1.

Téillaisissa digitaalisissa siirtosysteemeissi voidaan kiyt-
td4 virheen havaitsevaa koodausta (pariteettibitti); myds
erilaiset virheitd korjaavat koodausmenetelmét, kuten po-
lynomikoodaus, ovat mahdollisia.

8.7 Sinimuotoinen taajuusmodulaatio

Toinen tapa koodata ldhettévd signaali kantoaaltoon on
taajuusmodulaatio (FM).

Taajuusmodulaatiolla on kaksi selvdd etua amplitudimo-
dulaatioon verrattuna:

1. kantoaallon amplitudi on vakio, minki vuoksi ldhetti-
miltd ja vastaanottimilta ei vaadita suurta dynamiik-
kaa, vaan ne voivat toimia koko ajan vakioteholla,

2. ldhetyskanavassa syntyvd kantoaallon amplitudimo-
dulaatio ei vaikuta signaaliin.

Niistd syistd taajuusmodulaatiota kiytetdin erityisesti
radiosignaalien vilityksessé.

Taajuusmodulaatio vaatii lahetyskanavalta leveimman kais-
tanleveyden ja systeemien analysointi ei ole niin yksinker-
taista kuin amplitudimodulaatiosysteemien.
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Taajuusmodulaatiota voidaan mallintaa kulmaemodulea-
tion avulla: olkoon kantoaalto

c(t) = Acos(wet + 8,) = Acosf(t) , (8.18)

missé §(t) = w.t + 6., w, on kantoaallon taajuus ja 6. on
kantoaallon vaihe.

Kulmamodulaatiossa signaalilla z(t) muutetaan 6(t):ta.
Tama voidaan tehdd kahdella tavalla. Moduloidaan vai-
hetta 8., jolloin

y(t) = Acoswet + 8c(t)];  Be(t) = bo + kpz(t) . (8.19)

Jos z(t) on nyt vakio, niin y(t):n vaihe on vakio, joka
on verrannollinen z(t):n amplitudiin. T4t4d modulaatiota
kutsutaan vaihemodulaatioksi.

Toinen tapa tehdd kulmamodulaatio perustuu siihen, et-
t3 kantoaallon vaihekulman derivaatta on verrannollinen
signaaliin z(t):

as()

y(t) = Acosf(t); It

=we + kpz(t) . (8.20)

Yhtéloiden (8.20) mukaan z(t):n ollessa vakio, signaalin
y(t) taajuus on kantoaallon taajuus w, lisdttynd tekijalla,
joka riippuu signaalin z(¢) amplitudista. T4t4 modulaa-
tiotapaa kutsutaan taajuusmodulaatioksi.

Yhtélon (8.19) mukainen vaihedulaatio on sama kuin jos
yhtlén (8.20) modulaatiossa kiytettaisiin z(¢):n derivaat-
taa.

Taajuusmodulaatio askelfunktiolla tarkoittaa kantoaallon
taajuuden muuttamista askelfunktion amplitudiin verran-
nollisella taajuudella.

8.7.1 Kapeakaistainen taajuusmodulaatio

Olkoon z(t) = Acoswnt, talldin kantoaallon taajuus on
muotoa

wi(t) = we + kfAcoswmt = we + Awcoswmt . (8.21)

Taajuus w;(t) vailhtelee siis sinimuotoisesti taajuuksien
we +ksA jawe — kpA vililla.
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Moduloitu signaali y(¢) on muotoa

y(t) = cos [wet + [ z(t) di]

(8.22)
= cos (wct + £ sinwmt + 90) )

m
missd Ay on integroimisvakio, joka voidaan valita 8y = 0.

Suhdetta m = Aw/w, kutsutaan taajuusmodulaation
modulaatioindeksiksi. Taajuusmodulaatiota sanotaan ka-
peakaistaiseksi, jos m on pieni.

Kun m <« m/2, niin moduloidun signaalin esitystd yhtd-
16ssd (8.22) voidaan approksimoida lausekkeella

y(t) =~ cosw,t — m(sin wpy,t)(sin wet) . (8.23)

8.7.2 Laajakaistainen taajuusmodulaatio

Jos modulaatioindeksi m on suuri, ei yhtilon (8.23) mu-
kaista approksimaatiota voida endd kiyttdd. Esittdmalld
yht&ls (8.22) muodossa

y(t) = coswct cos{m sin wyt) — sinwpt sin(m sinwn,t) ,

(8.24)
havaitaan kertoimien cos(m sin wp,t) ja sin(m sin wy,t) ole-
van jaksollisia signaaleja, joiden taajuus on wy,. Ndiden
signaalien Fourier-muunnos on impulssijono, jossa impuls-
sit ovat wp,:n kokonaislukumonikertojen kohdilla ja nii-
den amplitudit ovat verrannollisia y(t):n tekijéiden Fourier-
sarjan kertoimiin.

Yhtélon (8.24) termit edustavat sinimuotoisten kantoaal-
tojen, joiden taajuudet ovat w., amplitudimodulaatiota
tekijoilld cos(m sinwp,t) ja sin(m sinwy,t). Taajuustasos-
sa tdma tarkoittaa moduloivien signaalien spektrien siir-
tdmistd kantoaallon taajuuden ymparille.
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Moduloidun signaalin y(t) spektri koostuu impulsseista
taajuuksilla w.+nwn,, n =0, £1, £2, .... Tdma spekt-
ri ei ole kaistarajoitettu w.:n ympdrilld, mutta termien
cos(m sin wy,t) ja sin{msinwn,t) Fourier-sarjojen kertoi-
met pienevit s.e. kun [n| > m, niin niiden merkitys on
mitdton, joten kaistanleveydeksi voidaan ottaa

B >~ 2mwm, = 2kfA = 20w . (8.25)

Yhtilén perusteella moduloidun signaalin kaistanleveys
B on on paljon suurempi kuin signaalin z(t) kaistanleveys
wm, koska oletettiin m > 1.

8.7.3 Kanttiaallolla moduloiminen

Olkoon z(t) kanttiaalto ja ky = 1 sekd Aw = A. Téllsin
moduloitu signaali esiintyy kahdella taajuudella w, + Aw
ja we — Aw, ja se voidaan kirjoittaa muotoon

y(t) = r(t) cos [(we + Aw)t]+r <t - %) cos [(we — Aw)t]

(8.26)
missd r(t) tarkoittaa nyt parillista kanttiaaltoa ja T on
kanttiaallon yhden jakson pituus.

Moduloidun signaalin spektri saadaan ratkaistua kahden
amplitudimoduloidun signaalin spektrien summama

Y(jw) = 3 [R(jw + jwe + jAw) + R(jw = jwe — jAw)]
+3 [Rr(jw + jwe + jAw) + Rr(jw — jwe — jAw)]
(8.27)
missi R(jw) on kanttiaallon r(¢) Fourier-muunnos ja Ry (jw)
on r(t — T'/2):den Fourier-muunnos.

Taajuusmodulaation purkuun voidaan kiyttds kahta me-

nettelyd. Taajuusmoduloitu signaali voidaan muuntaa am-
plitudimoduloiduksi signaaliksi differentioimalla sitd. Toi-

nen vaihtoehto on seurata suoraan joko moduloidun sig-

naalin vaihetta tai taajuutta.
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8.8 Diskreettien signaalien modulaatio

Diskreetti amplitudimodulaatio voidaan esittdia muodos-
sa

yln] = z[njefn] (8.28)
jolloin moduloidun signaalin spektri Y (e’*) on spekt-
rien X (e’¥) ja C(e?”) konvoluutio taajuustasossa. (Jak-

sollisuuden vuoksi konvuluutio lasketaan vain yhden 2x-
mittaisen jakson yli.)

Jos moduloiva signaali on kompleksinen eksponentti c[n] =
ef“<™ niin t4lléin sen Fourier-muunnos on impulssijono
taajuustasossa ja moduloidun signaalin spektri on jaksol-
linen ja Y (e/¥) = X (ef(w—we),

Signaali z[n| saadaan kertomalla y[n] e~9“<™:114.

Jos we = m, eli ¢[n] = (—1)", niin modulaatio tarkoittaa
jonon z(n] parittomien alkioiden etumerkin vaihtamista:
Fourier-tasossa tdma tarkoittaa puolestaan signaalin siir-
tdmistd korkeille taajuuksille.

Eksponentiaalisen modulaation sijaan voidaan kiyttdd myds
sinimuotoista modulaatiota, ¢[n] = cosw.n. Nyt kanto-
aallon spektri koostuu impulssipareista, jotka ovat taa-
juuksilla w = +w, + k27.

Jotta spektrit eivit laskostuisi, on oltava w, > wps ja 27—
We—wWpr > We+war, eli we < m—wpys. Yhdistdmailld ndma
kaksi tulosta saadaan kantoaallon taajuudelle rajoite

Wy K We < T — Whf - (8.29)

Demodulaatio voidaan tehdd kertomalla y[n] uudelleen
kantoaallolla ja tekemélld sopiva alipddstosuodatus.

Diskreetti taajuusjako-multipleksaus (FDM) vaatii, ettd
jokainen signaali z;[n] on kaistarajoitettu. Jos signaalit
on saatu jatkuvista signaaleista jollain vakiotaajuuksisel-
la ndytteenotolla, niin kukin signaali voidaan siirtdi sopi-
valle taajuusalueelle ylisimpléaykselld, ts. interpoloimalla
néytteiden viliin lisdd datapisteiti.
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9 z-muunnos

Jatkuvien systeemien analyysiin voidaan kiyttaa Fourier-
muunnoksen lisdksi Laplace-muunnosta. Verrattuna Fou-
rier-muunnokseen Laplace-muunnos monipuolisempi, kos-
ka Laplace-muunnos yleensi suppenee my0s sellaisissa ta-
pauksissa, joissa Fourier-muunnos ei suppene. Laplace-
muunnosta voidaan kiyttdd esim. epdstabiilien LTI-sys-
teemien analysointiin. Laplace-muunnoksen heikkoutena
on sen kiddnteismuunnoksen laskemisen vaikeus.

Nykyisin kuitenkin diskreetit systeemit ja niiden analy-
sointi on tdrkedmpdd kuin jatkuvien systeemien analy-
sointi, joten seuraavassa perehdytain Laplace-muunnosta
vastaavaan diskreettiin muunnokseen, z-muunnokseen.

9.1 MaAEsritelmd z-muunnokselle

LTI-systeemin vaste kompleksiselle syGtteelle 2™ on muo-

toa
y[n) = H(z)z" , (9.1)
missé -
H(z)= Y h[nlz™". (9.2)

Kun z = /¥, w on reaalinen ja |z| = 1, niin yht&ls (9.2)
vastaa diskreetin signaalin h[n] Fourier-muunnosta. Jos
z:aa el rajoiteta mitenkdin, kutsutaan yhtilon (9.2) tyyp-
pistd muunnosta z-muunnokseksi.

Jonolle z[n] z-muunnos méaéritellddn muodossa

o0

X(z) = Z z[n]z™", (9.3)

n=—oo

missd z on joku kompleksinen muuttuja. Muunnokselle
voidaaan kiyttdd merkintdd X (2) = z{z[n]}.
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Diskreetin signaalin Fourier-muunnoksen ja z-muunnoksen
vilinen yhteys saadaan selville kun asetetaan z = re/*,
t&ll6in

oo o0

X(re®)= 3" ap)(re) "= Y {azlnpjr}emion.
n=--co0 n=-—oo
(9.4)
Yht#lon (9.4) mukaan X (re’) on jonon z[n]r~" Fourier-
muunnos, ja jos |z| = 1, elir = 1, niin z-muunnos edustaa
signaalin z[n] Fourier-muunnosta.

Tulos tarkoittaa sitd, ettd z-muunnoksen avulla saadaan
selville Fourier-muunnos tarkastelemalla z-muunnosta pit-
kin yksikkdympyran kehdd kompleksitasossa.

Yht&lon (9.3) mukainen muunnos suppenee, kun signaa-
lin z[n]r~™ Fourier-muunnos suppenee. Sitd aluetta kom-
pleksitasossa, jonka z-arvoilla muunnos (9.3) suppenee
kutsutaan munnoksen suppenemisalueeksi (ROC).

Jos signaalin arvot ovat nollia kun n < 0, niin tilléin
z-muunnos on kitevinti esittdd z~!:den polynomina.

9.2 z-muunnoksen suppeneminen

Muunnoksen suppenemisalueelle voidaan kirjoittaa seu-
raavat ominaisuudet

1. z(z):n suppenemisalue on origokeskinen rengas z-ta-
sossa.

2. Suppenemisalueeseen ei kuulu napoja (nimittdjin nol-
lakohtia).

3. Jos z[n] on darellisen mittainen, niin suppenemisalue
on koko z-taso, lukuunottamatta mahdollisesti z = 0
ja z = 00.

4. Jos z[n]:n arvot eroavat nollasta vain kun n > N;
ja jos ympyra |z| = rp kuuluu suppenemisalueeseen,
niin talléin kaikki z:n direlliset arvot, joille |z| > rp,
kuuluvat suppenemisalueeseen.

5. Jos z[n]:n arvot eroavat nollasta vain kun n < N
ja jos ympyrd |z| = ro kuuluu suppenemisalueeseen,
niin t4ll6in kaikki z:n direlliset arvot, joille 0 < |z| <
o, kuuluvat suppenemisalueeseen.
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6. Jos z[n]:n arvot eroavat nollasta kun Ny < n < N
ja jos ympyra |z| = 7o kuuluu suppenemisalueeseen,
niin tdlléin suppenemisalueen muodostaa rengas, jo-
hon ympyra |z| = r¢ kuuluu.

7. Jos z[n]:n z-muunnos X (z) on rationaalinen, niin t&l-
16in suppenemisaluetta rajoittaa navat tai suppene-
misalue ylettyy darettoméin.

8. Yhdistidmailld ominaisuudet 4, 5 ja 7 saadaan, ettd
jos X(z) on rationaalinen ja z[n] # 0 kun n > Ny,
niin X (z):n suppenemialue on uloimman navan kaut-
ta piirretyn ympyrédn ulkopuolinen alue. Liséksi, jos
z[n] on kausaalinen, niin my8s z = co kuuluu suppe-
nemisalueeseen.

9. Jos X(z) on rationaalinen ja z[n] # 0 kun n < N,
niin suppenimisalue on 1dhinné origoa olevan navan
kautta piirretyn ympyrén sisdpuolinen alue. Erityi-
sesti, jos z[n] on antikausaalinen (z[n] = 0 kun n >
0}, niin tdlléin z = 0 kuuluu suppenemisalueeseen.

9.3 Kainteinen z-muunnos

Kaiinteiselle z-muunnokselle ei ole mitddn laskukaavaa,
vaan se joudutaan ratkaisemaan jollakin tarkoitukseen
sopivalla menetelmilld. Symbolisesti merkitddn z[n] =

Z27HX(2)}.
Jos z[n] on kausaalinen, niin t4lléin

X(z) = z[0] + z[1)z7 + z[2]z2 72 + z[3]z2 +... (9.5)
ja kiiinteismuunnos saadaan suoraan tekijéiden z7" (n =
0,1, 2, ...) kertoimista.
Kaytinndssi X (z) esitetddin kahden joko tekijdistd z7!
tai z koostuvan polynomin suhteena

_ap + alz"l + 0.22_2 + ...+ aNz‘N
n bo + b1zl +boz=2+ ... +bpz=M

Téssd muodossa esitetyn z-muunnoksen ki#nteismuun-

X(z) (9.6)

nos voidaan ratkaista jollakin seuraavista kolmesta me-
netelmésté:

1. potenssisarjakehitelmi (’pitkd jako’)
2. osamurtokehitelma

3. residy-lasketa



9.3.1 Potenssisarjakehitelmi

Jos X (z) on kausaalinen, niin t4ll6in yht&lon (9.6) mukai-
nen esitys saadaan tekijoistd z~! koostuvaan dérettéman
sarjan muotoon

X(2) =z[0] +z[1]z7  + z[2)z7 2 + z[3]z 2 + ..., (9.7)

minki kertoimet z[n] voidaan mairétd jakolaskun avulla.

Kertoimille z[n] saadaan rekursiivinen yhtalo:

Z[O] = ao/bo
Z[l] = [(11 - KE[O]bl]/bo

z[2] = [a2 — z[1]/b1 — z[0]b2)/bo (9.8)

zln] = [an = S, #ln — iJbi] /bo

Viimeisen rivin yhtal6 on itseasiassa yleinen yhtild ker-
toimille z[n]; sen avulla saadaan kaikki z[n]:t, kun n =
0,1,2,...

9.3.2 Osamurtokehitelmi

Yhtélon (9.6) mukainen esitys saadaan esitettyd yksinker-
taisempien lausekkeiden summana, jos X (z) navat ovat
vain ensimmaéisté astetta ja N = M. Tallin

X(2) =Bo+ =% + 5

02_1 +...+1—Ch%r

l—p1z -p2z —Parz
— Gz 4 Caz LCnz
By + o + P +...+ prryy
M Gz
= BO + Zk:l z—pg !
(9.9)

missi pg:t ovat X(z) napoja (oletettu erillisiksi), Cp:t
ovat osamustokehitelmén kertoimia ja By = an/bn.

Jos nimittdjin aste on suurempi kuin osoittajan aste, eli
N < M, niin By = 0.

Jos N > M, niin t&lldin X (z) on ensin saatettava esim.
potenssisarjakehitelméilld muotoon, jossa N < M, jonka
jalkeen voidaan soveltaa osamurtokehitelmai.
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Napaan p;, liittyvd kerroin C}, voidaan maarita kertomal-
la yhtdlén (9.9) molemmat puolet tekijalld (z — pi)/z ja
sitten sijoittamalla z = py:

X(z)

Cr = T(z — D) (9.10)

=Pk

Jos X (z) navat ovat moninkertaisia, niin talléin yht4l66n
(9.9) tulee lisdtermejd. Esim. jos X (z) sisdltdd m:nnen
asteen navan pisteessd z = pg, niin osamurtokehitelméin

tulee termit
m

D;
 —— 9.11
; (z = pr) &1
Kertoimet D; saadaan yhtdlostd
D= L pym X () .12
i = T T — Dk z .
YT o(m =) dzmi Pr —
9.3.3 Residy-menetelmi
Residymenetelméissa sovelletaan viivaintegraalia:
1
o] = 5 ?{c X (2) dz (9.13)

missd C on integrointitie (suljettu silmukka), joka sisdltdd
kaikki X (z):n navat.

Rationaalipolynomien tapauksessa voidaan integraalin rat-
kaisemiseen soveltaa Chauchyn residy-teoreemaa: z[n] on
2" 1 X (2):n kaikkien residyjen summa kaikissa C:n sisdin
jddvissd navoissa.

Napaan py, liittyvd 2”71 X (2):n residy saadaan yhtiléstd

S ™
ey JCREOMIO) I

(9.14)
missi F(z) = 2”1 X (z), m on navan aste pisteessi py, ja
Res[F(z), pr] on F(z):mn residy pisteessd z = py.

Res[F(z), pi] =

Jos napa on yksinkertainen, niin

Res[F(z), pr] = (z—pe)F(2) = (z — pp)2" 1 X (2)

z=pp

(9.15)



9.4 z-muunnoksen ominaisuuksia
z-muunnoksella on joukko samantapaiset ominaisuudet
kuin Fourier-muunnoksellakin.

1. Lineaarisuus:

az1[n] + bza[n] = aX1(2) + bX5(z2) . (9.16)

2. Viive: jos X(z) = Z{z[n]}, niin
Z{z[n —nol} = 27 X(2) . (9.17)

3. Konvoluutio: jos y[n] = z[n] * h[n], niin z-tasossa
Y(z) = X(z)H(z).
4. Differentiointi: jos X (z) = Z{z[n]}, niin
dX(z)
dz

nzn] - —z (9.18)

Lisiksi z-muunnos voidaan kytked Laplace-muunnokseen

sT

méadrittelemalld z = e®* | missd s on kompleksinen Laplace-

muuttuja s = d + jw.

9.5 z-muunnoksen soveltaminen signaalin-
kisittelyssa

Digitaalisen signaalinkisittelyn analysointi ja suotimien
suunnittelu perustuu z-muunnokseen ja sen ominaisuuk-
siin. Seuraavassa kisitelliin muutamia, asiaa toivottavas-
ti valaisevia esimerkkejd.

9.5.1 Diskreettien systeemien napa-nolla-kuvaus

Systeemin siirtofunktio H(z) pystytdan esittiméiin napo-
jen (nimittdjin nollakohtien) ja nollien (osoittajan nol-
lakohtien) avulla. Olkoon esim.

(9.19)

missa,

N(z) =apz + 012V ' + 022V "2 + ... +an
D(Z) = boZN + blzN‘l + bzz:N""2 + ...+ by
(9.20)
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Kertoimet ay ja by ovat suotimen kertoimia. Jos H(z):n
navat ovat pisteissd z = py, p2, ..., pn ja nollat pisteissd
Z =2y, 23, ..., Zn, Niin

_K(z—z1)(z=2) - (2= 2n)
B = 0= —pm)

misséd I{ on vahvistuskerroin.

. (921)

H(z):n navat ja nollat voivat olla joko reaalisia tai komplek-
sia: mikili ne ovat kompleksia, niin niiden on oltava kom-
pleksikonjugaattipareja, jotta suotimen kertoimet a; ja
b, pysyisivit reaalisina.

z-muunnokseen liittyvd tieto voidaan esittdi kitevisti na-
pa-nolla-kuvaejana, missi navat ja nollakohdat esitetdin
kompleksitasossa merkinndilld x (napa) ja o (nollakoh-
ta).

Napa-nolla-kuvaajasta voidaan péitelld systeemin taa-
juusvaste ja stabiilisuus: stabiilin systeemin kaikki navat
ovat yksikk6ympyrén sisilla.

Systeemin siirtofunktion napojen ja nollien ratkaisemi-
nen vastaa polynomin juurten ratkaisemista ja timé jou-
dutaan tavallisesti tekemdin numeerisesti.

9.5.2 Taajuusvasteen estimointi

Systeemin taajuusvaste saadaan z-muunnosesta asetta-

malla z = e/vT:

H(z) = Ezl_oo h[n]z_nlz=ejuT

= H(eT) =32 hn)e=imT |

n=—0oc

(9.22)

missid H(e’*T) on systeemin taajuusvaste. Merkintdd T
on kiytetty korostamaan systeemin taajuusvasteen riip-
puvuutta niytteenotosta.

Kiytannossi taajuusvaste voidaan laskea H(z):sta useal-
la eri tavalla:

1. Geometrisessa ratkaisussa tarkastellaan napojen ja
nollien etdisyyttd yksikk6ympyrdn kehistd; mitd 18-
hempéni nolla on kehii, sitd pienempi taajuusvas-
teen arvo on silld kohtaa ja mitd ldhempénd napa
on kehidi, sitd suurempi taajuusvasteen arvo on tilla
kohtaa.

2. Taajuusvasteen suora laskeminen numeerisesti sijoi-
tuksella z = €T t5hin voidaan vield soveltaa Eu-
lerin kaavaa.
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3. My6s FFT:td (FFT = Fast Fourier Transform) voi-
daan kdyttdd taajuusvasteen ratkaisemiseen erityises-
ti IIR-systeemeille. Ratkaistaan ensin systeemin im-
pulssivaste kddnteiselld z-muunnoksella ja lasketaan
tdméin impulssivasteen Fourier-muunnos.

Taajuusvaste voidaan laskea my&s ratkaisemalla ni-
mittdjan ja osoittajan Fourier-muunnokset erikseen,
jolloin H(e’“T) = N(k)/D(k), missa k =0, 1, ..., N/2.

9.5.3 Differenssiyhtilst

Differenssiyhtélo kuvaa aikatasossa signaalin prosessoin-
tia

N M
y[n] = Z apz[n - k| — Z bry[n — k] . (9.23)
k=0 k=1

Laskemalla tdmén esityksen z-muunnos puolittain ja rat-
kaisemalla H(z) = Y (z)}/X (z) saadaan

H(z) = Ticoaz ™ (9.24)
(1 + Zfil bkz""')

Jos kertoimet b; = 0, niin kyseessid on FIR-systeemi ja
kertoimia aj merkitdan tavallisesti impulssivasteella h[k].
Jos vihintdin yksi by, kerroin eroaa nollasta, niin kyseessi
on ITR-systeemi.

9.5.4 Impulssivasteen estimointi

Diskreetin systeemin impulssivaste saadaan kéénteiselld
z-muunnoksella

hln] = 27Y{H(2)}, k=0,1,.... (9.25)

Impulssivaste saadaan selville esittdmilla ensin H (z) dif-
ferenssiyhtilond aikatasossa ja ratkaisemalla systeemin
ulostulo sy&tteelle z[n] = é[n].

9.5.5 Digitaalisten suotimien suunnittelu

z-muunnosta voidaan hyddyntdd digitaalisten suotimien
suunnittelussa ja analysoinnissa, esim. suotimen kertoi-
mien virheiden (pyoristysvirheen tyyppisid virheitd, jot-
ka johtuvat lukujen #&rellisestd esitystarkkuudesta digi-
taalisissa systeemeissd) analysointi on helppoa.
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Suotimen kertoimet vaikuttavat suoraan H(z):aan ja titd
kautta kertoimien vaikutus esim. taajuusvasteeseen saa-
daan suoraan laskettua.

9.5.6 Digitaalisten suotimien realisaatio

Systeemin differenssiyhtdlot esitetddn usein lohkokaavioi-
na tai signaalin kulkua kuvaavana piirroksena.

Symboli z7! kuvaa yhden yksikén viivettd, signaalien
summaus jossain pisteessd kuvataan ympyrilld, jonka si-
sdlld on + ja signaalien kertominen keskenéén jossain pis-
teessd kuvataan ympyrilld, jonka sisilld on x.

Jos H(z):n aste on korkea, suora realisaatio ei ole mah-
dollinen. Tall6in kiytetddn joko tulomuotoista kaskadi-
realisaatiota tal rinnaekkaisrealisaatiota. Kaskadi-realisaa-
tiossa siirtofunktio esitetddn alkeisfunktioiden tulona:

K
H(z) = Hi(2)Ha(2) - Hg(z) = HHi(z) . (9.26)
i=1

Alkeisfunktiot H;(z):t ovat joko ensimméistd tai toista
astetta:
. . -1 .
Hi(2) = —°—b-“——r-"1+t‘:iz’; tai
(9.27)

2

. - ag,-+a“-z'1+ao,-z_
H’(z) T I4brizm 4boyzm*

Rinnakkaisrealisaatiossa H(z) puretaan osiin osamurto-
kehitelmén avulla:

K
H(z) = By + ZHi(z) , (9.28)

missi, kuten edelldkin, H;(z):t ovat joko ensimmdiistd tai
toista astetta.

Digitaalisten suotimien suunnitteluohjelmat antavat tyy-
pillisesti keroimet ay; ja by; kaskadi-ratkaisulle. Rinnak-
kaisrealisaatiota varten joudutaan ratkaisemaan osamur-
tokehitelmi kaskadi-muotoisesta esityksesta.
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10 Digitaalisuotimien suunnittelun

yleiset periaatteet

Téssd luvussa pyritddn antamaan yleiskuva digitaalisten
suotimien suunnittelusta — erdinlaisena askel-askeleelta
tyyppisend ohjeistona ’vasta-alkajille’.

10.1 Digitaalisten suotimien olemus

Suodin on systeemi, joka valikoivasti muuttaa signaalin
aaltomuotoa: amplitudia, taajuutta tai vaihetta. Suoda-
tuksen tarkoituksena on parantaa signaalin laatua, erot-
taa signaalista tietoa, tai erottaa kaksi tai useampia sig-
naaleja toisistaan.

Digitaalinen suodin on matemaattinen algoritmi, joka voi-
daan toteuttaa joko ohjelmallisesti tai rautatasolla.

Digitaalisuotimien eduiksi voidaan laskea seuraavia omi-
naisuuksia:

e ominaisuuksia, joita ei voi olla analogisilla suotimilla,
kuten esim. aidosti lineaarinen vaihevaste,

e ympiristdolosuhteiden muutokset eivit vaikuta suo-
timen toimintaan,

e suotimen taajuusvastetta voidaan sddtidad automaat-
tisesti ohjelmoitavissa systeemeissd, mikd mahdollis-
taa adaptiiviset suotimet,

e useita kanavia voidaan kisitelld samalla suotimella,

e seki suodatettu ettd suodattamaton signaali voidaan
tallentaa jatkokisittelyd varten,

¢ suotimien toteutuksessa voidaan hy6dyntaa VLSI-tek-
niikoita,

e analogisten suotimien tarkkuus on rajoitettu, tyypil-
lisesti esim. vaimennus voi olla 60-70 dB, digitaali-

sissa suotimissa rajoituksena on vain lukujen esitys-
tarkkuus laskentavaiheessa,

e sama digitaalinen suodin toimii eri laiteympéristoissé
aina samalla tavalla,

o digitaalisuotimet toimivat hyvin matalilla taajuuksil-
la toisin kuin analogiset suotimet,
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e suotimien toiminnan taajuuskaista voi olla hyvin laa-
ja: eri niytteenottotaajuuksilla otetut signaalit voi-
daan ajaa saman suotimen lipi, jolloin suotimen vai-
kutus méirdytyy ndytteenottotaajuudesta.

Digitaalisten suotimien suurimmat heikkoudet ovat:

e nopeusrajoitus, joka aiheuttaa sen, ettd digitaalisten
suotimien kaistaleveys on paljon alhaisempi kuin ana-
logisten suotimien. Analoginen-digitaalinen-analogi-
nen -systeemeissi rajoittavana tekijini on AD-muun-
ninten toimintanopeus ja prosessoreiden nopeus,

e idrellisten sanapituuksien aiheuttamat virheet, vai-
kuttavat 1ahinni suodinten kertoimiin ja sitd kautta
niiden toimintaan,

o digitaalisten suotimien suunnittelu- ja kehitystyd on
varsin hidasta, mutta toisaalta suunniteltua systee-
mii on suhteellisen helppo muuttaa vastaamaan mui-
hin tarkoituksiin sopivaksi (erit. taajuuden vaihtami-
nen).

10.2 Digitaaliset suodintyypit: FIR ja ITR

Digitaaliset suotimet voidaan jakaa kahteen luokkaan: sel-
laisiin, joiden impulssivaste on airetén (IIR = Infinite
Impulse Responce) ja sellaisiin, joiden impulssivaste on
aarellinen (FIR = Finite Impulse Responce).

Suotimien ulostulot saadaan konvoluution avulla:
y[n] = Yieo hlklzln — k] (IIR)

N (10.1)
yln] = Yio hlklz[n — k] (FIR)

Koska IIR-suotimen impulssivaste on &#retdn, ei suoraa
konvoluutioon perustuvaa laskukaavaa voida kiiyntannos-
sd kiyttdd. Sen sijaan kiytetddn rekursioon perustuvaa
kaavaa

N-1 N M
yfn] = 3 alklhln~ K =Y axzln— k)= > beyln— k] ,
k=0 k=0 k=1

(10.2)
missd kertoimet ay ja by ovat suotimen kertoimia.
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Suotimien suunnittelun kannalta olennaisia ovat FIR-suo-
timen kertoimet h[n] ja IIR-suotimen kertoimet ay ja by.

Toinen tapa esittdd suotimet on kidyttdd z-muunnosta:

2) = ZN= ak:_k
He=pismy M g

H(z) = Yo hlklz™  (FIR)

10.3 Valinta FIR- ja IIR-suotimen vililla

Molemmilla on omat etunsa..

1. FIR-suotimen vaihevaste voi olla tdysin lineaarinen,
eli suodin ei vddristd signaalin vaihetta ollenkaan.
IIR-suotimien vaihevaste on epilineaarinen, erityises-
ti kaistojen reunoilla.

2. FIR-suotimien &irellinen impulssivaste takaa niiden
stabiilisuuden, ITR-suotimien stabiilisuutta ei aina voi-
da taata.

3. Adrellisestd lukujen esitystarkkuudesta aiheutuvat vir-
heet ovat paljon vahdisempid FIR-suotimissa kuin
IIR-suotimissa.

4. FIR-suotimen kertoimien mi&drd on suurempi kuin
ITIR-suotimen, kun halutaan toteuttaa terdva katkai-
sureuna, joten FIR-suotimen toteutus vie enemmain
muistia ja suodatus on hitaampi laskea.

5. Analogiset suotimet voidaan suoraan muuntaa vas-
taaviksi IIR-suotimiksi; tit4 muunnosta ei voida teh-
di FIR-suotimiksi.

6. FIR-suotimien suunnittelu on laskennallisesti hanka-
lampaa kuin ITR-suotimien suunnittelu.

Edelld olevan lista voidaan kiteyttdd kahteen nyrkkisdan-
toon:

e jos suotimen pitdd olla jyrkki ja todella nopea, kiytd
IIR-suotimia,

e jos suotimen kertoimia ei ole liikaa ja vaihevirheitd ei
saa syntyd, kiytd FIR-suotimia.
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10.4 Suotimen suunnittelun vaiheet

Suotimen suunnitelu voidaan jakaa viiteen vaiheeseen:
1. suotimen médrittely ja sille asetettavat vaatimukset,
2. sopivien kertoimien ratkaiseminen,

3. suotimen esittdminen sopivassa muodossa realisaa-
tiota varten,

4. adrellisten sanapituuksien vaikutusten analysointi,

5. suotimen toteutus joko ohjelmallisesti tai raudalla.

10.4.1 Suotimen midrittely

Suotimen madrittelyssd on huomioitava a) signaalin luon-
ne (signaalin lahde, I/O-liittym3, kisiteltdvd datamaard
ja suurin taajuus), b) suotimen maérittely (amplitudi- ja
vaihevaste, seki niiden suurin sallittu vaihtelu, toiminta-
nopeus ja toimintatapa — joko reaaliaikainen tal muistiin
talletun signaalin suodatus),

¢) suotimen toteutustapa (ohjelmallisesti, tai DSP-poh-
jainen® systeemi — prosessorin valinta) ja d) muut suoti-
men rajoitteet, kuten hinta.

Suotimen asetettavat vaatimukset, b), méiritelldin usein
taajuustasossa; toiminta-alue, siirtymaikaistojen leveydet
ja rippeleiden amplitudit (fp, fs, dp, ds)-

10.4.2 Kertoimien laskeminen

Téssd vaiheessa on tehtdva valinta FIR- ja IIR-suotimen
valilld, jolloin ratkaistavaksi jai joko h[n] tal ay ja bg.

IIR-suotimien kertoimien ratkaiseminen perustuu tunnet-
tujen analogisten suotimien muuntamiseen digitaalisik-
si suotimiksi joko ns. impulssiriippumattomalla menetel-
mailli tai bilineaarisella muunnoksella.

Impulssiriippumaton mentelmi soveltuu analogisten suo-
timien mallintamiseen ja bilineaarinen menelmi sovel-
tuu parhaiten taajuusriippuvien IIR-suotimien suunnit-
teluun.

2DSP = Digital Signal Processor
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FIR-suotimien suunnitteluun on kolme tapaa: a) ikkuna,
b) taajuusniytteet ja c) optimaalinen menetelmi (Parks-
McClellan -algoritmi). Naistd menetelmistd viimemainit-
tu johtaa parhaaseen tulokseen.

10.4.3 Suotimen esitysmuodot

Suotimen siirtofunktio H(z) on muunnettava sopivaan
(realisoitavissa olevaan) muotoon. Tdhén esitykseen kiy-
tetddn joko lohko- tai vuokaavioita.

IIR-suotimille kiiytetdan kolmea esitysmuotoa: suoraa, kas-
kadi tai rinnakkaismuotoa. Kaskadimuodossa H(z) esite-
tdin ensimmdiisen ja/tai toisen asteen tekijoiden tulona
jarinnakkaismuodossa H(z) esitetddn ensimmadisen ja/tai
toisen asteen tekijoiden summana.

IIR-suotimille kdytetddn eniten kaskadi- ja rinnakkais-
muotoja.

FIR-suotimet esitetdfin yleisimmin suorassa muodossa.
Kaksi muuta FIR-suotimien esitysmuotoa ovat taajuus-
niytteiden muoto ja 'nopea konvoluutio’ -muoto.

10.4.4 Adrellisten sanapituuksien vaikutusten ana-
lysointi

Tavallisesti suotimen kertoimet joudutaan esittdmé&in jo-
ko 8 tal 16 bittisind lukuina ja suodinta vastaavan diffe-
renssiyhtilon laskutoimitukset tehdddn jollain &érellisel-
14 tarkkuudella. Naiden vaikutusten analysointi on vilt-
tdmatontd suotimen oikean toiminnan varmistamiseksi.

Suotimen suunniteltuun toimintaan vaikuttavat seuraa-
vat tekijit:

e signaalien kvantisointi, erityisesti AD-muuntimessa
syntyva kohina,

o kertoimien kvantisointi, tdm4 vaikuttaa suotimien taa-
juusvasteeseen, ja saattaa tehdd IIR-suotimesta epés-
tabiilin,

e pyGristysvirheet lukujen esityksissi voidaan tulkita
kohinaksi; py6ristdmiseen joudutaan turvautumaan

koska kiytettdvissd oleva lukujen esitystarkkuus on
ddrellinen (8, 16, 32 bittid),

e ylivuoto: kiytettavissd oleva lukualue ei riita.
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10.4.5 Suotimen toteutus

Aikatasossa ajateltuna suotimen toteutuksessa tarvitta-
via toimenpiteitd ovat kertominen, yhteen- ja vihennys-
laskut ja viiveet. Nditd varten tarvitaan seuraavia perus-
palikoita:

e muistia (ROM) suotimen kertoimien tallentamiseen,

e muistia (RAM) tarvittavien signaalin termien tallen-
tamiseen ({z[n], afn—1],...}, ja {yln), fn—1],...}),
¢ kertoja (joko ohjelmallisesti tai raudalla toteutettu),

e summain tai aritmeettis-looginen yksikko.

Jos suodatetaan jo muistissa olevia signaaleja, niin til-
16in on kitevintd kiyttaid korkean tason ohjelmointikielia
suotimien toteutukseen (MATLABT™ lienee tarkoituk-
seen soveltuvin).

Reaaliaikaisessa prosessoinnissa joudutaan turvautumaan
erityisesti tarkoitusta varten suunniteltujen prosessorei-
den kiyttoon, varsinkin jos signaalien taajuudet ovat kor-
keita.

11 FIR-suotimien suunnittelu

FIR-suotimien kuvaamiseen kiytetddn aikatasossa yhta-
164

N-1
y[n] = hlk]z[n — k] (11.1)
k=0
ja z-tasossa yhtaloa
N-1
H(z) = hlk]z=F . (11.2)
k=0

Jono h[n] on suotimen impulssivaste. I{oska impulssivaste
on darellisen mittainen, on suodin aina stabiili.

FIR-suotimien vaihevaste voi olla téysin lineaarinen ja
suotimien toteutus on helppoa; DSP-prosessoreissa on osia,
jotka on suunniteltu FIR-suotimia varten.

11.1 Lineaarinen vaihevaste

Suotimen vaiheviive kertoo sen, kuinka eri taajuudet vii-
vastyvit lapaistessdin suotimen ja ryhmaéviive kertoo sen,
kuinka paljon koko signaali viivistyy suotimessa.
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Vaiheviive 7, = —f(w)/w ja ryhmaviive 7, = —d§(w) /dw.
Suotimen vaihevasteen sanotaan olevan lineaarinen, jos
f(w) = —aw tai flw) = ¢—aw, missi ¢ ja o ovat vakioita.

Jotta vaiheviive olisi lineaarinen, on suotimen impulssi-
vasteen oltava positiivisesti symmetrinen

hln] = A[N —n —1],
n=0,1,..., (N -1)/2 N pariton
n=0,1,..., (N/2)-1, N parillinen
a=(N-1)/2.
(11.3)

Suotimen vaihevaste (¢) riippuu siis vain suotimen pituu-
desta.

Vakio ryhmaiviive edellyttad puolestaan negatiivistd sym-
metriaa
hln] = —=h[N = n—-1],
a=(N-1)/2, (11.4)

¢ =n/2.

11.2 FIR-suotimen suunnittelun vaiheet

Suotimen suunnitteluun kuuluu luvussa 10.4 kuvatut vai-
heet: médrittely, kertoimien laskeminen, toteutusmalli,
virheanalyysi ja toteutus.

11.2.1 FIR-suotimen maéirittely

Vaihevasteen méirittelyksi riittd4 positiivisen tai nega-
tilvisen symmetrian valitseminen.

Suotimen amplitudi-vaihe -vaste kuvataan usein raja-ar-
vojen avulla, eli miarittelemélld rajataajuudet (f, ja fs),
rippelit (d, ja d5, usein desibeleind) seki niytteenottotaa-
juus F.

Usein suunnittelussa joudutaan myds rajoittamaan suo-
timen kertoimien m&arii.
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11.2.2 FIR-suotimen kertoimien laskutapoja

TIkkunamenetelma

Tami menetelmd perustuu suotimen taajuusvasteen ja
impulssivasteen Fourier-muunnos yhteyteen:

hn] = % / H(e)em gy | (11.5)

Esim. ideaalisen alipddstdsuotimen, jonka katkaisutaajuus
on w,, impulssivaste (T' = 1 normeerauksella taajuusskaa-

lassa) on
_ 2fesinnw,

hin]

Ideaaliset impulssivasteet ylipadstd-, kaistanpédsto ja kais-

o (11.6)

tanestosuotimille saadaan myo6s esitettyd sinc-funktion avul-
la.

Koska h[n] = h[—n], on suotimen taajuusvaste lineaa-
rinen (o = 0). Periaatteessa suotimen impulssivaste on
ddretdn, ja jotta siitd saataisiin FIR-suodin, joudutaan
impulssivaste katkaisemaan jostain arvosta M asettamal-
la h[n] = 0 kun n > M. Katkaisu aiheuttaa rippelid ja
Gibbsin ilmién.

Katkaiseminen voidaan tulkita impulssivasteen ja funk-
tion w[n] = 1 (kun 0 < n < M) tuloksi. Fourier-tasossa
tdmé tarkoittaa funktioden H(e’) ja W (e’) konvoluu-

tiota ja koska W (e’“) on sinc-tyyppinen, johtaa katkaisu
rippeliin ja Gibbsin ilmi6én suotimen taajuusvasteessa.

Kiaytinndssd w[n] korvataan sopivalla ikkunafunktiolla,
jolla suodin saadaan vaimenemaan siististi ja katkaisun
aiheuttamat ongelmat viltetddn osittain.

Yksi eniten kdytetyistd ikkunafunktioista on Hamming-
ikkuna:
w[n] = 0.54 + 0.46 cos(27/N),
—(N-1)/2<n< (N -1)/2, N pariton
—N/2 <n < NJ2, N parillinen

=0 muulloin
(11.7)

Suotimen pituuden ja Hamming-ikkunan siirtymakaistan
leveyden vililld on yhteys A f = 3.3/N. Suurin Hamming-
ikkunalla saavutettava vaimennus estokaistalla on 53 dB
ja padstokaistan rippelin maksimiarvo on ~ 0.0194 dB.
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Optimaalinen menetelma

Optimaalisen menetelmén mukaiseen suotimen kertoimien
laskemiseen on hyvii suunnitteluohjelmia.

Ikkunamenetelmilld suunniteltujen suotimien rippeli on
maksimissaan siirtymékaistan reunoilla ja vaimenee edet-
tdessd ndistd reunoista poispéin.

Optimaalisen menetelmén tavoitteena on tehdi rippe-
lin amplitudista vakio. Kdytannossa padstokaistan rippeli
vaihtelee valilld (1 —6,) — (14 Jp) ja estokaistan rippeli
on vililla 0 — 4.

Ideaalisen suotimen ja todellisen suotimen vilistéd virhet-
td E(w) kuvaa erotus

E(w) = W(w)[Hi(w) - Hw)] , (11.8)

missd H;(w) on ideaalisen suotimen taajuusvaste. Opti-
maalissa menetelméissd tavoitteena on minimoida virhe
(min[max |E(w)|]) sekd péddsts- ettd estokaistoilla.

Menetelmin ideana on iteratiivinen algoritmi, jossa suo-
timen kertoimia muutetaan rippeleiden d&riarvoihin liit-
tyvien taajuuksien perusteella.

Kun ddriarvojen paikat tunnetaan, saadaan suotimen taa-
juusvaste ratkaistua helposti ja taajuusvasteesta saadaan
sitten ki#nteiselld Fourier-muunncksella impulssivaste.

Suotimeen tarvittavaa kertoimien mairida voidaan esti-
moida monilla kiytdnt66n perustuvilla laskukaavoilla.

Taajuusniytteiden otto

Ottamalla suotimen taajuusvasteesta niytteitd tasavi-
lein kFy/N (k = 0,1,..., N — 1), saadaan suotimen
impulssivaste ratkaistua diskreetilld kidnteiselld Fourier-
muunnocksella

N-1
hin) = > H[kle?m/Nink (11.9)
k=0

missd H[k]:t ovat ideaalisen taajuusvasteen nidytteita.

Muunnoksella saadun suotimen taajuusvaste vastaa ide-
aalista suodinta tarkasti ndytepisteissd, mutta poikkeaa
tastd ndytepisteiden vililld. Mitd enemman niytepisteitd

otetaan, sitd paremmin suodin vastaa tavoiteltua ideaa-
lista suodinta.
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Suodattimen estokaistan vaimenemiselle voidaan esittdd
arvio (25 + 20M) dB, missd M on siirtymé&kaistalta otet-
tujen ndytteiden méiird ja siirtymékaistan leveys on ~
(M +1)F;/N, missid N on suotimen pituus.

Suotimen taajuusniytteiden otto voidaan tehdi myds re-
kursiivisesti, mikili joudutaan kiyttdmdin paljon ndyt-
teitd — tilld tavalla suotimesta itsestddnkin voidaan tehdi
rekursiivinen. Mikili suotimen kertoimet ovat vield koko-
naislukuja, saadaan suotimesta todella nopeasti toimiva.

Yhteenvetona edelld esitetyistd menetelmistd voidaan to-
deta seuraavaa:

e Optimaalinen menetelma on helppo ja tehokas tapa
ratkaista FIR-suotimen kertoimet ja tuloksena saa-
daan suodin, jonka amplitudivaste on hyvi jarkevilla
kerroinmairilla. Erityisen hyvin menetelmi soveltuu
diskreettien signaalien derivaattaa approksimoivien
suotimien suunnitteluun.

e Jos suotimen esto- ja pdadstékaistojen rippelit ovat
yhtdsuuret, eikd kiytossid ole optimaalisen menetel-
main mukaista suunnitteluohjelmaa, niin ikkuna-me-
netelmé tarjoaa laskennallisesti yksinkertaisen vaih-
toehdon suotimen suunnitteluun. T4lld menetelmalld
suunnittelijan on kuitenkin vaikea kontrolloida tar-
kasti katkaisutaajuuksia ja rippeleitd.

e Taajuusndytteiden otto -menetelmi on ainut mene-
telm4, jolla on mahdollista suunnitella seki suoria et-
ta rekursiisivisid suotimia, joten menetelmaa on kiy-
tettdvd mikili rekursiivinen toteutus on laskennalli-
sesti jirkevd toteuttaa. Menetelmélld on myés mah-
dollista ratkaista sellaisen suotimen kertoimet, jon-
ka amplitudi-vaihe -vaste on mielivaltainen. Mene-
telmalld ei kuitenkaan voida tarkkaan hallita raja-
taajuuksia ja rippeleitd.

Suunniteltu alipddstésuodin voidaan muuntaa ylipadsto-
suotimeksi madrittelmailla kertoimet hnp[n] = (—1)"hip[n].
Niiden suotimien taajuusvasteiden vililld on yhteys
th(f) = Hlp(Fs/2 - f)
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11.2.3 FIR-suotimen esitysmuodot

Suora muoto

Suotimen ulostulo saadaan konvoluutiolla
N-1
y[n] = Z hlk]z[n — k] . (11.10)
k=0

Tatd yhtiloa vastaava suotimen lohkokaavio koostuu vii-
veistd z~! ja summaimista. Digitaalisessa toteutuksessa
viive toteutetaan joko siirtorekisterilld tai muistipaikoil-
la.

Suotimen toteutus vaatii N — 1 muistipaikkaa sisddnme-
nondytteille, N muistipaikkaa suotimen kertoimille, N
kertolaskua ja N — 1 yhteenlaskua aina yhté ulostuloar-
voa kohden.

Lineaarinen vaihe -rakenne

Téassd rakenteessa hy6dynnetdin suotimen kertoimien sym-
metrisyytté: h{n) = £h[N —n —1].

Tamén perusteella suotimen siirtofunktio saadaan, sen
kertoimien madrdan N ollessa pariton, muotoon

H(z) = WV pn) {7 4 2= (N-1-m) )

n=0
52 o

(11.11)
ja N:nnén ollessa parillinen, muotoon
N/2-1
H(z)= > hnj{z"+z-(V1"") 0 (11.12)
n=0

Laskennallisesi ndm4 esitysmuodot ovat suoraan muotoon
verrattuna tehokkaampia, koska laskutoimituksia tarvi-
taan noin puolet suoran esityksen laskutoimituksista. Saa-
tu hy6ty hukkuu kuitenkin osittain kertoimien monimut-
kaisempaan indeksointiin.

Muita esitysmuotoja

Nopean konvoluution -menetelméssi konvoluutio toteu-
tetaan Fourier-tason kertolaskuna. Tadma vaatii diskreet-
tien Fourier-muunnosten laskemisen h[n]:lle ja z[n]:le.
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Suodin voidaan esittdd myos pelkdstdadn sen taajuusvas-
teesta otettujen ndytteiden avulla (vrt. taajuusniyttei-
den menetelm suotimen kertoimien laskemisessa).

Valinta eri esitystapojen vililld riippuu lukuisista seikois-
ta, kuten suotimen realisoinnin helppoudesta, impulssi-
funktion tai siirtofunktion ratkaisemisen vaikeudesta ja
ratkaisun herkkyydestd kertoimien pyoristykselle.

Suora rakenne on helppo ohjelmoida ja sen toteutus on
tehokas monilla DSP-prosessoreilla.

Kaskadirakenne ei ole niin herkki kertoimien virheille ja
kvantisointikohinalle kuin suora rakenne, toisaalta sen
kertoimien ratkaiseminen on monimutkaisempaa ja mo-
net DSP-prosessorit eivit sovellu sen toteutukseen.

Nopean konvoluution menetelmilld on monia laskennal-
lisia etuja muihin verrattuna, mutta se vaatii tehokkaan
FFT-toteutuksen.

Taajuusniytteiden menetelmén mukainen suotimen ra-
kenne on sopivampi kapeakaistaisille suotimille kuin suo-
ra rakenne, koska vain pieni osa kertoimista poikkeaa nol-
lasta. Toteuksen ohjelmointi on kuitenkin monimutkai-
sempaa.

Stabiilisuusongelmien vélttdmiseksi taajuusnéytteiden me-
netelmin antamat navat ja nollat kannattaa sijoittaa yk-
sikkGympyrédn kehén sisipuolelle, esim. etdisyydelle r =
0.99.

11.2.4 Adrellisen sanapituuden vaikutukset FIR-
suotimissa

Kiytdnnossid FIR-suotimet toteutetaan tarkoitusta var-
ten suunnitelluilla DSP-prosessoreilla tai, jos halutaan
todella nopea sovellus, erillisilli rakennuspalikoilla (muis-
tit, kertojat, summaimet jne.). Molemmissa tapauksissa
kustannus- ja tehokkuussyistd suotimen kertoimien esit-
tdmiseen, samoin kuin kisiteltdvien signaalien esittdmi-
seen ja laskutoimituksiin voidaan kiyttdd hyvin rajoitet-
tua madrad bittejd. Téastd aiheutuvat virheet voidaan ja-
kaa neljddn luokkaan:

1. AD-muunnoksessa syntyvé kvantisointikohina,
2. suotimen kertoimien kvantisointivirheet,

3. laskutoimitusten tulosten pyGristysvirheet,

4

. lukualueen ylitykset laskuissa.
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Kertoimien kvantisoitivirheet

Suunnittelumenetelmien antamat suotimien kertoimet on
tyypillisesti esitetty suurella tarkkuudella, esim. 32-bitti-
send lukuna. Kun ndma luvut joudutaan esittdmé&in suo-
timen toteutusvaiheessa esim. vain 16 bitin avulla, syntyy
pyOristysvirhettd, joka vaikuttaa suotimen Fourier-tason
ominaisuuksiin.

Joissakin tapauksissa voidaan suotimen suunnitteluvai-
heessa laskea suotimen taajuusvaste eri kertoimien esi-
tystarkkuuksilla ja sitten valita ndistd lyhyin, joka vield
tdyttdd suotimelle asetetut vaatimukset.

Kvantisoidut kertoimet voidaan esittdd muodossa
he[n] = h[n)+e€[n], n=0,1,..., Ny, (11.13)

missi e[n] kvantisoinnissa kertoimeen h[n] syntynyt virhe.
Taajuustasossa

H,y(e) = H(e) + E(e*) (11.14)

missd E(e“) on kvantisointivirheen Fourier-muunnos. Vir-
heen voidaan siis tulkita edustavan ylim#diriista suodin-
ta, joka on kytketty alkuperiisen, suunnitelun suotimen,
rinnalle.

Virheen suuruutta approksimoidaan tyypillisesti kaavoil-
la
|E(e/)| = N275

|E(e’)| =2-B,/N/3 , (11.15)
|E(e?)] = 278 /Nog, N3

missd B on kertoimien esittdmiseen kiytettyjen bittien
médrd ja N on suotimen pituus. Esitetyistd lausekkeis-
ta ensimméinen antaa absoluuttisen yldrajan virheelle,
ja on kiytdnndssé ylipessimistinen. Kaksi muuta arvioita
perustuvat virheen tilastollisiin ominaisuuksiin.

Kertoimien kvantisointi vaikuttaa eniten pddstékaistan
rippelin maksimiarvoon ja estokaistan suurimpaan saa-
vutettavissa olevaan vaimennukseen. Suotimien suunnit-
teluvaiheessa kertoimien kvantisointivirheiden aiheutta-
mia vaikutuksia voidaan minimoida kiyttdmalld jotain
optimointimenetelm&d, jolla haetaan paras mahdollinen
ratkaisu.
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Pyoristysvirheet

Tyypillisesti prosessoinnissa kiytetddn 12 bittid signaalin
esittAmiseen ja 16 bittid kertoimien esittdmiseen. Jokai-
sen kertolaskun jalkeen kertoimien tulo h[k]z[n — k] sisél-
tdd enemmin bittejd kuin tulon tekijit (12 ja 16 bittisten
lukujen tulossa on 28 bittid). Niitd tuloja joudutaan pyo-
ristdm&dn 16 bittiin muistiin tallennusta varten ja viela
12 bittiin DA-muunnosta varten. Nditd muunnosten vir-
heitd kutsutaan pyoristysvirheiksi.

Pyéristysvirheiden vaikutus voidaan minimoida esittamal-
14 kaikkien laskujen tulokset riittdvilla tarkkuudella ja
tekemilld pydristys vasta signaaliin y[n)].

Ylivuotovirheet

Ylivuotovirhe syntyy, kun kahden luvun summa tai tulo
ylittdd kiytettdvissd olevan lukualueen. (Esim. 8 bitilld
voidaan esittdd luvut 0 — 255, ja jos laskettaan yhteen
150 + 150, syntyy ylivuototilanne.)

Ylivuotovirheiden vélttdmiseksi voidaan suotimen kertoi-
met ja/tai signaalit normeerata/skaalata. Signaalinin skaa-
laus parantaa lisdksi signaali-kohina-suhdetta.

12 IIR-suotimien suunnittelu

IIR-suodin voidaan aikatasossa esittdi rekursiivisend dif-
ferenssiyhtdlond

(=] N M
y[n] = Z hlklz[n — k] = Z apz[n — k] — Z bry[n—k],
k=0 k=1

k=0
(12.1)

missd h[n] on periaatteessa dédretdn kestoinen systeemin
impulssivaste ja kertoimet a; ja b, méaérittelevit suoti-
men. Suotimen siirtofunktio voidaan esittdd z-muunnoksen
avulla muodossa

gtz 4. +anz"V

H(Z) - 14+biz= 4., +byz—M

(12.2)

IIR-suotimien suunnitelu voidaan ndhda suotimen kertoi-
mien ay, ja by ratkaisuongelmana, jossa ratkaisua rajoit-
tavat suotimelle asetetut vaatimukset.

ITR-suotimissa on takaisinkytkentdé, ts. alemmat ulostu-
loarvot vaikuttavat uusiin ulostuloarvoihin. Tdm4 takai-
sinkytkentd ja sen kiyton joustavuus on IIR-suodinten
suurin etu verrattuna FIR-suotimiin.
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IIR-suotimien toteutuksessa tarvitaan vihemmaén kertoi-
mia kuin FIR-suotimen toteutuksessa, joten IIR-suodin
soveltuu erityisen hyvin jyrkkien ja kapeakaistaisten suo-
dinten toteukseen.

IIR-suotimien suunnittelu on vaikeampaa kuin FIR-suo-
timien, koska suotimen stabiilisuus ei ole taattu.

12.1 IIR-suotimen suunnittelun vaiheet

Suotimen suunnitteluun kuuluu luvussa 10.4 kuvatut vai-
heet: méiirittely, kertoimien laskeminen, toteutusmalli,
virheanalyysi ja toteutus.

12.1.1 IIR-suotimen méiirittely

Suotimen suunnitelua varten on a) selvitettdvi signaalin
luonne (signaalin lahteet, taajuus, I/O-liittym4 jne.), b)
médriteltdvd suotimen haluttu taajuusvaste, c) ratkais-
tava suotimen toteutustapa (ohjelmallisesti vaiko DSP-
prosessorilla) ja d) otettava huomioon muut mahdolliset
rajoitteet, kuten hinta.

Taajuusriippuvat suotimet kuvataan usein tavoiteltavien
raja-arvojen avulla, eli méaritelldén rippelit é, ja d5, seki
péadstd- ja estokaistojen siirtyméitaajuudet f, ja fs.

12.1.2 IIR-suotimen kertoimien laskutapoja

Tavallisesti IIR-suodin suunnitellaan kahdessa vaiheessa:
ensin ’suunnitellaan’ analoginen suodin esim. Laplace-
tasossa ja muunnetaan se sitten digitaaliseksi IIR-suo-
timeksi.

Yksinkertaisen suotimien suunnitteluun voidaan kiyttda
myGs napojen ja nollien sijoittamiseen z-tasoon perustu-
vaa menetelméaa.

Napa-nolla-menetelméi

Nolla z-tasossa tuottaa taajuusvasteeseen nollan kysei-
seen kohtaan ja napa puolestaan tarkoittaa piikkid suo-
timen taajuusvasteessa. Mitd ldhempédnd navat ja nollat
ovat yksikkdympyrin keh#i, sitd suurempi on niiden vai-
kutus.

106



Sijoittamalla sopivasti napoja ja nollia z-tasoon voidaan
suunnitella yksinkertaisia ali- yli- ja kaistanp&istdsuoti-
mia. Tédssd menettelyssd on tarkedd muistaa, ettd jos suo-
timen kertoimet halutaan pitda reaalisina, niin t4lléin na-
pojen ja nollien on joko oltava reaalisia tai niiden pitdd
esiintyd kompleksikonjugaattipareina.

12.2 Analogiasuotimien muuntaminen di-
gitaalisiksi

Kirjallisuudesta loytyy hyvin paljon eri tarkoituksiin suun-
niteltuja analogisia suotimia, joten niiti on jarkevdd hyo-

dyntdd digitaalisten suotimien suunnittelussa.

Suotimien muuntamiseen analogisista digitaalisiksi on ke-

hitetty muutamia menetelmii, kuten impulssi-riipumaton
menetelmi ja bilineaarien menetelma.

12.2.1 Impulssiriippumaton menetelmi

Menetelmissd lidhdetéddn liikkeelle Laplace-tasossa suun-
nitellusta suotimesta H(s). Ensin ratkaistaan suotimen
impulssivaste h(t), josta sitten otetaan néytteitd, jolloin
saadaan h{n] = h(nT"). Suotimen digitaalinen siirtofunk-
tio H(z) saadaan sitten h[n]:std z-muunnoksella.

Laplace-tason ja z-tason vilille voidaan johtaa yhteys

C C

- .
s—p 1—erT2-1

(12.3)

Jos H(s) sisdltda korkeamman asteen termejé, niin tal-
16in H(s) hajotettava osamurtokehitelmén avulla ensim-
miisen asteen termeiksi, jotta yhtdlod (12.3) voidaan so-
veltaa.

Impulssiriippumatonta menetelmid kiytettdessd nidyte-
taajuuden on oltava riittdvin suuri, jotta valtytdin alia-
sing-ilmi6ltd. Impulssiriippumatonta menetelméé voidaan
kiayttad alipadstosuodinten muuntamisiin digitaalisiksi, mut-
ta menetelmi ei sovellu kaistanp#dsto- tai ylipddstosuo-
timien muuntamiseen ilman anti-aliasing-suodinta.
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12.2.2 Bilineaarinen z-muunnos

Bilineaarisessa muunnoksessa Laplace-taso kuvataan z-
tasoksi sijoituksella

s= 2t (12.4)
T z41 ’
Analogisen w' ja digitaalisen taajuuden w vilille saadaan

yhtélosts (12.4) sijoituksilla z = €7 ja s = jw' yhteys

w' = tan (WTT> . (12.5)

Yht&lo on pienilld taajuuksilla lineaarinen, mutta suuril-
la taajuuksilla digitaalisen suotimen taajuusvaste viiris-
tyy, esim. kaistanpdistdsuodin kapenee. Ongelmaa voi-
daan korjata Laplace-tasossa korvaamalla s muuttujalla
s/w', missd rajataajuus w’ on ratkaistu yhtilosts (12.5)
kiiyttden digitaalisena taajuutena w suotimelle tavoitteek-
si asetettua rajataajuutta.

Edelld kuvattu menettely toimii ainoastaan analogisten
alipddstésuotimien muuntamisessa digitaalisiksi. Mikali
halutaan suunnitella digitaalisia ylipddsté- tai kaistan-
pddsto- tai kaistanestosuotimia, voidaan kiyttdd jotain
seuraavista menetelmista:

1. Digitaalisen suotimen méérittelyjen perusteella va-
litaan sopiva analoginen alipdédstésuodin. Sopivalla
analogisella muunnoksella alipdéstdsuodin muutetaan
haluttuun muotoon. Analogisesta suotimesta voidaan
tehdd digitaalinen bilineaarisella muunnoksella.

2. Sopivan analogisen suotimen valinnan jilkeen suoti-
men navat ja nollat kuvataan Laplace-tasossa halut-
tua suodinta vastaaviin paikkoihin. Ndmi haluttua
suodinta vastaavat navat ja nollat kuvataan z-tasoon
bilineaarisella muunnoksella, jonka jilkeen suotimen
slirtofunktio H(z) voidaan ratkaista napojen ja nol-
lien avulla.

3. Analogisesta suotimesta johdettu digitaalinen alipas-
tosuodin muunnetaan halutunlaiseksi sopivalla muun-
noksella (esim. kerroin (—1)" tekee suotimesta yli-
pddstosuotimen).
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Tarvittavat analogiset muunnokset on helpointa tehdd
Laplace-tasossa, jossa muunnoksissa voidaan kiyttdd si-
joituksia

s= alipddstosuodin
P
!
w esae o N o evar lae . .
s=-2 alipddstosuotimesta ylipddstosuotimeksi
s2+w2

s = —,t alipddstosuotimesta kaistanpédéstosuotimeksi

s = ;;I—;g alipiistosuotimesta kaistanestosuotimeksi ,
[

(12.6)

missd w, on alipdéstdsuotimen rajataajuus, wo = wjws

ja W = wy — wy. Taajuudet wy ja wy ovat kaistanesto- ja
kaistanpadstosuotimien rajataajuudet.

Muunnoksia tehtdessi alipddstdsuotimen navat ja nollat
sijoitetaan muunnosyhtiloissd vasemmalle puolelle, jol-

loin yht&l6std voidaan ratkaista muunnetun suotimen na-
vat ja nollat ratkaisemalla oikean puolen s.

Esim. kaistanpiistésuotimen navoille ja nollille saadaan
yhtdlo

Sok =

1
4w2 2
sip £ (sf,k - ﬁ/—g> } ) (12.7)

missé s; x:t ovat alipddstsuotimen navat ja nollat ja sp 5t
ovat kaistanpédistOsuotimen navat ja nollat.

Korkeamman asteen suotimien purkaminen ensimmaéisen
tal toisen asteen tekijoistd koostuviin osiin voidaan tehdd
joko Laplace-tasossa H(s):lle tai z-tasossa H(z):lle.

Napa- ja nolla-kompleksikonjugaattiparit voidaan yhdis-
td4 siirtofunktiossa toisen asteen termiksi:

Hi(e) = (omlmsia

Gzl (z=25.4)
— 1-{-a],-z_1-{-a2,'z'2
T l4brizT I boizT

, (12.8)

missd alaindeksi z viittaa nollakohtaan ja alaindeksi p
napaan. Koko siirtofunktio saadaan esitettyd tekijoiden
H;(z) tulona.
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12.3 IIR-suotimien esitysmuodot

Yhtalsiden (12.1) ja (12.2) mukaisille IIR-suotimille voi-
daan kiytt44 suoraa tai kanonista esitysmuotoa suotimen
ensimmaéisen tai toisen asteen lohkoille ja kaskadi tai rin-
nakkaista esitysmuotoa néiistd lohkoista kasatulle koko-
naiselle suotimelle.

Suorassa muodossa kaikilla termeilld on omat viiveloh-
konsa, kanonisessa muodossa kiytetddn yhteistd viiveloh-
koa sekd osoittajan ettd nimittdjan termeille.

Kanoninen muoto on suositumpi, koska siind pyoristys-
virheiden vaikutus on vihdisempi ja muistielementtejd
viiveitd varten tarvitaan vihemmaén. Kanonisen muodon
heikkoutena on herkkyys sisdiselle ylivuodolle, jonka vilt-
tamiseksi signaalit on skaalattava sopivasti.

Kaskadi-esityksessd suodin esitetddn N/2:na toisen as-
teen tekijan tulona:

H(z) = ]i,—[/z aok + a1xz” ! +agz7?] li,—/f Ni(2)
- pie 14 bygz=! + bopz—2 - pie Dk(z) ’

(12.9)

Jos N on pariton, niin yksi tulon tekij6istd on ensimmaéis-
td astetta.

Tulomuotoisen esityksen takia yhteen kaskadiin tulevat
osoittajan ja nimittdjan tekijit voidaan valita vapaasti,
vaihtoehtoja on [(N/2)!]%.

Parit {N;(z), Dr(z)} kannattaa valita s.e. N;(z):t nollat
ovat mahdollisimman ldhelld Dy (z):n napoja, jotta vilte-
tddn suuri amplitudivaste ko. napoihin liittyvélld taajuu-
della. Lisdksi se toisen asteen tekijd, jonka navat ovat 14-
himpini yksikkéympyridd, kannattaa sijoittaa viimeiseksi
kaskadissa.

12.4 Adrellisen sanapituuden vaikutusten
analysointi

Tarkeimmat virheldhteet IIR-suotimissa ovat
e AD-muunnoksen kvantisointikohina,
e kertoimien ay; ja by kvantisointivirheet,
e ylivuotovirheet,

e tulosten pyoéristysvirheet.
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Virheiden vaikutus riippuu kolmesta tekijdstd: 1) kiyte-
tystd sananpituudesta ja suotimen toteutukseen kiyte-
tystd aritmetiikasta, 2) kvantisointitavasta ja 3) suotimen
rakenteesta.

12.4.1 AD-muunnoksen kvantisointikohina

Kvantisointikohinan varianssi 0% = ¢*/12 = 2728/3,
missd ¢ on eri kvantisointitasojen erotus ja B on AD-
muunnoksessa kiytettyjen bittien maara.

Kvantisointikohina suotimen ulostulossa saadaan lasket-
tua kaavasta

oa=h YR (12.10)
k=0

Jos AD-muunnoksessa kiytetddn vihintdin 12 bittid, ei
kvantisointikohina en&d4 vaikuta suodattimen toimintaan.
(Poikkeuksena tosihifi, jossa on kiytettivd vdhintddn 16
bittii.)

12.4.2 Kertoimien esitystarkkuuden vaikutukset

Suotimen kertoimien pyGristiminen siirtdd suotimen na-
poja ja nollia z-tasossa ja vaikuttaa tdtd kautta suotimen
stabiilisuuteen taajuusvasteeseen.

Suotimen stabiilisuuden tarkastelu voidaan tehdi tutki-
malla toisen asteen lohkojen stabiilisuutta. Toisen asteen
lohkon navat ovat pisteissi

p=3 [—b1 + /b3 — 4b2] (12.11)
pr =} [~~~ ] '

Toisen asteen napoja on kolmea eri tyyppid: kompleksi-
konjugaattipari, kaksi reaalista erisuurta napaa ja toisen
asteen reaalinen napa. Niistd yleisin on kompleksikonju-
gaattipari, joka saadaan kun b? < 4bs.

Jotta suodin olisi stabiili, on sen kertoimien b; ja bs py-
syttdvd ehtojen 0 < be < 1 ja |by| < 1+ by rajaaman kol-
mion sisélld, kun kertoimet merkitddn (by, b2) koordinaa-
tistoon. Ehdoista ensimméinen saadaan siitd vaatimuk-
sesta, ettd suotimen napojen on pysyttyvi yksikkGympy-
rdn sislla.
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Vaikka suodin olisi stabiili tietylld kertoimien esitystark-
kuudella, voi sen taajuusvaste vield poiketa liikaa toivo-
tusta, joten kertoimien pyéristyksen vaikutus taajuusvas-
teeseen on tarkasteltava vield erikseen.

12.4.3 Ylivuotovirheet yhteenlaskuissa

Ylivuotovirheet voivat vaikuttaa eri tavoilla, esim. suur-
ten positiivisten lukujen yhteenlasku voi antaa tuloksek-
si suuren negatiivisen luvun, riippuen aritmetiikan toteu-
tuksesta. Takaisinkytkenn&n ansiosta ylivuotovirheet voi-
vat kasautua ITR-suotimissa.

Ylivuotojen vélttdmiseksi signaaleja joudutaan skaalaa-
maan, koska skaalaus kuitenkin heikentdi signali-kohina-
suhdetta, joudutaan skaalaustekijin valintaan kiinnitté-
méin erityistd huomioita.

Skaalauksessa sisddnmenosignaali jaetaan skaalaustekijil-
18 ja suotimen vahvistuksen siilyttdmiseksi kertoimet ay,
kerrotaan skaalaustekijilld. Kanoniselle perusrakenteelle
skaalaustekijin valintaan on kolme tapaa.

1. Skaalaustekijd lasketaan kanonisen muodon ensim-
maiisen summainen jilkeisen impulssivasteen itseisar-
vojen summana:

si=y_|f[k]} . (12.12)
k=0

2. Skaalaustekijind kdytetddn f[n]:n kakkosnormia:
1
o0 2
$1 = [Z f2[k]} : (12.13)
k=0

3. Skaalaustekijind kiytetddn impulssivasteen f[n] Fou-
rier-muunnoksen maksimiarvoa

s1 = max|F(e’)] . (12.14)

Suoran rakenteen skaalaaminen ei yleensd ole tarpeen.
Jos skaalaus tehddén, niin silloin kertoimet a4 jaetaan ja
ulostulo kerrotaan skaalaustekijalla.
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Kaskadirealisaatiossa skaalauksessa sisidnmenosignaali jae-
taan tekijalla s;, seuraavan lohkon sisddnmeno kerrotaan
tekijalld sy /sq, sitd seuraava tekijalld sq/sg, jne. Viimei-
sen lohkon sisdinmeno kerrotaan tekijilld sy_i/sy ja
ulostulo kerrotaan tekijilld sy.

Rinnakkaisrealisaatiossa jokainen lohko skaalataan erik-
seen jakamalla lohkojen sisddmenot tekijilld s; ja kerto-
malla vastaavan lohkon a;;, kertoimet s;:114.

12.4.4 Pydristysvirheet kertolaskuissa

Suotimen toteutuksessa signaalia kerrotaan suotimen te-
kijoilla ay ja by. Kertolaskujen tulokset joudutaan sitten
pyOristdmain kiiytettivissi olevaan esitystarkkuuteen, tis-
sd syntyvdi virhettd kutsutaan pyoristysvirheeksi. Virhe
huonontaa suotimen signaali-kohina-suhdetta.

Teho, jolla pyristyksen aiheuttama kohina vaikuttaa, saa-
daan kohinan varianssista g2 = ¢2/12. Suotimen toisen
asteen suorassa muodossa olevan lohkon ulostulossa esiin-
tyvd kohinan teho saadaan kaavasta

2

:
2 2 2 q 2
02 =02y + 0% = LIHEI +5IFEIF] , (1215)

missd F(z) =1/(1 + b1z~ + be272).

Kanonisessa muodossa vastaava kohina on
2
q
oy = 12 {3llls: H@)I> + U+ 1H@)IP} . (12.16)

Kaskadimuotoisen suotimen kokonaiskohina saadaan las-
kemalla yhteen eri lohkoissa syntyvéd kohina.

Rinnakkaismuotoisessa toteutuksessa kohinat summataan
ulostulossa yhteen; L:sti rinnakkaisesta lohkosta koostu-
van suotimen pyoristysvirheiden kokonaisvaikutus ulos-
tulossa on

L

0o = ‘11—; 2L +1 +3;sf||H(z)||2 . (12.17)
Virheanalyysi ja virheiden vaikutusten minimointi teh-
ddin suotimien suunnitteluohjelmistoilla. Pydristysvirhei-
den vilttdmiseksi suotimen kertoimet optimoidaan s.e.
virheiden vaikutus suotimen tietyilld taajuusalueilla mi-
nimoituu?.

2virheen spektrin muokkaus, ESS = Error Spectral Shaping
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