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Forord.

Teorin for de algebraiska funktioncrna kan anses ha crhdllit sin afstut-
ming genom Puiseux's bekanta afhandling Reclevches sur les fonctions
algébriques. Alla de satser, som kunna rviknas till sagde teori, finnas i
hufoudsak i denna afhandling, om de ock icke alltid dro uttalade med den
klarhet och bevisade med den stranghet, hvarpé man i vira dagar kan gira
ansprifk.

Uppgiften i forcliggande afhandling ér att med den Weicrstrassiska
Junktionstcorin sasom utgingspunkt gifva cn string framstilining af det
karakteristiska for de algebraiska funktionerna och att tillika genom
den anvindning, hvartill den Weicrstrassiska funktionsteorin derunder kom-
mer, bidraga il artt gora densamma mera kind hos oss.

Inledmngen utgor en framstilluing af grundbegreppen i den Weierstras-
siska funktionsteorin. [ denna framstillning kowuma till tals endast analyti-
ska funktioncr af en oberocnde variabel.  Densamma ir affattad i@ nirmaste
Ofverensstémmelse med cn del utaf den framstilbong af fteorin for de
analytiska funktioncrna, hvitken Professor Mittag-Le ffler gaf under sina
Sorelasningar lisedret 1878—79 vid hirvarande wniversitet. Firfattaren hop-
pas, att hans afhandling sirskilde skall linda dem till gagn, hvilka éro Jor-

trogne med dessa forclisningar.
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Ar

Jz—a| =R,
s& kan i allménhet nfgot bestémdt icke sigas om potensseriens kon-
vergens. Det gifves exempel pi potensserier, hvilka konvergera da
|#—a| =R, och pi potensserier, som icke konvergera d& |o—a|=R.

T stallet for benfimningen konvergensomrdde anvindes dfven ben#m-
ningen konvergenscirkel. Anledningen till denna bensmuning &r den, ath
de punkter, som med anviindning af Grauss’ metod att kombinera talen
med punkterna i ett plan motsvara talviirden inom konvergensomrddet,
Yigga dnom en cirkel, som har punkten a till medelpunkt och R till radie.
Qvantiteten R kallas &ter radie i konvergenscivkeln eller kortare konver-
gensradie for potensserien P(z | a).

Ar a, en punkt inom konvergenscirkeln for P(z|a), sh Adagalig-
ges genom en enkel betraktelse, att P(a|«) kan ombildas i en ny po-
tensserie P,(#|a,), som bdde konvergerar och &r lika, med P(z|a) &t-
minstone for alla vérden pd «, for hvilka

le—a|<B—|a—al,

d. v. s. tminstone for alla punkter inom en cirkel, som har «, till me-
delpunkt och inviéndight tangerar Tonvergenscivkeln for P(z|a). Det
sr emellertid icke blott timkbart utan ofta ocksd verkligen fallet, att
konvergensradien for den hirledda serien &r storre &n

’R X | 0, — a I7
och att siledes dess konvergensomride till en del faller utom konver-

gensomridet for den ursprungliga serien. 1 detta fall framstéller sig
till besvarande frigan: bestar likheten \

Pa|a) = P,(z|a,)

ifven for punkter inom den del af det gemensamma konvergensomradet
for P(x|a) och P,(z|a,), som icke sammanfaller med omridet

|z—a]|<BE—]a,—al,

utan ofverskjuter det samma? Denna friga besvaras jakande. Man be-
hofver nemligen om tvemne potensserier, som ha ett gemensamt kon-
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vergensomréde, blott veta, att det inom detta omrdde finnes en punkt,
sidan att i hvarje omgifning af densamma finnas oindligt manga vir-
den, for hvilka serierna ofverensstimma, for att kunna bevisa, att de
ofverensstdmma for hvarje punkt inom det gemensamma konvergens-
omrédet.

Det har redan anforts, att konvergensradien for P,(x|a,) 4r minst

B—|a,—al.
Det kan & andra sidan aldrig intriffa, att den vore stérre an

E+|a, —al.

Konvergensomradet for en potensserie, P(« |a), karakteriseras stidse
genom féljande vigtiga egenskap. Det finnes alltid p& griinsen af kon-
vergensomrédet dtminstone en punkt, a,, som utmirker sig derigenom,
att det icke finnes négon efter hela och positiva potenser af z—a,
fortskridande potensserie, hvilken skulle konvergera inom en viss om-
gifning af &, och ofverensstimma med P(x|a) inom det for bada ge-
mensamma konvergensomrddet. Det kan for vissa potensserier intriffa,
att alla punkter pd omkretsen af konvergenscirkeln ha den anforda
egenskapen. I detta fall kan ingen af de potensserier, i hvilka den
githa potensserien kan ombildas, ha ett konvergensomradde, som stric-
ker sig utofver konvergensomradet for den gifna,

Lat oss inom konvergensomréddet for P(z|a) taga en punkt a, och
ombilda P(z|a) uti P,(2|a). L&t oss sedan inom konvergensomrédet
for P, (v |a,) taga punkten «, och ombilda P, (¢|«,) uti P,(a |a,). L&t oss
fortgh pd detta sitt, i det vi, sedan vi erhallit en potensserie Py(z| ay)
inom konvergensomridet for densamma taga punkten av41 och ombilda
Py@|av) uti Py 1(e|av+1). Vi fd silunda en foljd af punkter

Gy Oy Gyy oo oe On,

och en foljd af héremot svarande potensserier

Pz|a), Pz

(g)y ==+ P"(‘UI(W)J

der hvarje efterfoljande erhallits genom ombildning af den nirmast fore-
géende. Det intriffar nu ofta, att punkterna a, ... an kunna viljas s8,
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att punkten . faller ntom konvergensomrédet for P(z|a), och att si-
ledes konvergensomridet for Pu(w|an) ligger till en del eller helt och
hallet utanfore konvergensomrddet for P(z|a). I detta fall ha vi ur
P(x|a) lyckats hirleda en potensserie, som har en fullt bestimd bety-
delse inom ett omvdde af #, for hvilket P(|a) icke &r definierad. —
Hurn nu ocksd punkterna a, --.- ¢» md vara valda, s siges hvar och
en af potensserierna P, .... P, vara en analytisk ombildmng af P(x| «).
Om konvergensomridet for P,(z]a,) delvis gir utdfver konvergensom-
ridet for P(z]a), s kallas P,(«¢|a,) och de analytiska ombildningarne
af densamma analytiska fortsdttwingar ubaf P(a|a).

Vi antaga att Pa(x|an) #r en analytisk fortsittning utef P(z|a),
och att Pn erhallits ur P genom formedling af potensserierna P, -..- Pa—1.
Ar det d& ocksd alltid mojligt att genom formedling af en foljd af
analytiska ombildningar utaf Pn(x]an) omvindt hirleda P(z|a) utur
Pa(z|an)? Det dr icke svirt att bevisa, att detta verkligen alltid &r
mojligt. Man adagaligger satsens riktighet forst for det fall, att punk-
terna @, ---- an alla ligga inom konvergensomradet fér P(z|a). Derefter
foljer sedan litt satsens riktighet for det allminna fallet.

Resultatet af de foreghende betraktelserna ér foljande. Om en po-
tensserie #r gifven, s ar deb i och med det samma ocksd fullt bestamds,
hvilka de potensserier &ro som genom ombildning kunna hérledas ur
den gifna, och ur en, hvilken som helst, af dessa potensserier kan den
gifna och alla de ofriga erhillas. Sammanfattningen af alla dessa po-
tensserier bildar ett i sig afslutadt helt, i hvilket man ifrén hvarje
element kan komma till alla ofriga.

Med en analytisk eller monogen funktion forstdr nu Weierstrass sam-
manfattningen af alla de vérden, som potensserien P(w|a) och dess
analytiska fortsittningar kunna erhélla genom att &t = tilldela vérden,
som falla inom de respektiva konvergensomridena, samt af de gréns-

viirden som bora adjungeras. — Vi skola snart forklara, hvad som for-
stis med ett grinsvirde som bor adjungeras till den analytiska funk-
tionen. — Potensserien P(x¢|a) och samtliga fortsittningar af den-

samma sigas vara element af den analytiska fupktionen.
Af hvad som i det foreglende framstilts foljer, ast cn analytisk funk-




tion dr fullt bestimd och skiljes ifrdn alla andra genom angifvandet wtaf ett
af dess element.

Om P(z|a) dr ett element af en analytisk funktion, s& ligger det
ingenting oténkbart deruti, att man kan uppstilla en foljd af punkter

Uy Gyy -+ - ln,
hvarest

an = «,

och en f6ljd af hiremot svarande potensserier
P |a), Pzla), - Po(x]|an),

der hvarje efterfoljande 4r en analytisk ombildning af den nirmast
foreghende, och der Pp icke ér lika med P. Det ér, med andra ord sagdt,
tinkbart, att mot samma virde & = a svara flere olika element af en
analytisk funktion., Detta dr i sjelfva verket fallet just med de analy-
tiska funktioner, som i det f8ljande skola studeras.

En ana;lytisk funktion siiges vara entydig, om det for hvarje virde
af @, for hvilket det ofverhufvud finnes ett element af funktionen, blott
finnes ett enda siidant. Svarar mot ett virde af & flere olika element,
sé siiges funktionen vara flertydig (odndligt flertydig).

Lat L vara en linie, som léper frén punkten « till punkten «, och
antag att

Ay +oo- Qn

aro punkter pa linien L samt

Pz |a), P (a

)y oo Pr(|an), Poy1(w|a)

potensserier, af hvilka hvarje efterfsljande &r en analytisk ombildning
af den narmast foregiende. Om nu punkterna @, .- an #ro s& valda,
att hela det stycke af linien I, som faller emellan tvenne p& hvaran-
dra foljande punkter ligger inom konvergensomrddet for Py(z|av), som
svarar mot den féregdende punkten, s& erhilles stidse i punkten o’
samma potensserie, hurn ock punkterna a, -.-. aa for 6frigt till antal och
lage m& véljas p& linien L. D4 det framdeles #r tal om att analytiskt
fortsiitta ett funktionselgment lings en viss linie, s forstds dermed all-
tid att fortsittandet sker p& det nu angifna sittet. Linien L siges vara
en entydig gren af den analytiska funktion, hvaraf Pz |a) &r ett element,
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Om man utgdr ifrfn potensserien P och fortsiitter den samma lings
en viss linie L, s& kan det hinda, ath konvergensradierna for de ana-
lytiska fortsittningarne af P obegrinsadt aftaga mot moll, ju mera man |
nirmar sig en viss punkt, @,, pd linien L. Genom fortsittning langs \
Linien I #r det d&% omojligh att erhlla en emot punkten a, gvarande
analytisk fortsittning af P, hvarmed dock icke #r sagdt, att man e]
lings nigon amman linie kan erhilla en emot a, svarande fortsittning
af P. Punkten @, siges vara ot gransstille. Om det intraffar, att dé
& nirmar sig «@,, virdena, y, af de analytisks fortsittningarne utaf P
obegrinsadt nirma sig viirdet y,, g4 siiges y, vara ett grdnsvirde. Griins-
virdet 1y, adjungeras till den analytiska funktionen endast i det fall,
att det finnes en efter hela och positiva potenser af & — &, och y — ¥,
fortskridande potensserie, G (z — @y, Y —1,), sddan att

G@—ay y—¥%)=0

for de ifrdgavarande virdena =, ¥.

Ar 2z, — oo s& bor med & —a, forstas %, och likas& bor med y — ¥,
WIgAR T
forstas z om ¥, = oo.

Lat |
P@|a), P(z|a), oo Pu(a| )

vara ett system af potensserier och a, en punkt inom det gemenswmma
onvergensomrddet for potensserierna, samt ombilda dessa uti de respek-

tiva potensserierna
-_P_(xl (1/1), 'Z—)l(x \ a’l)J P’”("’ | a1)'

14t &ter «, vara en punkt inom det gemensamma konvergensomridet

for dessa potensserior och forfar med systemet P, P,, -+ Py pé samma
sitt som med systemet P, P,, ... Pn, 0. 8. V. — Sammanfattningen af
alla de system af potensserier, som pa detba sitt kunna erhéllas ur systemet

P, P, .. P,

bildar ett i sig afslutadt helt, i hvilket man ur hvarje system af potens-
serier kan erhélla hvarje annat.
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Med det system af analytiska funktioner, som definieras genom systemet
af potensserierna
P(xla)7 P1(wla)7 P”(mla’)7
forstés sammanfattningen af alla de virdekombinationer

Yy Yoy - Yny
som kunna erhillas ur systemet
y="P@|a), y,=P(2|a), - - yn = Pu(z] a),

afvensom ur de system, som p# det nyss angifna sittet kunna hirledas
ur systemet )
P, P,....P,
Till systemet af de. analytiska funktionerna adjungeras snnu vissa gréns-
vdirden.
Lét oss fortsitta systemet

P, P, ....P,

lings en linie, som ldper ifrén punkten  till punkten #,, Om det d3
intriffar, att vi for hvarje punkt emellan @ och @, erhalla ett system af
potensserier, men att det icke &r mojligt att lings linien L erhalla ett
emot punkten x, svarande system af potensserier, sé siges punkten a,
vara ett gramsstdlle for vért system af amalytiska funktioner. Om virdena

Ys Yoy - Yn
af de analytiska fortsittningarne utaf
P, P, ... Py

obegrinsadt nirma sig de respektiva virdena
b by ietbn,

did x nérmar sig z,, s séges
b, b, bn

vara ett gramsvirde till systemet of de analytiska funktionerna. Dettba
grénsvarde bor adjungeras till systemet, om det finnes en efter hela
och positiva potenser af

T—a, Yy—0b, .y —bn
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fortskridande potensserie, G, sidan att
G@—ay y—b, e yo—bn) =0,
Om ndgot af vérdena a,, b, - bn t. €X. 2, &r = oo, 88 bér med » — &,
forstas l
17

Foljande sats kommer mycket ofta till anvindning i funktions-

teorin. Lat
G Yy Yoy Yn)
vara en for alla virden af ¢,v,, - - yn konvergerande potensserie och
P(e|@, P,@|a), - Pa@|q)
ott system af potenssericr, sddant att
G(P(a;|a), P1("”'Ia)7 qu(wltt)):O,

d3 « faller inom det gemensamma konvergensomrddet for P, P,, ... Pa.

D38 bestar denna likhet ocksé for Zwart och eft af de system af potensse-
rier, som p& det nyligen angifna sittet kan hérledas ur systemet

P, P, .... Py

eller, med andra ord sagdt, den bestdr for det system af analytiska
funktioner, som definieras genom systemet af potensserierna

P} P,, < Py,

Den bestar ocksd for systemets grénsvirden.

L&t oss taga i betraktande omrddet for ett system af tviinne obe-
grinsadt variabla storheter

Z, Y,

hvilket omradde utgor sammanfattningen af alla mojliga virdekombina-
tioner @, y. Med ett virde eller en punki inom detta omréido forstés ctt
bestamdt virdepar @, y. Med en analytish bild inom samma omréde for-
stds sammanfattningen af alla virdepar «, ¥, som kunna bildas af en
gifven analytisk funktions argumentvirden ') och motsvariga funktions-

1) Argument af en analytisk funktion == ett viirde af #; som faller inom konvergens-

cirkeln for ett element af den analytiska funktionen.




———

virden samt sammanhériga grinsstillen och grénsvirden som bora

adjungeras.

Motivet till uppstillandet af den i det féregiende anférda defini-
tionen pé ett grénsvirde, som bor adjungeras till en analytisk funktion,
ar bland annat att man dnskar uppritthilla satsen, att den analytiska
bild, som erhalles ur den analytiska funktionen, #r identiskt lika med
den analytiska bild, som erhflles ur den omvinda funktionen.
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1. Vi ha i det foreglende gifvit den allménna definitionen pé en
analytisk funktion, och vi k#nna derigenom de egenskaper, som &ro
gemensamma for alla analytiska funktioner. Det finnes emellertid ocksé
egenskaper, som #ro karakteristiska for en speciel analytisk funktion eller
for en speciel Elass af analytiska funktioner, si att denna funktion eller klass
af funktioner genom angifvande af dessa egenskaper skiljes ifrén alla
andra analytiska funktioner.

Frigar man t. ex., om det finnes ett funktionselement

Pz ] a) = ¢(),
som har egenskapen ath
w40\
9) - 9(0) = [@ (—i—)] )
o ; . UFv : 1] :
d& u och v, och saledes ocksd —g &ro argument, beligne inom kon-
vergensomridet fo6r o(z), s& lyder som bekant svaret, att denna egen-

skap tillkommer hvarje bestiéndigt konvergerande potensserie af formen
4. ec("'—“),

der A och ¢ #ro arbitrira konstanter, och endast en potensserie af denna
form.

Svaret pd den allménnare frégan, huruvida det finnes ett funk-
tionselement, ¢(z), som har egenskapen att

G(?(u), ¢), ¢ (u—t—v) ) =0,

der G ir en hel och rationel funktion af ¢(u), ¢(v), go(?i;j), lyder, att
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man icke blott vet att det finnes utan ocksd kan angifva alls de ana-
tiska funktioner, hvilkas element ha den anférda egenskapen. !)
Genom en differentialeqvation definieras jemvil i allméinhet en be-
stimd grupp af analytiska funktioner. Salunda definieras genom diffe-
rentialeqvationen
9'(2) = ¢. p()

alldeles samma grupp af funktioner som genom likheten
P(u) - 9(0) = {4’ (i—zﬂ)} -
Lat
Fla,g) = F@) + Fi@)y+ -+ Fu(a) g~

vara en hel rationel funktion af de bida variablerna z,y. Man kan
da fraga: finnes det ett funlitionselement,

P(z|a),
sidant att, om man sdtter
y= P(z|a),
likheten
Fla,9) =0

eger rum [or alla virden pd x tnom konvergensomridet for Pz |a)? Om ett
sédant element finnes, s& bestar likheten
Fla,y) =0
ocksd for alla analytiska fortsittningar utaf P, om sédana existera, ty
emedan den bestér for systemet af potensserierna
Fo:E; ""FmPv

st bestdr den ock for det system af analytiska funktioner, som definie-
nieras genom systemet af potensserierna

Fo;E; ""FMP'

1) Egenskapen tillkommer alltid och endast roten till en algebraisk likhet, hvars koef-
o7,
ficienter fdro antingen rationela funktioner eller rationela funktioner af ewpomentialen o
w = konst., eller dubbelperiodiska funktioner af rationel karakier.
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Antaget nu, att det verkligen alltid finnes en analytisk funktion, som
satisfierar en gifven algebraisk likhet emellan & och y, s& uppstir den
omvinda frigan: ha vi uti egenskapen att satisfiera en algebraisk likhet
traffat pd en egenskap, som dr karakteristisk for en bestdmd Ilass af analy-
tiska funktioner, d. v. s. finnes det andra egenskaper, som dro gemensamma
for alla analytiska funktioner, som satisfiera en algebraisk likhet, och hvilka
egenskaper dro of dew natur, att man om en analytisk funktion endast behof-
ver veta, att den har dessa egenskaper, for att omvdndt Tunna bevisa, att den
mdste satisfiera en algebraisk likhet? Var uppgift uti denna afhandling dr
att lemna ett jakande svar pd bada dessa frégor. Lyckas oss detta, s&
ha vi triffat pd en sluten klass af analytiska funktioner, och det &r d&
berdttigadt att beteckna denna klass af funktioner med det sirskilda
namnet algebraiska funktioner.

2. Vi méste naturligtvis forst bemoda oss om att erhilla ett svar
pé& den forsta frigan: om

1) Fazyy) =F (=) + F,@y+ -+ Fa(@)y» =0

ar en algebraisk likhet, finnes det d& ett funktionselement P (x| a), sé-
dant att likheten

F(z, Pz|a) =0

eger rum for alla virden pd 2 inom konvergensomrddet for P(x|a)?
Om ett sidant element finnes, s& bestir likheten (1), sisom redan vi-
sats, ocksé for alla analytiska fortsittningar utaf P. Vi uttrycka detta
kortare genom att siga, att likheten (1) satisfieras af den analytiska funk-
tion hvaraf P(x|a) dr ett element.

Funktionen F(z,y) siges vara divisibel med en annan hel och ra-
tionel funktion F(z,y), om det finnes en tredje hel och rationel funk-
tion F(x,y), sddan ath

};T(xa y) = E(xJ y)-Fz(x, 3/)

for alla vérden p& z och y. Uti den ena af funktionerna F, och F,
far harvid den ena af variablerna x och y eller bada tva saknas. Funk-

tionen F(wv,y) siges vara irredultibel, om den icke #r divisibel med n-
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gon annan hel och rationel funktion af z och y #n med en funktion
af formen ¢. F'(, y), der ¢ ér en konstant, samt med en konstant. Likheten

F(z,y) =0
siiges vara irredultibel, om detsamma &r fallet med dess venstra membrum.
Om F(z,y) later sonderdela sig i en produkt af hela rationela funk-
tioner
F(a,y) = F(2,y) Fy#,9) -+ Fu(@:y),
s& méste hvarje virdepar w,y, hvilket satisfierar ndgon af likheterna
F(z,y) =0, Fy(z,y) =0, ---- Fo(z,y) =0

ocksd satisfiera likheten
F(zy) =0,

och omwindt. Om séledes en analytisk funktion satisfierar nagon af
dessa likheter, si satisfierar den ocksd likheten

F(z,y)=0.

Att ocksd omwdndt hvarje analytisk funktion, som satisfierar den sista
likheten, méste satisfiera négon af de forra, inses pd foljande satt, Lat
P(x| a) vara ett element af funktionen. Det nédvindiga och tillrick-
liga vilkoret for att P(z|a) skall satisfiera likheten

F(z, P(x|a)) =0,

r, att om man utvecklar F(a, P(x|a)) efter potenser af z—a, koeffi-
cienterna for samtliga potenser af x —a dro noll. Skulle nu P(z|a)
icke satisfiera ndgon af likheterna

F(z, P(z|a) =0, Fyz, P(z|a) =0, F.(z, P(x|a)) =0,

sé skulle uti ingen af dessas utvecklingar efter potenser af #—a samt-
liga koefficienter kunna vara noll. D4 skulle icke heller produkten af
dessa utvecklingar, hvilken dock méste vara lika med utvecklingen for
F(z, P(x|a)), kunna vara identiskt noll, ty koefficienten for den term
i produkten, som erhalles genom att hopmultiplicera termerna af ligsta
grad i faktorerna, vore &tminstone icke noll. — P(z|a) méste siledes
satisfiera ndgon af likheterna

F,=0, F,=0,.... F,, = 0.
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Af det sagda framgir, att vi, nir helst sddant & nodigt, kunna
anse att vira algebraiska likheter aro irreduktibla.

Vi ha forutsatt, att F ar af graden # i afseende & y och antaga
nu att F ar iireduktibel. Om vi &t = tilldela ett bestimds virde, s
antaga ocksé koefficienterna F, .... F, bestimda viirden, och det finnes
da i allménhet # olika virden pé y, for hvilka likheten (1) eger rum.
Det gifves, sdsom snart skall visas, blott ett dndligt antal virden pa «,
for hvilka det icke finmes # utan ett mindre antal olika virden af y
som satisfera likheten (1). For att nu erhilla ett syar pé& den uppka-
stade frigan, komma vi att undersoka, hurn dessa emot ett z syarande
virden af y forandras, d& vi &t = tilldela olika virden, sedan vi dock
dessforinnan bestimt de viirden af @, mot hvilka det icke svarar =
utan ett mindre antal olika virden pd y. — Ar F(z,y) icke irredukti-
bel s& kan till och med mot hvarje virde pd x svara ett mindre antal
olika virden pd y an gradtalet for ¥ ubvisar. Detta dr t. ex. fallet med
likheten

[F (2, )= 0.

Man kunde friga, om det icke ir en godtycklig inskvinkning att
antaga, att koefficienterna F,,.... Fj, uti likheten (1), hvilken vi fore-
satt oss att studera, dro hela rationela funktioner, och hvarfore vi icke
likasé gerna antagit, att de #ro blott rationela funktioner. Detta anta-
gande mmebdr dock @ sjelfva verket ingen vasendiliy inskrdnkning. Ty 18t

F@) = Fi@)y +- - 4 Fy@) g = 0

vara en likhet, hvars koefficienter iro rationela funktioner, och 1at F'(x)
vara minsta gemensamma dividenden till namnarena uti Ey(x), ... F(x).
Det ér dé uppenbart, att likheterna

Fyo) + Ey@)y+ -+ Fu) y = 0,
Fo) B,@) + Fo) E@) y 4 - + Fu(w) Fla) y» = 0,
om man undantager de virden pi z for hvilka T (#) = 0, satisfieras af
alldeles samma virdepar a, ¥, och att om det finnes en analytisk funk-
tion, som satisfierar den cna af dessa likheter, samma funktion ockss

satisfierar den andra likheten. Man kan derfore imskrinka sig till att
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undersoka den senare likheten, hvars koefficienter #ro hela ratio-

nela funktioner. Genom en enkel division med F{ () kan man for of-
righ alltid dtergd till den ferra likheten. Genom att studera likheterna
af’ det senare slaget underscka vi sdledes i sjelfva verket ocks§ likhe-
terna af det forra slaget.

Svaret p& fragan, hvarfore vi icke tillita koefficienterna F., .... F,
uti likheten (1) att vara andra analytiska funktioner &n hela ratio-
nela funktioner, t. ex. funktioner af rationel karakter, kan deremot gif-
vas forst senare, di vi visa, att de algebraiska likheter, hvilkas koeffi-
cienter #ro rationela funktioner af z, satisfieras af en sluten klass ana-
lytiska funktioner med utpraglade karakteristiska egenskaper, som en-
dast tillkomma denna klass. Dermed #r d& det berittigade uti vért
antagande ddagalagdt. De foljande undersckningarne skola emellertid
foras pd ett sadant siitt, att ocksd vissa egenskaper hos algebraiska lik-
heter, hvilkas koefficienter 4ro andra analytiska funktioner, komma att
antydas.

8. Det giller nu att soka finna alla de virden p& z, mot hvilka
det icke svarar » utan ett mindre antal olika virden pd y, hvilka satis-
fiera likheten

(1) F(JJ;?/):FO(x)—f—E({c)y-l_...._{__F(x)yn:O,

hvars koefficienter #ro hLela rationela funktioner af z, och hvilken an-
tages vara wvedulitibel. Vi skola finna, att dessa virden pd z kunna
bestimmas s till vida, até man kan bilds en hel och rationel funktion af x
med bestamda talkoefficienter, den md heta H(z), sidan att lilheten
Hz)=20
har &l vitter alle de ifrdgavarande viirdena pé z och endast dessa vérden.
Dermed dr di ocksd bevisadt, att det finnes blott ctt cndligt antal virden af
@, som icke motsvaras of n utan of ctt mindre antal olika véiirden Ppa Y.
Hvarje hel rationel funktion

) D) =a,+a,z+ .. ta,
kan alltid och blott p& ett sitt bringas under produktformen
(3) P2) =tz —2,) (2 —2,) -+ (2 — 2u).
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Ar a ett visst virde och finnes ibland 2, ---- 2, v men icke flere viirden,
som #ro lika med «, s& siges virdet a vara ett nollstille af ordningen
v till funktionen ®(2), och likheten

D(2) = 0

siiges ha v rotter, som &ro lika med a. — Ar funktionen ®(s) gifven
under formen (2), s& kan man icke omedelbart se, om likheten

P(z) =0

har lika rotter eller ej. Det giller nu emellertid att afgora detta och
att finna de nodviindiga och tillrickliga vilkoren fér att denna likhet
skall ha lika rotter. For att genomféra denna undersdkning, méaste vi
gora en digression in p# algebrans omréde samt derifrdn lina ett par
erforderliga hjelpsatser.

Om man med hvarandra multiplicerar l

(.Z~— zl)) (3_22)1 (.Z— Zn);
s& erhélles
o —fmr—t L fn—2 (=1)7f,
hvarest
flzzi-l-zz.{_ ............ + 2,
=22, +22+ - aay, .

fs = 4,84, + PR + 1108 + Zn—2 Fn—1 &n,
fn=22, - &m

Hir ar fv lika med summan af alla de skilda produkter, som kunna
bildas genom att multiplicera ¢,,%,, ---- 2, v & v. Funktionerna

fu fz; fn)

som i algebran spela en vigtig rol, kallas elementira symmetriska funktio-
ner af 2,, 2,, ---- 2o. En hel rationel funktion!) af variablerna

21y Bay i @n

sdges vara symmetrisk i afseende & dessa variabler, om den icke éndrar

13 Samma definition uppstiilles pd hvarje symmetrisk funktion.

e =
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virde, di tvd omedelbart p4 hvarandra foljande af desamma byta plats
uti funktionen. Af denna definition foljer, att funktionen icke heller
indrar virde, om variablerna péd ett godtyckligt sétt permuteras

Att funktionerna

ol In
aro symmetriska, 4r litt att finna, ty &ro

f,’, fay e ok
de respektiva virden, som

fir oy fa

antaga, sedan man uti desamma pé ett visst godtyckligt sétt permute-

rat 2,, 2,, - 2y, 88 4r dock
(=)o () = i s (S = e (L

for alla virden pé #z och siledes
f1:f1’7 fzzlev fn: n’-
Anledningen till ben#mningen elementdra symmetriska funktioner dr
den, att man har {oljande vigliga sats V). Iharje symmetrisk, hel rationel
funktion af wn variabler kan alltid och blotl pd ett enda sditt uttryckas sdsom
en hel rationel funktion af de elementira symmetriska funktionerna wiaf samma
variabler; koefficienterna uti denna funktion #ro heltaliga linedra funk-
tioner utaf koefficienterna uti den gifna symmetriska funktionen. Detta
dr en af de satser, som vi méste lana ur algebran.
Om vi differentiera funktionen
(I)(Z):ao_l—aiz"i—az'gz_l_"' + ™
= an(z———z,) (Z—'gz) ;LRy (Z—Z',,)
g8 fas
D'(5) = an(e—2,) (8—58,) --+: (6—2y)
oy “n('g—zt) (Z'—zs) e (Z—Z,,)
iy

+ Cln(Z—Z’j) (Z—Zz) T - (Z.—'f;n—l)y

Se¢ t. ex. Lehrbuch der Analysis von Lipschitz, Erster Band, § 58.
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hvaraf ses att

(B 0 () B(2) - Be,) = 222 —2) (50—t -+ (4 2)
X (2,—2,) (8,—#,) <+~ (6:—2x)
S0 GUEAIC sl

X (n—2,) (tn—2) =+ (Yy—2n—1)

nn—l)_

= (=1) 2033 2[I(m —a )’—D

p<v P

Hiraf framgir omedelbart, att D och foljaktligen ockss H(z —a,)* dr

en symmetrisk, hel och ratiomel funktion af storheterna Bry Byy oo e
IT (:c —x )2 kan saledes sittas lika med en hel rationel funktlon ntaf
fu fz) fniy

och derfére ockss lika med en hel rationel funktion af

ct 2 e T )

A3 an e ant
alldenstund

fo=(— 1)““"(1"‘v y=1,2 ....n.
Beteckna vi denna funktion med G (9"‘-;11, (%:27 z_"), s #r foljakt-

n n ¥
ligen
n(n—1)
D=(—1 2 g2 q[%zt T2  G)
¢ @ (n

Den andra for oss erforderliga algebraiska satsen lyder!), att D,
som kallas diskriminant till funktionen ®(2) och till likheten B(e) =0,
fr en Jel rationel funktion i afseende & samtliga koefficienter uti ®(z):

D = H,(a,, a,, -+ az),
hvilket icke omedelbart framgér ur den sista likheten.

') Noggrannare uttryckt &r diskriminanten en hel heltaliz homogen funktion af
Qgy+- an samt af dimensionen 2, 2.
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Af uttrycket (4) for diskriminanten framgar utan vidare, att den-
samma forsvinner olltid och endast, dd tvd eller flere af rotterna Gl likheten

®(z) =0
daro lika med hvarandra. TUti likheten
H,(a,,a, - a)=0
ha vi séledes det nodvindiga och tillrickliga vilkoret for att likheten
P(2) =0

skall ha lika rotter. Man kan foljaktligen, dfven om ®(z) icke ér gif-
ven under produktformen, afgéra om ®(z) har ndgot nollstille af hogre
ordning &n eil. ')

Vi dtergd nu till vér irreduktibla likhet (1). Om vi &t « tilldela
ett bestimdt virde, s afgor uttrycket '

-H:(Fo(x)7 F1(x)1 2L El(x))7

om likheten (1) for detta virde pa « har lika rotter, eller om samtliga
n rotter dro olika. De virden w, for hvilka

‘Hi(FO(x)) E(x>7 i El(w)) = O;

motsvaras icke af » utan af ett mindre antal olika virden pd y. De
viarden &ter af z, for hvilka denna likhet icke bestdr, motsvaras af n
sig emellan olika virden p& y. Allf detta giller dock endast sdlinge

1y Af det, som blifvit framstildt anglende diskriminanten, framgir emellertid icke,
hurn densamma hir bildas af koefficienterna ag, ---- an. Ett nirmare ingdende hiirpd ligger
utom planen for detta arbete. Det md endast anforas, att diskriminanten kan beriknas ge-
nom likheten
a, 2a, 3a,

a, 2a, 3a,

-

==

e
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friga 4r om sidana virden z, for hvilka F,

(#) icke forsvinner. Ty for-
utséttningen

[an | >0

lag till grund fér den foregiende diskussionen af diskriminanten, och
endast s& linge

| Ex) | >0

veta vi siledes med sikerhet, att diskriminantens férsvinnande 4r det
nodvdndiga och tillvdickliga vilkoret for existensen af lika, rotter. Det er-
fordras en skild diskussion fsr att afgora,

huru diskriminanten i detta
afseende forhaller sig for de virden Iy

som sutisfiera likheten
F,(z)=0.
Om likheterna,
F, =0, H'=0
bestd for ett och samma virde #, si 4r redan den forsta af dessa lik-
heter i och for sig ett tillrickligt vilkor for att vér likhet 1) for detta
virde 2 skall ha mindre #n n olika rétter Diskriminantens forevin-

nande ar siledes i hvarje fall ett tillrdickligt vilkor. Deremot 4r det icke
ett nodvdndigt vilkor, da friga dr om sidana virden @ for hvilka

Fy(z) =0,

Ty &fven om diskriminanten icke forsvinner for ett sidant virde x, s§

har likheten (1) dock icke utan hogst # — 1 olika rotter. Af det
sagda framgdr, att likheterna

F,=0, H =0
till samman, eller likheten
F,-H,= Hz) =0

ensam i hvarje fall ir nog for. att angifva alla de virden . for hvilka
likheten (1) har mindre #n » olika rétter. Emedan likheten

H{z)=0

™

fi
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kan ega rum blott for ett 4ndligt antal punkter z, s& existerar det blott
ett dndligt antal punkter 2, mot hvilka det icke svarar = utan ett min-
dre antal olika virden pd y. Denna sista slutledning dr emellertid rik-
tig endast om det #4r sikert, att diskriminanten H, icke férsvinner iden-
tiskt.  Om diskriminanten férsvinner for ett virde, z,, s& finnes det
(formel (4)) ett virde y,, for hvilket
F(x,, y) och (6—1;—(;(;’—@)
D]

bada forsvinna, och d& #dro béda divisibla med en och samma hela ra-
tionela funktion af y. Vore nu diskriminanten identiskt noll, s& skulle
en nirmare undersokning, hvilken hir méste forbigés, gifva vid handen,

att F(z,y) och a—F;;lj{) méste ha en gemensam divisor. Men d& vore

F(z, y) tvirt emot antatagandet icke irreduktibel. Diskriminanten kan
sdledes icke forsvinna identiskt, om F'(z, 9) #r irreduktibel.
Resultatet af de foregdende betraktelserna ér nu foljande. Om

F(z,y) =0

d@r en irreduktibel likhet of graden n ¢ afseende d y, sd svara emot hvarje
virde @ ¢ allmdnhet n skilda vdrden pd vy, hwilke satisfiera denna likhet. Det
finnes blott eft dndligt antal virden =, som motsvaras af ett mindre antal dn
n olike virden pd y. Alla och endast dessa virden « dro rotter till likheten

®) Fu@) - H(F(@), F@), - Fy()) =0,

der H, dr diskriminanten till F(zx,y). Emedan diskriminanten dr af dimen-
sionen 2n—2 1 afscende a K, .... F,, sd dr antalet af de i fraga varande véir -
dena z pa sin hijd

m(2n—1),

o

om m betyder gradtalet af F i afseende & x.

Skulle en eller flere af koefficienterna F,, ... I, uti likheten (1)
vara funktioner af rationel karakter, s& vore diskriminanten en rationel
funktion eller en funktion af rationel karakier, och i senare fallet &r
det mojligh att likheten (5) eger rum for oindligt ménga virden x, af
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hvilka dock inom hvarje #ndligt omréde endast kan finnas ett #ndligt
antal, sdvida icke diskriminanten identiskt forsvinner.

4. Sedan nu de vérden pd 2, mot hvilka det svarar ett mindre

antal &n » olika virden pé y, som satisfiera likheten
F(z,y) =0,
blifvit sé till vida bestdmda, att vi uppstéilt en likhet
H(z) = 0,

hvilken har till rotter alla och endast de i friga varande virdena z,
ofvergd vi till en undersokning af det beroende, som forefinnes emellan
rotterna till likheten

Fl,y)=0
och den variabla a.
Vir afsigt ar att bevisa foljande sats. Ldi
Fz, ) =0

vara en irreduktibel algebraisk Ukhet af graden w ¢ afseende d vy, a et god-
tyckligt vdrde pd x och
B, Bt B o

A
S

samitliga olika ritier till Likheten

Fa,9) =0,
och antag, att dessa ritter dro af de respektiva ordningarne

}Ll, PZ’ ................ Pv’
P‘1+P’z+ + P‘v:n-
Det svarar di emot hoarje positiv quawntitel, 8, huru liten den ock md vara,

en annan positiv pvantitet, p, sddan aft hvarje vdrde pd x, som uppfyller

wvilkoret

|z—a|<<p
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och icke sammanfaller med a, motsvaras af n skilda vdvrden pd y, hwilka
satisfiera likheten

F(o, ) =0
och kunna delas uti v grupper

(O (A R (U

bland hvilka gruppen (p) bestdr af p, skilda rotter, som alla uppfylla vilkoret
|y—bs | << 3§, s=1,9 ....v. 1)

Om vi klida denna sats i geometrisk form, si far den fsljande ly-
delse. Om man wie y-planet omkring hvar och en af punkterna

bn bz) e b

v

sdsom medelpunkter wppritar en civkel med en godtyckligt liten radie, 3, sé
kan wman devefter wii a-planet omkring punkten o sdsom medelpunkt upprita
en cirkel med en si liten vadie, p, att hvarje punkt, x, inom den sista cirleln
— punkten = a undantagen — motsvaras af

p, skilda punkter imom cirkeln (b)),

e n ” ” ” (b,),

s ” ” " n (bv)7

for hwilka lekheton
F(o,y) =0
eger rum.
Vi forutsitta for ett sgonblick, att satsen &r bevisad, och att 3 &r
taget s& litet att alla cirklarne i y-planet falla utom hvarandra. L&t

oss antaga att p, =1, och 14t oss med y, forstd en variabel storhet, som
uppfyller det dubbla vilkoret att satisfiera olikheten

Iy1—b1i< 4

1) For att denna sats skall vara fullt exakt hor i vissa fall en eller fleve af by by, - b

@ anses vara = oo, Vi Aterkomma hirtill senare.
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och likheten
F@,y) =0
for de virden pd «, som uppfylla vilkoret
o —a)<p.
Salunda definierad #r gy, inom omradet
e —al<p

en entydig och kontinuerlig funktion af 2. Detta anfora vi blott i for-
bigéende. Vi &terkomma hirtill senave.

Forr én vi skrida till beviset for den uttalade satsen, dr det no-
digt att faststilla foljande angfende den ordningsfsljd

Yiy Yoy » - Yay

uti hvilken vi taga rotterna till en algebraisk likhet

ao + aly"'— +ail?j7l:07la” ’>O

Till forst ma framhgllas, att uti vaden

Yiy Yoy e UYn

hvarje rot bor upptagas s ménga génger, som dess ordningstal angif-
ver. Hvad ordningsfcljden betriiffar, s& bestimmes den forst och frimst
derigenom, att de rotter, hvilkas absoluta belopp #ro mindre, foregs
dem, hvilkas absoluta belopp #ro storre. Ordningsfoljden emellan de
rotter, hvilka ha samma absoluta belopp, r, bestimmes ster derigenom,
att de bringas under formen

st
i (o 0=s<1
och sedan ordmas s, att de rotter, som motsvaras af ett mindre s, fo-
regé dem, som motsvaras af ett storre. Faststillandet af denna ord-
ningsfoljd erbjuder en viss fordel, d& koefficienterna «,, a,, ---. a, &ro
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forinderliga storheter, ty s& snart a,, a,, ---- a, f4 bestamda varden, si

har ocksd hvar och en af
Yi)Yay -+ Yn
sin fullt bestdmda betydelse.
Den i bérjan af denna § uttalade satsen &r latt adagalagd, sedan
foljande sats blifvit bevisad !).
Lt '
Po(?) + 0:@)y+ -+ + ¢a(2)4» =0

vara en algebraisk likhet, hvars koefficienter #ro potensserier, som fort-
skrida efter hela och positiva potenser af # — a och konvergera for en
viss omgifning af punkten a.?) L&t vidare

Goy Qgy «- -+ gy

vara de respektiva indliga viirden, som koefficienterna antaga for 2= a.
Man kan d& bevisa foljande satser.
Om
4%6=0,0=0 - Opy =00, | >0, mn,

sd finmes det en positiv quantitet, e, sddan att till hvarje positiv quantitet, 8,
som dr ‘mindre dn e, hor en positiv quantitet, p, of den beskaffenhet, att
hvarje virde pd x, som wppfyller vilkoret

O<|w—a,<9;

motsvaras af n ritter

Y1 Y2y - Yny
wland hvilka de m firsta,
Y1 Y2y -+ Ym,
uppfylla vilkoret
lyl<s<e

1) Vi anse oss béra nimna, att vi uti denna § haft till ledning Waierstrass’ forelisnin-
gar uti funktionsteori.
‘3) De foljande satserna gilla #fven -om man antager att koefficienterna dro blott

kontinnerliga funktioner.

4

LZH '_;-,::_‘5-__1_1-;-5:._.n_..-_._u-._*I.-.f—_-_ =
fesp RO Ll 3 !
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och de n—m ifriga

ym—|—1, ym-|-2, e Yn
vilkoret

[9]>e

Om dter
a,,_p+1:O, an—p+2:01 d,,:O, 'Qn—p|>07n—p;07

sd finnes det en positiv qrantitet, =,, sadan att £l hvarje positiv quantitet, 3,,
som dr storre dan e, hir en positiv qoantitet, p, aof den beskaffenhet, ait
hvarje virde pd @, som wppfyller vilkoret

O<|o—a|<yp,
motsvaras af n rotter

Yy Yoy «--- Yn s
tbland hvilka de p sista

Yn—p+1; Yn—p+49y - - Yn
uppfylla vilkoret
ly]>38,>¢,
och de n — p forsta vilkoret

ly| <e,.

Dessa satser bestd samtidigt, om de bida forutsgttningarne an-

ghende koefficienterna samtidigt sro uppfylda, i hvilket fall siledes
rotterna

Yir Yoy - Ym
uppfylla vilkoret

Y <¥<e<y,,
rotterna

Yn—p+1, Yn—py2, - Yu
vilkoret

Y] >8, >e,>e
samt rotterna

Ymt1y Ymy2; ©-  Yn—p
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88 snart

o<|z—a|<<p.

Vanligen uttalas dessa satser silunda, att man séger, att m rotter
blifva odndligt smd, d& « nirmar sig ett virde for hvilket de m forsta
koefficienterna forsvinna, samt att p rotter. blifva odndligt stora, di
nérmar sig ett virde for hvilket de p sista koefficienterna forsvinna.

Vi bevisa dessa satser silunda, att vi forst ddagaligga det forsta
pastéendet for det fall att

I Qn l >0
och sedan det andra for det fall att
|a,| >0.

Slutligen visas, att bédda satserna bestd, #ifven om man i forsta satsen
later vilkoret
I Ay I > 0
och i den andra vilkoret
(4> 0
falla,
Till en bérjan bevisas forsta satsen endast for det fall att

a4,=0|a,{>0, |an|>0.
Vi inskrénka forst och frémst omrédet for variabeln z till en sé
liten omgifning af punkten a, att fér detta omréde hvar och en af 6fre
grinserna till de respektiva storheterna

| 9@ [, [ 9@, -+ | 9a@) |

ar ott #ndligh tal, och att ¢,(z) icke forsvinner i ndgon punkt inom el-
ler pd grénsen af omradet.

A5 _‘.:J'“* AP T e

T
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Ur likheten

%o ()

Yo Ys oo Y = (_l)n ':F‘-'i("x")
foljer relationen

Po ()
()

1) F A=

?

hvaraf ses, att |y, | derigenom kan fis att forblifva mindre &n ett god-
tyckligt angifvet positivt tal, att man inskrinker « till en tillrickligt
liten omgifning af punkten a.

Om man ifrdn

Po(®) + ¢,(@)- ¥ + - - pu(@).yn
subtraherar
(Po(x) + "Pl(x)yi + b= + (Pﬂ(x)'!hn = O

och dividerar resultatet med Y —Y,, samt sitter

2) %@+%@@+w+%@w+wdwh+m-
+%@WHW¢“%+w~+%“ﬂ:%m+%@w+~~+%mmﬂzq

sd har denna likhet rétterna 1

Y2y Yss v Yne

Uti densamma #r Yy lika med summan af ¢, och en storhet, hvilken
blir o#ndligt liten samtidigt med y, och derfére ockss samtidigt med
Zz—a. 1 stod af relationen (1) och de gjorda forutsittningarne an-
géende koefficienterna o #r vidare, for det nyss angifna omrddet af z,
hvar och en af &fre grénserna till de respektiva storheterna,

' ‘x”:(x) ': ,"’fz(/v) ’7 i | Il‘*Pﬂ(w) ,

ett dndligt tal. Slutligen ses, att ¢, icke férsvinner for 2 — a, och att

$n icke forsvinner i nigon punkt inom eller P& grinsen af omridet
for z.

DI %o+ 9+ puyn = pn(y — Y)W —y2) - (41— yn).
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Emedan ¢, icke blir noll inom eller ps gransen af omradet for z,
och emedan hvar och en af 6fre grinserna till de respektiva storheterna

I ‘Pa(a’) ,’ l q’z(‘x) ,7 e ' "P"—l(x) I

dr andlig, sd 4r ocksd ofre grimsen, g, for |y | ott dndligt tal. 2)
Man bar fsljaktligen for hvarje virde, som tillhér omradet for

L‘(.-ar)

— ] . 1
Pal)

gn—ﬂ'

¢
¢

eller |y, |=

ly.lg"—22

(%)
o (:L‘)

och noll, s& kan man tydli-

1

- [
Ar nu e ett positivt tal emellan Z

gn—z

gen ytterligare inskrinka omridet for = till en si liten omgifning af
punkten a, att relationen

1

=

$y(2)
Pn(2)

eger rum for hela detta omriade. Ar d3 3 ett positivt tal, som #r min-

>e

dre #n ¢, s§ kan man faststilla ett s& litet positivt tal, p, att alla vir-
den p& z, som uppfylla vilkoret
[2—a|<p,

tillhéra det sistnamda omradet for z, och att for alla dessa virden pé
2 relationen

ly, f<<38

?) Ty &r 4 ett positivt tal, som icke #r mindre #n nigon af de resp. dfre grin-
serna till

[$als [2 ], bn—1],

samt 3 etf positivt tal, som dr mindre &n undre griinsen, «, till bp, 88 dr

n—1
[, + 4,y +""+‘~P'!?/n_ll§ [y

1 ! n—1
l¢1x|—l¢n—1;+'-"+"hy,,—_ll >yl (@—p)=>0
for alla y, som till sitt absoluta belopp iro si stora, att

lln——l
) i

G ERE T y EATN L Fepay

i
y

hvaraf foljer att ofre grinsen for |y, | dr indlig.

L

[T~ B S
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eger rum. D3 #r ockss
l?/n.]_z_'f/n——lli ilyzl> SJ
och hiarmed &r satsen i det speciela fallet
%=0, |0,]>0, [a,|>0

bevisad.

Nu skall densamma bevisas allmint i det fall att | @ | > 0. Detta
sker silunda, ath vi antaga satsen vara bevisad for hvarje likhet, hvars

m forsta koefficienter forsvinna for z — @, och pé denna grund &daga-

lagga dess giltighet for hvayje likhet, hvars m - 1 forsta koefficienter
blifva noll i punkten g.

Lat alltsa
P(@) + @@y + - 4 pu(@)yr =0
vara en likhet, f6r hvilken

a, = 0, =0, - a,=0, [@niy1] >0, |t ]| >0, m 4+ 1<mn.

Likasom nyss erhilla vi dfven nu relationen (1), hvaraf framgar, att y,
blir oéndligt liten samtidigt med z-—a. Vidare erhilles likheten (2),
hvars rotter aro y,, Ysy =+ Yu, och der bildningslagen for koefficien-

terna dr den i det foregdende anférda. P8 grund af denna bildnings-
lag &r

W@ =0, @) =0, (@) =0, | dga() | >0, | $u(a) | > 0.
Vi kunna siledes i stod af det gjorda antagandet framstalla ett posi-
tivt tal, e, sidant att om & ar ett positivt tal, som &r mindre #n e, der-
emot svarar ett sddant positivt tal p, att
19[S 18]S St [ <8<e<|gmpa = =0
for hvarje virde p& x, som uppfyller vilkoret,
|z —a|<p.

Uppenbarligen ar i och med detsamma ocksa

Ilyxl<a'
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Vi kunna foljaktligen anse satsen vara allmint bevisad i det fall att
| @n | > 0.
% Vi bevisa nu den andra af de uti det féregdende uttalade satserna
i det fall att | a,|>0. Vi vilja ett si litet positivt tal r, att

[ @) [ >0
for alla virden pd 2, som uppfylla vilkoret

le—al<<r,

och att « #r det enda ibland dessa virden p& z, for hvilket o,(x) for-
svinner. Det &r d& uppenbart, att de bidda likheterna

(Pn(x) "I— cp,(x )_7/ + ......... + (Pn(x)y" — 0’
@a(Z) F- Qu—r(@)e 4 ----- + @ (@)e» =0

for alla virden pé 2, som uppfylla vilkoret

O0<<fz—al<r,
ha » rotter, om hvarje rot réiknas s& ménga ginger som dess ordnings-
tal angifver. Tillika &r ingen af rotterna till dessa likheter noll. Om

. g " 1k

den senare likheten har roten z=z¢,, s har den forra roten y = = ty
2
v

sitt uti den férra y — zl’ s#, fé’nsi— (Pn+ @n—12, + -+ 4+ 9,2,7), hvilket
v Y
gr lika med noll, emedan z, antogs vara en rot till den senare likhe-
ten. Dessutom kan man bevisa, att ,e'i:y",’ betraktad sisom rot till den
Y

forra likheten, har samma ordningstal som 2,, betraktad sdsom rot till

den senare. Ty om man uti venstra membrum af den senare likheten

1 2
sitter & — %, s fas o (oo + @y + -« 4+ ¢.y"). DBringar man 8ter samma
venstra membrum forst under produktformen och siitter sedan deruti
1 -
= 2, = s fas

D" —Y)Y—Y) - (y—y™)
YUY Yy Y %

e

1

[P =SSl S
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hvarest y —y,’ forekommer lika ménga génger som faktor som z— gz,

uti produktformen for venstra membrum af den senare likheten. Eme-
dan de bada si erhillna uttrycken #ro lika med hvarandra for alla vir-

den pi y, sd #r det sista uttrycket, pé faktorn yl—” nér, just pruduktfor-

men fér venstra membrum af den forra likheten, och d& #r tydligen
vart pastdende bevisadt. .

Emedan de p forsta koefficienterna till den senare likheten for-
svinna fér # = a, men deremot icke den sista, s& finnes det ett positivt
tal, 61,' sddant att hvarje positivt tal, Bi’ som #r mindre 4n ;, motsva-

1 1 1

ras af ett sddant positivtltal, p, att relationerna
D 1 _1 < <
s Sla )<y < I <lfpga]S o 2| a]
1 1

ega rum for alla virden pd =z, som uppfylla vilkoret 0 < |z — a|<<p.
Aronu y,y,, ... Yn rOtterna till den forra likheten, tagne i den fast- 1

stilda ordningsfsljden, s &r tydligen 2, :y L och derfore
n—y-+1

|9nlZ - Z|Ynpr1 | >8, >, > |gnp = - 2|y, |

8 snart 0 <<|z— a|<<p. : . .Ii
Vi antaga nu att

8, =0; -+ —1=0, |an| >0, |ty _p|>0,80_p11=0,--- 4, =0, m<n—p<n,

och skola bevisa, att dfven i detta fall de m forsta af rotterna

Yoy Yoo+ Yn

blifva o#indligt sm& samtidigt med 2 —a. For att undersska likheten
(6) %(2) + 2@y + - - + em(@y" =0,
bilda vi likheten

@) %o(@) (1 + a£)" + ¢,(@)2 (1 4 ag)r=1+ -+ + pu(@)em = 0.




Ordnas venstra membrum efter potenser af 2, s& fis

(8) q“'(w) + .‘Pl(a’)‘z —I" i b + (P7,(x)z7' = 07
hvarest

bn = @a - Pr—1® - - o Pl

och i allménhet ¢, &r en homogen linedr funktion af ¢,, .-

stémma nu a sé, att
| 4a(@) | = | Guept® + -+ 4 e = [ >0,
och vilja ett sd litet positivt tal, », att
| ¢u(@) | >0, | gn(@) | >0

for alla virden pé , som uppfylla vilkoret

O<|z—al<<r

®y.

Vi be-

Emedan, s& snart detta vilkor ar uppfyldt, koefficienten i sista termen
hvarken af likheten (6) eller af likheten (8) forsvinner, sd har hvardera

likheten # rotter, sdvida hvarje rot riknas s& ménga ginger, som dess
ordningstal angifver. Man ser af (7), att likheten (8) icke kan ha ro-

ten 2 — —:-( for ndgot virde pd z, som uppfyller det anforda vilkoret.

Om likheten (8) for ett sddant virde pé « har roten # =4, si har den

2,
ursprungliga likheten (6) roten y — Ty
brum af (6)

ZV

Y= s ——
14 az,
sd fas

Ty sitt uti venstra mem-

T () (L ) @7 (L a1k o (a2,

hvilket p& grund af (7) dr lika med noll.
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For oss giller det nu dessutom att bevisa, att om z,, betraktad sisom
rot till likheten (8), har ett visst ordningstal, s& har den genom likheten
’ ZV

W 1+ oz,

definierade qvantiteten ¥/, betraktad sisom rot till (6), ocksid samma
ordningstal.

Om man uti venstra membrum af (8) eller hellre af (7) utfor sub-
stitutionen

=t 1]
z_l—ay’

88, fis
1
9) O—ayp (@0 @9+ -+ Guy).

Bringar man &ter venstra membrum af (8) forst under produktformen,
och sitter man sedan deruti

’

A e e e
Tl—ay T T —ay,”

v=12 .... %

s& f8s

10 Sb“(y —— y;) .............. (?/ — yn’)
{19) A=) T —wy) o (L= ay,)’

hvarest y — y, forekommer lika ménga ginger sésom faktor, som # — 2,
uti produktformen for venstra membrum af (8). D& nu (9) och (10)
méste vara lika med hvarandra for alla virden pd y, si &r (10), pd

faktorn (1—_1-0{—;”)“ néir, produktformen for venstra membrum af (6), och

harmed ér vart pastende bevisadt.
P& grund af bildningslagen for koefficienterna uti likheten (8) ar

%@ =0y - n—1(8) =0, | (@) | >0, | gm(@) | > O.

I stod af ett redan bevisadt fall blifva siledes de m forsta af rotterna
Byy &3y oo % ofindligh smd samtidigt med z— a, hvaremot de % — s

sista till sina absoluta belopp icke kunna sjunka under en viss fran
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2
noll skiljaktig positiv gvantitet. P4 grund af likheten y, = T-T-i&?
v

blifva d& ockss de m forsta af rétterna g, 4, ... ¢, till likheten (6)
oindligt smé samtidigt med »— @, men icke de n— m sista. Det ér
derfore tydligt, att det finnes ett sadant positivt tal, e, att hvarje po-
sitivt tal, 3, som 4r mindre &n ¢, motsvaras af ett positivt tal, p (<#),
af den beskaffenhet, att rétterna y,, y,, - -y, till likketen (6), tagne i
den en géng faststdlda ordningsfsljden, uppfylla vilkoren

2 Zlm [ <8<e<[Wnt1[Z - Z| bl
for hvarje virde pd «, som uppfyller vilkoret

O<|z—al|<<p.

Det aterstdr att bevisa, att under de gjorda forutsattningarne an-
gdende koefficienterna till likheten (6) de p sista af rotterna ¥, 4,, - ¥n
blifva odndligt stora samtidigt dermed, att 2 —a blir oindligt liten.
Emedan de féregéende fallen blifvit tillrackligt omsténdligt behandlade,
dr det uti forevarande fall nog, om vi blott antyda beviset. Man fast-
stiller det positiva talet r sd litet, att | ¢,(#) | >0, | ¢a(z) | > O for hvarje
virde pé x, som uppfyller vilkoret 0 << |z — a|<<r. Derefter betraktas
likheten

Ont tresz o g =0,

hvars rotter 2, 2, ---- 2, std 1 den relation till rotterna y,, y,, ---- ¢, af

den gifna likheten, att 2, :—1—-—, v=12 ....%, och hvars p forsta
Yn—v41

koefficienter forsvinna for z—a, hvaraf kan slutas, att 2,,2,, .. 2, blifva

odndligt sméa, och derfore g, _,4y, - -y, odndligt stora samtidigt der-
med, att # — ¢ blir oédndligt liten.

Hérmed anse vi de bdda uppstilda satserna vara bevisade. — For

oss dr det af vigt att observera, att desamma gilla #fven om g = oc,

hvilket icke betyder annat &n, att alla koefficienterna fortskrida efter

hela och positiva potenser af ; och konvergera for tillréckligh smé viir-

4

den pé }v’ d. v. s. for tillridckligt stora virden pa .

>~
n

p—
[
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‘I. y B

; Vi dtergd nu till vér irreduktibla algebraiska likhet F(z,)=0.
I'}_ : Om de p sista koefficienterna forsvinna for det andliga virdet v+ = a,
il sé veta vi p4 grund af det foregiende, att det finnes ett sadant posi-
5 tivt tal, g, att hvarje positivt tal, —%, som #r storre 4n 51, motsvaras af

i ett sddant positivt tal, p, att for hvarje virde pd #, som uppfyller vil-
koret O <<|@— a|<:p, alltid p rotter +ill vir likhet uppfylla vilkoret
ly| > ; >§, och de % — p &terstdende vilkoret Iy]<§. Tydligen kan

p tillika viljas s3, att alla rotterna &ro olika. — For ath at denna sats
gifva en lydelse, som i formelt afseende dfverensstémmer med lydelsen
af den sats som strax kommer till tals, siger man, att i forevarande fall
i oo f6r ¥ =« #r en rot med ordningstalet p och forstdr med y — co bra-

ket ; Dé uppfylla p rotter vilkoret

'l/——oo"~ 1-] ) €
|y _\y <8 <Te,
i och de # — p dterstende vilkoret
rll
l?x‘—c’o'—lg =g

, s& snart 0 <<|az —a|<<p.
Lét, for « = a, y= b vara en fndlig rot med ordningstalet p. Lat

oss utveckla venstra membrum af vir likhet efter potenser af y — b,
och 14t

(1’)0(‘2;) + ‘P:(?/_b) ‘l“ [EE + H’Jn(‘lj) (y_b)n =0

vara den s& erhillna likheten. Emedan, for 2 =aq, y = antogs vara en
rot med ordningstalet p, si inses latt, att ¢y(a) =0, ... $._4(@) =0,
[9,(@)|> 0. Det finnes saledes ett sidant positivt tal, e, att hvarje po-

sitivt tal, 3, som #r mindre 4in ¢, motsvaras af ett positivt tal, p, af
den beskaffenhet, att hvarje virde pé @, som uppfyller vilkoret

i 0<|z—al<p,

5 el
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motgvaras af p rotter (y -— b), som uppfylla vilkoret
ly—b|<d<e,
och af #— p rotter, som uppfylla vilkoret

ly —b|>e.

Talet p kan naturligtvis valjas si litet, att alla rotter &ro olika for
O<|z—0a|<p.

L4t oss inskrinks omradet for 2 utom en cirkel med radien p,
och lat oss undersoka, hurn rétterna till var likhet forhalla sig, dé o
tages allt storre och storre. Lét m vara gradtalet af likheten i af-

seende & z, och 13t oss skrifva densamma

F, F, s S
ﬁ—i—w—m?/'i‘ +x_my =0.
sy F, F, .
Emedan koetficienterna g kunna anses fortskrida efter hela och

m

positiva potenser af —2, s8 finna vi, att rotterna i omgifningen af punk-

ten & — oo forhalla sig alldeles sfsom i omgifningen af en punkt i
det andliga. Ar F, af graden m i afseende & s& blir icke nagon af
rotterna osindlig for # = oo, hvilket deremot é&r handelsen, om F, icke
ar af graden m.

Af allt det foregdende framgir, att vi kunna anse den sats vara
bevisad, hvilken uttalades i borjan af denna §.

5. Om var algebraiska likhet for virdet » =« har den enkla
indliga roten y = b, s& kunna vi pd grund af det foregiende i y-pla-
net omkring punkten b sisom medelpunkt upprita en cirkel med en
s8 liten radie, 8, och i a-planet omkring punkten ¢ sisom medelpunkt
on cirkel med en s& liten radie, p, att for hvarje virde pd #, som upp-
fyller vilkoret |z -—a|<Cp, var likhet satisfieras blott af ett enda virde
pé y, som uppfyller vilkoret |y —b|<<3. Den hérigenom inom omré-~
det |z —a| < p sdsom en entydig funktion definierade storheten y &r
tillika en kontinuerlig funktion inom samma omride. Vi g nu att

-

eSS
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bevisa, att funktionssambandet emellan » och z hér alltid &r sadant,
[ ' att detsamma kan atergifvas genom en potensserie, som fortskrider ef-
b

ter hela och positiva potenser af z—a och konvergerar for en viss
omgifning af punkten 4 V; skola harvid icke glomma det fall, da

1 1
¢ =oo och siledes z — g — =,
&

Vi lina ifrén  Weierstrass’ foreldsningar i funktionsteori foljande
allmianna sats och beviset for densamma,
Ldt

btoyt oy =0

vare. en algebraisk likhet, hvars koefficienter diro godtyckliga févénderkiga stor-

heter, som blott uppfylle foliande villor

Iro.  Koefficienten ¢, kan il sitt absoluty belopp icke blifvuw mindre dn ot
visst positivt tal C,>0.

2:0.  Koefficienterna Coy ~o- Gy Kumna HI sing absoluta belopp ke Dlifva
storre dn de resp. positiva konstanterna

T
‘ G 4%, 0

lwilka td vara godtycktigt valda.
Det fivmes dg ety positivt tal, p, sddant ait for alla virden pa c,, som upp-
fylla vilkoret | ¢, [ <p, och alla virden pdoc,c, oo, som uppfylla de nyss
i angifna vilkoren, en rot ] forestiende likhet han framstillas wunder formen
af en absolut konvergerande serie, hvars termer dro hela rationelg funktioner

Sétta vi o, = —2, v=20,2, ... n, s& kan vir likhet skrifvas
Y=+ a0y fay’ + ... 4+ aun
Koefficienterna (hyy Oy -~ @, kunna till sina absoluta belopp icke blifva

storre &n de resp. konstanterna

it il
i Grorm 05




of-
riss

1de

ett
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"

B+ 4’ + - + &y = ¢(y)
och bilda en odndlig serie af storheter
Yor Yuy o Yoy py oo
enligt en sddan lag, att
Y%$=0 . =2lth), - Yoy =0®), -
Sittes

by =0y + 9y ) + @ + 9o + e e
+ an(yr - ?/-;“—2-7/*)_.1 iz <o V\::i%

Yopr — I =¢@,) —o(W_) = @&, —yy_ )b,
Genom upprepad anvindning af denna likhet orhallas likheterna
Yo =Gor Yo =% = 0y Yo — Y = Gobibsy o Yy 1y — Uy = Goahy oo Oy
och, genom addition af dessa, likheten
Yoy = Gl b o - ).

Ur bildningslagen for storheterna y, framgir, att desamma éro hela
rationela funktioner af koefficienterna a,, a,, ---. a,. Beaktas detta och
betraktar man uttrycket for ¢,, si finner man, att ocksi samtliga stor-
heterna ¢, #ro hela rationela funktioner af koefficienterna Uyy Gpy -+ @

n,

Vi skola bevisa, att det finnes ett positivt tal, 8, sidant att den

oandliga serien

y’:ao(l"l—"h'{“ ’:U‘l“'{ﬂl’a%‘l‘"")

for alla virden pd a,, som till sina absoluta belopp &ro mindre #n 3,
och for alla virden pi a,, a,, ---- a,, som till sina absoluta belopp éro




40

02 03

mindre #n de resp. konstanterna =2, 23 .... Yn ar icke blott konvergent
P O ) 0) 0 ? g

utan tillika en rot till likheten
Y=y
T och med detsamma ar tydligen ockss vér forst uppstélda sats bevisad.
Vi forstd med ¢(y) den funktion som erhalles, om samtliga koef-

ficienter 1 ¢(y) ersittas med sina resp. absoluta belopp, och med
?_/oién""; (?1) "1;27 (y_o:O)

storheter, som med tillhjelp af o(y) dro bildade fullkomligt p& samma

sitt, som storheterna

Yor Yoy o5 Yuy oy oo

med tillhjelp af o(y). De ofverstreckade storheterna #ro tydligen de
resp. uttryck som erhdllas, om man uti de icke ofverstreckade storhe-
terna, betraktade sisom hela rationela funktioner af Uy gy ++- Oy, er-
séitter hvarje term med sitt absoluta belopp.
Foljaktligen ar
jyv'égwlq'vlélE 7V=1727""°c'
Ur likheten
g;v+1 = ?;v = (&v -—'gv_l)(lb_v

framgér att

?/v___1 é?/v:

ty man behofver endast antaga, att denna relation eger rum for v = m,
s& foljer genast, att den ock bestar for v — m 1.
Om man sdledes uti

"P—y == l @, | (.1;; _,_ :‘}v_l) + ¢ + Jan ‘ @/vn__l + .’l;vﬂ_Ey—v_l + why + ???:i)

i stillet for y,  skrifver y,, s& fis en storhet, som #r storre eller &t-

minstone icke mindre &n ¢,. Man har foljaktligen

|4 126,220, |9, + 8 a, g2 - - 0l a, |y~ = o(y,).




41

Lat nu e vara ett godtyckligt positivt egentligt brék, och framstall ett
positivt tal, 3, sddant att

73+ o) < +—

tor alla virden pa d,, d,, -+ - a4y, som till sina absoluta belopp #ro min-
dre #n de resp. konstanterna
1 1 4
1) 1) i
c,' C, C

1

Det kan d& bevisas, att serien

((v0(1+11')1—|—blﬁ + )

for alla virden pé& a,, hvilkas absoluta belopp dro mindre &n 3, och for
alla virden p& a,, a,, - @, som uppfylla de nyss angifna vilkoren, ar
icke blott konvergent utan ocksd en rot till likheten y = o(y).

Vi bevisa forst, att alla storheterna w, dro mindre &n &(1 -} 2), och

att alla storheterna ¢, &ro mindre Tydligen #r

1—47'
9, <31 +4-¢), y, =1, | <31 +e),

och

BP0 <FGU+ <1
Vi antaga, att vart pastéende ér bevisadt for

Yis Yy - ooy, och W, u T

och skola finna, att det d& och giller for

Yy Och L-{)v_|_1

och séledes #r allmingiltigt. Man har i sjelfva verket

Yopr =100 A 49 by 4 oo 4, )

=

<sli o+ (£ ) + =+ 9,

och

G TP ) <FO <3

..1_
o
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Ut serien 3" = q,(1 + ¢ 90, 4 o) dro siledes absoluta be-
loppen for termerna mindre #n de motsvariga termerna i den geome-
5 2
triska serien §(1 +¢—f— (l—j:) + ---:). Serien y' Hr siledes kon-
vergent. Densamma dr ocksi en rot till likheten i = o(y), ty emedan

Yoyr = ©(y.). sé ar
(‘P(.Uv) — Yy = (.l/¢ o .?/v_1) l.'Jw
och siledes
le@W) —y' | =] o) — 9y.) — & —u,) + (9, — Yo )by |
Sle@) — o) |-+ 1y —u, |-y, =Yy 1 G

Differenserna o(y') — ¢(y,), ¥ —4, ¥, —Yy, , aftaga till sina absoluta
belopp med vixande v under hvarje positivt tal, och samtidigt nirmar
sig ¢, en bestamd indlig grins. Bmedan siledes | o(y) — ¥ | dr mindre
4n Lvarje positivt tal, si #r densamma noll. Harmed anse vi ocksd
den i bérjan af denna § uttalade satsen vara bevisad ).

Af bildningslagen for storheterna 4, framgér, att termen ¢4, ... &,
uti serien y' icke innehaller q, upphojdt till ligre potens én v.

Lat oss nu antaga, att koefficienterna Coy Cyy - 0 Ut vAr likhet
4ro potensserier, som fortskrida efter hela och positiva potenser af
@—a. L&t oss vidare antaga, att ¢,— 0 men deremot e,| >0 for
@—=a. Vi kunna d& faststilla ett positivt tal, p, sé litet, att hvar och
en af de resp. ifre grinserna till '%" ‘\?: dr andlig, och att 1;_0
4r mindre &n den i det foreghende med § betecknade positiva qvanti-
teten for alla virden pi @, som uppfylla vilkoret |#—a|<<p. For
alla dessa virden p4 « #ro termerna i serien ¥, hvilka kunna utveck-

') Det inses litt, att samma bevismetod liter anviinda sig for att hirleda en mot-
svarig sats 1 den hindelse, att venstra membrum bestir af ett oindligt antal termer. DA
méiste blott den oiéindliga serien C,y2 + Cay® 4+ -7, der koefficienterna #ro de resp. ifre
grinserna till fe, [, |, |, ---, vara konvergent fér en viss omgifning af y=0. I den hin-
delse att ¢g,¢,,- dro potensserier kunna samma slutsatser dragas som strax idagaliggas

for det fall att termernas antal i venstra membrum iir indligt.
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lag efter hela och positiva potenser af  — g, till sina resp. absoluta
belopp mindre &n de motsvariga positiva termerna 1 en viss nyligen
anford geometrisk serie. Emedan serien y foljaktligen ar likformigt kon-
vergent for omradet |@ — a| < p, sb kan den for detta omrdde af & sam-
mandragas till en konvergerande potensserie, som fortskrider efter hela
och positiva potenser af z —a, och hvilken, insatt for y uti var likhet,
satisfierar densamma. — Koefficienterna uti denna potensserie éro enty-
digt bestémda storheter, af Lvilka hvar och en &r rationelt sammansatt af
ott andligh antal koefficienter uti ¢, ¢,y - - Cu- Ty emedan detta ir fallet med
utvecklingen af hvarje term uti ¥, och emedan termen ¢, .- &, icke
innehdller @ — ¢ upphojdt till lagre potens &n v, och da man séledes blott
ifran ett dndligt antal termer uti y' kan erhalla en viss potens af @ —a,
s& foljer hiraf omedelbart riktigheten af vart pastéende.

6. Vi kunna nu anse foljande sats vara bevisad. Om en alge-
braisk Likhet emellan z och y for « = a har den dndliga, enkla roten y =0,
sd finnes det alltid en konvergerande potensserie, som fortskyider efter hela
positive  potenser af x— a, och hoars konstanta term dr b, somt hvilken, in-
satt for y uti Likhelen, satisfierar densamng. N Ty for att inse detta, be-
hofver man i den nyss betraktade likheten blott tinka sig y — b skrif-
vet i stallet for 7.2) Det &r naturligt, att potensserien satisfierar likhe-
ten for alla @, som tillhora dess konvergensomride, hvilket kan stricka

sig utom omréddet |z —a|<p.?).

—

Foregdende sats gdller dfven om @ = oo, sawvida med x — oc forstas =.

B

Ty 1at m vara gradtalet af likheten i afseende & z, och’ utveckla ven-
stra. membrum efter potenser af y — b, samt dividera likheten med 2™,
hvarigenom samtliga koefficienter for y — b komma att fortskrida efter

hela och positiva potenser af % Att nu y = b dr en enkel rot till var

1 (. f. forsta stycket i foregiiende §. Satsen giiller naturlighvis dfven om likheten
for w— a tillika har, iindliga eller oiindliga, rotter med hégre ordningstal dn 1.

2) Se pag. 36.

3y C. [. Inledningen pag. 8.
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likhet for @ = o, vill saga, att y — b forekommer en ging sisom fak-
tor uti produktformen fsr den hela och rationela funktion af y, som
fis, om man i venstra membrum af den sist bildade likheten sitter

%: 0, eller, hvilket :r detsamma, att forsta termen uti denna likhet &r
noll, men deremot koefficienten for y—0b till sitt absoluta belopp storre

dn noll for { = 0. P& grund af den sats som i § b bevisats, kan man sile-

A

des -bilda en potensserie, som fortskrider efter hela och positiva poten-

ser af % och konvergerar for tillrackligt smé virden pa %, d. v, s till-
rickligt stora p& #, och hvilken satisfierar den sista och derfore ocksd
den ursprungliga likheten for alla virden p& w, for hvilka den kon-
vergerar,

Att den nu bildade potensserien dr den enda, hwars konstante term dr
lika med den enlele voten b, och hwilken for en wviss omgifing af punkten o
satisfierar odr likhet, f61jex deraf, att om tvinne eller flere sddana skulle
finnas, desamma, alldenstund b autogs vara en enkel rot, skulle mista
ofverensstdmma fér en viss omgifning af punkten «!) och sdledes, tvart
emot antagandet, vara identiska.

Om vi antaga, att vér algebraiska likhet #r irreduktibel, s& kan
likhetens diskriminant icke forsvinna identiskd, Hovarje dndligt viirde
v=, for hodket hoarken diskriminanten cller koefficienten Fo(a) for hégsta

potensen af y  forsvinner, motsvaras af n dndligu ritter b, b, - b, som
wla dro olika. Tyl hvarje sddwn punkt hir siledes n potensserier P,(z | a),
P(x|a), - . Pyx|a), hwilka for @ = a antaga de resp. vdrdena b, 0, .... b,

och af hvilka hoar och en inom sitt konvergensomrdde satisfierar Likheten. Om
likheten © en punkt, for lwilken diskriminanten eller V() fovsvinner, utom
mdjliga lika vétter ocksi har den dndliga enlila roten b, sa svarar ochse Mot

') P4 grund af forsta satsen i § 4. Man faststiller ¢ och 3§ s sma, att hvarje a,
som sutisfierar | s — e« | < wotsvaras af ett enda y, som uppiyller vilkoven | » — b =0
Fa,u)=0. Funnes det nu tvé potensserier med de anforda egenskaperna, si skulle man,
om nodigt vore, ytterligare kunna formingka p sd, att bada serierna for |#—a|<p ockss
skulle uppfylla bada dessa villzor, ete,

B B R e T s e
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en sddan punkt en potensserie, hvars konstanta term d&r b, och hvillsen, tnom
sitt konvergensomrdde satisfierar Uikheten. Har dter b ett higre ordningstal
in cft, si kunna vi icke sdga, om det finnes eller icke finnes en potensserie
P(x | a), hwars konstanta term ér b, och hvilken satisfierar likheten. Stundom
finnes en sidan peh stundom icke. ')

Nu framstilla sig till besvarande ett par intressanta frégor. Huru
langt stricker sig konvergensomrddet till en potensserie, P(ax| @), som satisfie-
rar vdr likhet?  Bestir det ndgot sumband emellon de potensserier, som mot-
svara en viss punkt @ ==a, och dem, som MoOtVara en wRNan punkt v = a'?
Aro de, som motsvara den enw punkten, analytiska fortsdittningar af dem,
som motsvara den andra?

Konvergensradien till en potensserie Pz | a), hoilken satisfierar var alge-
braiska likhet, hvilken antages vara irreduktibel, dr dtminstone lika med det
minsta blond de talvérden, som uttrycka de resp. ofstdnden ifrdn punkten o
#ll de punkter, i hwilka vare sig diskriminanten eller Loefficienten I (x) for-
svinner. 2)

L&t oss antaga, att konvergensradien, », vore mindre &n sagde
virde. L&t z, vara en punkt, hvilken som helst, pd grénsen af konver-
gensomridet till P(z|a). Lt P(z|a,), Pu@|z,), - P.(z |z, vara de n
skilda potensserier, som motsvara punkten z, Lét oss inom det ge-
mensamma konvergensomridet for Pz |a), P(z|a,), - Pu@|,) fixera
en punkt z/, som dock icke mé sammanfalla med a, om ocksd a skulle
ligga inom detta omréde, och 14t oss ombilda dessa potensserier uti de

@), -« Py(w|a). Emedan de kon-

stanta termerna P (' |a), -- - P,(2'| &) tydligen dro sig emellan olika?),

resp. potensserierna P|a), Pz

s& méste P(a’|2) vara lika med nigot af virdena P,(¢' | &), -+« Pu(a' [ 2),
ty annars skulle samtliga koefficienter uti vér likhet forsvinna for
# =, och venstra membrum vara divisibelt med » — ', Emedan det

1) De i detta stycke uttalade resultaten gilla tydligen ocksd om ¢ = co, sGvida lik-
hetens samtliga koefficienter tinkas dividerade med am.
2) Punkten a kan sjelf vara en sadan,

3) Ty vore t. ex. P,(« | ) = P,(x |+, sk vore P, (x| o) och P,a|») identiskt lika

emedan P, (x| ') dr en enkel rot, och derfore ocksd P,(w|2,) och P, (] xo)-
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icke kan finnas mer &n en potensserie, Pz |a") hvilken satisfierar var
likhet, och hvars konstanta term, ?(w’]z’), ar en enkel rot, s4 maste
P |z) vara identiskt lika med den af potensserierna Pxla), ...
P,(z|«), hvars konstanta term ocksd ar P« |a/). Harmed ha, vi be-
visat, att P(z|a) méste ofverensstimma med nagon af B pomb 2,
Py(z|x,) inom det gemensamma konvergensomridet for bada. Fme-
dan det s&ledes for hvarje punkt ps periferin af cirkeln (r) finnes en
potensserie, som Gfverensstammer med Plz|a) inom det for bada ge-
mensamma konvergensomridet, s& ir (#) icke den sanna konvergens-
cirkeln for P(x|a), utan dess konvergensradie har minst det virde som
nyss angafs.

Om @ = oo, sd konvergerar Pz

a) = P( 1) atwanstone for alla véirden
7

Pa x, som falla utom en cwrkel, hwillen dr uppritad omkring origo sdsom me-
delpunkt och med en radic, som dr lika med det storsta absoluta belopp, hvil-
et tillkommer nagot af de véirden, fir hilka vare stg diskrinvinanten eller
F(x) forsvinner.

Ay ; konvergensradien till P(/lz), betraktad sfsom potensserie af

-, och antager man, att » #r stérre #n sagde absoluta belopp, s& svara
¥

emot hvarje punkt, «, pi periferin af cirkeln (») » skilda Potensserier

Pyz|z), v=1,2,.... n, som satisfiers véar likhet. Emedan
<8 L
T—, == — & i =i
sé ses, att hvarje term uti Pox|), v=1,2....n, kan ubvecklas efter
hela och positiva potenser af i — % P& grund af den likformiga

kouvergensen kan derfsre ockss P

W@ | %,) sjelf utvecklas uti en po-

tensserie P,(;lc‘ji—), som fortskrider efter hela och positiva poten-
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rAr ser af e GEE och som for en viss omgifning af x = z, satisfierar var

o

5 1,5 y ; .
likhet. Betraktar man nu - sfsom oberoende variabel uti serierna
7

)e- (1IN ]
le-
o1

- 1 i $RELS : 1 : 2
v s§ dr — en punkt pd periferin af en cirkel (-}, som med origo séisom
& Ly i

& medelpunkt ar uppritad uti i—planet. Man bevisar nu likasom nyss'), att
& ,
1 3 - .
P(;) méste ofverensstimma med nigon af serierna P, inom det ge-
0 mensamma konvergensomradet for bédda. HEmedan detta eger rum, hurn
¢ 1 ! ; .
e ockséd — mi viljas pa cirkeln ( %) 88 ar } icke den sanna konvergens-
- o
w radien till P(%) 7 har, med andra ord sagdt, hidgst det virde som nyss
angafs.
£ Svaret p& den andra af de uppstilda frégorna innehdlles i fol-
jande sats.
a Omrddet [0r argumentet 81l en analytisk funktion, som satisfierar en al-

gebraisk Ulkhet, utgores af hela z-planet, och funktionen har blott eft dndligt
antal  gransstillen, hvilka dro inbegripna dland de vérden, for hwvilka vare
sig diskriminanten eller koefficienten F,(x) forsvinner. )

Vi kunna pd grund af § 2 anse, att likheten #r irreduktibel. Ar
P(z|a) ett element af funktionen, s& 4r det icke svart att finna, att
detsamma kan fortséttas lings hvarje linie, som icke gér genom nigon
af de niémda punkterna. Rigtigheten af detta péstdende foljer utan
svarighet deraf, att det for hvarje punkt pd periferin af konvergenscir-

1) Det bidrager till ofverensstiimmelsen med det foregdende, om ocksd koefficienterna

uti likheten utvecklas efter potemser af 1—1 sedan de dividerats med am,
& R

2) Vi utesluta tills vidare punkten @= oc ifrin vira betraktelser.
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keln till P(z|a), om man undantager de punkter i hvilka vare sig di-
skriminanten eller F,(z) forsvinner, finnes en potensserie, som ofverens-
stimmer med P(z|a) inom det for bada genensamma konvergensomré-
det, och hvilken foljaktligen &r en analytisk fortsittning af P(z|a).
Detta kunna vi anse oss ha bevisat, di det var friga om konvergens-
omradet till en potensserie, som satisfierar en algebraisk likhet. Om
de analytiska fortsattningarne giller sedan oupphorligen detsamma som
om P(z|a), — D& vi nu visat, att grénsstallena till funktionen &ro in-
begripna ibland de virden, for hvilka vare sig diskriminanten eller
F,(z) blir noll, s& &r dermed naturligtyis icke sagdt, att omvindt hvarje
sddant virde #r et gransstille till funktionen. Det intraffar verkligen
stundom, att en nollpunkt till diskriminanten icke #r ett grinsstille till
funktionen.

Om nu P,(z|a), Pa|d), ... Py(x|d’) dro de n skilda potensserier,
som vi knnna bilda for en puwikt o, hvari hvarken diskriminanten eller
F.(z) forsvinner, och om « #r en annan punkt, hvar som helst i a-
planet, samt P(z|a) en potensserie, som ocksé satisfierar var likhet, sé
méste Atminstone en af de férra serierna vara en analytisk fortsdttning
af Plz|a). Ty emedan det for punkten & finnes en fortsittning af
P(z| @), hvilken ocksd satisfierar likheten, s§ méste den konstanta ter-
men i denna fortséttning vara lika med den konstanta termen i en af
serierna P, P,,.... P,, och d& m&ste sjelfva serierna vara identiskt
lika, emedan denna konstanta term dr en enkel rot till likheten for

’
E=IC.

Det ar tdnkbart, att de konstanta termerna iro lika uti tvd eller
flere af de olika potensserier, som mojligen motsvara en punkt, hvari lik-
heten icke har n skilda #ndliga rotter. Att antalet af dessa olika po-
tensserier icke heller hir kan vara storre #n 7, inses, om man utaf
hvar och en af dem fér samma punkt inom deras gemensamma konver-
gensomrdde hérleder en ombildning. Ar denna punkt sa vald, att lik-
heten i densamma har # enkla rotter, s& kan ibland dessa ombildnin-
gar finnas hogst » sig emellan olika. Detta giller d& tydligen ocks#
om de ursprungliga serierna.

Vi kunna séledes hir anteckna foljande sats. En analytisk funktion,
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hvilken  satisfierar  en drreduktibel algebraisk likhet af graden n 7 afseende @
Y, @r pa sin hijd en n-tydig funktion. \)

Nu uppstdr fragan, dro alla de potensserier, som satisfiera en @rre-
duktibel algebraisk likhet, element af en och samma analytiska funktion, eller
kwnna de tillhira fleve skilda analytiska funktioner? Emedan hvarje sidan
potensserie & en analytisk fortsdttning af ndgon utaf de » skilda po-
tensserier, som motsvara en punkt, hvari hvarken diskriminanten eller
F(2) forsvinner?), si sammanfaller foregfende friga med den frigan,
huruvida alla de n serier, som motsvara en sidan punkt, genom fort-
sittning kunna hérledas ur en ibland dem.

I nérmast foljande § skola ndgra frigans besvarande forberedande
betraktelser anstillas, och en erforderlig sats (den Laurentska) harledas.

7. L&t P(z|a) vara ett element af en analytisk funktion, och 14t
oss betrakta 8enna inom ett visst omride, S, af @, hvilket utgor ett

enda kontinuum, och inom hvilket punkten ¢ antages ligga. Oaktadt
funktionen kanske #r mangtydig, si kan det intraffa, att det icke ér

mojligt att for négon punkt inom S erhélla mer in en fortsittning af

Pz | a), sdvida man vid fortsittandet icke fverskrider grinsen af omrddet S.
Ar z ett virde inom §, for hvilket man pé detta sitt kan erhdlla en
fortsittning af P(e|a), och ¢(z) det motsvariga virdet af denna fort-
séttning, s &r ¢(z) en entydig funktion inom det omride, for hvilket
den #dr definierad.

Lét o(f) vara en entydig och kontinuerlig funktion af den reela
variabeln ¢ frdn och med {=a till och med #= o'. Sitt

6= 9(a), 0, = &), =+ G = ¢(ts), d' = %(=),

q<)‘,1<..‘. <f,,<f1’3),

1) Satsen giller naturligtvis @ fortiori, om likheten icke #r irreduktibel, § 2.
?) Ty emedan en af dessa n serier bevisats vara en fortsiittning af den betraktade

serien, sd eger ocksi det omviinda rum.

) Man hade ocksii kunnat antaga o> ¢, > o> 1, > o, utan att de féljande be-
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och antag, att det finnes en skara af potensserier
P(x I a)w Pl("” ’ “:); A e P’l(x l a,,), ?(‘1' | a’)7
der hvarje efterféljande erhallits genom omedelbar ombildning af den

nérmast foregdende. Om det nu intriffar, att i allménhet alla de vir-
den z, som erhéllas ur

& = o(t) y BWEIS tv+17to:(‘7 tay1 =0,
falla inom konvergensomridet for

Pyz|a,) y Ao ==ty

s& siges P(z|«) vara erhdllen ur P(z|a) genom fortsittning (ombild-
ning) lings linien @ = ¢(f), och P(x|a) siges vara ombildad uti Pz |«’)
laings linien # — ¢(f). Det har redan i inledningen anforts, att man
alltid genom ombildning af P(z|a) lings linien 2 = ¢(f) erhiller samma
element uti punkten ¢ = ¢(a), hurn ocksé punkterna a, = (%) till antal
och lige for ofrigt ma viljas pa linien, om blott de angifna vilkoren
dro uppfylda.

Emedan ¢(f) méjligen antager samma virde @, for olika virden ps
t, si vore det icke alltid rigtigt, om man sade, att hvarje punkt pi
linien # = ¢(f) motsvaras af en enda fullt bestéimd ombildning af P(z|a).
Deremot kunna vi siga, att hvarje virde p3 ¢ emellan « och a, eller
hvarje genom likheten = ¢(#), a <¢=o’, definieradt vérdepar z, ¢ mot-
svaras af en enda fullt bestdmd ombildning af P(z |4). Denna sats inne-
halles naturligtvis ocksd uti den &beropade satsen frén inledningen.

Sétter man z = r. eti, sé genomléper z en cirkel med radien », d&
t vixer frén O till 2n. Sitter man

n—1
r = ZEV(CL v + (t——v) (av+1_av))‘
v=1

der e, =1 for 0<¢—v<<1 men noll for alla andra virden pé f, si ge-
nomléper z, under det ¢ vixer frdn #=1 till £=n, en bruten linie,
som forenar punkterna a,, a,, ---- a,. ')

1) Hiir kan » vara = oo.
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Emedan tydligen hvarje analytisk fortsittning af P(xz|a) kan er-
hallas ur P(z|a) genom ombildning léngs en bruten linie, s& &r det
egentligen icke nodvindigt att vid diskussionen af en analytisk funk-
tion taga i betraktande andra linier &n brutna. Det kan dock vara
skil att ocksd taga i betraktande linier, som kunna framstéllas genom
den allmannare formeln # — ¢(f), der ¢ &r en kontinuerlig funktion af
den reela variabeln .

Vi anknyta den foljande framstéllningen till ndgra bekanta satser.
Ldt

Pafa)y=c,+c(z—a)+ - 4z —ay -k -

vara en potensserie, hwars konvergensradie dr R. Bildar man nu potensse-

rierne

P(z|a)y=c, + 2z — &) 4 =+ + 4 Depqp iz —a)y*+ -y
Gz o) = ¢+ c(z— a) -5 + %cn_l(x—a)7l + ---., ¢ = konst.

sd ha bada serierma ocksd R tll konvergensradie. Den forva dr differen-
tialkoefficient il P(x|a), hvilken sjelf i sin twr ar differentialkoefficient till
Gz |a). Ar «, en punkt inom omrddet |&—a|<<R, och ombidar man
serierna P'(z|a), Px|a), G(z|a) uti de vesp, serierna P, (z|,), P(z]|x,),
G (x| =,), si dar dter P/(z|z,) differentialkoefficient till P, (z|x,), hvilken @
sin tur dr differentialkoefficient till G, (x|x,). De tre serierna ha sdledes
samma konvergensomrdde.

En omedelbar foljd af dessa satser &r foljande allménna sats. Man
kan analytiskt fortsitta P, (x| a) och G(z|a) ldngs hvarje linte, utefter hvilken
P(z|a) kan fortsittas. Uti hvart och ett af de system af potensserier,
som pd det i inledningen sid. 6 angifna sdttet kunna hérledas wr systemet
P/ |a), P|a), Gx|a), dr den potensserie, som motsvarar P/(z|a), diffe-
rentialloefficient till den, som molsvarar Pz |a), och den potensserie, SOm Mot-
svarar Pla | a), differentialkoefficient till den, som motsvarar G(w | ).

Om man séledes p& tvinne skilda végar i en viss punkt erhéller
samma fortsittning af P(v|a), s& erhdller man i denna punkt pé bada
vigarne ocksd samma, fortsittning af P,(z|a). Deremot kan detta icke
alltid sigas om G(z|a), utan fortsittningarne af G(z|a) kunna skilja
sig genom sina konstanta termer, men ocksd endast genom dessa.
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For potensserien Gz | @) infora vi nu tecknet
J Pz | a)dx.

Denna potensserie #r fullt bestimd, s& snart P(x|a) och konstanten c
aro angifna. D4 vi anviinda detts tecken, s& ténka vi oss en viss god-
tycklig fixering af konstanten ¢, hvilken sedan bibehélles under alla
derpd foljande betraktelser.

Man inser nu latt rigtigheten af foljande for oss vigtiga sats.
(I Om Pz|a), Px|a), Pz |a), .. P& [ @) dro potensserier, som fort-
skrida efter hela och positiva botenser af x— a, och om

Plo|a) =4, P(z]a) + APz|a)+ ... 4 A, Py (x | a) ,
A == konst.,

sG dr
JP|a)de= A, jP, @|a)de 4 A, f P2 | a)dz + ... + 4./ Pu(z | a)dz 4 C,

savida de vesp. konstanterna Cy Chy €y -+ €y uli de t denna likhet ingdende
serierna och konstanten C dro sd fiwerade att

C:A‘~01+A2-62+ +An'cn+ U,

och samma likhet bestdr ocksg for hvart och ett of de system af
potensserier, som pd det i inledningen (sid. 6) angifna sdttet
kunna hérledas ur systemet

SP|a), [P(z|a), ... [P(z]|a)ds.

Vi ombilda P(z|x,) langs linien 2 — ?(8), @, = ¢(¢,), och forstd med
f(z|2,¢) den ombildning af P(z|z,), som erhilles i punkten z’ == ¢(t),
samt med F(z|«,t') den motsvarande ombildningen af f Pz |x)de. Vi
bilda nu differensen F@' | &' t)—F(a, | 2,,t) och uppstilla den definie-
rande likheten

/:D @] 2yt )de = F(' | &' ) — Fa, | 2,t,).

Denna storhet, hvilken utgér skilnaden emellan de konstanta termerna
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1 Fz|a\t) och Fx|x,t), siges vara en infegral, som lings linien
& = ¢(f) dr tagen emellan granserna x, = ¢(t,) och o' = o).
(II) Integralen

A CIEMATE

dr oberoende af wvalet wtaf den konstanta termen i

S| @, t)de = Fl | z,,t,).
Ty om F&|x,t) och Flz|a,t) #ro tvinne potensserier, af hvilka
f(x | z,t,) dr differentialkoefficient, s8 ér

Fx|#,t,) = Flz|x,t)+ C , C=Tonst.,

och séledes pd grund af en ofta anvind sats

Fz|at)=Fla|zt)+ C

Satter man i den forra likheten 2 — 2, och i den senare # — # och sub-
traherar den forra af de s3 erhallna likheterna ifrén den senare, sé

fds en likhet, hvaraf satsens sanning framgir.
(III) Om

f((b‘ I xo)to) = A1 f;(x I xo)to) + Ay + Anﬁl(x l xmto))
sd ar
S2 J@ )= A, J7 fi@|@nt)do+ -+ Auf T (e | 2t )
Satsens sanning féljer ur likheterna

F(.Z’ l wmto) = A: F1(x l xolto) '1— + AﬂFn(x ' xoyto) + C’
Fa|at)y=A, F(a|z,t) 4 ... + A Fo (x| 2, t) 4 C.

V) Ur den wuppstilde definitionen pd en integral foljer, att integralen

j'f’ fl@ | %y, b )dw, tagen ldngs linien z = o(t), t,<t=<t, dr lika med det mot-

satta vardet af integralen j'z:’f(w | ,¢)d=, tagén langs linien @ —= @(t),t =>4,

7 @] 2y t)de = — " fa | o,¢)d,
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(V) Om
T, = 9(), 2= ¢(t,), - @ = g(ta), ' = (t),
b<<t, << .. o<<t,<<t,")
sd dy
S f 2t )do =17 F(@| ayt)do + o 4/ (@] oto)de:
Ty man har

Fa'|2,t)— Fla, | ay,t,) = Fla, | 2t,) — F(#, | 2 t)
+ Flo, | @,,8,) — Fla, |x,t) + - 4 Fla' | &, t)— (@, | au, ta)-

Vi antaga, att linien @ = o(¢), ¢, <¢<¢, &r sluten, d. v. s. att 2z, = o(?,)
—a' = ¢(t). Vidare antaga vi att f(z|®,,?,) = f(x]2,t). En omedelbar
foljd af detta antagande #4r, att om man & nyo genomloper linien
& = @(f), man 1 hvarje punkt », { pd densamma erhiller samma element
som forsta gangen. :

Om vi fasthalla vid de gjorda antagandena, och om ¢, <<?, <<?, sé
ar integralen

Sz ] @, t)de,

tagen lings den slutna linie, som till sitt lopp bestimmes derigenom,
att 7 uti likheten &= ¢(¢) kontinuerligt och viéxande forst genomloper
vardena ¢, <¢=<t, och sedan virdena ¢ <¢<¢, lika med integralen
Sz ]| z,t,)dz, tagen lings linien @ = ¢(), {,<t=¢t. Den i frags varande
integralen dr, med andra ord sagdt, oberoende aof ldget wiaf punkien x,, t, pd
linien # = ¢(f). Denna sats inses i stod af satserna (II) och (V).

Lét oss nu betrakta en funktion {(z), som pa det i borjan af denna
§ angifna sittet #r entydigt definierad inom ett visst kontinuerligt om-
rdde. Funktionen ¢(z) kan i omgifningen af hvarje punkt inom det
omrdde, for hvilket den é#r definierad, uttryckas gemom en vanlig po-
tensserie. Aro z, = ¢(t,) och &' = ¢(f) tvénne punkter, mellan hvilka
linien & = ¢(#) loper, hvars alla punkter falla inom det i friga varande

1y Bller ¢, >, >« > th >t




55

omridet, samt f(z|a,?,) den potensserie, genom hvilken ¢(z) i omgif-

ningen af @, uttryckes, si ar
I f@lant)d

en entydigt gifven storhet, s& snart linien 2= ¢(f) dr gifven. Vi
kunna uppenbarligare, utan att ndgon tvetydighet uppstar, enklare be-

teckna denna integral genom
J. Ya)da.

Denna integral #r naturligtvis i allménhet beroende af den linie, som
férenar punkterna z, och &' Ar integralen

J4(e)da .

tagen liings en sluten linde inom det i frdga varande omridet, s dr den-
samma fullt besti@nd, sd& snart linien & angifven, utan att man behofver an-
gifva den punkt pd linien fran hvilken integralen rdknas, ty pé grund afen
nyss uppstild sats dr integralen oberoende af denna punkts lige.

Det ar af vigt att framhélla, att de definitioner och satser frén
integralteorin, hvilka i det foregdende framstélts, ocksé, sisom man
mycket litt finner, hafva sin tillimpning och giltighet, di fraga &r
om en linie, hvars ldge emellan punkterna z, = ¢(¢,) och z, = ¢(¢,)
bestéimmes genom likheten @ = ¢(f), samt emellan punkterna z, = ¢(¢,)
och 2, = ¢,(t,)) genom z = ¢,(t), 0. 8. V.

Vi forutsitta i det foljande sésom bekant, att potensserien

1 (@—a) (& —a,) :
o+ 2 (f—_a)m /(2(; = l+1)d“

ir ett element af en o#ndligt mangtydig funktion, hvilken, om kon-

stanten ¢ &r s& vald att o, — o = ¢, betecknas med log (# — a), samt
att detta och alla andra element af log (z — a) satisfiera likheten

z—a=—¢ 09 (#—a)

T det #ndliga har log (v — a) det enda grénsstillet 2 =a. Ombil-

dar man ett element af log (z — 4) lings cirkeln & —a = 17.%, ¢, <t <%,
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+ 2m, s& erhdller man i punkten &, = @ r.elt+2mi oy nytt element,
hvilket endast derigenom skiljer sig ifrfn det forra, att den konstanta
termen #r ¢ - 2ri, om ¢ ar den konstanta termen i det forra elementet.
Man har foljaktligen

dz

(a=e

= 2mi,

om integralen tages 7 positiv riktning ') lings en cirkel (), lwars medel-
punkt ar # = a. Allt detta forutsittes ssom bekant. 9

Léit nu P(@|2,) = §(z) vara en potensserie, hvars konvergensradie
dr B. Om dd v dr en positiv quantitet, som dr mindre én R, sé¢ dr

© 1

$(2,) = fé‘r;;‘/;,) (?;W{-'i de, $O(z,)={¢(z,), :9: 1,

hvarest dntegralen é@r tagen < positiv rikitning lings civkeln (), hvars medel-
punkt dr »,, Ty man har
(1) q'{")(ﬂ'.u) n
(@) = $(&,) + $V(z,) (@ - 2,) + ok i (e—a) 4 ...

och siledes

Y(@) W) Oz, b0 (a,) v
(@ —a)n i = (Elf-— g T Gy Ty T G 2,

|n_(‘7" o ‘To)

der G dr en vanlig potensserie. Hiraf foljer, sats I,

b(@) s dw da
= e =) [ 0 f e 4

0<|a—a, | =r< R,

*) Integralen siiges vara tagen i positiv riktning liings cirkeln 2 — a = e, om ¢ ge-
nomliper virdena t, <é<t, 4+ 2=, och i negativ riktning, om ¢ genomléper viirdena o=t
i to e 2“‘-1

2) En framstillning hiiraf finnes i afhandlingen Diskussion af den analytiska funktion,
af hvilken binomialserien wighy et element, etc. af A. Ramsay.




om funktionerna under integraltecknet ténkas utvecklade efter potenser
da
a— @,

aro

af « — a. Alla andra funktioner i hégra membrnm utom

tydligen entydiga funktioner inom omridet |z —2,| << B. Foljaktligen

ar (III)
f @) oo @) de
w@—a)t T T n

& —a,

emedan alla andra integraler f(, &ro noll. Harmed #r satsen bevisad.
For n =0 fés

W) = o [ HE)

. dx
i % — %

’

‘hvilken likhet for oss dr af vigt.

Lat [“(a | ,, t)dz vara en integral, som &r tagen lings linden x = o(f),
g
t, <t<<t. Satt
<<t < - <th<<tao,—=o@),v=12 .. .0,
och antag, att éfre grinsen, L, &Il de vérden, som summan
S=la,—a, 4o [+ + o' o]

kan erhdlla, ér dndlig. Ar dé g ofre grinsen for de virden, som | f(z|a,?) ]|
antager da i genomloper alla vdrden fran ¢, ¢l £, sd dr

f”’/(wlwo,to)dw <g - L

0

Ar t,<t,<<t, och #ro S, och S, summor, som i afseende & de
resp. intervallerna ¢, <t<#, och ¢, <t<? #ro definierade pid samma
sitt som S i afseende & intervallen f, <t <<?, s& 4r Ofre grénsen till §
lika med summan af de resp. ofre grénserna till S, och §,. P& grund
hiraf och sats (IV) #r det nog, om vi bevisa vart pastdende for det
fall, att alla punkter af linien 2 = ¢(f) falla inom konvergensomradet

for fla]a,,t,) = Pla|s,).
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Lét B vara konvergensradien till P, och vilj ett positivt tal, R,,

sidant att R, << R och att ingen punkt af 2 = o(#) faller utom den cirkel,
som har =z, till medelpunkt och R, till radie. S#tt vidare 0<p<<R—R,,

och framstall ett s& litet positivt tal, 3, att 4wv+|——xvl<p, s& snart
,tv+l-tv’l<8,v: 1,2 .0, @y 1 =2, t, | =1¢), hvilket &r majligt,

emedan ¢(f) antages vara kontinuerlig frén och med # till och med ¢,
Man har di, om man sitter JP@ | 2)de = Gz | a,),

G(‘”v_p 1%0) — Gz, | a,) =Pz, "”o)(xv+ 1 —2,) (2, Ty 1 —a,)(®, +1 &)

Pla, | P2
1) :__(_JJ‘:)[_‘._"_) —%?%!—wi)(wu_r—wv)—F“' Adderas

hvarest o(z,, a,

dessa likheter, s& f&s

G| @) — G(@,|2,) = 2 Pla,| %o)(, T R %)+ Xo(z,,, 1 _"‘T'v)(wv+ =),
v=0 v=0
De virden, som ?(@y, 2, | —a,) kan antaga d§ ]tv+l—tvl<6, dro in-
begripna ibland de virden, som o(¢,7) kan erhilla, d& ¢ och 7 antaga
alla. virden som uppfylla vilkoren [E]|<R,,|n|<p. Vi bevisa nu, att
¢, n) i omgifningen af hvarje punkt &, inom och pé gransen af detta
omréde kan utvecklas effer hela och positiva potenser af & — & =% och
n—n'=k Dermed #r d§ bevisadt, ‘att | o inom och pa grinsen af
sagde omride 4r en kontinuerlig funktion, och att siledes ofre grinsen
¢ till |o| 4r andlig. — Vi kunna tydligen inskrinka A och % till en s
liten omgifning af mnoll, att 7 |+1%]+ k| <BR—R,. Emedan d& si-
vil |€—a, |+ |7+ h 4+ k]| < R som |E4h—a, |+ |7k | << R, s& kan
GE - 7'+ h+k|a,) utvecklas efter potenser af n'-% 4% och v+ k

GE o LDt Ela) = G |a0) + PE ) oy -Fh-F) - - . =4
= G+ h|a)) - PE b o)/ k)4 (1-F BP o€/ h, - ) = B ]

Emedan |4/ |+ (%] 4 |k| <R — R, s& kan A4 utvecklas efter potenser
af & och k. Forr #n dock detta gores, utvecklas A efter potenser 4/-}-%
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samt de tvinne forsta termerna i B efter potenser af . Man finner
da, att dessa tvinne utvecklingar hifva sig mot de tvinne forsta ter-
merna i 4. FEmedan siledes den serie, som &terstdr i 4, borjar med
andra potensen af '+ %, s& kan faktorn (y'+ k)* bortlemnas ifrén hvar-
dera membrum af likheten 4 = B, och sedan foljer latt rigtigheten af
vart pastéende.

D& det nu ar bevisadt, att ofre grinsen ¢ till | ¢| &r &ndlig, s&
ir den senare summan i hogra membrum af likheten (1) mindre &n
e-y-L, om e betyder det storsta virde, som tillkommer nigon af stor-
heterna |, ,  —a,|. Emedan e kan goras mindre #n hvarje godtyck-

ligt litet positivt tal derigenom, att man tager Ofre grénsen till stor-

heterna #, , ,—¢, tillriickligt liten, s& finner man, att den forsta summan

v+
i Ukheten (1) har till grinsvirde den differens, som stdr i venstra membrum.
P& grund haraf och emedan sagde summa till sitt absoluta belopp

dr <g.L, dr ocksi
’ G(wll wo) ke G(wo l wo) [ égL

Lat wu R och R vara tvdnme positiva tal, af hilka R'< R. Ldt =,
vare, en punkt inom omrddet R<|x — a|< R och P@|a,) elt funktionsele-
ment, hvilket kan fortsdttas langs hvarje linie imom detta omvdde. Ldt oss
slutligen anmtaga, att man for hovarje punkt inom omrddet erhdller blott en
enda fortsittning af P(a|a,), sdvida man vid fortsdttandet icke of-
verskrider grinsen af omvrddet. Det finnes dd en efter hela potenser
of @ — a fortskridande potensserie, hvilken absolut konvergerar tnom omrddet
RB<|z—a|<R och lhvilken ifverensstimmer med Pz |xz,) och de ifrdga-
varande fortsdttningarne af densamma inom de resp. omrdden, som dessa ha
gemensamma med omrddet B<|z — a|<R.

Vi péminna forst om foljande bekanta sats, som under beviset
kommer till anvindning. Om punkterna x, och 2’ falla inom konver-
gensomridet till en potensserie, hvaraf P(z|z,) ér en omedelbar om-
bildning, s& erhaller man i 2’ samma ombildning af P(«|#,) lings alla
linier, som falla inom konvergensomrddet for den forsta serien.

Under beviset beteckna vi den oberoende variabla med & och for-
sté med ¢() en funktion, som genom P(t|x,) p& det i borjan af denna
§ anforda siittet dr entydigt definierad inom omrédet R'<|&é—a|<R.
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Uppenbarligen ar §(&)E — a)», der n #ar ett positivt eller negativt helt
tal, ocks# en pd samma sitt som ¢ entydigt definierad funktion inom
B<|é~a|<R. Ar R<v<R, si sr foljaktligen integralen

SJUE)(E — a)rdE,

tagen lings cirkeln s —a =+'. ¢4 t,<t<t,}-2x, en entydigt gifven
storhet, som &r oberoende af f. Vi bevisa nu, att den ocksd &r obe-
roende af, huru + viljes emellan R och R. Lt r'< r < R, d& skall in-
tegralen lings cirkeln () vara lika med integralen lings cirkeln (r).
— Vi anviinda i det foljande bokstafven G sésom et gemensamtb tec-
ken for alla de element, hvartill funktionen under ett mtegraltecken ir
differentialkoefficient. — Emedan tydligen konvergensomradet till hvarje
element af (E)E — a)* stricker sig minst till grinsen af omrddet
R<|t—a|< R, s& tr undre grinsen, 3, till konvergensradierna for de
element (f, som tillhora omradet 7 <|f—a|<r icke noll. Vi vilja
nu radierna »,, 7,, --. ru 88, att #, — ¢’ = rY,—7¥,=...r—7ru, och taga
2y

w sd stort, att », —»' <8, Vidare sitta vi gy—a=17r-e™, s,—a

2V
m

=r-e”,v=12 ....m FEmedan dj

212

m /i

‘w’v_wvl—:r1“"r,<a7I‘”,v_wv+l|:|r1'e i,

o

<)

| &’

v_w,v+ll:'r,' |1_€m|7

sé ses, attb man kan taga m s& stort, att icke blott @, utan ocksd a, 41
och a, , , falla inom konvergensomrddet for G(az|2',). Vi ombilda nu
Gz |z,) lings cirkeln () eller, hvilket ar detsamma, lings den brutna
linien (', 2%, .- @, @,). Vi fa d& i punkten »’, samma clement, som om

vi ombilda G(x|«,’) lings den brutna linien

(a,l.x,az.z:za,~-----L.,&.,w\,w\,+“b\,+l

o oy ot i 2 i/ = A "
Detta &ar en omedelbar foljd af det, som sades om o, Byy By 1y &y -
Emedan ater ', faller inom konvergensomridet for G(s|z,), s& f4 vi i
a',, samma resultat lings denna linie, som lings linien (', 2,2, - o, @)
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LY

Integralen fY(E)(& — a)"dé, tagen lings cirkeln (»), &r foljaktligen lika
med samma integral, tagen lings den sist namda linien, det &r langs
cirkeln (r,), ty linien (2, 2,) ge‘nomlépes tvinne ganger 1 motsatta rikt-
ningar. P4 samma sitt visas, att integralen &r densamma, om den ta-
ges lings (r,) eller (r,), o. s. v. tills man kommer till 7.

Detta forutsatt bilda vi nu tvanne o#ndliga serier af entydigt be-
stimda storheter sdlunda, att vi sitta

Cn =

23&. / WO E—a) "V, n=0,1,- oo,

7 1 BN 7F = -
C_n:ﬁfdg(c)(c——a) L gEm=i1,2, 00,

der integralerna ha den nyss angifna betydelsen. Derefter bilda vi
serien

o@) =2 (@ — a)* + X' O (a—a)y=™.
=0 n=1

n—l

Det dr ldtt att finna, att densamma absolut konvergerar for hvarje a,
som tillhér omrddet R'<<|o — a|<R. Ty sedan ett sddant x blifvit
fixeradt, kunna vi anse, att integralerna C, #ro tagne lings en cirkel,
hvars radie, », uppfyller vilkoret |z — a | <<r < R, och integralerna C_,
lings en cirkel, hvars radie, #, uppfyller vilkoret R'<r'< |z —a|.
Aro g och ¢ de resp. ofre grinserna for | ()| pa cirklarne (r) och (+),
sd ar pa grund af en nyss bevisad sats

¥’
| R 'a_'n ’

lx

— "
[Gulla—oft <g 2220 0 o —apr=y.

=
hvaraf den absoluta konvergensen framgér.

Vi skola nu bevisa, att ¢(z)==d(@). Om & dr ett virde, hvilket
som helst, inom omrddet R'<|[t—a|< R, si ér

1 WE) ..
4o =g [ L,
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om integralen #r tagen lings en cirkel, som har 2 till medelpunkt och
en sd liten radie, p, att cirkeln hel och hillen faller inom omradet
R <|¢—a|<<R Omkring punkten « sisom medelpunkt upprita vi
nu tvinne koncentriska cirklar, () och (r), #'<Cr, hvilka tangera cir-
keln (p), och draga ifrén a tviinne tangenter till cirkeln (p). De punk-
ter, 1 hvilka dessa tangenter réka cirkeln (r), beteckna vi med &= ¢té
och @, samt de motsvariga punkterna pi cirkeln (») med 2/, och o',
Vi vilja p sd, att bigen (x,2,) utgor en jemn del af 2rnr, och sitta

(.

; (8 201 ?

y &y, —a=1"e n ),v::l,u--m.

¢+

2, ~— G =7¢

Genom en betraktelse, som nyligen har blifvit anvind, visas nu att p

kan tagas sd litet, att i allménhet o

oo 1 By i gl X falla inom

vt
konvergensomriadet for det element af ¢(§), som motsvarar punkten
@y, (By = @my @m+1 = @,), och att tillika konvergensradierna till de element
af ¢(£), som hora till punkterna a’, och 2/,, icke #ro mindre &n de resp.
afsténden |2, —a| och |2',— z|. Allt det sagda giller dg tydligen
ocksd om de motsvariga elementen af Y()(E — w)_l, ) savida v icke har
virdena 1 och 2, och sdledes ocksi om potensserierna G(z|a,), G(z|a,)
G(z|2',), sdvida icke v=1, 2.
Om vi nu ombilda potensserien
G |a) lings cirkeln (afyda), s&
erhilla vi 1 punkten a samma ele-
ment, som om vi ombilda G(£|a)
langs linien (az,fa’,yo’,32,0). Ty
emedan punkterna « och B fal-
la inom konvergensomradet for
B GGla), alldenstund tydligen
|2, —a&|>|2,—al, |&,—z|>|z,— B,
sé fis i B samma element, G(¢|B), antingen man foljer bégen (ap) eller
den brutna linien (az,). Emedan |&' —&|> |2, —B|, |o",—a|>2",—7,

) Ty G(ENE— 2" har inga andra gréinsstillen &n mojligen &= .

st
fi
st

1i

-~ e ] =g @

A




s& fas vidare i punkten vy samma fortsittning af G(¢|B), antingen man
foljer bagen (By) eller linien (B«,y), 0. s. v. Integralen [¢(§)(E—=)~" har
siledes samma virde, antingen den tages lings cirkeln (afyda) eller
lings den brutna linien az,f2’,yz,8z,0. P& grund hiraf och emedan det

ar likgiltigt ifrén hvilken punkt pd linien integralen rdknas, har man

W = o [ L,

hvarest integralen nu #r tagen lings den brutna linien (z,a2.2',72,2,),

eller hellre langs den brutna linien (z,z42 ' ,)").

Vi bevisa nu, att man i punkten z, fir samma element, antingen
man ombildar G(z|2,) lings den brutna linien (2, z,2',4, «,) eller
lings den brutna linien (z,@, -+ %n &, &, &n&'n_y - 2,2, 2,). Tyd-
ligen erhéller man i punkten =z, samma element antingen man fort-
sitter G(x|a,) lings den brutna linien (z,s,',4,a,) eller léngs den
brutna linien (z, z,,2',2/,2", ). Ty sedan man erhdllit G(z|a,), er-
haller man i punkten =, samma element, antingen man ombildar
Gz |«,) lings linien (z,,) eller lings (z,,s, #,), emedan bada li-
nierna falla inom konvergensomridet for G(z|x,), hvaraf G(z|z,) kan
anses vara en omedelbar ombildning. P& samma sitt bevisas nu
vidare, att man i punkten @, erhéller samma fortsittning léngs linien
(@, - @& - x) som lings linien (2, ... .2, 2,/ ---- 2, 2,), 0. 8. V.
tills virt péstdende dr &ddagalagdt.

Hirmed ar nu ocksd bevisadt, att integralen lings (v, #, 2, @, @,) &r
lika med integralen lings den brutna linien (@, #,.--- 2m,) plus inte-
gralen lings (z,,) plus integralen lings (z,/ z. - .-z, @) plus integra-
len lings (z,"#,). Emedan summan af den andra och fjerde integralen
ar mnoll, och den tredje lika med det motsatta virdet af integralen

langs (@, @, .... @, 2/), s& ar
1 4@ G
W) = — bl == i d\
Vo) = o /(,,._,e T f(,,,w =

1) Det 4r icke sagdt, att man omedelbart kan ombilda G(z}=,) uti Gz | #,).
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der integralerna tydligen kunna anses tagne lings de resp. cirklarne
(r) och (v'). Emedan

TR T L Y A 1) e
E—x—_g——a (E—a)‘+ _'_(E—wfr-)’*"f1 -
1 T T PR SRR Bl Ao (e i e e
x—E—z—a_l—(.z——a)’_i— +(;::—~fr-)P+1 z—¢

s& 4r, om man erinrar sig betydelsen af storheterna C, och C_,,

1 $@) . &P O i) i () d
zTn-fw % = X 0E—ar 4 5o f(,, E—apti E— g

ne=(Q

H.l:".l.

1 (P(E) =17 ¥ 4 (;u L (g)—-(pﬁ-l) / dt
i, (,';?:ede = nz_f‘—n(‘” )ty o e L (r')CP(E) (E — a)v+1. .

Aro g och 9’ de resp. ofre griinserna till [¢€)(E—2)1| p& cirklarne (r)
och (r), s& &r absoluta beloppet for sista termen i hégra membrum af
den forra likheten icke storre in

|z —a et
il 9‘;1.4'1—-.’

och fér motsvarande term i den senare likheten icke stérre &n

ppt1
e g A
Bida dessa storheter kunna, emedan r<<|x—a|<<r, goras godtyckligt
smé genom att taga p tillrédckligt stort. Emedan foljaktligen | ¢(z)—¢(x) |
4r mindre #n hvarje positivt tal, s& &r ¢(z) = ¢(2), och hirmed anse vi
den mirkliga Laurentska satsen vara bevisad.

Att det icke kan finnas mer #n en serie med samma, egenskaper
som ¢ inses silunda. Funnes det tvinne, s& vore deras skilnad, som
ocks dr en efter hela potenser af # — ¢ fortskridande potensserie, lika
med noll. Liter man z genomlopa en cirkel, som har g till medel-

F ety e 1 T
Bl A L1 2 AP v, A 713

1;31.&'3;-_152?-_&:&—‘%_‘ TT—



66

punkt och faller inom omradet R' <<|z—a|<C R, s kan enligt en be-
kant sats absoluta beloppet fér ingen af termerna i serien vara storre
in ofre grémsen, som hir &r noll, for absoluta beloppen af de virden,
som serien derunder antager. Samtliga termer i skilnaden vore séle-
des noll.

For att gora framstillningen si kort som mojligt, ha vi 1atit rig-
tigheten af vissa punkter i beviset framgd pé geometrisk vig, men det
inses, att beviset ifven i dessa punkter kan goras till ett rent analytiskt.




1L

VT besittning af den Laurentska satsen kunnag, Vi nu besvara
den i slutet af § 6 uppkastade frégan genom att bevisg, foljande sats.
Alla de Dotensserier, hwilka satisfiera en gifven wrreduktibel  dlgebraish likhet
emellan = ocl, Y, dro element af en och samma analytiska funktion, hoidken iche

tillika kan varg rot (= satisfiera) til nagon. annan irredultibel algebraisk
liket ).

Men omvindt behofyer icke en nollpunkt 1] diskriminanten vara
ett singulart stalle. Vi gifva ett exempel. Nollpunkterna #il] diskri-
minanten sammanfalls Pi grund af § 3 meq de virden p§ x, for

hvilka det finnes sddana virden P4 y, att likheterna Flz,y) =0, %1 =0

samtidigt ega rum, Taga vi nu likheten

F:y’—wz(l—w):O,
e R T

') Tviénne likheter anses icke sisom olika, om de blott skilja sig genom en konstant,

#) Icke alltid uppstilles samma definitiva ps ett griinsstille. C. f, Formeln wnd Lehr-
dtze zum Qebrawche der elliptischen Functionan von Schwars, pag, 1.
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sé bestdr densammsa tillika med %‘ =2y—=0 for 2=0,y=0. Men 2—=0

kan icke vara ett singulirt stille, emedan likheten, som &r af andra
graden i afseende 4 y, satisfieras af y — et 1or=2) oop y=— ae! log('_m),
hvilka i omgifningen af # — 0 kunna utvecklas efter potenser af z. Man
visar niamligen litt, att ett stille, mot hvilket det svarar » potensserier,
som satisfiera en irreduktibel likhet af graden = i afseende & ¥, icke
kan vara ett singulirt stille till en funktion, som &r rot till likheten.

L&t # = a vara ett stéille, i hvilket hvarken diskriminanten eller
Fy(a) dr noll, och P,(z|a), P, | @), --- Pu(w|a) de n skilda element, som
1 omgifningen af & = ¢ satisfiera var irreduktibla likhet,

Om vi med hvarandra jemfora

o) ¥ TR
och
@ G=P)y—P) - G— P =yr—fapit o 4 (—fe,

der f,,f,, --- f» 4ro de elementira symmetriska funktionerna af P,, P,,
- Py, s dr det latt att finna, att =1/, :%,1\' inom en cirkel, som
har a till medelpunkt och icke innehéller négon singulir punkt. Ty
om vi inom detta omrdde fixera ett x, s& iro (1) och (2) noll fér sam-
ma vérden pd y och siledes for detta z identiskt lika, emedan koef-
ficienten for hogsta potensen af y ar ett i bada.
L&t oss nu antaga, att potensserierna P,, P,, .- P, icke alla till-
hora samma analytiska funktion, utan att de sonderfalla i skilda grup-

per, sidana att alla element i samma, grupp tillhéra samma analytiska
funktion och &t P,, P,, ... Py vara en sddan grupp. Lat oss bilda

(y_Pl)(y_Pz) (y—Pp):yH_fiyl*—l_l_ Y (——1)”fp.

Funktionen £,,v =1,2, ... u, kan sittas lika med en potensserie P(x|a),
hvilken &r ett element af en analytisk funktion, som nu skall underss-
kas. Likheten

Pz|a)=f v
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eger rum for det system af analytiska funktioner, som definieras genom
systemet P, P, ... Py, och systemets grénsstillen bora sékas ibland de
virden, i hvilka vare sig vir algebraiska likhets diskriminant eller ko-
efficienten F, f¢rsvinner. L&t oss nu fortsitta P, P, ... Pu p& en
godtycklig vdg, i det vi dock undvika de ndmda punkterna, och 14t
oss #terkomma till punkten a. Det &r latt att se, att vi i punkten a
aterfd samma serie, P(«|a), frdn hvilken vi utgingo. Ty & ena sidan
maste fortsittningen af P,, v=1,2, ... v vara ndgot af elementen P,,
P,,... Py, och & andra sidan kunna de erhéllna fortsittningarne af
tvinne skilda serier P, icke vara lika, emedan d& de b&da serierna P,

ocksd skulle mésta vara lika. Sedan vi pa den betraktade vigen &ter-
kommit till punkten @, s& har foljaktligen uti f, blott intraffat en per-
mutation af potensserierna P, P,, .. P,. Men vid en sddan forblir £,
oforéndrad. P& samma sitt visas att det icke heller mot nigon annan
punkt i a-planet kan svara mer #n en fortsittning af P(z|a). Denna
potensserie 4r siledes ett element af en entydig analytisk funktion, £,
hvilken #r definierad ofver hela planet, och hvilken kan ha blott ett
andligt antal singuldra stdllen. Vi skola soka att ndrmare bestimma
denna funktion genom att understka, huru den forhaller sig i omgif-
ningen af dess mojliga singuldra stillen.

I och for denna undersokning &r det nsdigt att nigot betrakta vér
algebraiska likhet

3) Fayr4+ F_yyn—t4- ... J4F = 0

L&t 2, vara en nollpunkt af ordningen p till F,(z). Om man uti (3)

satter y:Lp och multiplicerar likheten med (z— mo)(nnl)p sé fas

(m Ty a‘:a)
4) F,er+Fojzt o ... - F, (& — a,)—p = 0,

hvarest F, = F,-(z — &), | Ful#,)|>0. Om P(z|a) &r en potensserie,
som satisfierar likheten (3), si satisfleras likheten (4) tydligen af den
genom likheten

(5) P|a) = (& — a,)? P(z | a)




definierade potensserien P och siledes ocksd af alla fortsattningar af
densamma. Likheten (5) bestar emellan alla motsvariga fortsattningar
af P och P. Emedan |F(z,)|>0, s& kunna vi omgifva z, med en
cirkel, sddan att den ofre grimsen for absoluta beloppen af de virden
p& 2, som satisfiera (4), &r #ndlig, sivida omradet for ¢ inskrénkes in-
om denna cirkel!). P& grund hiiraf erhéller man i stod af det, som
blifvit sagdt om likheten (B), foljande vigtiga sats.

Om & =, Gr en nollpunkt af ordningen p till E, (%), och a en punkt

mot hwilken det svarar n potensserier P (az|a), P,(z|a), -~ P,(z|a), som
satisfiera vdr Likhet, sé kan man omgifva med en cirkel, sddan att, om man
tager 1 betraktande alla fortsdttningar af (z—ao)" P(z|a), - (z—az)* P (z|a),

som motsvara punkter inom sagde cirkel, den dfre grinsen till absoluta
beloppen of de vdrden, som dessa fortsdttningar kunna erhdlla for vérden
péd z, hvilka falle inom cirkeln, dr et dndligt tal. Det &r nog om man
viljer denna cirkel sé, att =z, &r den enda ibland alla punkter inom
cirkeln och p& periferin af densamma, hvari Fu(z) kan forsvinna.

Om F, ar af samma grad, m, i afseende & & som Kz,7) sd inses
i stéd af det, som blifvit anfordt pd sid. 37, att den ofre grinsen il
absoluta beloppen af de virden, som de analytiska fortsittningarne af
P (z]a), P(z|a),---- Pa(z|a) kunna erhalla utom en cirkel, som omsluter
alla nollpunkter till F,, &r #ndlig. Ar ater F, af ligre grad &n m i
afseende & x, och kommer F),, sedan man dividerat alla koefficienter i

F(z,y) med 2™, att innehdlla fakforn lp, si adagaligges sésom nyss,
&
att den ofre grinsen for de virden, som de analytiska fortsittningarne

af 2 P,(z|a), lp Pyzja), - lp . P,(#|a) kunna erhilla utom sagde
Z &

==
cirkel, dr #ndlig.
Nu Aatergd vi till den entydiga funktionen f,, som var bildad af

en grupp af potensserier, som antogos hora till samma analytiska
funktion. De inom &ndligh omréde beligna singuldra stéllena il 7,

dro inbegripna ibland de punkter, i hvilka vare sig diskriminanten

2) C. {. sid. 29,
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eller F, forsvinner. Ay Z, en sddan punkt och R ett positivt tal af
den beskaffenhet, att Ingen annan sidan punkt som z, ar faller inom
omrddet |ov—z, | <R, s8 #r i stod af den Laurentska satsen

®) 1= 0 @—a) + 30—y,
A=0 Ae=1

sé snart 0 < |o—a, | <<B. Det dr nu lith att visa, att denna serie kan
innehélla blott ett éndligt antal negativa potenser af z— 2 om den-
alls innehiller sidana, och att siledes z, pa sin héjd ar ett ovdisendtligt
singuldirt stalle till f,» Ty antager man, att z, 4r en nollpunkt af ord-
ningen p till F, hvarvid b anses vara = 0 om | ¥(z,)| >0, s3 ar, ph
grund af hvad nyligen visats, den ofre gransen till absoluta belop-
pen af

(z — 2,)77,

éndlig inom hvarje omrdde, som faller inom omridet 0<|z—ux,| <R
Detta dr majligh endast derigenom, att i produkten af (x — 2,)" och
serien (6) icke forekommer nédgon term med negativ potens af » — 4,
Ty ofre grinsen for absoluts beloppen af de viirden, som en serie, hvil-
ken fortskrider effer hela potenser af z-— ,, antager pé en cirkelperi-
feri, som har z, till medelpunkt, kan icke vara mindre #n absoluta be-
loppet for nigon af termerna,

For alla virden Pé 2, som falla utom en cirkel, hvilken har origo
till medelpunkt, och omsluter allg i det andliga beligna singuléra stil-
len till £,, har man i stoéd af den Laurentska satsen

=202+ 30
Ae=0 A=1

Med ledning af det foregdende visas nu latt, att denna serie kan inme-
hélla blott ett andligt antal positiva potenser af z d.v. s. blott et and-

ligt antal negativa potenser af %
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Emedan det séledes nu dr adagalagdt, att hvarje stille #, som icke
ar ett reguldrt stdlle till f, nodvandigt ar ett ovdsendiligt singuldrt stille, sé
dgr f, p& grund af en kdnd sats en rationel funktion af =, P& samma,
sitt bevisas, att de elementira symmetriska funktionerna af alla de of-

riga gruppernas potensserier #ro rationela funktioner. P& grund af den
pé sid. 63 bevisade likheten

, F,
@ PR R = P)G—P) - g—Pa)

kan siledes venstra membrum af (7) sittas lika med en produkt af
hela rationela funktioner af y, hvilkas koefficienter #ro rationela funk-
tioner af z. En omedelbar f6ljd hiraf dr ater tydligen, att likheten

®) Fap - Fy =14 ... - F, =0

icke kan vara irreduktibel. Men detta strider emot antagandet. Om
sdledes likheten (8) dr irredukitibel, si dro alla potensserier, som satisfiera
densamma, element af en och samma analytiska funltion.

Antager man, att.samma analytiska funktion, som #r rot till den
nyss betraktade likheten, ocksd &r rot till!)

B+ For=t 4+ B, =0,

sé #r tydligen %‘-’ :FE%——V. Sedan man utan svirighet forst visat,
att F, och F, blott kunna skilja sig genom en konstant faktor,
méste tydligen det samma vara fallet ocksd med de bada likheterna pa

grund af den bestiende relationen emellan koefficienterna.

2. Vi skola nu understka, huru en algebraisk funktion foérhaller
sig i omgifningen af dess singuldra stéllen, och sedan besvara den
andra af de i slutet af § 1 uppstilda frégorna. Forr #n vi ofvergd
till denna undersékning, dr det skil att p&minna om den allménna

1) Gradtalet miste naturligtvis vara defsamma.
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satsen 1 slutet af sid. 44 samt derom, att emot ett singuldrt stille
till en wn-tydig algebraisk funktion i ingen hindelse kan svara =
skilda funktionselement.

Vidare framhglla vi foljande sats. Ldat a vara en punkt inom om-
rddet 0 <<|z—a, | <R och P,z | @) ett godtyckligt funktionsclement, som kan
fortsiittas lings hwarje linie inom detta omréde. Lt o0ss fortséitta P, 4 posi-
tw riktning lings en cirkel, som har @, tll medelpunkt och |w,—a|=r tll
radie, och lit Pz |a) vara det clement som fds i punkten a. Ldt oss for-
fara med P, pi samma sdtt som med P,, och Uit P(x|a) vara det element
som fds ¢ punkten a. Ldt oss antage att ve shitligen fa eft element P,(z]|a),
sadant att vii punkten a Gterfé elementet P,(«|a), om vi fortsitta P, positiv
riftning lings ciwkeln (). Dé kan man for hvarje punkt inom omrddet
O<|z—um,|<R wr P(a [ @) hirleda n skilda fortséttningar och icke flere
an n, om man vid fortsdttandet icke dfverskrider grinsen af omrddet. — Det
fall fortjenar sirskildt att observeras, d& » = 1. — Vi antyda blott huf-
vudpunkterna i beviset.

Lo. Om man fortsitter P, 1 negativ riktning huru manga gén-
ger som helst lings cirkeln (#), s fis i punkten a inga andra fort-
sdttningar dn de, som erhollos da fortsittningen skedde i positiv rikt-
ning.

2:0. Mot hvarje punkt emellan dndpunkterna af den radie, som
gar genom punkten a, svara minst # element.

8:0. Mot hvarje punkt pi cirkeln (r) svara ocksé minst 2 element.

Ur 20 och 80 i forening framgér, att mot hvarje punkt inom
omridet 0 <<|z—u, | < R svara minst » element. Hiraf foljer latt, att
till alla punkter inom sagde omréde hor ett lika antal element,

4:0. Punkten « motsvaras icke af flere #n n element, emedan man
kan visa, att hvarje sidant element kan erhillas ur P (xz]|a) genom att
1 positiv eller i negativ eller i bada riktningarne ett visst antal génger
genomkretsa cirkeln (7).

L&t oss fortsitta systemet P, P, .... P, lings cirkeln (). D& vi
dterkomma till punkten «, s& har hvarje foregéende af dessa serier of-
vergdtt i den nirmast foljande samt P, uti P,. Vi ha siledes nu i
punkten g systemet P, P:,, oo By, P, hvilket utgor en cyklisk permuta-
tion af det forsta systemet. Sedan man genomkretsat cirkeln (+) # gén-
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ger #terfir man i punkten a det forsta systemet. Potensserierna P,
P, .... P, sigas bilda ett cykliskt system omkring punkten z, Till
hvarje annan punkt inom omrddet O <<|z—=z,| << B hor tydligen ockséd
ett cykliskt system af » element.

L&t nu z, vara ett singulidrt stiille till en funktion, som #r definie-
rad ssom rot till en irreduktibel algebraisk likhet af gradem #, och 14t
oss omgifva z, med en cirkel, (R), inom hvilken funktionen icke har
nigon annan singuldr punkt #n z,. Aro P,(x|a), Pz|a), - Pa(z]|a)
de n element, som motsvara en punkt a inom omridet 0 <<|z—a, | << R,
sé ar det naturligt, att dessa element méste bilda ett eller flere cyk-
liska system omkring punkten z,.') For att erhalla det system, hvar-
till t. ex. P, hor, behofver man blott ombilda P, lings en cirkel, som
gir genom punkten a och har sz, #ill medelpunkt, samt efterse, hvilka
de skilda element #ro, som erhdllas i punkten a. Sedan dessa blifvit
franskilda ifrdn P,, P, ---- P, forfar man med ett af de dterstiende ele-

menten pd samma sitt som med P,, och erhaller silunda ett nytt sy-
stem, 0. s. V.

Antalet af de cykliska system, ¢ hvilka P,, P, .... P, sonderfalla, ar
dtminstone lika med antalet af de skilda vdrden pd y, som for x = x, sa-
tisfiera den algebraiska likheten. Emedan antalet af dessa system #r obe-
roende af liget af punkten a inom omrddet 0 < |z— z,| << R, s& fir
man antaga, att a ligger godtyckligt nira punkten x,. Ao by, by 200Dy,
s<n, de nimda virdena pd y, och p,, p, -+ p, deras resp. ordningstal,
samt & ett s& litet positivt tal, att samma y icke kan uppfylla tvinne
af vilkoren |y —0b,| <8, |[y—b,] <<, ---- |y—bs| <3, s& kan man dock
finna ett sidant positivt tal p, att hvarje # inom omradet 0 << [z—a, | <p
motsvaras af n skilda virden p& y, hvilka satisfiera den algebraiska
likheten, och hvilka dela sig i s grupper, (v,), af hvilka (p,) bestdr af

v virden, som uppfylla vilkoret |y—b,|<c3. Harur foljer nu litt sat-
sens rigtighet, om man anser, att o faller inom omrddet 0 <<|z—=,| <<p.

I stod af den nyss dberopade satsen frin § 4 inses rigtigheten af
foljande sats. Om argumentet @ af en algebraisk funktion obegrimsadt ndr-

1) Det kan hinda att till ett sddant system hor blott ett enda element
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mar  sig  grinsstillet Ty, SA ndrma siy funktionsviirdena ety gransvarde, som
ar  fullt bestamdt, sé snart kommiit inom omwadet O <|x—z,|<<R; for
att icke mera uttrida deruy. M)

Vi ha visat, att en punkt 1 det andliga 4r ett requlirt ellor singuldrt
stalle till en algebraisk fanktion, allt efter som mot denna punkt svara eller
icke svara » skilda funktionselement, I Ofverensstdmmelse hirmed anses
punkten 2= co vara ett regulirt eller singulirt stille, allt efter som
det finnes eller icke finnes 7 skilda, potensserier, som fortskrida efter

, +d 2l t : :
hela och positiva potenser af -, och hvilka inom sina resp. konvergens-
Zz

omriden ofverensstimma med funktionen.

Diskussionen af en algebraisk funktion i omgifningen af dess sin- [
gulira stillen #r g slutford, om man till det, som i denna § blifvit
framstaldt, lagger foljande i foregiende § bevisade sats, Betyder o(z)
den algebraiska funktionen och, &y en simguldr pundi 4l densamma, sé fan
man alltid finna ett sGdant positivt helt tal, v, att den dfre grimsen il abso-

]
luta beloppen af alla de vdrden, som (@—az,)Po(a) kan erhdlla, dr andlig, om
x wmskrinkes il en tllrackligt liten omgifrang af &, och detiq giller
ocksd om x, — oo, 1 hvilket fall = — z, :} Denna sista, egenskap ar ¢
af vigt, ty det &r den som skiljer voten till en algebraisk likhet med i
rationela koefficienter ifyin roten till en algebraisk likhet, hvars koef-
ficienter dro funktioner af rationel karakter. g
| Ye
8. Man kan nu friga, #ro de egenskaper, som vi hittills fannit | P
hos de algebraiska funktionerna, sddana, att ur dessa egenskaper om- 1
vindt med nodvandighet foljer, att hvarje analytisk fanktion, som be- n:
sitter desamma, méste satisflera en algebraisk likhet med rationela koef- d:
ficienter. Svaret innehglles 1 foljande sats?
Antag att man om cn wnalytisk [unktion, o(@), vet, 1:0) att densammy
mom  hvarje andligt omrdde har blott et dandligt antal gréansstillen, 2;0) att | 161
S o Er
1) Detta giller ocksi i den hindelse att ¥y =00, oM ¥—a, :% och R hetyder det me

reciproka virdet af radien i en eirkel, hvars medelpunkt iir origo, ach hvilken omsluter ally
singuliira stillen i dof dndliga.

R BY ) U1 =TTy,




mot hoarje stille, som idcke Gr ot gransstdtle, svara n skilda element af
funktionen V), 3:0) att mot hvarje  gransstille, ,, inklusive Zz, = 0o, svarar
et sddant positivt helt tal, w, att den ofre gransen till absoluty beloppen af
de véirden, som (Z—2x)o(x) kan erhdlla, dr ett andligt tal, om x inskrinkes
tll en talliickligt liten omgifning af x,. Det kan dd bevisas, aft o(x) mdste
vara rot till en algebraisk likhet of graden w med rationela koefficienter.

Vi behofva blott antyda beviset. Aro P(z|a), Pz|a),--.. P.(z|a)
n element af o(x), s§ satisfierar @ likheten

U=B) =P =Pl =y —far—tf - Lipp S 0,

der £, ... £, 4ro de elementira symmetriska funktionerna af P,.... P,
dtminstone om z faller inom det gemensamma konvergensomridet for
dessa element. Héraf foljer, att ¢ méste satisfiera likheten for alla vir-
den, for hvilka f£, .... f: dro definierade. Dessa dro 6fver hela planet
definierade entydiga funktioner, som icke ha négot visendtligt singu-
lirt stille, och hvilka saledes dro rationela funktioner.
Man inser latt rigtigheten af foljande sats.  Aro P(z|a), Px|a),
- Pu(w|a) element af en och samma eller af flere skilda algebraiska funk-
tioner, sd dr hvarje hel rationel funktion af dessa element sjelf ett element af
en algebraisk funktion.

4. D& argumentet, z, af en algebraisk funktion narmar sig ett
gransstille, z,, s& nirma sig funktionsvirdana, Y, alltid ett grinsvirde
Y Vi kunna nu litt finna, att en algebraisk funktion har blott sddana
gransvérden, som bira till funktionen adjungeras. For att deb emot gréns-
stillet #, svarande gransvirdet y, skall kunna adjungeras, bér det fin-
nas en efter hela och positiva potenser af w-—x, och y—y, fortskri-
dande potensserie, Gx—z,, y—y,), shdan abb

G(.’E—- Loy y_?/o) =0
for de virdepar %,¥, som 1 omgifningen af z, erhgllas ur funktionen.

En sidan likhet fas tydligen hir alltid, om man utvecklar venstra,
membrum af den libhet, hvartill den algebraiska funktionen &r rot,

') Denna egenskap tillkommer alla dessa stillen, om den tillkommer ett enda ibland dem.
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efter potenser af z—ux, och y—7Y, Afven om bada eller det ena af
virdena z, y, ir = oo, si bor dock Y adjungeras. Ty om t. ex.
¥, = oo, sé fir man, genom att forst utveckla den algebraiska likheten
efter potenser af y—y, och sedan dividera alla koefficienter med hogsta,
Potensen af z, en likhet

1
G (‘;:7 ?/“'?/o) =0

som eger rum for de betraktade virdena £y Y.

Lét oss betrakta den analytiska bild, som definieras genom en alge-
braisk funktion. Minne denna bild, sammanfaller med den bild, som
ubgor sammanfattningen af alla de virdepar r, y, hvilka satisfiera den
irreduktibla likhet, hvartill funktionen ar rot? Man inser utan svarig-
het, att detta verkligen ar fallet, emedan ocksé alla gransvirden adjun-
geras till funktionen. Skulle man icke adjungera dessa grinsvirden,
sd4 skulle de bada bilderna icke sammanfalla, utan den férra skulle
innehéllas 1 den senare. TUti den nu antydda omstiéndigheten har man
att se ett motiv #ill uppstallandet af den i inledningen anférda defini-
tionen pa ett grinsvirde, som bor adjungeras till en analytisk funktion.
Man inser dock icke héraf nodvindigheten af att adjungera endast de
gransvirden, som uppfylla de i definitionen anfsrda vilkoren.

5. Det A&terstdr #nnu att harleda en vigtig formel, hvilken, om
en viss konstant i densamma fixeras pé ett passande sitt, kan repre-
sentera hvilken som helst af elementerna i ett cykliskt system.

Antag, att P(v|a), Pywl|a), . ... Py | @) bilda ett cykliskt system
af n element omkring punkten z,. Tat R vara en sddan positiv qvan-
titet, att z, &r den enda singulira punkt, som tillhor omradet |z—, | << R.
Lat vidare z, vara ett virde, som satisfierar likheten g --- 8y = (& —x, )™

Vi uppstéilla nu likheten

(1) B3, = (s— )

Utvecklas hir = —a efter potenser af -z och infores denna utveck-
ling uti P,(z|a), s& kan derefter P, utvecklas efter potenser af —a,.

Den potensserie, som salunda fis, beteckna vi med Gy(2]2,). D& z uti

L ——

=
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#planet ror sig inom cirkeln |z—z,|<C R, s& ror sig z uti z-planet
inom cirkeln |z—uz, | << R. Man &dagaligger nu utan svérighet genom
en enda betraktelse sivil att G,(2]2,) kan fortsittas lings hvarje linie
inom omrédet 0 <|2z—=z,| << R som att man kan erhlla den fortsétt-
ning af G,(#|%,), som pad en viss vig, L, erhalles i punkten 2 =27,
ocksd si, att man forst for punkten x = o' =z, + (¢ —2z,)* ur P,(z|q)
hirleder en ombildning lings den linie, som z beskrifver under det z
beskrifver linien L, och sedan med tillhjelp af likheten (1) utvecklar
den erhallna ombildningen efter potenser af z—&'.

Om vi kunna visa, att vi efter att ha ombildat G,(2|2,) ett hvarf
laings en cirkel, som gir genom punkten z# =gz, och har z, till medel-
punkt, i punkten z, aterfd G,(z|2,), s& 4r pd grund af en sats 1 § 2
derigenom &dagalagdt, att mot ingen punkt inom 0 <|z—z,|<< R sva-
rar mer #n en fortsattning af G,(z|z,), och att man siledes i stod af
af den Laurentska satsen har

@) Gi(z] 2) = 508 — ),

der tydligen blott ett dndligt antal negativa potenser kunna fore-
komma. !)

Emedan « ror sig » hvarf lings den cirkel, som gr genom a och
har z, till medelpunkt, under det 2 ror sig ett hvarf lings den cirkel, som
gdr genom 2, och har z, till medelpunkt, och emedan P, P, .-.. P, ut-
gora ett cykliskt system, s& #r det tydligen fallet att man &terfér
G.(2]2). Vi ha siledes likheten (2).

Det finnes icke mera én en enda potensserie, G(r|a), som fort-
skrider efter hela och positiva potenser af #—a, och hvars konstanta

term &r z,—#, och hvilken insatt f6r #—a, uti likheten (1) satisfierar

0}
densamma. Uttrycker man med tillhjelp af denna serie, z-—z, och
z2—x, utl (2) genom z—a, s& fis, om man erinrar sig uppkomsten af
serien (,(2]2,),

P (z|a) = 3,0 [Gx]| o]

Emedan G(x|«) satisfierar likheten y* = z--x,, s& kan man siasom be-

1 C. £ sid. 69.

e R ——
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kant ibland de element af log (#—w,), som motsvara punkten z = a,
finna ett sidant att

llog (& —@,),
G(z|a) = ¢" :

Man kan nu bevisa, att det ar tillatet, att i likheten

log (m_""o)
P,{_.z: I a) ‘_'7\07\

ombilda systemet P,(z|a), log (x— x,) lings en cirkel som gir genom a
och har z, till medelpunkt. Gores detta, si fis tydligen
2m 1

l_ . rT—x )-lR
Po]a) = Z\Cle"” . e tog (2 —) |

Gér man en ging till lings samma cirkel, s& fis ett uttryck for P,(z|a),
0. s. v. Héaraf ses att alla element af ett cykliskt system kunna repre-
senteras genom

2\:—-1_’-:1' 1

I8
— - log ('”—wo)-l el L
ZAOALG Sig en J eller genom 2Cy(z—x,)%v = 0,1, ... n— 1,

I8

1
om (z—z,)" far vara ett gemensamt tecken fér de » serier, som satis-
fiera likheten y» — z—uz,.
Emedan man, om b betyder en enkel rot till likheten K| (z,) =0
och y den motsvarande serien, har likheten

oF dy _
_'_dy dzx

sé& kan man med denna likhet till utgéngspunkt bilda deriverade af
alla ordningar till y, och vi ha siledes ocksd hir ett medel att fram-
stalla y. I det foregdende har deremot ingen metod blifvit angifven,
enligt hvilken man i det fall, att b har ett hogre ordningstal &n 1,
kunde afgéra, om det finnes eller icke finnes en motsvarig serie, och
enligt hvilken man i férra hindelsen kunde framstilla serien. Icke

R e e N A I = oy

ks @oE H b

B ® 4 7 n B5r oy R R

mw » o =
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heller har nigon metod blifvit angifven, enligt hvilken man kunde
finna de cykliska system, hvari elementen af den algebraiska funktio-
nen dela sig i omgifningen af en singulér punk. D4 en framstillning
af allt detta dnnu skulle taga i ansprék tvé eller tre ark, si nodgas vi
afstd ifrdn densamma. En strang framstillning hiraf finnes i Nowveau
précis danalyse infinitésimale af Méray.

Den Laurentska satsen ligger till grund for alla undersokningar i
kapitel II. Vi hade kunnat undvara densamma genom att sfisom be-
kant forutsitta en sats om visendtliga singulira stillen ur Weierstrass’
athandling Zur Theorie der cindeutigen analytischen Functionen. Denna
sats skulle visserligen icke ha hjelpt oss di det sedan hade galt att
hérleda den formel, hvarigenom alla element i ett cykliskt system fram-
stillas. Men det utrymme, som hade blifvit inbesparadt genom ute-
lemnandet af beviset for den Laurentska satsen, hade nu kunnat an-
véindas till en framstillning enligt Periseux och Méray af metoderna
att bilda de oykliska systemen. Slutresultatet af en sddan framstall-
ning hade d& varit den i frigavarande formeln. — Forf. har mycket
tvekat vid valet emellan de bida nu betecknade vigarne.

Genom att grunda framstillningen ps den Laurentska satsen, som
redan i och for sig &r af intresse, ha vi icke behdft stoda oss p& na-
gon sats utom denna afhandling, hvars hufvuduppgift ar bide att fram-
stalla det visendtliga i teorin for de algebraiska funktionerna och att
gifva en anvindning af den Weierstrassiska funktionsteorin.
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Réttelser.

1:sta raden bor lyda: Af (4) framgdr utan vidare, até diskriminanten . . ..
9:dra raden nedifrdn, stir: flere, bor vara: tva.
G:te raden, stir: sats blifvit bevisad, br vara: satser blifvit bevisade.

Under de bida summationstecknen bor (—-1)1 tilliggas.

9:dra raden nedifrin, stir: utvecklas, bor vara: utvecklas i en serie, som fort-
skrider.

Hete raden, emellan orden af likheten ha bortfallit orden: den likhet, som erhdlls nr
6-te raden bér sluta med: ty venstra membrum af den sist erhiillng likheten ltan.
tydligen utvecklas i en serie, som fortskrider efter hela och positiva potenser af
af & och k.

9:de och borjan af 10:de raden bér lyda: e-b. L, om ¢ betyder ofre griinsen till

de virden, som | _"’.,l kan antaga fér ltv_'_l—tv |<3,v=1,2-n

V41
11:te raden, stir: grinsen till, bor vara: grénsen 3 till.

3:dje raden nedifrfn stir: konstant, bér vara: konstant faktor.

11:te raden, emellan orden De singulire ha bortfallit orden: inom #ndligt omride
belidgna.

3:dje raden nedifrdn, emellan 4 och inses héra nodvindigh inskjutas orden: och
den allméinna satsen pi sidan 72.

Tfrin 9:de raden bor produkten (y —P,)--+- (y— Pn) och forsta likhetstecknet bort-
lemnas.

Emellan andra och tredje stycket bor inskjutas sisom ett korallavium: huarje enty-
dig algebraisk funktion iir en rationel Sunktion.

192:te raden, stir: v—1, bor vara (v—1).

14:de raden bor sluta med: och fortskrida efter hela och positiva potenser af x—a.
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