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. lies o'>0>0 statt ¢'>0,0' >0-
. sind die Worte ,sich ergibt zu streichen.

. lies e—8z und e—¢&Z statt e€z und e¢&Z.

0
0
v. o. lies f(z') statt f(z).
0
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. lies e— @+&e statt e@-F@e¢; ausserdem ist die ganze

Gleichung mit (B) zu bezeichnen.

2 v. u. lies Rn(z -} oret¥) statt Rp (x4 oret®).
11 v. u lies R’)z (.I) statt Rn (.’,23) )
6 v. o. fehlt in den beiden letzten Gliedern der Ungleichung der

Faktor A4 ; die obere Grenze des zweiten Summenzeichens

soll m sein statt n.

Im rechten Gliede der Ungleichung (32)’ lies (& -— €)= " statt (£ — ¢)e.
Zeile 9 v. u. lies el%2 = statt el <.

Zeile 2 v. u. lies n:o 6 statt n:o 7.
10 v. o. fehlt das Zeichen — vor dem Integral.
9, 10 und 14 v. o. lies o' statt o; es ist o' > 0.
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Einleitung.

Nachdem PoiNcark 1)_ im Jahre 1886 in seiner klassisch gewor-
denen Arbeit iiber die irreguliren Integrale linearer Differential-
gleichungen als Einleitung die Fundamente einer allgemeinen
Theorie der divergenten asymptotischen Potenzreihen dargestellt
hatte, ist die weitere Entwicklung dieser Theorie der Hauptsache
nach bis in die letzten Jahre stehen geblieben. Zwar haben
mebrere Mathematiker, vor allem Horn und KNEsER, der von
Pomncarfs gebrochenen Bahn folgend, in ihren Arbeiten auf dem
Gehiet der linearen Differential- und Differenzengleichungen von
asymptotischen Potenzreihen vielfach Gebrauch gemacht, aber
wie hei Porncaré selbst, so ist auch bei seinen Nachfolgern die
asymptotische Potenzreihc nur als Hilfsmittel zur Losung andecrer
Probleme verwendet worden. Und obgleich die Theorie dieser
Reihen hierdurch, um den grosseren Anspriichen an Anwendbar-
keit zu geniigen, in vielen Hinsichten geftrdert wurde, so muss
man doch sagen, dass die Theorie der divergenten asymptotischen
Reihen, als ein selbstindiges Forschungsgebiet aufgefasst, im gros-
sen und ganzen die von Pomvcari gegebene Fassung hatte, als
Warsoy 2) im Jahre 1911 dic Behandlung der Theorie an sich,
ohne Riicksicht auf besondere Anwendungen, wieder aufnahm.

Dass eine Funktion f(x) auf einem ins Unendliche gehenden

1) POINCARE: Sur les intégrales irrégulidres des équations linéaires. Acta
Math. Tom. 8.

2) (. N. WATsON: A theory of asymplotic series. Trans. of the Royal
Society of London. Series A, Vol. 211, pp.-279—313.
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Halbstrahl oder in einer Winkelumgebung a << argx < §,{z| > }'_ﬂ eine

larité
b . Oy
des unendlich fernen Punktes der Ebene durch die Potenzreihe x_:’ _ 0
. A8 der
asymptotisch dargestellt wird, was durch das Zeichen 8 B
2 .: (Worf
Oy _
IE) 25;_" . aad " bring
0
Bedi
angegeben wird, bedeutet gemiss der Pomcari'schen Definition
(woriiber wir noch spiter ausfiihrlicher sprechen werden) dass, wenn
n—1 : | zn u
Ay
f@y=Y2 4 R, @) Kons
: Funk
gesetzt wird, man fir jedes n geson
|a" R, () | < M, Seits:
; zu i
hat, wo M, eine nur von n abhiingige Konstante bezeichnet. Der siehli
Charakter der Funktion f(x) in der Umgebung des o-Punktes dadur
héingt nun einerseits von dem Gesetz ab, nach welchem sich die totisc
Konstanten M, mit wachsendem 7 veréindern, anderseits von der EhC
Grisse f — a der Winkelotfnung, innerhalh deren die asymptotische = -
Darstellung  hesteht. Kann man eine solche endliche positive Potern
M, 5 i Tich ™
Konstante o hestimmen, dass —, unter einer von n unabhingigen
0 Poine
Grenze K liegt, so dass die- Konstanten M, folglich mit wach- wickl
sendem 7 nicht schneller als Kg¢” wachsen, so ist fir |z | > o : ¥
: 4 sante
lim B, (2) =0 ‘
n=o y oben
e 4 terisic
und die ReiheE ;11: somit fiir | « | > o0 konvergent pnd die Funktion umge
0
f(x) demnach in dieser Umgebung des o-Punktes regulir Da- dagell
M,
gogen ist die Reihe divergent, wenn Q—n" fiir jedes noch so grosse L
positive @ mit wachsendem % iiber alle Grenzen hinaus wichst. T
: 1
Der unendlich ferne Punkt der Ebene ist dann fiir die Funktion )
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eine singulidre Stelle, aber auch jetzt hiingt die Art der Singu-
laritidt wesentlich von den beiden obengenannten Umsténden ab,

Offenbar bemiiht, die bis dahin getrennt gestandenen Theorien
der Pomvcari’schen asymptotischen Reihen einerseits und die von
Borrrn 1) entwickelte Theorie der summablen divergenten Reihen
(woriiber des Niheren spiter) anderseits in Zusammenhang zu
bringen, ist nun Warsoy dazu gekommen, die Konstanten M, einer
Bedingung der Form

‘n
ZV[,,éAFt\%_F ])Qn

zu unterwerfen, wobei 4,0 und A positive von n unabhéngige
Konstanten bezeichnen. Man erhéilt so eine spezielle Klasse von
Funktionen mit zugehorigen asymptotischen Potenzreihen, deren
g'esonderte Untersuchung dadurch gerechtfertigt wird, dass einer-
seits die allermeisten asymptotischen Potenzreihenentwicklungen,
zu denen man in der ‘Analysis ungezwungen gekommen ist, tat-
sichlich dieser Klasse angehiéren, anderseits und vor allem jedoch
dadurch, dass diejenigen Kunktionen der Klasse, deren asymp-

totische Emtwicklungen in einer Winkelumgebung des oo-Punktes,
mindestens von der Grisse g, bestehen, durch ihre asymptotische

Potenzreihenentwicklungen emdeutig bestimmt sind. Es ist nim-
lich zu bemerken, dass dies auf dem allgemeinen Standpunkte der
Pomcarf'schen Definition einer asymptotischen Potenzreihenent-
wicklung durchaus nich? der Fall ist.

Fiir k=1 zeigt es sich nun, und dies ist wohl als das intres-
santeste der von Wamrson erlangten Resultate anzusehen, dass die
oben abgesonderte Funktionsklasse, welche also dadurch charak-
terisiert ist, dass jede Funktion f(z) der Klasse in einer Winkel-

umgebung e < argx < B, —a>a),|x| >y regulir ist und

ayp

daselbst durch die PotenzreiheE derart asymptotisch darge-

0

Y

stellt wird, dass fiir jedes n

1) E. BoREL: Lecons sur les séries divergentes. Paris 1901.
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’ i Po
ist, mit der Klasse von Funktionen, welche zu den divergenten, o]
aber nach der von Bormrn entwickelten. Methode mittels La- 4 1o
prace’scher Integrale absolut und gleichmassig summablen Potenz- 3 o
reihen Anlass geben, identisch ist, so dass folglich die Borrr’sche 3
Theorie sich unter die allgemeinere Theorie der asymptotischen L
Potenzreihen subsummiert und hierdurch in der Tat sebhr viel an
Anwendbarkeit gewinnt. de)
In einer spiteren, im Jahre 1912 erschienenen Arbeit fithrt in
Warson ') die Untersuchung weiter, indem er zeigt, dass die diver-

. genten asymptotischen Potenzreihen, welche nach der Borer’schen he
Methode absolut und gleichmiissig summabel sind, durch konver- ne
gente Fakultdtenrethen ersetzt werden konnen, ein Resultat, welches We
Klarheit in die schon seit den Zeiten Strnineg’s bekannte Tat- eir
sache bringt, dass nimlich divergente Potenzreihen durch rein eir
formelle Umwandlungen in gewissen Fillen konvergente KFakul- be,
titenreihen ergeben. L4 3T

Die vorliegende Abhandlung ist nun ein Versuch, die von
Warson gewonnenen Resultate, zu denen ich schon teilweise vor —§ e
der Bekanntschaft mit seinen Untersuchungen auf anderem Wege | B TS
gekommen war, nach neuen, moglichst einfachen und allgemeinen -g auw
Methoden herzuleiten und, mit Hinblick aunf eine im Jahre 1913 de
von NORLUND ?) erschienenen Arbeit iiber Fakultitenreihen, zu Re
vertiefen. Hierbei fithrt die von uns angewandte Methode un- “§  Me

gezwungen zu erheblichen Verallgemeinerungen, welche an sich ' o
und fir die Anwendungen der Theorie nicht ohne Tntervesse sein
diirften.

1) G. N. Warson: The transformation of an asymptotic series into a con- |
vergent series of inverse factorials. Rend. del cire. di Palermo, T. XXXIV (1912), 1
pp. 41—88.

%) N. E. NORLUND: Sur les séries de facultés. Acta. Math. Tom. 37, pp.
327—387.
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Im ersten Kapitel werden, nachdem einige Hilfssitze bewiesen
sind, die Griinde der Poivcarf’schen Theorie der asymptotischen
Potenzreihen dargestellt, wobei der die Differentiation dieser Reihen
betreffende Zusatz, ungeachtet seiner Evidenz, neu sein diirfte.
Hierauf werden die - Haupteigenschaften des sogenannten Lia-

prLacE'Schen Integrals
[F(z) RS
o

deren Kentniss fiir das Folgende unentbehrlich ist, formuliert und
in aller Kiirze bewiesen. :

Im zweiten Kapitel wird dann die Cavcay'sche Integraltheoric
herangezogen mit deren Hilfe sich fiir die untersuchten Funktio-
ncn ecinige fundamentale Integraldarstellungen ergeben. Hierauf
werden diese n#éher untersucht, und die erlangten Resultate in
einem Satz (S. 44) zusammengefasst. Das Kapitel schliesst mit
einem Beispiel, welches als Spezialfall die als Integrallogarithmus
bezeichnete Transzendente enthalt,' wobei einige Punkte in der
Theorie dieser Transzendente vervollstindigt werden.

Im dritten und letzten Abschnitt wird schliesslich der Zusam-
Bel

den Untersuchungen dieses Kapitels habe ich mich hauptsichlich

menhang mit den konvergenten Fakultitenreihen klargelegt.

auf den Fall, wo die charakteristische Konstante % (vgl. S. 13)
den Wert 1 hat, beschrinkt, da zur Herleitung der analogen
Resultate fiir beliebige positive Werte von k4 weit kompliziertere
Methoden nitig sind.
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Vorbereitende Siatze.

1. Um den Gegenstand vorliegender Abhandlung ohne Unter-
brechungen behandeln zu konnen, wollen wir in diesem Kapitel
diejenigen Definitionen und Sitze vorbereitender Art zusammen-
stellen, welche das Fundament der folgenden Darstellung bilden.
Zuerst moge der bekannte PrraemiN-LinpELSr'sche Satz 1) ange-
fiihrt werden, aus welchem wir dann ein wichtiges Korollar her-
leiten werden, welches, in pridzieserer Form, den Inhalt eines von
Watson ?) herrithrenden Lemma wiedergibt. Der genannte Satz
lautet, in der speziellen Form in der wir ihn hier anwenden wer-
den, folgendermassen:

Sei f(x) eine monogene Funktion der Fkomplexen Variable

x=re‘®, welche innerhalb des Winkels
7T 14
T 9a << 2a

regulir ist, und daselbst folgende FEigenschaften besilzt:

l:io fir jedes moch so kleine positive ¢ ist innerhalb des obigen
Bereiches in einer gewissen Umgebung eines jeden endlichen Rand-
punktes die Bedingung

|[f(@) | <CH-e

erfallt, wo C eine Konstante bezeichnet,

1) E. PHRAGMEN et ERNST LINDELOF: Sur une extension d'un principe
classique de U'analyse. Aecta Math. Tom 31, pp. 381-—406,

2) G. N. WATSON: A theory of asymptotic series. Trans. of the Royal Society
of London, Series A, Vol. 211, pp. 279—313.
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20 man kann eine solche positive Zahl k< a angeben, dass

das Produkt
e~ f(2)

sich mit wachsendem r innerhalb des genannten Winkelgebietes

gleichmissig der Grenze Null nihert.
Dann ist in jedem Punkte dieses Gebietes

@) <0,

Auf den Beweis dieses Satzes wollen wir hier nicht niher ein-

gehen, sondern verweisen auf die zitierte Abha'udlung. Dagegen |
wollen wir hieraus als Korollar den Warson’schen Satz herleiten,
welcher in folgender schirferer Form ausgesprochen werden kann:

Sei [ (x) eine monogene Funktion der komplexen Variable

& =rel? welche in jedem Punkie des Gebietes

7 L7 qr
(A) ; Ry < ¢ ok
reguldr ist, und daselbst der Ungleichung

(B) ()] < Cemar”

geniigt, wo C und o positive Konstanten bezeichnen.  Dann miuss

f(x) ddentisch gleich Null sein.

Zum Beweise geniigt es zu zeigen, dass f(z) z. B. auf der:
positiven reellen Achse verschwindet. Zu diesem Zweck wihlen
wir eine positive Zahl T, welche grosser als o sein soll, iibrigens |

jedoch heliebig  angenommen werden kann, und bilden die Funktion
F(z) = e“‘kf(m) :
Auf Grund der Ungleichung (B) findet man im Gebicte (A)
L F (o)} < Cgmio=Teoskoir®,
wird also die positive Zahl a mittels der Gleichung

a_—_Tcoski
2a

Da
T -

-

bel
we:
£

mit
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ner
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We
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Zur Theorie der asymptotischen Potenzreihen. 3

definiert (¢ < @), so ist auf den Schenkeln des Winkelgebietes

: I
lei= o3
| F @)1 <0,

wihrend man in jedem Punkte dieses Gebietes F(z)| < CetT—ar* _

hat. Wird also die positive Zahl &' so gewihlt, dass £ < %' < a,

so ist fiir @ | < Qia gleichmissig

lim e~ " F(x) =0,
und nach dem Prracmin-Lanperor'schen Satze ist folglich auch in
jedem @nneren Punkte dieses Winkelgebietes | ()| << C oder
also | f(x)| << Cle™ T<¥ | Speziell hat man somit in jedem Punkte
z, der positiven reellen Achse :

L f(xg)| < Ce—T",

Da wir nun der positiven Zahl T keine weitere Bedingung als
T > o auferlegt haben, so kann in der obigen Ungleichung 7'
beliebig gross, und die rechte Seite somit beliebig klein gemacht
werden, woraus folgt, dass .f(x,) =0 sein muss. Die Funktion
f(x) verschwindet also lings der positiven reellen Achse und muss
mithin identisch verschwinden, w. z. b. w.

Man kann den Bedingungen dieses Satzes eine etwas allgemei-
nere Form geben, wenn man die Voraussetzung, dass die Ungleich-

ung (B) in dem Winkelgebiet || < é”ik gilt, durch die allgemei-
nere ersetzt, dass diese Ungleichung innerhalb eines beliebigen
Bereiches besteht, welcher einen Winkel von der Grosse %uthasst.
Wenn der Scheitel des Winkels in dem Punkt 2 — « liegt, so
kann man durch eine Transformation

r=elvx'}+a

die Figur in eine solche Lage bringen, dass der Scheitel des
Winkels mit dem Nullpunkt und die Halbierungsgerade desselben
mit der positiven reellen Achse zusammenfallen. Wird dann
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fle s’ +a)=Ff(z'), 2/ =y ci'

gesetzt, so ist die Funktion f(z') in dem Winkelgebiet lgv ]<2

k

regulidr, und geniigt daselbst’ der Ungleichung

17 @) < Co—vlei® xtalt

Nun ist _
e 2’ a] > —]a] =2
$0 hald 7" > 2|« : mithin hat man in dem Teil " >2|al des Sek-

1

FEY < Cemart,

wo 62 " =¢ gesetzt ist.  Ferner ist in dem iibriggebliebenen
Teil dieses Sektors der Ausdruck

() em

unter einer endlichen Grenze Cp, so dass, wenn C' die grissere
Jr

der Zahlen C und O, ist, in dem ganzen (Jeblet | ¢ Y

7)< et

was nach dem eben bewiesenen Satze zur Folge hat, dass f(z')
und somit auch £ (z) 1dentisch verschwinden.

2. Wir werden im Folgenden eine. Klasse von Funktionen

behandeln, welche in einer gewissen Winkelumgebung eines sin-
gulédren Punktes asymptotische Potenzreihenentwicklungen besitzen,
und wollen desshalb an die Griinde der POINCARE schen Theorie 1)
der asymptotischen Potenzreihen erinnern.

Sei f(x) eine, in dem durch die Ungleichungen

(1) lx—xo!<7,9?1<arg(1—l“o)<%

definierten Gebiet, regulire analytische Funktion, und es existiere

') POINCARE: Sur les tntegrales irrégulieres des equations linéaires, Acta
Math. Tom. 8,

ein
das

set

zu
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Zur Theorie der asymptotischen Potenzreihen. 5

eine solche unendliche Folge von Konstanten ag, @, ,-- <, @n, -,

dass, wenn man

n—1
f@)= Y, tu (@ — 2" + Bu (2)

setzt, der absolute Betrag von
B, () (2 —2o) ™"

fiir jeden Wert » in dem genannten Gebiet unter einer end-
lichen Schranke M, liegt. Man sagt dann, die unendliche Reihe

(o]
2 ay (x — z,)° stelle die Funktion f(z) in der Winkelumgebung

0
@, < arg (x — ) < @, des Punktes z, asymptotisch dar, was man

F@)~ Y o (@ — )

zu schreiben pflegt.
Aus der Gleichung
Rn (%) = s (x — 29)" -+ Bny1 (2)
ergibt sich
By (5) (& — 29)=" =ty (@& — @) [Ba 1 (2) (& — @) =7+ D],

so dass folglich
|an | < Mp+ |2 — 20| Mng1;

x — z, | und man hat somit

dies gilt nun fiir jedes noch so kleine
@) ' |an| < M, .
Ferner folgt aus der obigen Gleichung, dass in jedem Punkte
des Sektors (1) 2
| Ba(2) (@ —2g) 7" —tn| < |2 — T | Mny1.
Da dies fiir jedes noch so kleine |z — x,| gilt, so sehen wir, dass

die Gleichungen
llIIL f (I) = aO ’

_.nxo_l
(3) xh_l_n (. —zy)~ " [[ (=) —Z ay (T — Z)’] =an, 0=1,2,-")
B - :
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innerhalh der Winkelumgebung ¢, < are (z —2,) < gp, des Pimktes and
z, gleichmiissig bestehen. | lung

Aus - diesen Gleichungen folgt unmittelbar, dass eine gegebené 4 zwe
analytische Funktion in derselben ‘Winkelumgebung eines Punktes $
To nur eine einzige asymplotische Potenz rethenentwicklung besatzen ZWe
kann, wenn sie tiberhaupt eine hat. Wenn also eine Funktion, died tion
im Punkte «, regulir ist, innerhalb- einer gewissen Winkelumge-§ asy:
bung dieses Punktes eine asymptotische Potenzmlhen(,111;w1ck1nug i Ebe
besitzt, so muss diese mit" der Tavnor’schen Entwicklung der § Fur
- Funktion in der Umgebung des genannten Punktes identisch und § und
_ somit konvergent sein. Also:
o die
Wenn die Funktion f(z) in ciner gewissen If’ankelumgebunq. (4)
“des Punkles x, durch eine diver: gente, nach positiven Potenzen. f
von (r— x) fortschreitende Reihe asymptotisch dargestellt wird, 3§ def
so 1ist dieser Punkt sicher cine sin gulire Stelle fiir die Funktion. d ,
t1sc

Was den oben besprochenen asymptotischen Poteuzreihenent—}l (5)
wicklungen ihren Wert verleiht und sie zu verschiedenen Anwen- |
dungen geeignet macht, ist einerseits die oft sehr .gute Approxi- { so
mation, welche die Partialsummen bei geniigender Anndherung an
das Entwicklungszentrum (welches also im Allgemeinen eine sin-
guldre Stelle der dargestellten Funktion ist) liefern, anderseits der
von Porvcari (loc. cit.) nachgewiesene Umstand, dass diese Ent-

‘-ﬁ
ac
@

n

wicklungen sich den meisten Fundamentaloperationen der Analysis

gegeniiber genau wie gewdhnliche konvergente Potenzreihen'ver-_ tel;l(_
balten. - Somit lassen sich z. B. die rationalen Operationen nach’-‘
hekannten Regeln vollziehen. Ferner dar eine asymptotische Ent- { - der
wicklung gliedweise integriert werden. Dagegen hat Pomcmﬁ in i
seiner oben zitierten Arbeit darauf anfmerksam gemacht, dass eine -
asymptotische Potenzreihe im Allgemeinen nicht gliedweise diffe- s
rentiiert  werden kann.  Hierbei ist jedoch zn bemerken, dass bei
Poivcare die dargestellte Funktion in einem eindimensionalen Ge- ger
Wil

biet, auf einer geraden Linije, betrachtet. Die Sache gestaltet sich

o
T

Sl A

i

[

A

1)
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anders, wenn man, wie wir es hier tun, asymptotische Entwick-
lungen in Betracht zieht, die fiir analytische Funktionen in einem
zweidimensionalen Gebiet giiltig sind.

Bei der Behandlung dieser und vieler ande1en Fragen wird es
zweckmissig sein den betreffenden singuldren Punkt z, der Funk-
tion, welcher zugleich das Entwicklungszentrum der zugehorigen
asymptotischen Potenzreihe ist, in den unendlich fernen Punkt der
Ebene zu verlegen. Wir betrachten demnach eine analytische
Funktion f(z), tiir welche der co-Punkt eine singulire Stelle ist
und welche folgende KEigenschaften besitzt:

Die Funktion ist regulir in jedem endlichen Punkt der durch
die Ungleichungen

(4)

definierten Winkelumgebung 7' des o -Punktes. ‘
Ferner besitze die Funktion in diesem Bereich eine asympto-

tische Potenzreihenentwicklung

. JT 3
R b i S R

oc
.

F)~y "

ol |7,
L}

(5)

so dass, wenn

n—1

3 ar > .
f(_jr,) == 2 e i T (.I')
1

gesetzt wird, das Produkt
| 2" Ry (x) |

fiir jedes ganzzahlige positive n in dem Gebiet T unter eciner
endlichen nur von » abhingigen Konstante M, liegt.

Um die Darssellung einfacher zu gestalten haben wir hier
dem Gebiet T die obige spezielle Lage in Bezug auf den Null-
punkt und die reelle positive Achse gegeben. Ferner haben wir
@, = lim f(z) = 0 angenommen, weil dies fir die Darstellung der

X=C0

beiden folgenden Kapitel einige formelle Vorteile bietet. Die All-
gemeinheit wird hierdurch nicht eingeschriinkt, da man, falls ag 7 0
wire, statt f(z) die Funktion /(z) — a, behandeln konnte.



r—2

f(x) =Y. x ; (Ziif + (a;))

AT

' aué - woraus smh durch Dlﬁerentlatlon .

n—2 y ;o
f (:c):_—z-xv—_;—}—R,, (z) 2

m f AL $
- ergibt, wo |
' = 1) an —
i = B Dt (x)

" Man beschriéinke nun = auf ein Gebiet 7" ; w_el'ches innerhalb des
durch die Ungleichungen (4) definierten Gebietes 7’ liegt und
dessen Randpunkte von denjenigen des Gebietes T Abstinde mit
einer von Null verschiedenen unteren Grenze o haben. Dann ist
gomass der Cauvcay’ schen Integra]formel fiir ]edes dem Geblet

£l angehorlge z

it R(z) T i e e S
B (e sz( = _I_ml[Rn(ijaew)e_fpd«p,

(V]

wo Cy den um den Punkt z m1t dem Halbmesser (4] beschrlebenen '

Krels bezeichnet. Da nun ferner : '
My - M,

|m—|—60‘~‘f’ |ﬂ—(r—o)"

]R (x —|— ge 1P) | <
"-SI(I) e_l_‘hiilt man

IS (x)l;mva (x+oel¢)|d«p< ST




m [ ()
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| &R (@) | < (0 — 1) | @y | 4 — n

o(l s G-Y'

-3
oder da, gemiss (2), |@s—1| << M._1, und ferner » >y 4o,
=1 Mn n

|z By (z) | < (n—1) M, 1 + 7(1 —[—g) ’

womit folgendes Resultat bewiesen ist:

Die asymptotische Reihe (5) kann gliedweise differentiiert wer-
den, und zwar gt die so erhaltene asymptotische Entwickiung der
Ableitung in jedem inneren Gebiet 1", dessen Randpunkte von
denjenigen des Gebietes T Abstinde mit einer von Null verschie-

denen unteren Grenze haben.

3. Es wurde oben darauf aufmerksam gemacht, dass zu einer
gegebenen Funktion nur eine asymptotische Potenzreihenentwick-
lung gehort, falls es iiberhaupt eine solche Entwicklung gibt. Es
fragt sich nun ob auch das Umgekehrte gilt. Wir werden gleich
schen, dass dies im Allgemeinen nicht der Fall ist. Man kann
im Gegenteil zeigen (vgl. Pomncarf: loc. cit), dass wenn eine
Funktion f(x) in einer gewissen Winkelumgebung des Punktes x,
eine asymptotische Potenzreihenentwicklung besitzt, es immer un-
endlich viele analytische.Funktionen gibt, die in demselben Gebiet
durch dieselbe Reihe asymptotisch dargestellt werden. Kine ana-
lytische Funktion ist also durch ihre asymptotiséhe Potenzreiben-
entwicklung, falls eine solche vorhanden ist, nicht eindeutig be-
stimmt, wenn man die Gesammtheit aller analytischen Funktionen
ins Auge fasst. :

Indem wir jetzt diese Frage einer niheren Behandlung unter-
ziehen, verlegen wir wieder den betreffenden singuliren Punkt z,
in den unendlich fernen Punkt der KEbene und betrachten eine
Funktion f(z), welche den S. 7 genannten Bedingungen geniigt.

Wir wollen nun vor allem zeigen, dass es im Gebiete 7" unend-
lich viele regulire analytische Funktionen gibt, welche durch die-




' selbe Relhe (5) asymptotlsch dargeste]lt Werden
L betrachten w1r d1e Funktlon - Sl

J .L,‘_-J' -._'_J' ‘__' : e'-—(ka’ L
. : # 3

missig fiir | pl<s 5a

i ! At
liny 27 o= 8 S s ¥ire

=D

und ]x”e_"x | liegt folglich, fiir Jedes positive ganzzahhge n

innerhalb des Gebietes T unter einer endlichen von z unabhangl-
o]

- gen Grenze. Hiernach stellt also die Reihe 2(;' in dem ,Geb_ie_t

=
1
T die Fl_mktio_n :
£ (@) A e~

asymptotlsch dar welchen positiven Wert auch o haben mag

Da man nun erwarten kann, dass eine solche Klasse von F: unk-
tlonen deren ]ede einzelne durch ihre asymptotische Potenzrelhen-
entwicklung innerhald dieser Klasse eindeutiq bestimmt ist, beson-.'. s
ders intressante Elgenschaften darbieten wird, so versuchen wir,
durch Hmzufugung einer neuen Bedmgung, die Funktion f (x) SO Zu
begrenzen, * dass hlerdurch eine Klasse von Funktlonen mit der
genannten Elgenschaft deﬁmelt wird. In Bezug auf den Inhalt dera
hmzu7ufugenden Bedingung gibt das oblge Belsplel einige Anleltung
Wir. sehen namhch dass fiir Jedes dem Gebiet 7' angchomge z-
und Jedes posmve ganzzahhge n g

: ; T ; . = ] .
Tl T 3 P V3 ; s .
oder, wenn | 0 cos 2—a> = ¢ gesetzt wird,
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n n
P ,
|xn —axk |<( ) e Q”.
1
: 7 e NEAYE iQi
Diese obere Grenze wird in den Randpunkten x =@ 7)€

tatsichlich erreicht, und innerhalb des Winkels | ¢! < Q—JZ gibt es

also in der Nihe von diesen Randpunkten Punkte, in denen das
links stehende Produkt der gefundenen oberen Grenze belibbig
nahe kommt. Unterwirft man also die S. 7 charakterisierte Funk-
tion /(z) noch der Bedingung %)

\ &
=

n— ke =
k

xf(f(x)“/_m ‘<< ) Y

wo k> a sein soll, o dagegen keiner Einschrinkung unterworfen

=

(6) | 2" B3 (2) | =

ist, welche Ungleichung von einem gewissen Wert # an in dem
Gebiet T gelten soll, so kann das obige Beispiel einer Funktion,
die im Gebiet 7 durch die identisch verschwindende Potenzreihe
asymptotisch dargestellt wird, offenbar nicht mehr benutzt werden;
denn wie klein die Konstante o oder wie gross die Konstante o
auch angenommen werden mag, so ist, da £>a > k', immer von
einem gewissen Wert n an

=t dy Lo it
'nk k ‘n K k"
G <)

In der Tat ist jedoch die Wirkung der oben gemachten Kin-
schrinkung der in Betracht zu ziehenden Funktionenklasse viel
tiefgehender: man kann mattels des i nco 1 bewiesenen Hilfsatzes
zeigen, dass es unter der Bedingung (6) iiberhaupt keine analy-

1) Diese Bedingung konnte in der einfacheren Form

| 2" Rn ()| < (Cn) k.

geschrieben werden, wo C eine positive Konstante bezeichnet. Fiur die fol-

Igende Untersuchung ist es jedoch vorteilhafter die Form (6) beizubehalten,

besonders weil die in derselben ecingehende Konstante o in der Folge eine
wichtige Rolle spielen wird.
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tische  Funktion geben kann,. welche im Gebiete T durch die wde
tisch verschwindende Potenzreihe asymptotisch dargestellt wird, ohn
selbst identisch zu verschwinden. Folgender Beweis ist eine Verei
fachung des von Warson gegebenen '), wozu noch kommt, das
wir den Beweis auch fiir den Fall = a, welcher bei WATSON‘-
ausgeschlossen ist, fiihren kénnen.

Angenommen also, es sei ¢ (z) eine im Gebiete T reguléirg3
analytische Funktion, welche daselbst durch die identisch ver-
schwindende Potenzreihe gemiss der Bedingung (6) asymptotisch
dargestellt wird. Wir behaupten, dass @ (r) =0 sein muss.

Aus (6) folgt in diesem Fall, wo @, — @, =---=0 'ist,

HopLhert ] 1'“ n a4t =
o<l -t ]
Folglich ist fiir ( )é(”)k<n+1

0
P\ E P&
'!sp<x)l<e?e"(?)=0e_(?) :

—

welche Ungleichung, da das Obige von einem gewissen Wert 7%
an fir jedes positive ganzzahlige n gilt, in dem ganzen Gebiet
1
NG\ o NN : : :
revirzely) s lel< 5q Pesteht, und da dieser Bereich ein

Winkelgebiet von der Grosse % (ég) umfasst, muss die Funktion

@ (r) nach dem Warsox'schen Lemma identisch verschwinden,
w. z. B. w. _

Wenn wir also zu den S. 7 genannten Bedingungen noch die -
speziellere Bedingung (6) hinzufiigen, wobci cs nur wesentlich ist,

das k> a und somit Z—fg;—” sein soll, so ist nach dem Obenbewie-

senen jede Funktion der so, fiir ein bestimmtes %, definierten
Funktionsklasse (k) durch ihre asymptotische Potenzreihenentwick-
lung innerhalb dieser Klasse eindeutig bestimmt. Denn aus

1) Loe. cit. 8. 300—302.
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n—1 n—1

2+ R.@), @)=

wo innerhalb des Gebietes T' von einem gewissen Wert n an

ay
1

f(x): +‘Rn (x),

n n n n

: n\k ~ k S TNE R
B < (M o, 2 Ba@]<() e 2
folgt, wenn o' >90,0 >0 angen;)mmen wird, dass in dem genann-
ten Gebiet fiir geniigend grosse Werte von n

|z (f (@) — F(2)) | <|2" Ba (@) |+ | 2" Ba (2) | <

n n n n
%k Tk
<2(%) e 9”<<%> .07,

woraus ja gemiss dem Obenbewiesenen folgt, dass [ (x) — fl@)=o0
und mithin 7 (z) =f(2) ist.

Die Funktionsklasse (k), welche der Gegenstand unserer Unter-
suchung sein wird, konnen wir also folgendermassen charakteri-
sieren:

l:0 Jede der Klasse angehirige Funktion f(z) ist regulir n
gedem endlichen Punkte des Gebietes T':

. 1
(7)" |q)l<2_aar>79
dessen. Winkeliffnung g mindestens gleich Z—Uz'st; (es ist also a < k);

9:0 die Funktion f (x) wird in diesem Gebiet durch eine Potenzreihe
@

2%} derart asymptotisch dargestellt, dass von einem gewissen
|
Wert n an

nyk | F
<(%) € Qn,

wo @ irgendeine positive Konstante bezeichnet. )

n—1

{34

1

(6)

1) Die Bedingung 2:0 kdnnte durch eine aligemeinere ersetzt werden; wie
aus dem S. 12 gefiihrten Eindeutigkeitsbeweise hervorgeht, genfigt in der Tat




Aus d(ar Unglelehung (6) folgt auf

g g (1 + 2 _“- Wwo '-ini{ s"f,'

m=o

1.

(’* £ 1)_’e

und

in der Tat zelgen dass sie d1e Bedingung 2:0 als Folge mit sich Aleht '_'t Lk ol
Um (hes emzueehen bemelken Wll vorerst, dass man. aus del Identltat ~ :

s e

an—.r"Rn(a:)—an-;-l(x)xﬂ—l-l

n n-41
k

O

- . i ,.k¥
elha]t womus da (1—]— ) <e , folgt

. R n n
L (n)e %
Ianl<2(—) ¢ 1ok
Sei nun e eme beheblg kleine positive Zahl- und man nehme

“an, dass

n— l
: k

BLE L

n

fur n> Rg; “und dass ferner die Oben genannte Verallgemelnerung der Bedln-
gu.ng 2 o (S 13) und somlt auch dle Ungleichung (8) fur nz ng erfullt smd. “z




JANG'schen

t 7 an, in

man kann
sht.
entitit

80 gross

ir Bedin-
itllt sind.

= “lr.‘ :

Zur Theorie der asymptotischen Potenzreihen. 15

Umgekehrt ist offenbar die Ungleichung (6) eine Kolge der obigen,
wenn. man in der erstgenannten die Konstante o um beliebig wenig
vergrossert. Diese Bedingungen sind somit equivalent und man
kann je nach den Umstinden die eine oder die andere Form ge-
brauchen :

Ferner erhilt man aus der Ungleichung (2), wo jetzt, fiir geni-

n n

/¢

k k .
gend grosse Werte von n, M, =K%) e 0" gesetzt werden kann,

die fiir geniigend grosse Werte n giiltige Abschétzung

Wird jetzt in der oben zur Herleitung der Ungleichung (8)" angewandten Iden-

titit n durech n—1 ersetzt, so ergibt sich

i:l,‘”R/z (.’L‘)t§r(ian—l i—i-—l;l:"—‘l Rn—l(,x)l);
I 1

LN k
und man erhilt somit, fiir o (" T —1) 1< G’—) ,i(p'<§%- die Ab-

schiitzung

1 n—1 lg—_}

ORI

also

Tk
!I"Rn(w)i<3(%) € Bl el lE)s

und in derselben Weise -erhilt man allgemein fiir ¢ — ng+1,n9+2.+-,n

1 1
: - v—1\k v\k 5L e 3
im Bande o (T <r=<y (I) Je|l< 5y eine analoge Abschitzung.
. L
. n— 2\~ n\ # 4 !
Hieraus aber folgt, fiir o [——— ] <r<ol+) ,le!<5-, die Ungleichung
g Bl == 2a
<. nl il
ko g | k Za 1
e Ba@<e(s)5(2) e " T 40
sl i )
& & [
=5(%) p @"e‘(l—%) (148,
folglich
Sl
3 &
on Ba (@) <5 () e "ot +ep




osich ergibt. Egte T o e R L e
 Ehe wir weiter gehen, wollen Wir zuerst zeigen, dass die bei
der obigen Definition der Funktionsklasse () angenommene spe-

selle Lage. der Winkelsfinung 7 in der Tat unwesentlich ist, m..
2 W, dass die charakteristischen Eigenschaften einer der Klasse
angehdrigen Funktion f(x) einer Bewegungstransformatioﬁ S

T=elo g 4

~_gegeniiber invariant sing (vgl. Wamson: loc. cit. S. 293).

Fibhrt man in dieser Weise fort so erhdlt man schliesslich die imn G-ebi'elte'___-
3 _ 1 : o

. g 3 k k 2
0 (,I’To) Sr<p (;—L) el '<% giiltige Abschiitzung
e 72

n n

: $i]
'MR”(“’)'<(2("'-'"0)+1)(%) e " (14",

Wird also o' > (1-+¢) angenommen, so ist im ger'lannten Gebiet fﬁr géﬁi,i-
gend grosse Werte n P S 153 oS

Ly}
k

lxﬂRn(x)l<(%) e ' Hun i

~Um eine in dem komplementiren Gebiet r=o (7—) ; - a iiltige ._ . S (LL__]}_"_
L = e > Yt - .
schﬁtiung.zu erhalten benutzen wir die Identitt "y - __,'.'_ - und s
p—1 .. T .
ot n v ' : l = : 2L
L= ZE%--FBHW), - B Y 2R
; =0 T T g
woraus sich -

. 2 73
et o1 Sleste] Lt
; Ty : A i 9 ” £ SR
ergibt. In dem Bande o (n—l’:p)k S, 0 (""_++) k,'{ (p]<% hat x‘ﬁ-aill o
demnachl '
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Man nehme also an, dass die Funktion f(z) in irgend einem

Winkelgebiet W von der Grisse g(g%) fiir geniigend grosse

ee]

Werte x regulir ist und daselbst durch die Reihe 2%’, gemaiss

1

der Bedingung (6) asymptotisch dargestellt wird. Mittels der obi-
gen Transformation kann, wenn den Konstanten @ und @ geeignete
Werte zuerteilt werden, eine beliebige Lageverinderung des Win-
kels W vorgenommen werden. Hierbei geht die Funktion /()
iiber in f(x) = f((z'— a)e~i®), welche fiir geniigend grosse
Werte 2" in dem transformierten Winkelbereich W' sich regulir
verhédlt und daselbst die asymptotische Entwicklung

LA e i et oY
p—l(n+V) k > 2 ”‘|‘P) & A E
k k
i et R B R
(0" ()"
k k
n+v  ntw
k k
()
<20"2 >
" ()"
k

Nun ist

n+rv n Wy L
e () O i ) e e

und somit

(V]
TR
:v-l =
S Sl

=3

Y

|
B
e
o[\
~—~

—
S|
—

x| x
®

[
x|

welche Ungleichung, da die rechte Scite von p unabhiingig ist, in. dem ganzen
i .

k
E " ; 1
Gebiet 7> 0 (7) , L <_)—_(—L gelten muss.  Ferner hat man
v hadd

N



e

S (42" it (2)

wo hm e,,_() Wird also o”

=14 12akn(l+35,),

> ¢ angenommen, so ist fiir geniigend grosse

Werte.n in dem oben genannten Gebiet

lann(x)|<( )k _%.g""

Beachtet man nun noch, dass die D1fferenzen o' — o und o"
angenommen werden kinnen, 80 sehen wir, dass man fiir ]edes noch s0 klgine i
posutwe & eine solche von n mla.bhang:ge Znhl %, gr‘a‘sser oder glemh 7> mltl_:_ e

— 0 hehehlg k]em;-‘

Q ( ) bestxmmen kann, dass in dem ganzen Geblet r > x

! [(pi <2;a von ei--
nem gewissen Wert n an

| zn ﬂ“n (z) | <(n")?6 & (Q-I-b)"

"Hlermlt ist aber d1e Fqulvalenz der im &nfang dieser N

ote genannten Bedin-
gung einerseits und der Bedmgung 2:0 (S

13) anderseits festgeste]lt

wo A
ferner

Bezei
fiir g

(10)

Kine
Kigel
eine
obige
unge;
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»
—n aﬂ—l’

’ n—1 a
(@) =1 Oy} (1 4, ?) 2

([ AMI<1,0< 0 < ).

f”

Es ergibt sich demnach
n-—1
A y aw
F @)= )22+ Rue),

1

wo
a'»ZE“#ei”wO::?“”-“
und P
n—1
2i3 — U
R(x')-:X p l“wl 0(!1-—1)(1___0” ‘) ar /n _l_Rn((x_a)e uu)
p=1

Folglich ist geméss (8) und (9)

o< o (S (e (8o

wo A eine von n unabhingige Konstante bezeichnet.

a
A7,

x

—n 1
) .‘i'L-' n?

Nun. ist
ferner von einem gewissen Wert n an

("+1)<1’( -|—1) p=1,2,

Zﬂoz—_ll)’ﬂ( Ll <F(%+1)20("_n<|i|)u_

=riz 1l |>n—l<r(z+l)(1+|‘i“1>”'

Bezeichnet also & eine beliebig kleine positive Zahl, so hat man
fir geniigend grosse Werte ' von einem gewissen Wert 7 an

-, 7, und somit

10 e B @) < I{E 1)+ lal o

Eine blosse Drehung (a = 0) lisst offenbar die charakteristischen
Eigenschaften der Funktion vollig unveréindert; kommt hierzu noch
eine Translation von der Grosse a,-so muss allerdings, wie die
obige Ungleichung (10) uns zeigt, die Konstante ¢ in den Ungleich-
ungen (6), (6)' um |al-|-e vergrossert werden, wo & beliebig
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klein angenommen werden kann. Da jedoch die Grisse der Kan gl
stante 0 in der Deﬁmtlon unserer Klasse keine Rolle spiels, so 1st'_'
unsere Behauptung hiermit bewiesen. :
In unserer Definition der Funktionsklasse (%) ist somit nur dle'- i
Grisse der durch die Ungleichungen (7) definierten kaeloffnu_ng

T von Belang: es soll gz% sein. Hine der Klasse angehﬁrig'e.

Funktion ist also dann unter allen in derselben Winkelumgébung des "
w -Punktes definierten gleichartigen Funktionen durch ihre asymp- |
totische Entwicklung eindeutig bestimmt. Dagegen kann es sehr
wohl eintreffen und trifft auch in vielen wichtigen Fillen wirklich
ein, dass dieselbe Reihe in werschiedenen Winkelumgebungen des :
@ -Punktes verschiedene Funktionen mit derselben charakteristi-

schen Eigenschaft (6) asymptotisch darstellt.

4. Wir ktnnen das Obige in einer Hinsicht noch eroanzen, _
indem wir Folgendes beweisen:

Wenn die Winkeliffnung j—f des Gebietes T, innerhalb dessen

die  Funktion f(x) die S. 13 aufgezihlten Eigenschaften besitzt,

grosser als, oder glez’ch %4— 27 st,. so ist f(x) in der Umgebung

des o -Punktes regulir, und dze zugehirige asz/mptotzsche Beihe
somit konvergent.

In der Tat ist ja in diesem FKall der Bereich T teilweise zwei-

* fach iiberdeckt, so dass es geniigt wenn man zeigen kann, dass

die den heiden Blittern des iiberdeckten Teiles entsprechenden

Funktionselemente identisch und die Funktion somit in der Um-

gebung des oo-Punktes eindeutig ist. - Wir nehmen wieder das

Gebiet T symmetrisch in Bezug auf die reellé positi‘ve Achse an,

und bezeichnen mit f(z) das fiir »r >

Hunktionselement. Dieses Element setzen wir dann im positiven
Sinn einen ganzen Umlauf analytisch fort, und gelangen so zu
dem Element f(z), welches in dem iberlagernden Teil » >y

SN
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des n
offenhe

der gt
x-Khe

asymp

J.:” (p (

was ]
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n—1
44 i : : . Ay 4.0 .
g e niéQ—k des Gebictes T definiert ist. Da nun Z x—', fiig je-
L : -
des n eine in der ganzen Ebene eindeutige Funktion ist, so wird

offenbar die DifEerer}z
g (z) = () — [ (@)

der genannten Elemente in dem zweifach iiberdeckten Teil der
r-Ebene durch die identisch verschwindende Reihe in der Weise
asymptotisch dargestellt, dass fiir geniigend grosse Werte von 7

g (@) | = 2 (F (@) — F@) | <2 By (2) | + | 27 Ba () | <

n

2 n
(N T
<afg) erte,
was ja, da das in Frage stehende Gebiet einen Winkel von der

Grosse ;:
@ () identisch verschwindet, so dass /() in der Tat in der Um-

gebung des unendlich fernen Punktes eindeutig und somit reguldr

umfasst, gemiss des S. 12 bewiesenen zur Folge hat, dass

ist, wie behauptet wurde. : 4
Dagegen kann man, wie sich spiter ergeben wird, Beispiele

von Funktionen angeben, deren asymptotische Entwicklungen in

ciner Winkelumgebung des o -Punktes, dessen Offnung dem Werte

;{—t—l— 27t beliebig nahe kommt, geméss der Bedingung (6) bestehen,

ohme dass der unendlich ferne Punkt eine reguldre Stelle fiir die
betreffende Funktion ist.

5. Da das sogénannt-e Laprace-Aser’sche Integral

(1) T =[F@e *ds
j

tiir die Entwicklungen des folgenden Kapitels von grundlegender
Bedeutung ist, wollen wir hier in aller Kiirze an die Haupteigen-
schaften dieses Integrals und dcren Bewcisc crinnorn.



B PH_RAGMEN FBANDL LERGH Ulld P]ZNCHERLE haben gezelgt da,ss
das-Konvergenzgeblet des LAPLACE-ABEL schen Integrals Wenn s

Konvergenzabmsse des Integ"rals genannt Dlese Tatsache 1st eme
unmlttelbare Folge des nachstehenden Hﬂfssatzes '
‘_ Wenn das Integml I(x) fiir ;b_ Bigria'lly + it konvergzert so'
konvergiert es in jedem Punkt der Halbebene o> T .
Zum Bewe1se setze man

D AR fF (t) e _x";dtz;‘@(z) 3

dann 1st 915 (0) =0, lim @ (2) = I ( :co) und fiir Jedes posmve leelle

2= 00

£ 1st P (2) | 2 Zl[ wo M eine Konstante bezelchnet Mlttels par- *
tieller Integlatlon erglbt sich nun g

.fF(z)e dz_f(pr(z)e (x—xO)de-_(_P(Z)e (x— xo)z_{_.

e xo) f B () - "°’Zdz'}

: Lasst man h1er Z ins Unendllche WaJchsen S0 Velschwmdet da, der ?
reelle Teil von X~=Zg gle1ch 0 — 0, und somit positiv ist, das f-.‘-
erste Glied rechts wihrend das zweite absolut konverglert in der
Tat 1st fur Jedes noch so grosse posmve Zz

fleP(z)e &3 "“’zldz<Mf 2 "°’zd-<—M— e

o T Uo
womlt der Hilfssatz b0w1esen ist. .

Hieraus folgt, wie gesagt die EXlstenz einer solchen I'ee]len -
Zahl A, dass das Integral I (z) fur o>/1 konverglert fiir 0.< A *
dagegen dlverglert Auf der Grenzgerade a=4 kann sowohl Kon-" :
vergenz als Dlvergenz emtreten i AL =08 ' ' SORT L

Sei ]etzt z, ein beheblger der Konvergenzhalbebene angehorlger
Punkt dann ist nach Obigem fiir ¢ > ao

(12)
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(12) I(z)= (w——xo)f@ (2)d3 574z
0

Da nun fir 6>0,-}+¢, e >0,

f(p (Z) e~(x—x‘,)zdz‘< Mfeezd‘z=¥esz’
274 z

so konvergicrt das Integral f b (2) e—*—*)2 dz gleichmdssig in der
0

Halbebene 6> 0,4 ¢& und stellt somit einen in der Halbebene
0 > 0, reguliren analytischen Funktionszweig dar. Dasselbe gilt
folglich auch von I(z), und da nun noch die Differenz o, — 4
beliebig klein angenommen werden kani, so schliessen wir hier-
aus, dass das Liaprace-Asrr'sche Integral I(x) in seiner Konver-
genzhalbebene einen regylc‘ireﬁ analytischen Funktionszweig dar-
stellt.

Betreffs der absoluten Konvergenz des LarrLace-ABEL’schen
Integrals gilt ein dem obigen ganz analoger Satz. In der Tat
siecht man unmittelbar, dass, wenn das Integral I(z) fiir z = =,
absolut konvergiert, es auch in jedem Punkt der Halbebene ¢ > o,
absolut konvergieren muss. Der Bereich der absoluten Konver-
genz ist somit auch eine gewisse Halbebene o > 4; es ist offenbar
A=A, ‘

Wir wollen hier einige Worte iiber die Grosse der Diffe-
renz A — A einschalten, indem wir durch ein Beispiel zeigen, dass
diese Differenz jeden beliebigen positiven Wert annehmen kann.

Zu diesem Zweck betrachte man das Integral

o]
@ (2) :fefﬂ’e‘”z e—*2dz
0

wo @ eine beliebige positive Konstante ist. Der Bereich der
absoluten Konvergenz ist hier offenbar die Halbebene ¢ >0, so
dass A=0. Um das wahre Gebiet der bedingten Konvergenz zu
bestimmen, substituiren wir vorerst



nur ve

_ hyieven einsch’
wodulch das Integra,l 111 ‘(13) '
% _ Fé
: Dot SPHOA T e Argun
¢ ﬁberg'eht Wir konnen h1er x reel voraussetzen und sehen entspr
genz d1eses Integrals d1e Konvergenz der belden Integrale '
T ) & _..ﬁ_ 5 : ﬁ_,:--:' ARG “rﬁhre
-fc_os _(;rvt)t m 3 _' dt lg-nd‘ _féip_(a'v'r;)_t_ SRR jedes
1 A A "'. oy g e L hiingiy
(14)
Konvergenzberelch dleses Integrals die Halbebene G>—co 1st' Betre
so dass A=— 0. Dle Dlﬁerenz A — 2 hat slso fiir unser Inte- 40300
gral den Wert @, und kann S01Mit Jeden beliebigen posmlven \Vert DELOF
annehmen. o e T Tr s g TR N X e e D
) .I ..'-_-\ Ty ; 3 £z Integ‘
_ 6. Wir Wol]en ]PtZt einen chhtlgen Spezmlfall Welche1 I[llt‘ _;'
_ Hlnsmht auf dle nachfolgende allgeneine - Theorle fiir uns beson; il
dere Bedeutung hat, etwas emgehender beh&ndeln Wir nehmen e \
~ an, dass die unter dem Integra]mmhen stehende Funktlon F(z) & kon'vs
folgenden Bedmgungen geniigt: - &80 3 . - e.ben(
1.0 Die Funltion F(2) zst regulmf n jedem znneren endlzcken t]S.Gh(
Punkte des Gebzetes i s RPN S - f’?;tt?
: _ @ tiber
At T ' <0 — gelw . Ty S
@) ' [a)| (Z o SR U iiber
wo $>0, und vcrhalt szch auf dem Runde stetig. _ _ Z
_ 20 E’s existiert eine solche reelle Zahl Y, dass n dem Wznkel—}?? und
gebzet (A) glpzchmasszg St 88 koL BT, Th %
. ; hme”’“"' F@=o0, f
. ; . " a y...w . rl‘_‘ '(__ .
< Iu'nd zwar fur jedes noch - so Tleine posztzve e. ¥ WO
' Hieraus folgt zunéchst, dass es fiir Jedes posmve & eme solche : der




und sehen dann,
fiir die Konver-
Integrale

23y
at

@ konvergieren,
dass der wahre
e 0> — ist,
fiir unser Inte-
L positiven Wert

ill, welcher mit
fiir uns beson-

Wir nehmen
Funktion F'(2)

neren endlichen

m dem Winkel-

e ¢ eine solche

Zur Theorie der asymptotischen Potenzreilien. 25

nur von & abhiingige Konstante C () gibt, dass in dem Gebiét (4)
einschliesslich den Rand

(13) IF(Z)} <.0(8) e(?’+£)iz|.

Ferner folgt aus der letztgenannten Eigenschaft, dass jedem
Argumentwert @ aus dem Winkel | @ | <& eine solche Zahl 24
entspricht, dass fiir jedes noch so kleine positive &

lim e Yo t9¢ F e =9,

o=o

withrend dies fiir negative Werte von & nicht mehr gilt. Fiir
jedes positive & kann man also eine solche, nur von @ und & ab-
hingige Konstante C (@, ¢) finden, dass fiir argz = o

(14) | F(2)| < C(w,e) Pt ozl

Betreffs der fiir || <% definierten recllen Funktion 4, merke
man iibrigens, dass sie gemdss eines Satzes von PErRacMEN-Lin-
peLoF (loc. cit) stefig ist.

Das der positiven reellen Achse entlang genommene Liaprace’sche
Integral

[ve)

1, (z) :fF(z) e”“‘dz
0

konvergiert nun, gemiss (14), absolut in jedem Punkt der Halb-
ebene N (x) = 0 > 4, und definiert daselbst einen reguléren analy-
tischen Funktionszweig. Wir wollen zeigen, dass diese Funkiion
miltels der bekannten Methode der Drehung des Integrationsweges
iber das ganze wvon den Halbebenen R (ze'®) > iy, (0<%
iiberdeckten Gebiet analytisch fortgesetzt werden kann.

Zu diesem Zweck nehmen wir vorliufig an, dass ¥ < " ist,
und betrachten das Integral

o0 ek

1, (z) :fF(z) R
0

wo @ irgend einen dem Winkel (4) angehorigen Wert hat. Aus
der Ungleichung (14) folgt, dass dieses Integral fiir jedcs der Halb



elnen regulalen analytlschen Funktlonszwelg deﬁmert Da nun
: a) ( <9 < T, 80 uberdecken s1ch d1e Halbebenen 9‘? (90)>/l0 ungi
g 5)1 xe"“) > lw teﬂwelse (Flg 1 a), er wollen zelgen' dz_xss_dle

oL Jla

'Fig..la. 3 ;

zugehorlgen Funkmonselemente 1, (x) und I, () in diesem gemem-
samen Teil uberembtlmmen, so dass fo]ghch Lo (3) d1e Funktlon
I,(x) in die Halbebene E)fi(x e"”) = A analytisch foﬂ:setzt VA

diesem Zweck geniigt es zu 7elgen dass die genannten Funktionen 'j

z. B. in den weit entfernten Punkten des Strahles arg r = — 2

iibereinstimmen. AR $ o e Sl BT
Sei also z ein Punkt auf dleser Gerade, welcher fiir dle belden
genannten Halbebenen gememschafthch ist. Wir mtegneren dle
Funktion F (z) e *? im pos1t1ven Sinn iiber die Beglenzung des i 1n
Fig. 1b abgebﬂdeten Sektors S Da diese Funktlon 1nnerha1b des
Sektors regul&r und auf dem Rande stetlg 1st S0 erglbt Slch ge-

méss. des CAUCHY schen Integralsatzes ot w8

fF g itd z:O, ‘ :

was auch

5 - s i S | 3 i
.JF(z) e‘-*Z"dz+z'RfF(Raiw)e*—”?‘””“r“”d/}p__ o
A @ L ; - 0 . '.

i CuE Relw : L
;F()e—x‘ dz=0
’ 0 . ; —-'1

. geschrieben werden ka.nn. - Gemiss (B) erhiilt man nun
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R

© : . | b
fE(Re“”)e"‘Rf”” +iv dw;< 0(8)Rfe‘(”" °°S(‘”“2)_"" S)Rd'rp;
0 ' 0

daferner { i %} e g —0(0>0), so ist das letste In-
tegral kleiner als
OﬁRe—"|x|5iﬂd—?—~6JR_

Folglich verschwindet das lings dem Kreishogen genommene Inte-

._I_

i
2 2 €. i
gral mit wachsendem R, wenn # =re ° und» > ?)_éin—é ist. Fiir

diese Werte z ist demnach

wel®

[F(z) e L dz:fF(z) e % den
0 0

d. h I, (x)=1I,(z), womit die Behauptung fiir den Fall + <=
hewiesen ist.

Wenn ¢ > ist, so schalte man zwischen 0 und ¢ die Winkel-
werte ¥y, Py, -, Pp_1 derart ein, dass F»_ Py 1 <@ (=0,
#, = 9), worauf man das obige Verfahren n-mal successiv anwen-
den kann. ]

7’

1L

Anwendung ‘der Cauchy’schen Integraltheorie.

7. Wir wollen jetzt die Untersuchung der S. 13 charakteri-
sierten Funktionsklasse fortsetzen, und zeigen, mit Zuhilfenahme
der Cavcay'schen Integraltheorie, zu diesem Zweck vor allem, dass
jede dieser Klasse angehorige Funktion /(z) durch ein gewisses
Larrace’sches Integral dargestellt werden kann.

Um hierbei den wahren Giiltigkeitshereich der in Aussicht ge-
stellten Integraldarstellung zu finden, miissen wir einige vorberei
tende I'jberlégungen anstellen. Man setze hierzu wieder x = re’?
und betrachte die durch die Gleichung '

R (x*) =rtcoskp = 1"
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ldI‘ lst SO kann man Z bis zum Wer;teﬂ Sull abnehmen ldSSGIl };{ezi;
1st dies dagegen nu,ht der Fall, so wud man fiir ein oew1sse obeir
posmves Z—/»0<y auf cinen oder mehrere singulire Punk’re
der HFunktion ! (70) stossen Wnd der;_rechts von - der Kurve 1
ﬁ(x )>/LO belegene . Bereich mlt T bezelchnet S0 ist also T
- das grosste unter den oben betmchteten Velschledenen Welten Ls gi
' Von Y/ entsplechenden Geb1eten mnerhalb deren die I‘unktlon f(z) } liche
Icgulm ist. Aus den S. 13 aufgezahlten Elgenschaften dlesu Funk- ner
tion schliesst, man nun unmltl:elbar Folgendes _ : _' '
Fiar jedes l>/’LO zst die F unktion [ (x) regula; m dem Berezch ¥ ] 'R
:h'(x);z’*,” s e D Polgli
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einschliesslich den Rand, und wird in diesem Gebiet durch die

Reihez Z'—T"’ derart asymptotisch dargestellt V), dass von einem gewis-
1

sen Wert n an fir r=\|z|>7y

n

n F o
<Ei€ 0.

n—1

wr(ro= 3%

1) Das 8. Y ausgesprochenc Resultat betreffs der Derivierten einer Funk-

welche in einer gewissen Winkelumgebung des o -Punktes eine asynip-

(15)

tion,
totische Potenzreihenentwicklung® Dbesitzt, kann auf Grund der obigen speziel-

leren Eigenschaften der Funktion f (z) priizisiert werden, wenn man zugleich
von den Ergebnissen der Fussnote S. 13 Gebrauch macht.

Zungichst ist die Derivierte f' () fiir I > 4y reguliir in dem (Gebiet R (mk)g i
Ferner erhilt man, wenn

n—1
iy

f@= Y O+ Ru@

gesetzt wird,

n—1

f(a) =— 2 ;};1 + R (z)-

1

- e 1k
_ Wir nehmen jetzt {'>1! an, besehrinken z auf das Gebiet E}{(xk);l und

bezeichnen mit o, den kiurzesten Abstand des Punktes z = re'? der Kurve
R (xk) —I'® von den Punkten der Kurve R (¥ = 1* . Dann ist fiir jedes dem
oben genannten Gebiet angehdrige x

2

) 2
Rn'(az)-——-m Rn (a:—|—orelw)e Y.

Es gibt nun, wie leicht einzusehen, zwei solehe von Null verschiedene end- -

—k 14—k Ll
liche positive Konstante ¢ und C (¢ <€), dass crt 7 <o, < Cr . Fer

ner hat man fiir geniigend grossc Werte von »

Folglioh ist

._".l
5 |



Inshesondere llegt also ] z f (xj i m dem gena.nnten Gfelplet_un
emer endlichen Schranke, M1 ; 80 daas folghch b s

s lf(x)|< FRaas s

&

8. Nach d1esen Vorbereltungen bﬂden wir’ das oben hetrach- §
tete Gehlet 9N (x )=t Imi?bels der Tra.nsformatwn ' ]

s : & \n e

; 1 i Mn® < Mu] rf ] 1
)} Bl ()| < | Bn (2 + ¢ Jld‘w< Fin }”<z- Faiog e s
A 9 bk i e LE b

- AEE 5N 3 S LA e

A\ T iy 1)" R

Nua ist, tir 0 (%) " <7< =) 3

¥ | : b | » T 32

k a1y : F

: 2 %( 3 ) “
C<@ o TRl +
=2 1_—;_ﬁ .

i

und da hier die rechte Seite sich mit wachsendem n dem Grenzwert 1 nahert".“?'
$0_hat man, wenn- e '>o angenommen w1rd fiir genugend grosse Werte no
1 1 . o

und fiir g(%fé-,.ég (_z%—__l) . [ : . e

Uiy I .
3 k

[.1:"+1Rn(m)[<() ; ',g.”“.:.

Zahl 3 bestimmen kann, dass diese Ungleichung in dem ganzen Gebiet
REH>1% 2>y far geniigend grosse Werte von n gilt, Hierbei kiinnen
also die Differenzen 7' — 4 und g’ == beheblg klein angenommen werden.

genannten L‘igenscha.ften der Funktaon f{:.:) herlelten werden, auch fi1r die
Derivierte f' (2) gelten, wenn die RB_lhe 2“:’ durch die mittels ghedwelser 2
£, . =t .

11 7 =3 X : '. i

setzt - werdan, wobei noch die Za.hJ 0 um beheblg wenig vergrossert Werden ._' -
muss; und Almliches gilt auch fiir die ubrlgen Derivierten hoherer Ordnung., ;

P, -
r

S

Hlerzms aber folgt, gemiiss der Fussnote S. 13, dass man eine aolche posmve 1

‘Wir sehen somit, dass alle Resultate, welche wir aut Grund der S. 28 |

leferentlatlon erhaltene Potﬂn'n'mhe —Z > +J und dm Zahl y duu,h :_,r m_'. B
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§=a*
quf die Halbebene
RE=!

ab. Die Funktion f(z) wird hierbei in die Funktion f(g ’*): 16G)
transformiert, welche gemiss des in n:o 7 gesagten folgenden Be-
dingungen geniigt:

Die Funktion f_ (&) ist in der Halbebene R > I¢ requlir und

2 a, !
wird daselbst dwrch- die Reihe E — derart asymptotisch darge-

T &k
stellt, dass fir |E| > y* und fir geniigend grosse Werte n

n—1 ' RS
LTSN | it & 7 .
a  EFe -3 o)l rel <) e
1 §k
Inshesondere ist in der genannten Halbebene, geméss (16),
ot e e
(18) TOI<=5<M,.

| &1

Sei jetzt S das Segment, welches die Gerade Jt (§) = I von
einen grossen um den Nullpunkt mit dem Halbmesser F beschrie-
benen Kreis abschneidet. Da [ (§) und somit auch f_(g@ innerhalb
und auf dem Rande dieses Segments regulér ist, so ergibt sich
fir jedes § innerhalb des Segments gemiss der Cavcmy'schen
Integralformel

o __ 1 [f@w du

£ " amid u E—u’

wobei das Integral lings dem Rande in megativem Sinn genommen
werden soll. Lisst man hier £ ins Unendliche wachsen, so ver-
schwindet auf Grund der Ungleichung (18) der dem Kreisbogen
entsprechende Teil des Integrals und man "erhilt somit die in der
gunzen Halbebene % (&) >> I* giiltige Darstellung '



_”-_~r=m 2aid 4
"lk—lT

mit deren Hilfe smh da dle InteOIatlonsmterva,]le endhch sm(L
und die Umkehrung der Integratlonsfolge somlt ellaubt lst :

lk—l—lT N -_' lk—I-IT ¢ 3 _,

ff(u) du :f —Es dc f() gudll—l—R(T N)

2%2
lk

- 9mi 2%
i LR

ergibt, wo =

1k 4T

' g 8"
R(T _ Qmj ey

—u
. —fT : .

Wir lassen nun 7' ins Unendliche wachsen und beachten vor
allem wie das innere Integral des ersten Ghedes aut der rechten-”
qelte der Glelchung (20) sich hierbei verhilt. Fir ree]le nlcht_
negative Werte von { hat ‘man nach (18) b

1k+zT A : L

‘.Q-Wﬂf(“) S0y Q< £ ksj Idﬂ _IK

1+._

e =) » 34 -w:oulu'

wo also K eine von T und 3 unabhanmge posmve Konstante be-'_',-
Zeichnet. Das Integml =

. . ) 1k.+17I‘ & s AL lk—l-rou'-'
o) T A L l‘(u) P i G f(u) L g

T o - z’? T : . l"—-loo _ _ _
konve101e1t somlt fur Jedes reelle mcht negatlve e absolut Da
femel R




TN R AT BT AT TN W WV AT W e 2 AN T > ~ P
L e o . T .,!_ _'___i_ = 2 = % _,.Hl : & I Y % o = ‘ Fv’uﬂ'
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=
e A L
1R tio INELT ‘
SLS f(u) e,(ftt Sl 1 f(u) §" du ' <
91 U 2%2 U
RS ki1
: o 1R 4io %
tzen die Identitit o M, et"s ] |du | Zlf e‘k / dt kM, et*s
7 —5!7 B l+ ~— _l'H— —1 ;
ey il T T *

g0 ist die Konvergenz fiir jedes positive N gleichmdssig innerhalb
des Intervalls 0 <{<Z N .1 und das Integral (21) stellt somit fiir
>0 eine stetige Funktion F_'(Q dar.

Aus Obigem schliesst man nun unmittelbar, dass das erste

le endlich sind
rlaubt ist,

'+ (T, N) Glied in der rechten Seite der Gleichung (20) bei wachsendem 7'
gegen den bestimmten endlichen Grenzwert
N
[F@esa -
b L
konvergiert.
Fiir das Restintegral E (T, N) erhalten wir wiederum die
nd beachten vor Abschiitzung
auf der rechten ,k +iT
Fﬁrl. reelle nicht |R|< /'If(ﬁ —_(Eﬂ]t(é)—zkw S
27T U= < . :
¢ | 2r—1 |
1*—ir i
=K elké , : 1) Betreffs des Integrals (21) sei hier noch bemerkt, dass es auch fiir jedes

negative reelle { konvergiert, jedoch fiir diese Werte  identisch verschwindet.
In der Tat sieht man mit Hilfe des CaAvcHY’schen Integralsatzes leicht ein, dass
der Wert des Integrals con ! unabhingig ist, falls nur 1 > 2,. Da nun an-

3 Konstante be- {ersaits

[F ()< Kelks,

so sehen wir, dass | F ({)] fiir jedes negative reelle { beliebig klein gemacht
@ S du werden kann und somit gleich Null sein muss. (Der Wert von X hingt zwar
y von [ ab, jedoch derart, dass K bei wachsendem ! abnimmt.) Fiir komplexe

Werte von { divergiert dagegen das in Frage stehende Integral, da der Inte-
+ § absolut. Da

grand dann in den entfernten Teilen des Integrationsweges ins Unendliche
wiichst, ;

w\

.:TE:?J: -



9? (u)- Z" mit M s0 erg1bt sieh bel Beaﬂhtung deraUngl'
(18) fiir Jedes noch 80 grosse posmve T e kiR dlia

"_f'.‘.

IR!<

-(SR(s) tkw MMﬂg—tﬂ?m f"JN A
e sz_+_tz

Aus (19) und (20) ergxht smh somit auf Grund des Obzgen

- T AL S ot
£ Da nun ER ® >, s varschmndet che. voohts Soite tiir lim N""m m Al

‘und man erhilt somit fiir jedes der Halbebene E]? (§)_> o a.ngeh;‘mge . i
~ § die Formel &1

. - i 1 28 5 (21)
af Qe vat, ' B

Da nun jedoch die Differenz i % von vornherein beliehig klem i 5

angenommen werden ka.nn und die Funktion & (&) von 1 unabhangug R s o

- Ist, insofern 7>, (vrgl. die Fussnote . 33), so muss diese Dar-

~ stellung in der Tat in der ganzen Halbebene R(§) > 2% gelten; o
~ Anderseits ist es klar, dass wir 50, wemgstens falls 4, >0, den & (23
Wahren G{ﬂtlgkeltsberemh der ohigen Forme] gefunden haben, ' 3

~ denn wie es in mo 5 gezeigt wurde lst das Konvergenzg'eblet' ‘

eines Larnacw'schen Integrals Immer eine gewisse Halbebene, inner- §:

halb dessen das Integral eine reguliire analytische Funktion deﬂmert L (24

“aus der Definition der Zahl A o folgt aber, dass die Gerade R (&) —-lo, '_:: e

falls 4,>0, Wemgstens eine smg'ulare Stelle der Funktlon f GR

 enthalt, ‘ s - T
Gehen wir nun schhesahch mlttels der 'I‘wnsformatmn §= :z:"

von der & — Tbene zuruck zu der & — Ebene, so erhalten wir fu:r‘-

unsere. Funktion £ (z) die in Aussicht gestellte Lapmon’sche Im;e- !
g'ra.ldarste]lung

wo




auf der Gerade '

er .Ungleichung

R&—1-HN
. Obigen
fN

fiir lim N =

> I* angehorige ‘

beliebig klein
1 ! unabhingig
uss diese Dar-
> 2% gelten.
i A >0, den
funden haben,
1wvergenzgebiet
Ibebene, inner-
ktion definiert;
de R (§) = 4,
Funktion /(&)

mation §= x*
rhalten wir fiir
ACE'sche Inte-
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(02) f@0)=a* [ F© e,
0

- welche‘ also innerhalb des Gebietes 7, d. h. fir 3 (z*) > AE gilt.

Falls A, >0, so ist dies auch der wahre Giiltigkeitsbereich die-

ser Formel.

9. Vorldufiz wurde tatsichlich nur von der Ungleichung (18),
also von der Eigenschaft (16) der Funktion / (z) Gebrauch gemacht,
wonach das Produkt |z 7/ (z)! fiir jedes !> 4, in dem Gebiet
R (x’*)>l unter einer endlichen Grenze belegen ist. Die asymp-
totischen Elgenschaften in ihrem ganzen Umfange, spiegeln sich
erst in den besonderen analytischen Eigenschaften der Funktion
F (&) ab, zu deren Untersuchung wir jetzt iibergehen.

Zu diesem Zweck substituieren wir in das Definitionsintegral
(21) dieser Funktion

n—I1

f _(u) = % -+ R, (v)

1 4k
und erhalten so
n-=1 i'k-!-far:
y s thy ._ o 1 cu &
@)« FO=Y2 [y P e au 4 0.0,
R _im
wo
1k+m
R (w) ﬁu
(24) Pr (C) 21 [
! lk-—loo

Um die Werte der in (23) vorkommenden Integrale zu er-
mitteln, betrachte man allgemeiner das Integral

F4+io

I(a,é‘):%ﬂfua__le;" du,

1k — i




Hler hangt das Integra] H (a) aur schembar von - $ ab dennl der
Wert des Integrals ist offenbar von der Abz1sse der Integlatlons.-
gelade unabhauglg, falls (hese posmv 1st

satzes ellaubt 1st Dle Intetn

0

tlonsvanable t kommt ausl ':d - )
. (24)
Fig. 3. YoT
hig kleinen Halbmessel o um den \ullpunkt einen In eis ¢gq, und geh gra.l:
dann mit dem Algument 7 wieder i ins Unendhche _Bei Benutzun23 §s 5 belie
~dieses Integrationsweges sieht man soglelch dass H (a) eine gan ze TR,
Funktzon ist. \Vlrd nun S S I S e .-W
57 | R i Ty D, (
gesetzt und das Inteoral den drei Teilen des Integratlonsweges :
entsprechend zerlegt, so ergibt sich ;
; | Fog 2 i : a8 5 e
H(a)— [ra_le*Tdv g ’v _dv.
271 X 2 ode:
X C.a :
Wenn Jt(a) > 0, so verschwindet das erste (;rhed rechts fur S 3
hm 0= O und wir erhalten somlt zunéchst fur dlese Werte VOII a
| Cosinae e sin wa 0 3 £ Nur
Ha =78 oot ey ina
(a) h v ? g i ? T i (a) [’(1 2y a’) '

Da ]edOCh belde Selten dieser Gleichung ganze Funktlonen der
Varlable @ sind, S0 muss sie fiir alle Werte von a gelten F oghch 1st d

-




oll. Wenn man -

§ ab, denn der
r Integrations-
n Wert dieses
tionsweg konti-
nimmt, was auf
schen Integral-

Die Integra-
mmt aus dem
lem "~ Argument
1t einem bhelie-
is ¢g, und geht
Bei Benutzung
(@) cine ganze

3grationsweges

e "drv.

ed rechts ' fiir
e Werte von a

s il o
"(1—a)

unktionen der
m. Foglich ist

b
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1
I(a,l)=——
(a, ) Rl o) &’
\ = v
so dass man speziell fiir a = 5
R4+ ic = %’
; ST B AN
I(——z,d:—l—. w et du=— Loy
k °/  2me F(q; + 1)
1 — oo E
erhilt. Die Gleichung (23) kann somit
n—1 v
; n Uy k !
(25) FO =Y, <t + 0,0
v
)

geschrieben werden.
Wir wollen jetzt das fiir reelle positive Werte von £, durch

(24) definierte Restglied @.({) abschitzen und bemerken hierzu
vor allem, dass der Wert des Integrals, wie derjenige des Inte-
grals (21) selber, von ! unabhiingig ist, wenn ? > 4o ;! kann somit
heliebig vergriossert werden. Bei Beach'tung von (17) erhilt man
nun fiir /> 7 von einem gewissen Wert n an

T lk—l—Loo
(u) k¢
‘ d
0, @<t [15 ) orksjau) <
lk—loe
; i
' gy = e A dt
<k;) it ; —I n—rk’
—m(lgk—{—i)
oder also
12 + o
n\"* the = 2ihet U A dv
o, @) <(k) F (e ._[ Lot
(1 o) 5

Nun ist, so bald n>%

+ o + e

/' dv
e <
(1479 e 1+r-

—




Dles gﬂt nun, w1e gesagt welchen Wert Z auch habe:n mag, Vi

nur 1>y, Insbesondere kdnnen wir also, fiir gsnugend- gr(

Werte YO 2y g v et
- - 1

z~@—‘lc«-f

setzen, fiir welchen Wert. dJe rechte Smte del ablgen Unglal

' ein, W
1hr Minimum in Bezng auf erremht Man erha.lt so die endgul_ ge il
Abschﬁ.tzung ' :

e

"-(%J L ei<iles),

Worans Zn sehen lst dass

- - ﬂ*‘-._ ergibt

Tm @, (5 =0 ¢ ~der U
{::m'

sohald g§ <1 oder ¢ < oF ist, so dass folghch gemiss (25), die g

B 2l

Funktzaﬂ F © mnerhalb des Kreises €] <— durch die. kofnver- S
: fir »

gente Eezke §

: 15 " 2 E und in
B 5% s 1'( _]_1) Bedin;
XA somit
mmlytzsch for tyesetzt wzad ‘wir sehen, dass die Funktion smh m g positiy
dlesem Kreis regular verhalt mit Ausnahme des Nuﬂpunktes wenn g S Oridna,
¢ diesen Punkt. umjkrelst, permutieren sich die verschledenen 7we1ge .': ~ gemiis

- der Funktmn 3. i R | f"_' ] -(30)

10 Im Voﬂaergehendan wurde die Funktion 7 (€) in der Umge‘-':.: Al

hing des Nu]lpunkteg unlersucht, Wir ‘wollen nun von dem Inte- f
“gral (21) a,uﬂgehend ze1gen, dass das den Argumentwerten ]arg{'l By 8
< 7 der Umgebung des Nullpunkl;es entspr&chende Element dleser -

LA

A

A
el
=




ben mag, wenn
aniigend grosse

’n Ungleichung

» die endgiiltige

ymiss (25), die

h die konver-

mktion sich in

punktes; wenn
edenen Zweige

in der Umge-
von dem Inte-
verten |arg { |
Glement dieser
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Funktion lings der positiven reellen Achse analytisch fortgesetzt

werden kann.
7u diesem Zweck wihlen wir eine Dbeliebige ganze positive

7ahl n und bestimmen hierauf die zweite ganze Zahl m so, dass
(28) in<<m<kn-41.

Man fithre jetzt in das Integral (21)

m
L a’ "
fuw) = 2 = By (w)
1k
ein, was
m ) : 1k+%:, i
TR v ek 1 [ Bmp1 (W) re gy,
@) TFO=) g omt
b I’<];+1) L

ergibt. Wird { >y angenommen, so findet man leicht auf Grund
der Ungleichungen (17) und (28), dass das Integral

"4 ic
%fﬁm+1 W u”"' et du
IR —ic
fir »=0,1,---,n und jedes reelle nicht negative & absolut,

und in jedem endlichen Intervall 0 < < N gleichmissig konvergiert.
Dies gilt fiir jedes noch so grosse 7, wenn m immer gemiss den
Bedingungen (28) angenommen wird, und aus der Formel (29) ist
somit zu sehen, dass die Funktion F (&) in jedem Punkte der
positiven reellen Achse bestimmie kontinuierliche Derivierte aller
Ordnungen besitzt. TFiir die n-te Derivierte ergibt sich némlich
gemiss (29) der Ausdruck

(30) FO Q=8+ I,

wo

N R
1 riz41i

4
Ttk

B = A



4 ga,.l<AF< +1)g,_.
so dass folglich, gemiiss (28]

et dn 1 -
vl .
<
' .Hi.er. ist_zl iy Nun
v' Y : .. P fHI'Q
5 (? % -1) e Schli
' ,'{vo I .(§) das _Mmunum von I’ (x) fm leelle posmve Werte vo_n .
7 < 1 i ey T T
2 bezelchnet ( < 9) ferner 1st fur OQ‘ < LLEF: 30y =
= -_: o '_ Sl gla 5 2ok AR . e . woral
Z( )<m<nk+1-_k< -{—]lc), ses T
YL 285 B ; N 3 Alles
TR A i unahl
fur' QC _gl '1ede1um
' l—. ] -:_ : . - m I' .: i"_’ : : l .
il E (Q’§k>'§m(9§k :
aer h 2 2 D
. .._bqlghch-ha.t. ma.n fiir §<Q—k- 31)
f_ 15’ ] Sl’(w -l— 1 -’- )(7?« . - so fo
e R AN gemij
Wahrend fur C>ik )
Q_- - € vor



3. 16 eine solche

en, dass

itive Werte von

1

‘oF)tgn.
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e

(8ul < ST (n 414 %)(,,l+%)(9§%> <
Caforer e

hierbei bezeichnet S eine von 7 und ¢ unabhiingige positive Konstante.
Ferner erhalten wir fiir geniigend grosse Werte von n

ftiom
1 ety | n—1, kg dw| =
[-lnl<2_w | B 1 () w0 e’ ™| du!
1k i 3 '
<F<’f+ 1+ 1>Om+lelk§' Ryl LS (_lili
k i 2w i SRR Bt TR
' 3. (P i)

Nun ist gemiss (28) T(m Z l—i—l)gf(n—}—l-{—%);ferner ist

firo<<1, 0 wihze 0 (Qk)n, fiir 0 > 1 wiederum o "'+,1§ 0?2 (Qk)n_
Schliesslich hat man

+ o o
LA at _gkn—m—1 dv
GRS T KT mEL e
DA e JyigA

woraus auf Grund der Ungleichungen (28) zu sehen ist, dass die-
ses Integral immer unter einer von » unabhidngigen Grenze liegt.
Alles zusammengenommen gibt es also eine solche von % und §
unabhéngige Konstante I, dass

| L |< IT (n—{— et %)(gk)h"l g

Da nun bekanntlich fiir jedes o

(31) lim Lipr et Shig) = |

4l n! no ¥

so folgt aus den oben fiir | S, | und | I, | gefundenen Abschéitzungen,
gemiss (30), dass fiir jedes / >y und jedes noch so kleine positive
€ von einem gewissen Wert o an die Ungleichung



F. NEVA‘NLIHHA

.(52) @ <@ + s)"e‘ et i
fur C> 7 besteht, withrend fur & <;‘< FEE

) \'F[n] @) | < nl(C— s)"; e

Seien nun & und ¢ (> &) zwei beheblge Punkte der posmve
reellen Achse. Da die Funktion # (£), wie oben bemerkt wurd
in jedem Punkt dieser Achse endliche kontinuierliche Derivierti
jeder Ordnung besitzt, so kounen wir die Tayrow'sche Form
anwenden und erhalten somit

T )
Fo= Z AT o AR

w0 Y, nach Darsoux in der Form

—71 W

7(n) 3
Y= i (§°+ﬁ(§ C"))fé' W (AL1,0<d< 1) auf €
Y g0 Kkl

dargestellt werden kann. Folghch ist fiir §, > g” geméiss (39) i B

fW |<[(9 + ¢) (CA;' Co),] ?l.,g,, a2 |

M vl : -
und somlt fiir O<§' L‘O (g + & )’1 el <, TR
% e - e & Dezei

A, = M e - e

so dass folglich LY ‘ s r
) - F{uj { i ' }
©3) F %Z fudg. i g
W s0-se

In genau derselhen Weise zeigt man auf Grund der Ungl-eichnng;f_ o >
(32)', dass diese Entwicklung fiir e <&, < —gl in dem Interva]lei_ Cle,

0<{—¢§ < § —¢ gilt. Beachtet man nun noch, dass & heheblg’; gl
klein angenommen werden kann, so folgt hieraus, dass die reuh_tsj ~ (Fig

stehende Tayrowr’sche .Reih_e fiir § = ;—k in j_e_dem Punkt des Kreiﬂeé'- (34)

[&— Q'n] < konvergiert und ein in diesem Krels regulﬁres Funk- gendi




il P, s T e T |
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R e R % Ry
i £ SE< b+ 5 mit F(O) a o

tionselement definiert, welches fiir & <8< L + oF mit ' (§) zu =

sammenfillt und somit diese Fupktion in dem genannten Kreis ,

. 0 e LN ol

{ ) 3 y iir ) < . 10 'e18 o <

analytisch fortsetzt. Dasselbe gilt fiir 0 << & < o in dem Kreis A

|§__§0|<E{,; dieser Kreis g‘eht't'.lm_'ul'l den Nullpunkt, was im |

tkté, dermogiiven Binklang mit dem in n:0 9 gefundenen Resulfat steht, nach welchem v
|3 Demerict sarets dieser Punkt eine singulire Stelle fir die Funktion F () ist.
erliche Derivierte ' : : el il
= iy obeneenannten Kreise iiberdecken mit dem Kreis || <<=

vLor'sche Formel Die ghengen : A3 e
oin die reelle positive Achse umfassendes Gebiet Gy (e), innerhalb

dessen die Funktion F (§), mit alleiniger Ausnahme des Null-

punktes, regulir ist (Fig. 4 a).

E=5L|<

Sei jetzt &o = 5,! und man beschriinke § auf den Kreis

é,—‘: wo 0 — o positiv, im [ih.l'iggn jedoch beliehig ist. Aus (33) folgt

, O-&E < Cauf Grund der Ungleichung (32), wenn wir im Vorhergehenden & X3
Lo A k A ;
so klein voraussetzen, dass 0™ > 0 - & ist, dass
; gemiss (32)

oo

L o IF“I‘ 5 Sl L . ke, Qk—]—s v
!F('QJI:EZIH'%M|5_EM‘QK(913)€Ihz(‘ k)
1]

0 i

wo K (o',0)' eine nur von ¢ und / abhingige positive Konstante
hezeichnet. Beachtet man, dass

i

k
el FSo oMb+ ¥ (5 - RG) < o (f’) el RE)

b - ak 3 '_k (Vs '} . " = .
und ferner, dass dies fiir jedes {0 " und fiir jedes { > y gilt,
so sehen wir, dass es fiir jedes noch so kleine positive & und jedes

der Ungleichung o' > o eine solche, nur von & und ¢ abhiingige positive Konstante
dem TIntervalle .h Cle o) gibt, dass die Funktion F (&) in dem wvon den Kreisen .
, dass & beliebig |Cl§51,; und | §— Qﬂéé, (Q‘o > é) iiberdeckten Gebiet Gy (o) _

7 O3 eeteel (Fig. 4 a) der fundamentalen Ungleichung

Punkt des Kreises 4 = : B
(34) | F(2) | < C (@) e®+o*R& .

o T

s regulires Funk- ; " ; Vandal
geniigl.

AT ESMETIO RIS mrw—



11, Wir setzen jotzt FOSE
' Wodurch che Funktaon F (§) in dle Funhtwn
F(z*) F

- gefunde

; . - ~andere,
1 Fig._fl_a. - . Fig. 4D, : -~ mébchte
e @ bewies:
ﬁbertrﬁg“t man’ nun die bisher in diesem Kapitel gewonnanen s
Resultate auf die Funktion F(z), so kinnen wir folgendes zu-  im Gey
- sammenfassende Resultat aussprechen: ' - vnanntg
Wenn die Funktion f(x) den §. 28 aufgezakzten Bedmgungtm dung ¢
gendigt, so definiert das Integral _ R leitung
: zk+m ;_ . 19,
35) F(@)= f Lyt g ' 1
(5 (z) 2 = U, bietes
k——(m T i, . A
: Beding
wo ? > o s fiir reelle nicht negative Werte von 3 eine Funktion F (z), . :
' ne Re
welche in der durch den Kreis |z | < % deﬁnm ten. Umgebung des
_ _ _ kaun
Nullpunktes regulir ist und durch die konvergente Potenzrethe
3 - ! LT il mittel:
(36) =Y 2 g ok
r(f+1 ) _ T2 - die o
: d“".‘?esr‘ellt wzvd femer liisst sich diese F wnktion lcmgs de'r poselwen .' wic d

reellen Achse analy, Jtasck fortsetx.en derart, dass die erweiterte Fun;&.. wurde

#




lie Funktion & (¢)
bei auf den Kreis
vel Gebiete G (o)
r den Fall £ > 1

. 4Db.

pitel gewonnenen
vir folgendes zu-

'ten Bedingungen

ve Flunktion F (2),
n UUmgebung des

‘e Potenzreihe

ings der positiven
erweiterte Hunk-
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SUEHIRI e 0
tioﬁ_ sich im ganzen Gebiet G (0) reguldr verhdilt und in dem inneren
Gebict Gx(Q), fiir jedes o' >0 und jedes moch so kleine positive e,

der fundamentalen Ungleichung

(37) | F (z)|<<C(e,0)e

gendigt.
Mittels dieser Fumktion lisst sich die Funktion f(x) innerhalb

des Gebietes N (xk) > lok durch das Liapnacr'sche Integral

P+EER 2k

1

(38) f@)y=at [ PG5 e " az

darstellen.

Fiir den Fall ¥ = 1 enthilt das Obige als Spezialfall, zwar in er-
heblich schirferer Form, ein bereits von W ATSON (loc. cit. S.303—310)
gefunderies Resultat. Die Herleitung ist jedoch bei uns eine ganz
andere, und wie es scheint, natiirlicher und einfacher. Vor allem
méchten wir darauf aufmerksam machen, dass wir von dem in n:o 3
bewiesenen Eindeutigkeitssatze keinen Gebrauch gemacht haben;
im (egenteil ist durch das Obige u. A. ein zweiter Beweis des ge-
nannten Satzes erbracht. Bei Warson bildet dagegen die Anwen-
dung dieses Satzes geradezu den springenden Punkt seiner Her-
leitung.

12. In dem allgemeinen Fall, wo die Winkelofinung % des Ge-
bietes 7', innerhalb dessen die Funktion f(z) den S. 13 genannten
Bedingungen geniigt, grosser als J—; ist, kann das oben ausgesproche-

ne Resultat in leicht ersichtlicher “.feise erginzt werden. Man
kann dann fiir jedes @ aus dem Intervall iwlég—z-%zﬁ
mittels der Gebiete

R (z LIS i

die nicht negative Zahl A, (<%) in derselben Weise definieren,
wie die Zahl A, in n:0 7 mittels der Gebiete EH(xk) > ¥ definiert

wurde. Falls A, > 0, so ist das Gebiet 9 (ze "”)k > AE das grosste

bl



< B INEVANLINR A - Fly s Ty

S unter den obengenannten Gebiefen, innerhalb Eig‘s_ﬁéﬁ die le i
(@) regulir ist; fiir jedes I > 4, wird die Funktion in demG hi

=

R(ze'Y > dqurch die 'Re-iheza—: derart asymptotisch d g
- stellt, dass von einem gewissen Wert » an fiir 2| >%

Rocestl 3

£ (:f @)=y ;i‘,’,) < G—*) e %Q" ,

&=

Von diesen Tatsachen ausgehend beweist man nun genau W‘ii
©es im Verherg'eh-en_den geschehen ist, dass die durch das Integ

(htim)e—kwi :
( 1

W
(_Zk_-—fm] e—hwi

in den Punkten des Strables argz= @ definierte Funktion in-ner_{. Wird h

halb des Kreises |z| < 'ng in die Reihe (36) entwickelt werdeg; ~ ersetat,

kann und somit mit der Funktion 7 (2) z.usamméilfﬁﬂt_; ferner, d_é_m I;
diese Funktion sich lings dem genannten Strahl in derselben Weise

wie l'an:_gs der reellen positiven Achse analytisch fortsetzen IELSSt,}‘

wobei die analytische Fortsetzung in dem, dem Gebiet G (g ~ woraus,
entsprechenden Bereich der Uilgleichnng (37) geniigt. Statt C(e 0
erhilt man zwar eine nene Konstante Co (8, 0') und R (2%) ist jetzt:
durch N (z e_i’w)k zu ersetzen. Die Funktion F (z) ist somit in dem o
ganzen Winkelgebiet _ - : 3 folgt. 1
l-argz[,éz%_%:ﬁ FEr oo md so
_ | : : ! s FAT VTS [ | s
'regulfp- und es lisst .ﬁack fiir jedes moch so kleine positive & eine @ -Pun]
solche Konstante C (s) bestimmen, dass daselbst ' o i "

i CAEEEem et fo e e
Mittels dieser Funktion Iisst sich die Funktion 7(x) fiir jeden erbring:
dem obigen Winkel angehirenden Winkelwert @ innerhal des lich ¥y
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00

Ul nun genau wie
lurch das Integral

6 Funktion inner-
ntwickelt werden

nfillt; ferner, dass
1 derselben Weise
1 fortsetzen lésst,
:m Gebiet G (o)
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ad i (2*) ist jetzt §

1) est somit in dem
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RSO L RN e L=

, i k 1 eoral
Gebietes M (z e “’)k> A& durch das Laruace’sche Integra

welkw |

By —xkz
(40) f(:c):xkfﬁ(zk)e Idz
0

darstellen. :
42 .
Wenn die Winkeloffnung v des Gebietes T den Wert % + 2n

erreicht oder sogar iiberschreitet, so ist ¥ > und die Funktion
F (?) ist somit eine ganze Funktion, welche in jedem endljchen
Punkt der 2z-Ebene der Ungleichung (39) geniigt. Wird also das
Maximum von | F (2) | auf dem Kreise | z| = E mit ¥ (R) bezeichnet,
so hat man, da die Reihe (36) jetzt bestindig konvergiert, fiir

jedes positive B

ek Rk
0] MB) g T

r+1) F :

Wird hier die rechte Seite durch ihr Minimum in Bezug auf E

ersetzt, so erhilt man

—

sl _o@(l) “Foter,.

woraus, gemiss der Stirning’schen Formel,

<OV 2al o1 to), Gima=0),

oo

Ay .
folgt. Folglich ist die asymptotische Reihe E ov tir |2 [ >74-¢
1

und somit, da & beliebig klein angenommen werden kann, fiir
|z | >y konvergent, und die Funktion f(x) in der Umgebung des
o -Punktes regulir. Wir sind so von neuem zu dem schon in

n:0 4 auf anderem Wege gefundenen Resultat gelangt.

13. Wir wollen jetzt die frilher in Aussicht gestellte Ergénzung
erbringen, indem wir durch ein Beispiel zeigen, dass es tatsich-
lich Funktionen gibt, welche den 8. 13 genannten Bedingungen



in einem Gehmt genugen dessen kaelﬁﬂ?nung dem Wert“—zz

behehlg nahe kommen kann, ohne dass die Fuuktuon in der
gebung des @ -Punktes regulir ist. - Das benutzte Belsplel '
zugleich ein helles Licht aunf die Verhiltnisse, welche. fur
meisten und wichtigsten Anwendnngen der in dieser Arbelt__ 1
geste]lten allgemeinen Theorie (z. B. in der Theorie der Imea e
Differential- und Dﬁerenzenglelchungen) chara,ktenstlsch smd
wir wollen es desshalb ziemlich ausfiihrlich behandeln.
Wir hetrachten den durch das Larrace’sche Integra.l

L

(41) P (z) = a:"ffﬁ dz
. it 41

-Ptmk'res analymch fortzusetzen.
wir vorerst, dass die Funktion

7u diesem Zweck be__m_e_r en.

lare Ste]le ist und welche in den Punkten
Rat ki

2= , (i=0,41,.), |
einfache Pole hat, sich in jedem endlichen Punkte des kael

hereiches |argz|<km regulir verhilt und fiir limz=0 s l.-,- den Fun)
stetig dem Grenzwerte 1 nihert. Da ferner tiir jedes noch sol®

Diese
kleine positive 6, innerhalh und aunf dem Rande des Winkelbereiches 8 Fortsetzy
larg 2| <k (w—6), : t‘; " ®-Punkt

40 A8 Cig N = _____1_6, : '.E_';_folge de
- {1aw| B0 . der Intgy

so folgt hleraus gemiiss des in mn:o 7 gezeigten, dass dle Funkt]on ’ :llngulﬁme
@ (z) durch Drehung des Integrationsweges zunsichst uber dgs' S0 bei




sm Wert % —+ 2n]

tion in der Um-
e Beispiel wirft
welche fiir die
eser Arbeit dar-
rie der linearen
ristisch sind, und
deln.

1tegral

‘ B/
=4 ) < ey
stellen uns vor

Umgebung des
weck bemerken

szendente singu-

te des Winkel-
limz =10 sich
© jedes noch so
Winkelhereiches

ss die Funktion
dchst iiber das
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” Ty
ganze von den Winkeln | kg 4 @ | < o |o| < ke, iiberdeckte
Gébiet d. h. in dem Winkelbereich

Jr
l¢|<ﬁ+”

' analytisch fortgesetzt werden kann. Den s0 erhaltenen Funktions-

zweig, welcher also durch das Integral

well
e—x%z 5
0o 142*

fiir | @ | < kv dargestellt wird, bezeichnen wir mit @, (%).

Lasst man nun den Drehungswinkel @ des Integrationsweges
noch weiter iiber den Wert ks hinaus wachsen, so wird der Pol
72— e"™ fiberstrichen und der Wert des Integrals macht einen
Sprung indem er wieder in den Zweig ¢, (x) zuriickfillt und bei
wachsendem o fiir kv < 0 < 3kw die Werte ¢, (x) von neuem
répetiert; und dies wiederholt sich otfenbar auch weiterhin bei jeder
QudkDRRE G 1o,
Lisst man wiederum die Integrationsgerade, in negativem Sinn
sich drehend, die Pole z=¢®" D5 (n — 1 9 ...) iiber-

Passage eines der singuldren Punkte 2 —= e

schreiten, so geschieht offenbar dasselbe. Wir sehen somit, dass °

das Integral (42) fiir jedes ganzzahlige n, fiir @n—1) ko << 0 <
(2n-+1) ko in dem Winkelgebiet

o nam|< 5 4o

den Funktionszweig ¢, (x) wiederholt.

Diese Bemerkung kann nun in leicht ersichtlicher Weise zur
Fortsetzung des Elementes ¢, (z) in der ganzen Umgebung des
© -Punktes verwertet werden. Die Unstetigkeiten in der Wert-
folge des Integrals (42) riihren nimlich offenbar davon her, dass
der Integrand in den von der Integrationsgerade iiberstrichenen
singuléiren Punkten von Null verschiedene Residuen jhat. Wird

also bei jeder Sprungstelle das dem iiberstrichenen Pol cntspre-
4




; k—xkz
- T .e A By
#v———=—"in den Polen z=¢7. """
i =04

und z_ek’” die Werte

—kni—xke—kmi

k kai—xkehmi
—kx e baw. —kz®e

vollen Umlauf in positiver Richtung, den Wert

(43) @(.’L‘):g)o (x)_{__Qn.kZ‘xkekni_xkekm:i

I

.
withrend man nach einem Umlauf in negativer Richtung Nun ist

k.rrti—xkef'k"i

0 (43) P () = @, (z) — 2mkiz’ e

erhilt. Bei der weiteren Fortsetzung der Funktlon @ (x) kommen 3
nur noch neue Exponentlalausdrucke der.obigen Art hinzu, und
wir sehen somit dass es bei der Untersuchung der Funktion 97(96) 3

vor allem auf die Klarlegung der E1genschaften des Zweiges @, (x)
ankommt.

Wir wollen nun zeigen, dass dieser Funktionszweig eine asymp;
totische Potenzreihenentwicklung der S. 13 charakterlsmrten Art
~ besitzt. - Bei Beachtung der Identitét

. n—1 L
3 : i k ;
_l_T:z‘(_l)vzk—lf(,_l)n 4 xS
1_[_27 .0 1+Zk

erhilt man aus (42), welches Integral ja fiir [ o | < kaw die Funktlon -

o (2) in den Punkten des Winkelbereiches | 2 | ey + 47 deﬁmerf
zuniichst
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rt oder sibgé- wéféu

‘n—1

(po(x)_Z(——l) xkfz e " zdz-}—R (x),

ositivem oder
m aufgehoben
ausgehend in

vollen Umlauf
~der Funktion

A

Werte
n—1 +1)
: | mw):}](—n — "+ R (9),
J’U . 0
1, nach einem L
: : TR Uy
: R,(x)=(—1D"2" Zite xlzdg,,
| J 12k

tung
i

¢ (x) kommen
\rt hinzu, und -
Funktion @ () '_
‘weiges @, (Z)

ig eine asymp-
serisierten Art |

7)) > n
~ (45) 7 e e Sty S g e ko) g 0

sin—‘

~

+1
zl—n\— Yty on®

T die Funktiqn ST . |

-+  definiert,

j".‘":'.-'..-' @ . k”
Wobei sin = | fiir |w|§? durch 1 ersetzt werden kann.




_<'§ 1st wn'd also ) _..__pQ gesetzt WO p > l ubrlgens ]ed _

vorlauﬁg unbestlmmt sei, so gilt dle oblge Unglelchung i

TR Lk

{,)'lelchzeltlg| ? | <avund7c(1——) |<pl<—a oder also WemllSD <]7

und zuglelch I(p = 3

ist, Wir bestimm_en 'nup z_{ dera_rt, da 3
270(1_5) . B

—

—————s woraus p =1 - (> 1) folgt. Demnach e

pu=

g
15

sin

" wobei |sin/ —%— furlwl=_—|9—9|§—n also tiir | @ | <= (
1 /B o 2
1+_2—k

durch 1 ersetzt werden kann.

largz | < m -I— — 0 durch die Potenzreihe

o 2(_1) 45 +1)




enn |ko -+ o|
librigens jedoch
leichung wenn

rwenn|@|<pw

n p derart, dass

ye Abschitzung

n
o g

ler obigen Un-

iktion ¢ () fiir

argestellt wird,
»n werden mag.

kritischen Wert |

lie dargestellte §

Iktes regulér.

‘brauch.
J ! < Jv + E
~ sem Punkt belegenen Punkt des Winkelgebietes — < g <{— av—}—g—a;c,

 (49)

- wihrend das Maximum des mit 2™

f (60)

(40
Demnach er- #
N T - s n

 wo |sing] fir [¢|< 5 durch 1 ersetzt werden darf. Um in den
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Die in dem ganzen Winkelbereich | ¢ | <C n+ ok giiltige Ab-

4;'_-; schatzung (46) kann in den verschiedenen Teilen dieses Winkels
i * durch genauere ersetzt werden. Erstens kann in der Ungleichung
" (45), wenn || < ist, ®=—kg gesetzt werden, und man er-
hilt so die fir | ¢ | <@ giiltige Abschitzung

r(5+1)

|sinp|

{z" R, (z) | <

Faas; / Iv "’
 Winkelgebieten & < | ¢ | < W‘l‘ﬁ giiltige genauere Abschiitzun-

gen zu erhalten, machen wir von den Formeln (43) und (43)" Gee-

Bezeichnet « =re'? einen, z. B. dem Winkelgebiet

angehorigen Punkt und z' = re'? den unter die-

wobei also ¢ = @'+ 2, und 2’ in Funktionen, welche in der Um-
gebung des o -Punktes eindeutig sind, durch z ersetzt werden

. kann, so ergibt sich aus der Formel (43)

(48) Ry (%) = Ra(2) + 2kiae ™ = "
Nun ist geméss (47) :
r{yn)
Iﬂ Rn r ST )
| z (x)’<|sm(p|

multiplizierten absolut ge-

nommenen zweiten Ghedes der Gleichung (48), welches fiir
1

oy ——( k+ 1) [sec % ( —|—at)] erreicht wird, gleich

n
w11

2ak (%—}— 1) e %_l[sec k(p— n)]F-H: M, (9)

i
{




e -'.‘_-ISt Da mm das Verha,ltms der rechten Selte der

,..

:'so erglbt sich aus der Glelchung (48), dass

(61) (@) A+ (¢))

'max[x"R,,' (x)]: 1

- Fiir
g (2)=
< asymptotlschen Wert der wahren oberen G‘rrenze des Produk' Wo
| 2" R, ()| fir lim 7 = o an; und auf Grund der Formel (43) ﬁn' '
; man in derselben Welse dass dies auch fiir — aT>@> - av——“-
gilt, wenn sec % (¢ — @) durch sec £ (¢ -+ @) ersetzt erd | ﬁ e 56
[Aca’ " Die oben angewandten Formeln (43) und (43) zelgen uns --!:diesem
iibrigens den sozusagen inneren Grund warum dle asymptotlsche .':'.iibertra
P
~ Potenz
ten kann; wir sehen nidmlich dass die Funktmn qJ(x) auf dleself '- .
Strahlen mit wachsendem » unendlich von derselben Ordnung Wle
v* wird, und ldsst man ¢ grisser als :rv-{— Y bzw klemer als welche
7 _ 45 . . LNe - tig an
e L ove werden, so wird die Funktion mit wachsendem 7 unendhcl}'____
wie ein gewisser mit r* multiplizierter Exponentialausdrack. In- 1 gebiet
dessen tritt die asymptotlsche Darstellung in den kaelgeb1eten 1R
az—l— 5% <| |<mw —l— Wleder in Kraft?), hat Jedoch jetzt emen L‘ :
wesentlich a’ndewn Okm akter als vorher. Zwar erhédlt man in d1esem - (52)

Winkelgebiet Abschitzungen derselben Art wie die dur_gh d.lf’.-':i-
Gleichung (51) ausgedriickte, aber die Winkeldffnungen der Gul-

tlgkeltsberemhe erreichen mcht dze Grisse J—;, welche erforderhch

ist damlt eine asymptomsche Potenzrelhendarstellung mlt Restgheds-

.1) Dies gilt, wenn k> l; falls i k<1 80 gestaltet sich die Saqhe etwas an}lers.
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abschitzungen der obigen Art zu der von uns untersuchten Klasse
angehore. Wichst | @ | weiter, so wird die Funktion ¢ (r) wiederum

fir |argz | =+ Z—Z mit wachsendem # unendlich; indessen wollen

wir dem geneigten Leser die weitere Verfolgung der Beziehungen
zwischen der Reihe S und der Funktion ¢ (x) iiberlassen, indem

- wir statt dessen einige Worte dem Spezialfall £ =1 widmen.

Fiir £ =1 erhilt man

o , o} oo
A

20 1 e—XZ [ e—t = xfe
¢p(a:)_mf1—+zdz—x x+tdt_xe =
0

dv =xze, li(e%),
X

u

.

; dz
WA =.]log Z

0

den sogenannten JIntegrallogarithmus bezeichnet. Werden die in
diesem n:o gefundenen Resultate auf diese wichtige Transzendente
ibertragen, so sehen wir u. A, dass die bekannte asymptotische
Potenzreihenentwicklung

Yo p!
exlz(e x)NE (— 1)1’W’
0

welche meines Wissens bisher nur als fiir |arg =l | < m giil-
tig angesehen worden ist?!), in der Tat in dem ganzen Winkel-

n—1
e ) !
gebiet | g | <3§ besteht. Wird e* % (e~ %) :2 (=2 B4 x—f_ﬁ
=
—+ R, (z) gesetzt, so ist in diesem Gebiet, gemiss (46)

; n+41
q))

S =

(603

3 2 3 ' ;
wo Ismg_?qjl fiir “P\ézﬂ durch 1 ersetzt werden kann. Diese

n

(52) | 2" T R, () [T 2= ;
lsin%”

1) Vrgl. z. B. NIELSEN: Handbuch der Theorie des _Integrallogarithmus;
auch WaTsoN gibt in seiner schon 6fters zitierten Abhandlung diesen Giil-
tigkeitsbereich an.




folgende genauere Abschatzungen ersetzt werden-
Fiir ] ) | < 7 1st

. 3 > e '_ +1 I nl Sei A
7 A (5.3_) K R ( )|<| Slﬂ?’] ist, dass
A ik | N >120
wo |sing| fiir |o]| §—§ durch 1 ersetzt werden darf. Fernér___'_i_st_ A >0, ¢
: > : _ endliche
= 3a
fiir w < |9 | < T Gemiss
n+1 1 : g RS S o Integral
max | 2" T R, (z) | = 2w (n+1)"Tle " 1|secgv|"+1(1—'|—8__n(gv)_),’¢- 2
wo lim &, (¢) = 0. L
=2 (55)
_ wo >,
111, definiert,
P | s % (2) >
Behandlung einiger wichtigen Spezialfille. Zusammenhang
mit der Theorie der Fakultitenreihen. - (56)
14. In dlesem Kapitel wollen wir einige in vielen Hmswhteﬁ
intressante Spezialfille behandeln, welche auch zugleich die bei den o dargeste
Anwendungen am héufigsten vorkommenden sind. Vor allem Ver- senem, (
dient der Fall, wo die im Vorhergehenden mit % be7elchnete cha- Nullpan]
rakteristische Zahl gleich 1 ist, besondere Beachtung. Die S. 13
festgestellten fundamentalen Eigenschaften der Funktion [ (x) neh—"' .
men dann folgende spez1e]lere Form an: die Funktion ist regulard (57)
in einem Greblet r>7v, @] < 5 (@=re’?), dessen kaeloff- : dargest
i ' N ' Was
nung E nicht kleiner als o ist, und wird in diesem Bereich durch setzuiy
: {3 : 8 :.,"_ zwecke)
dic Potcnzrcihcz derart asymptotlsbh dargeslelll, dass von ei- tend eh
3 1% : ‘] o) S
oy, : : : 3 Wir

nem gewissen Wert » an 'Sl Zahl ve
o -
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-3 %)

Sei 4 eine nicht negative reelle Zahl, welche dadurch bestimmt
ist, dass die Halbebene 3R (x) > A die grosste der Bereiche R ()
>1>0 ist innerhalb deren die Funktion f(z) regulir ist; falls
A>0, so enthilt also die Halbebene R (z) > wenigstens eine
endliche singulire Stelle der Funktion f(x) sobald ! <A ist.
Gemiss dem in n:0 8 Bewiesenen schliessen wir dann, dass das

(54) <n"e "o" < mlo"

Integral
I+ioo
canil i) 5
l—io

wo [ > A ist, fiir reelle nicht negative Werte von z eine Funktion
definiert, mittels welcher die Funktion f(z) in der Halbebene
R () > 2 durch das Larracw’sche Integral

(56) f(x):fo (B) etz
0

dargestellt werden kann. Ferner folgt aus dem in n:0 9 Bewie-
senen, dass die Funktion F'(z) in der Umgebung |z|<% des

Nullpunktes reguldr ist, und durch die konvergente Potenzreihe

6 Fl=) = 2
1

dargestellt wird.

Was die Entwicklungen betrifft, welche die analytische- Fort-
setzung der Funktion F'(z) lings dér positiven reellen Achse be-
zwecken; so gestalten sie sich im vorliegemden Spezialfall bedeu-
tend einfacher und leiten auch zu einem eloganteren Endergebmis.

Wir fiihren zun#chst, unter » eine beliebige positive, ganze
Zahl verstanden, in das Integral (55)




f(u) —Z 2 +Rn+1 (u)

ur l_: T

em und erhalten

B PReRdis
. : a‘v I —Rﬂ ( ) u e .-:."."' .I:
romSite B,

1 ; b l—iw

Wird hier 7>y angenommen, so kann diese Gleichung n-
nach z differentiiert werden, wodurch sich '

I+ i -3
R w) un—1 ez du
QJ'UZf "_H( )

l—ic

@bt

ergibt. Nun ist filr geniigend grosse Werte n, gemass der Un-
gleichung (8) S. 16, | a,|< n!o" und ferner | ,1+1(u)] <‘

n! o” so dass 'folg'lich

T
l—|—ioc

|du1),

Jul?

IFW ()| < nlo" eIZ( —tz+

l—loc

oder, da man e—_lzgl und

l+i:¥ i dt e ' AT o

W ¥ Al JU ! - S i

zﬂul = Eg—l—t2:7<7' o
hat, i’ ‘ I

S5 (46) b (z>|<(1+2iy)mgvefz.

Diese Unglelchung, weche im vorhegenden Fall in die Ste]le der :
beiden Ungleichungen (32) und (32) tritt, gilt ‘also von emem_'-'"'.
gewissen Wert n an fiir jedes nicht negatlve reelle z, wie klein dle".
posmve leterenz {—7y auch sein mag. Hieraus schhesst man
aber auf Grund der Tavrowr'schen Formel it dem DarBOUX’ schen"

Restghed (vrgl. S. 42), dass die Funktion # (2) fu_r Jedes 2y

>0 in dem Kreise |z —2,| < % und somit in dem ganzen von die-

sen KT(
(Flg 5“
man ¢
dass es
noch s¢
nur vo
innerhz

(59)
Wi
sprech:

Sei
requldi:

totisch
grosse
Integr

! unal
dés N
rethe |(

tion Ui
dass ¢

mn jea
positit

M
durch
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dene
Zusan
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sen Kreisen iiberdeckien Gebiet G ()
(Fig. 5) reguldr ist, Ferner beweist
man, wie es S, 43 geschehen ist,

dass es fiir jedes o > o0 und jedes

Fig. 5.

noch so kleine positive & eine solche
nur von diesen Grissen abhingige Konstante C (g, 0) gibt, dass
innerhalb und auf dem Rande des Gebietes G (0')

(59) |F(Z)}<C(8,Ql)e(y+8)§]f{(z\_

Wir konnen somit als Endergebnis den folgenden Satz aus-
sprechen:

Sei f(x) eine Funktion welche in der Halbebene R () >A1>0

reguldr ist und daselbst durch die Potenzrethe E v Gerart asymp-
Lo
1

totisch dargestellt wird, dass fiir |x|=r >y und fir geniigend
grosse Werte n die Ungleichung (54) besteht; dann definiert das
Integral (55) fiir I > A und reelle nicht negative Werte z eine von

I unabhingige Funktion F (z), welche in der Umgebung |z\<—

des Nullpunktes reguldr ist und daselbst in die konver gente Potenp-
rethe (57) entwickelt werden kann. Ferner lisst sich diese Funk-
tion lings der positiven reellen Achse derart analytisch fortsetzen,

dass die erweiterte Funktion sich in dem ganzen, von den Kreisen

|z—2,| <=, 2,20, diberdeckten Gebiet G (0) requlir verhdlt und

in jedem inneren Gebiet G (0) (o' > 0) fiéir jedes noch so kleine
positive & der fundamentalen Ungleichung (59) geniigt

Mittels dieser Funktion ldsst sich die Funktion f(x) fir R (x) >4
durch das Liaprace’sche Integral (56) darstellen

Dieser Satz, welcher in schirferer Gestaltung das von Warson
in seiner schon vielfach zitierten Arbeit auf anderem Wege gefun-
dene Hauptresultat wiedergibt, enthiillt einen bemerkenswerten
Zusammenhang zwischen der Theorie der asymptotischen und der
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im Borst'schen Sinne swmmablen divergenten Potenzreihen T).

Unterwirft man mnamlich die Borer’sche Definition einer kleinen 1 | F
unwesentlichen: Absinderung, so ist gemiss seiner Terminologie die 5
divergente Potenzreihe e o worau
0 .\ ’I.. . Di
av 3
e A e E;J durch
Tk ' ;
4 absolut und gleichmissig summabel, wenn die sog. assozierte
1 , Funktion '
% _ia—" ; ‘ defini
(2) = 1 e _ ;s durch
-' W
| in einem die positive reelle Achse umfassenden Streifen (z. B. absol
derselben Art wie das Gebiet G (¢)) regulidr ist und wenn iiber- ._;.f tion
'l - dies in diesem Streifen gleichméssig _ g wird.
e i (60) lim e “F™()=0, n=0,1,2,+-, 1 1
- 1% ; F 9 formy
' wo F'™ (z) die n-te Derivierte hezeichnet (F? (z)= F (2)), md & - bewe
eine positive Zahl ist. | & S
Nun zeigt uns die Ungleichung (59), dass die Bedingungen (60) : _,__
fiir unsere Funktion F (z) in jedem Gebiet & (0), wo o' >0, wirk- &
lich erfiillt sind, wenn % >y angenommen wird. In der Tat, wenn (61)
’ " b Y - i 1 1 : : _[ :: 3
0 >0 > ist un eine positive Zahl < 5 : bezeichnet, so : ..: defir
hat man fiir jedes 2 innerhalb oder auf dem Rande des (ebietes 4 -'.;"; hdlt,
G () B dem
n! . ‘ | e
F™(z)=s — ,,f]i‘(z—[—aeu") e " dy, i
20 g P N .
& gens
so dass folglich gemiss (59) N
(62)
B
1y E. BOREL: Legons sur les séries divergentes, Paris 1901, ) e . L
7
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2n

7 '
|F(n) (Z) l < e IEY (z__l_o_e‘lbl)ldw < 0(8 Q") e(y+-s)(9?(2)+m’

woraus die Behauptung folgt.
Die Summe der divergenten Potenzreihe wird nach BoreL

durch das Integral

fF(%) e ldt=u fF(z) Eornids
0

0

definiert und ist somit prézise gleich der Funktion f(x), welche

durch die Reihe asymptotisch dargestellt wird.

Wir sehen somit, dass die von uns behandelte Potenzreihe
absolut und gleichmiissig summabel ist und als Summe die Funk- .
tion 7(z) hat, welche durch die Reihe asymptotisch dargestellt
wird.

15. Wir wollen jetzt zeigen, dass die im vorhergehenden n:o
formulierte Satz umgekehrt werden kann, indem wir Folgendes

beweisen:

Sei F(2) eine in dem Kreise |z | <é durch die Potenzreihe

(61) F(2) = z%z”
a7

definierte Funktion, welche sich in dem Gebiete G (@) reguldr ver-
hilt, und fiir jedes o' > o und jedes moch so kleine positive & in
dem Gebiet G (') der Ungleichung

lF(Z) l < O(E,Q') e(y+el§R(z)

gensigt; dann definiert das Liarracw'sche Integral

(62) f(x):x[F(z) eT* ¥ dz
0

eine Funktion f(z), welche fir R (z) >y reguldr ist und fiir
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Jedes noch so kleine positive ¢ in der Halbebene. R (z) >yt t;iurch

-]

. a : - e
die Reihe Z x—’; derart asymptotisch dargestellt wird, dass fiir jedes
1

o' > o und fiir geniigend grosse Werte von n

(r-32)
1

Zundchst ist es klar, dass das. Integral (62), welches auf Grund
der Ungleichung (59) fiir %t (z) > y absolut konvergiert, gemiss den
in n:0 5 dargestellten allgemeinen Eigenschaften des Larrace’schen
Integrals in dieser Halbebene einen Funktionszweig definiert,
welcher wenigstens fir 9 (x) >y regulir ist. Es eriibrigt uns
noch die asymptotischen Eigenschaften diseser Funktion zu unter-
suchen.

Durch (n - 1)-malige wiederholte partielle Integration erhilt
man zunédchst fiir A (x) >y

n—1

fm—Z“+R@,

(63)

wo

R, (a:)_—<a,l—|—fF(”+” (z) e xzdz)

Nun ist fiir jedes nicht negative reelle z und jedes o > ¢ auf
Grund der Ungleichung (59)
1 le(s g s

<0G, )ntg" et o)

| F )] ="

25
1 . eu‘
F(z—}— O, e "™ dy
0 -

?

oder also
(PP @ <K, @) nle" et

b

wo K (5,0 cine neue nur von & und o abhingige positive Kou-
stante ist. Speziell erhilt man fiir 2 =0

lan | = | F™ (0)| < K (¢, @) n! 0"

o

3 gt
Een B (0T

MY

g5~ i
: “ohe Bl A = ]

wird ¢
von €

B
big I
vollst

11
riick,
dass
entw
rethe
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entw
fliich
word
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erlar
1asst

1
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Da ferner fiir R (z) >y 4 2¢

> ]

UF"‘*"(z) e~ dz| <K (e,0)(n+ 1)1@'."+1f_e-“dz=
0

0

:K—(Se_’@—') (n+Dle" T

?

so ergibt sich fir diese Werte von

<

|lan(x)‘< \an|—|—'fF(n+”(Z) e %% dz
A F ’
<K(8,9’)n!9"‘(1 +(n+1)%>;

wird also 0" > ¢ angenommen, so ist in der Halbebene 3 (x) >y --2¢
von einem gewissen Wert n an

|27 Ry (2) | < nl ™

Beachtet man nun noch dass & und die Differenz 0" — ¢ belie-
big klein angenommen werden konnen, so ist unser Satz hiermit
vollstindig bewiesen.

16. Wir kehren jetzt zu dem in n:0 14 bewiesenen Satz zu-
riick, und werden im Folgenden von diesem Satz ausgehend zeigen,
dass die im allgemeinen divergente asymptotische Potenzreihen-
entwicklung der Funktion 7 (z) durch eine konvergente Fakultiten-
reihe ersetzt werden kann. Der intressante Zusammenhang, welcher
zwischen den divergenten Potenzreihen- und den Fakultdtenreihen-
entwicklungen existiert, von mehreren Autoren schon seit StrrrnNG
fliichtig beriihrt, ist wohl zuerst von Warson ') streng hegriindet
worden. Da jedoch die diesbeziigliche Arbeit Warsons, was die
Einfachheit und Eleganz der Darstellung und die Prézision der
erlangten Resultate betrifft, noch ziemlich viel zu wiinschen iibrig
ldsst, so wollen wir hier die Frage zur erneuten Behandlung auf-

1) . .N. WaTsoN: The transformation of an asymptotic series into a con-

pergent series of inverse factorials. Rend. del. cire. di Palermo, T. XXXIV
(1912), pp. 41-88.
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nehmen, zumal da nach dem Erscheinen der WATSON’SQhel_l Ab- wodurch
handlung N6rronp 1) eine Untersuchung von grundlegehder Bedeu- _
tung iiber Funktionen, welche durch konvergente Fakultitenreihen
:I definiert sind, publiziert hat. 1 ertillt.
ey Wir konnten hierbei von einem allgemeinen von Nornowp (Ioc. e e 2
. _ cit. Théoréme VIII) aunfgestellten Kriterium fiir Funktlonen welche Gleichu
fﬁ - konvergente Fakultatcnrelhen zulassen, Gebrauch machen; indessen el it
Fran wollen wir im Folgenden das Problem direkt und durch Benut-
{I : 2 : zung moglichst elementarer Hilfsmittel behandeln. (66)
i Wir gehen also von den Voraussetzungen und Ergebnissen des
el in nm:o 14 formulierten Satzes aus, wonach die Funktion f(z) in welche
r ] der Halbebene % () > A durch das Laprace'sche Integral tionen
* % : der Pw
(56) flz) =z [F (z) e~ *%dz
0
dargestellt werden kann; die Funktion F'(z) ist in dem Gebiet
G (0) reguliir und geniigt fiir jedes o' > ¢ und jedes noch so kleine
positive & in dem Gebiet G (o)) der Ungleichung :
(59) | F (2) | < C (e, o) e(.H-e)m(z),
wo C (e, 0) eine nur von & und o' abhingige Konstante ist. Nullpw
Zur Herleitung des in Aussicht gestellten Resultates fiilhren wir
? £ : in das Integral (56) eine neue Integrationsvariable mittels der Liuft,
B Transformation wichst
£ i = 1 a1 1 die 1n
$E , : z:tw;zF-E)lothEIOg? risch 1
::l_‘-' ein, wo  eine vorlsufig unbestimmte positive Konstante bezeichnet. in der
i Ehe wir diese Substitution ausfithren, wollen wir jedoch zuerst die
' durch (64) vermittelte konforme Abbildung ins Auge fassen P=
Zu diesem Zweck setzen wir
: besitzt
(65) =gy, t=|t]ely, _ R
1) N. E. NORLUND: Sur les séries de facullés. Acta Math. Tom. 37 welche

(1913). auf de
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wodurch die betreffende Transformation in das reelle Gleichungspar

=l

1
§:——E)log|t|,o): =

zerfallt.
kurve des Kreises |[t—1|=1 der ?-Ebene zu kennen.

Fiir unseren Zweck ist es besonders wichtig die Bild-
Die
Gleichung dieses Kreises kann |?|= 2 cos 9 geschriehen werden,
und die gesuchte Kurve kann somit durch die Gleichimgen

AN s ey
§=—_log@cosy),n=—_:

(66)

welche die rechtwinkligen Koordinaten des Punktes z als Funk-
tionen des Parameters v ausdriicken, dargestellt werden. Wenn

der Punkt ¢ von dem

t-Ebene.

z-Ebene.

Fig. 6a.

Fig. 6D.

Nullpunkt ausgehend, den genannten Kreis in positivem Sinn durch-

Iauft, wobei 9 von dem Wert ¢ = __;_v bis zu dem Wert =g

wichst, so beschreibt gemiiss den Gleichungen (66) der Punkt 2
die in Fig. 6 b abgebildete Kurve. .
risch in Bezug auf die reelle Achse und schneidet diese fiir p =0
log 2
®

Diese Bildkurve ist symmet-

in dem Punkt §=-— » wihrend die imagindre Achse fiir

WY = j:;—v in den Punkten n = F 3% ‘geschnitten wird; ferner

besitzt sie die Asymptoten 7=+ 2%) denen sie sich fiir lim§=-

nihert. Diese Kurve begrentzt ein (rechts belegenes) Gebiet T, ,
welches durch die Transformation (64) eineindeutig und konform

auf dem Kreis |t—1|<1 abgebildet wird, derart, dass die Rand-
; 5

'_??“':-‘“qr_\:rﬁw_fl—-‘]-.-—‘“m—--—q—vn.rr_—,ﬂ;‘—--\—-,-.-.v — T e =
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punkte 2= o =0 und die inneren Punkte z—=0,f=1 ein-

(69)
ander entsprechen.
3 Wir bestimmen jetzt die positive Konstante @ gemiss der Be- 2
; ; ' entwick
s dingung
2 e To
A 67 0> —;
It - (67) 2
'J1 - ’ 2(0 ’ -l Wir
ot wird nun @ so angenommen dass — >0 >, so liegt der Be-
v Nullpun
b reich T ginzlich innerhalh des Gebietes G (¢'), wo die Funktion
F(z) regulir ist und der Ungleichung (59) geniigt. In der Tat : telbar,
fallt ja dann der rechts von der imaginiren Achse belegene Teil tive &
des Gebietes Ty zwischen den Geraden n = -+ 27; wenn wiederum
Y
" 2=§ --in einen Punkt auf dem links von der imaginiren Achse
f ! - < 052 log 2 folglich
belegenenl Teil der Kurve (66) bezeichnet, so ist |§| e
in|< 3%) und somit
; (70)
7
) AT E L
=€ T <h (o2 + T ) < 2P 2= 2B L ¥
- : verstal
% Nachdem wir so @ gemiss (67) fixiert haben, filhren wir in
il dem Integral (56) die Substitution (64) aus und erhalten
L - x_ (11)
68) f(x)= fF( log ) t=~—[¢>(t)t“’ at.
o. .
0 Diese
Hier muss nun vor allem die Funktion @ (f) untersucht werden Kreise
Da die Funktion #'(z) innerhalb und auf dem Rande des Gebietes folglic
g Ty regulir ist, und dieses Gebiet in obengenannter Weise durch
e die Transformation (64) auf den Kreis [¢ 1< 1 konform abge- (72)
% bildet wird, so schliessen wir unmittelbar, dass die Funktion @ (f)
innerhalb und auf dem Rande dieses Kreises, mit alleiniger Aus- entwit
nahme des Nullpunktes, welcher dem unendlich fernen Punkt des ¢y der
Gebietes Ty entspricht, regulir ist. Kolglich lisst sich die Funk-
tion @ (?) fiir |¢— 1| < 1 in eine nach den positiven Potenzen von (73)

(1 — ¢) fortschreitende Reihe
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(o]

(69) & (f) = Z ey () (1 — B)"

1
entwickeln, wo

y @M (1)

= .p!

ep=(—1)

Wir wollen nun das Verhalten der Funktion in der N#he des
Nullpunktes untersuchen. Aus der Ungleichung (59) folgt unmit:

telbar, da gemiiss (64) R (z) = —% log |t|, dass fir jedes posi-

tive &
’ ) -;—(y+6)
| 2| <<C(e,0)]| 0] ;
folglich ist fiir jedes noch so kleine & und gleichméssig innerhalb
und auf dem Rande des Kreises |t —1|<1

2o
(70) lim ¢ d(t)=0.
t=0
Man betrachte nun, unter ¢ eine belichig kleine positive Zahl
verstanden, die Funktion ’

¥

’ PRI TR TO
(71) UNUESE ity = =iy

t"—f

Diese Funktion ist regulir innerhalb und- anf dem Rande des
Kreises |t —1|<1, mit Ausnahme des Nullpunktes, und kann
folglich in diesem Kreis in die konvergente Potenzreihe

(72) », ()= E ko (1 — )"
1

entwickelt werden, dessen Koeffizienten %, mit den Koeffizienten
¢y der Reihe (69) durch die Formel

n
(73) cn=20§fl+"_2’ Ay
0
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v-erbunden sind, wo der Kiirze wegcen % -+ 2¢& = a gesetzt ist und Sel_
: (69) fi
C¥ den Binomialkoeffizienten
i S : cw =1 —v 4 1) (75)
|‘|'r e | :
E bezeichnet, wobei O =1 zu setzen ist. Da fer
Ferner ergibt sich aus der Gleichung (70), dass es eine solche i
& endliche nur von & abhiingige positive Konstante M () gibt, dass f G
'_ innerhalb und auf dem Rande des Kreises |t —1|<1 i
t l—e ! %—f—e P
[, =117 D)< M(e);
der Koeffizient %k, der Reihe (72) kann somit durch das Integral
) —1)" : Ry so erg
7&,,: —2‘7—6 _1[ 'l/)a (1 + (& ) 4 d?p

dargestellt werden, und man erhiilt

Cp J

+ @

+ 7 d
. 8—1
| &y | < flw (1 -+e¥) dwp < e f<2 cos 1!{) diyp =K (¢),
20 2
— —7 Beachi
wo K (¢) eine endliche nur von & abhiingige positive Konstante
bezeichnet. Aus der Gleichung (73) ergibt sich somit
£y 'I.I-: ] i " % { . L
A e[S 0ET T (B y < K (6) ). OF F22,
4 2 0 0 geschr
I3 oder, da man Reihe
20(0 ,y_z)_0(0+,¢_1,__P_(u_—]—u) die K
| (@) n! die ge
hat fiir ]

r Sh
S)F(a—{—’r_z):_‘ K (&) F(E—'_Qb:_{_n).
) n! T nl
F((‘T)+28)

(78 Icn|<P( f2)=
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Sei jetzt 0 eine beliebig kleine positive Zahl; da die Reihe
(69) fiir 0 <t <1 gleichmdssig konvergicrt, so erhilt man zunichst

1 ¥ o 1 ¥
At = 0
(15) f(b(t)t‘” dt:Ec,,f(l—t)"t“’ at.
d 1 d

Da ferner fiir jedes nicht negative 0 und fiir 9?(%) ) >0

X

f(l_t) o dt’<f(1~t R(E)_ldtg

£f](1 oy @)1 F(%(c%))"’!

dt: e

so ergibt sich gemiiss der Ungleichung (74)

r(m(Z)) (% 4-2040)

AY

F% 1 28) 1'(5}{(%)4—1’ kil 1).

Beachtet man nun noch, dass gemiiss der Formel (31) S. 41

1 X
——1
e f(1 e dt’ < K (9)
')

I’(l'—l— 28—!—-71) s Rx) —p - 28w
_'“a)x—"—“ == i < )(1—1—8.,
r(#(2)4v4-1)

)
geschriében werden kann, wo lim &, =0, so findet man, dass dic

P =00
Reihe (75) fiir R () >y + eo absolut konvergiert und ferner, dass
die Konvergenz in dem Intervall 0 <0 <1 gleichmissig ist. Fiir
die genannten Werte von z besteht somit die;Grleichung (75) auch
fir 6 =0 und man erhilt somit die Fakultitenreihenentwicklung

™ w’]’(

b : = €y (@) v! :
f(z) coZC(W) ( +v+1) Z(— l)(%+2>"'<£+”)
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welche also, da & beliebig klein angenommen werden kann in der

Halbebene R (x) >y absolut konvergiert und daselbst die Funk-
tion f(z) darstellt.

Bemerkt man nun noch, dass das Verhalten der Funktion [ (x)
fiir N (z) <y in der obigen Untersuchung gar keine Rolle spielt,
so kinnen wir das gefundene Resultat in folgendem Satze zusam-
menfassen:

Ser f(x) eine analytische Funktion, welche in der Halbebene

o ]

R(x) >y >0 regulir ist und daselbst durch die Reihe ir

¥
1

derart asymplotisch dargestellt wird, dass fir geniigend grosse

Werte von n

(-3 %) <nier

dann kann diese Funktion in der Halbebene R (x) >y durch eine

(76)

absolut konvergente Fakultdtenreihe

0

ol ey () v!
R ey e

dargestellt werden, wo der positive Parameter o der Bedingung

(78) ® > %
unterworfen ist.

17. Wir wollen jetzt eine Revision der bisher in diesem Ka-
pitel gewonnenen Resultate vornehmen, was uns einen tieferen
Einblick in die Art der Singularitit verschaffen wird, welche die
von uns behandelten Funktionen in dem unendlich fernen Punkt
der Ebene Dbesitzen. Den Anfang machen wir mit dem Beweis
des folgenden Satzes:

Sei f(z) eine analytische Funktion, welche f'b:i?‘ jedes moch so
kleine positive & in der Halbebene R (x) > A+ e, wo A eine nicht
negative reelle Zahl bezeichnet, requlir und begrentzt isi.

Fer

N(z) 2
Werte

Da:
jedes n
zwar d

von eun

(79)
besteht

Zm

wo di
angen
gen, 1
Um &
der ex
positiy
einer
Vorau
gilt.

<% (
und I
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o]

Ferner stelle die Reihe Z (:" diese Funktion in der Halbebene
~
R(x) >y > A asymptotisch dar, derart, dass fiir geniigend grosse

Werte von n -
n—1

=lro-3)

Dann besteht diese asymptotische Darstellung in der Tat fiir

< nlo",

Jedes noch so kleine positive e in der Halbebene R (x) >4 & und
2war derart, dass, wenn A< L<y ist, in der Halbebene R(x)>1-1¢

von einem gewissen Wert n an die Ungleichuny

y "
< nl [‘}— ——h_l Q] y
A—A

n—1

ol -5

(79)

besteht.

Zum Beweise hetrachten wir das Integral
I+iw
F(z)_—_i.f@e”du,
2t u
[—io
wo die Abzisse ! des TIntegrationsweges zunichst grisser als y
angenommen werden muss. In der Tat ldsst sich jedoch zei-
gen, dass die Zahl / sich beliebig der Grenze A nihern darf.
Unm dies einzusehen, bemerke man, dass die Funktion f (z) gemiss
der ersten Voraussetzung unseres Satzes fiir jedes noch so kleine
positive & auf der Gerade 3 (r) = A -} & absolut genommen unter
einer endlichen Grenze liegt, wihrend dasselbe gemiss der zweiten
Voraussetzung auf der Gerade N (z) =y fiir das Produkt z f(z)
gilt. Da nun ferner die Funktion f(z) in dem Streifen 44 ¢
< () <y begrentzt ist, so folgt aus den Sitzen von PrracMEin

und Linpernor '), dass, wenn x =1 - it gesetzt wird, das Produkt
{ =2 5
|41 =47 °|f@4?)| in dem Streifen A+ e<I<y unter einer

1) Vgl. E. LINDELOF: Quelques remarques sur la croissance de la fonction
¢ . Bull, des Seioncos matem., 2° série, t. XXXII, (1908), pp. 844--348.
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endlichen Grenze liegt. Hieraus folgt aber die Richtigkeit der-

Behanptung unmittelbar auf Grund des Cavcuy’schen Integralsatzes.
Fiir nicht negative reelle Werte von z kann somit die Funk-
tion F'(2) durch das Integral
Atetio
F @)=t f@e”du

Qi
A+ e—io

dargestellt werden, wo & eine beliebig kleine positive Zahl be-
zeichnet. Hieraus folgt nun, dass fiir 2>0

A+ etio

: g Atz preo, :

60 1FOI<s  [|[au=r@euter,
a A+ée—ic

wo K (¢) eine endliche nur von & abhiingige Konstante ist.
Anderseits folgt aber aus der zweiten der oben gemachten
Voraussetzungen, gemiss des in n:o 14 formulierten Satzes, dass
man fiir jedes o' > o und jedes noch so kleine positive & eine
solche nur von diesen Grossen abhingige positive Konstante C (5,0
finden kann, dass innerhalb und auf dem Rande des Gehietes & (o)

(81) | F @) | <CE,0)e? T2
wobel 2 =§ } in gesetzt ist.

Aus den beiden Ungleichungen (80) und (81) schliesst man nun
mittels der von Puraemin und LinpELOF benutzten Beweismethode,

dass es sich eine solche nur von & und o' abhiingige positive Kon-

stante C' (¢, @) bestimmen lisst, dass innerhalh und auf dem Rande
des Gebietes G (o) die Ungleichung :
(82) !F(z)l<O'(s,g')em+8+"'(y__d“’]5
besteht. -
Zur Begriindung dieser Behauptung betrachte man das Produkt

T Ye— A v
@(z)_ﬁf(-’1+€)2+10 3 '2‘1’1(2).

Die Funktion @ (z) ist innerhalb und auf dem Rande der oberen
Hiilfte des Gebietes G (o)) reguliir und geniigt daselbst, da

(83)
gemiss
l
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,}’_l

(83) ‘ —(d+oztie 2, —AFete w—AnlE

bl

gemiss (81) der Ungleichung

|(D(:) I <C(S’Q')e(J"‘_v]l(l—e'll)féc(g’Q')CU’—_]'E.

Inshesondere liegt also | @ (2)| fiir 9 = ;— ’§ > 0 unter einer

endlichen Grenze und nach (80) und (83) gilt dies anch fir n =0,
§ >0, so dass folglich auf der ganzen Berandung der obheren
Hilfte des Gebictes G (9)

D) < (e, 0),

wo C’ (e, 0’) nur von & und ¢  abhiingt. Aus dem Obigen schliesssen
wir nun gemiiss einem der Sitze von. Paracmin-LinDenor (Acta
Math., T. 31, S. 388), dass die letztere Ungleichung auch in jedem
inneren Punkte des betrachteten Gebietes gilt, woraus unmittelbar
folgt, dass die Ungleichung (82) zunichst in der oberen Hélfte
des Gebietes ¢ (o) besteht. In genau derselben Weise zeigt man
nun durch Betrachtung des Produktes

—(d+elz~i9’}i;—4z2F(Z)

dass sie auch in den Punkten der unteren Hilfte und somit inner-
halb und auf dem Rande des ganzen Gebietes G (¢) gilt.

Es sei jetzt A4 eine beliebige dem Intervalle 4 <A <y ange-
horige Zahl und man nehme A’ so an, dass A <A’ <7y, wobei die
Differenz A'— 4 iibrigens beliebig klein sein darf. Aus (82) ergibt
sich, dass man innerhalb und auf dem Rande des von den Kreisen

— A 1 ( 1) A ')
.,'__ A7 59 22> 0, iiberdeckten GebletesG(A —40

! ta
lF(Z)|<C'(8,Q')€U' -9kl
hat, und zwar wie klein die positiven Grissen & und o' — @ auch

sein mogen. Wird nun die Differenz ¢'— ¢ so klein angenom-

men, dass
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so folgt ans dem in m:o 15 bewiesenen Satze, dass die Funktion

o0

f(#) durch die Reihe 2%’ derart asymptotisch dargestellt wird,
1
dass die Ungleichung (79) fiir jedes noch so kleine positive & in

der Halbebene 3 (x) > A’ ¢ hesteht, sobald 7 geniigend gross ist.
Bedenkt man nun noch dass die positive Differenz A'— 4 von
Vornherein beliebig klein gemacht werden kann, so ist der Beweis
unseres Satzes hiermit erbracht.

Falls die im Vorhergehenden behandelte Funktion 7 (x) nicht
fiir jedes positive ¢ in der Halbebene N (z) > ¢ sowohl regulir als
bhegrentzt ist, so gibt es eine positive Zahl x derart, dass diese
Bedingungen fiir jedes positive & in der Halbebene R (x) >+ ¢
erfiillt sind, wihrend dies in der Halbebene R (z)>x — & >0
nicht mehr der Fall ist, wie klein das posiﬁve ¢' auch angenom-
men werden mag. Wenn also die Funktion f(z) in dem Streifen
n—& <N (2) <x 4 & regulir ist, so ist sie sicherlich nicht be-
grenzt. Ja, es lidsst sich sogar zeigen, dass die Funktion dann in die-
sem Streifen nicht einmal von endlicher Ordnung in Bezug auf die
Ordinate ¢ der Variable x =17 -+ 4¢ sein kann. In der Tat: wire
diese Behauptung unrichtig, so konnte man eine solche positive
Zahl u bestimmen, dass das Produkt | ¢ % F (0 4-27) | fiir » — & < !
<#x-}¢ unter einer endlichen Grenze liegt. Aus unserem Satze
folgt nun, da wir A==x annehmen konnen, dass |/ (! -} ét)| fiir
! = % 4 & hichstens der Ordnung — 1 in Bezug auf £ ist, wihrend
die Ordnung fiir { =

% —¢& gemiss der Antithese hichstens gleich
w, ist. Aus Obigem schliesst man nun anf Grund des S. 66 zitierten
Paracmin- Linpenor'schen Satzes, dass das Produkt

! SERE L

¢ et

fﬂ+40}

in dem Streifen »-—-¢& <!<x -+ ¢ unter einer endlichen Schranke
liegt, woraus folgt, dass die Funktion f (z) selbst in der Halbebene

sowohl
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dingn
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. & e '
R(z)>2— e +ﬁ~[—I : .
T sowohl regulir als beschrinkt ist, und zwar wiirde dies fiir jedes 7,
noch so kleine '|1ositjve & gelten. Dies wiederspricht jedoch un- it
wird, seren Voraussetzungen betreffs der Funktion f (@), da wir durch
ol Annahme eines hinreichend kleinen & die Abzisse der obigen Halbe- _ ) i
S hene kleiner als » machen kinnen. Hiermit ist aber die obige /|
e Behauptung bewiesen. | |
soneh Wir wollen jetzt die im mo 16 getundenen Resultate her- {1
anziehen. Aus den Voraussetzungen unseres oben hewiesenen ﬁ
S Satzes folgt dann zuniichst, dass die Funktion f(z) in der Ha-]be- ‘ !:
[ bene 9 (2) > y in eine absolut konvergente Reihe der Form (77) H
diese entwickelt werden kann, wobei @ der Bedingung o }’% genligt. 'f
X Aus unserem Satze in Verbindung mit dem S. 70 formulierten Resul- i'!
2D tate ergibt sich jedoch unmittelbar, dass die Funktion /(z) nicht }!
'en.om- nur in der obengenannten Halbehene, sondern fiir jedes 2 >> A in l:
Telien der Halbebene M (x) > 4 € in eine absolut konvergente Fakul- I”
Flt 1?e- titenreihe der obigen Art sich entwickeln lisst, wobei filr A< A<y, ‘J
mfd;; da gemiss (79) fiir diese Werte von 4 an die Stelle von o der |I¢
A '
whre Ausdruck 1: i o ftrift, der Parameter ® der Bedingung o > ii
)sitive y—A mwo e ; y G A ;
Py T—A 9 unterworfen ist. Da nun hierbei das positive & beliebig ,-
Satze klein sein kann, so konnen wir folgende Verallgemeinerung des
)| fiir in n:io 16 bhewiesenen Satzes aussprechen: :
hrend Unter den 8. 71 genannten Vorausselzungen kann die Funktion
gleich [ (x) fiir jedes & > A in der Halbebene R (x) ~> A durch eine absolut
ierten konvergente Fakultitenreihe
(77) ==y AT
Al AR
ranke dargestellt werden, wobei die positive Zahl w fiir A=y der Be-
ebene dingung

T T T B e O T o e T TR i Ay o T T e
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i 0 o lasse st
(78) 0> =, 38 s
7 i s b '3 m ewmne
iy
fur A <A <y wiederum der Bedingung g
=1
: : 3
’}’ o A n@ ¢ L
: (84) [ Ry 0 S : g
Ao : : A=A 2 iy
";.". e o 17, - 1 3 'q-_ .
TG unterworfen ist f§ A
i 0T Fiir ein gegebene = T2 konvergiert die Reike (77) folglich E Funktic
e AR Ly R IS Rt 58 grert i / getc &
g . . § Ao Fo
eatartiEaite absolut wenigstens in der Halbebene -

)

R)>A+(y -4

21

und stellt dasclbst die Funktion f(x) da et

Die obigen Untersuchungen haben uns in Berithrung mit cini- 3
W gen Resultaten gebracht, welche Noruuny in seiner S. 64 zitierten ' F

Lw : Arbeit tiber Fakultitenreihen dargestellt hat. Der Zusammenhang ‘ geniigt.
'[ T wird klar, wenn wir bemerken, dass der in n:0 16 bewiesene funda- { Béi
mentale Satz vollstindig umgekehrt werden kann. Dies geht aus | I 1. Di
ﬂ den Resultaten Norruwp’s ohne Miihe hervor, wenn man von i selhen

1 unserem in n:0 15 hewiesenen Satz Gebrauch macht; indessen wiirde 1: ' :
das néhere Eingehen hierauf uns viel zu weit fithren. Die Funk- | L

' tionen, welche in einer Halbebene R (z) >y > 0 asymptotische

£ Potenzreihenentwicklungen der durch die Ungleichung (76) charak- i = de1: Vo
j;_'_‘ terisierten Art besitzten, sind also genaw dieselben, welche durch ':__ Reiher
: absolut konvergente Fakultitenreihen der Form (77) definiert sind. b o +o .f
;“ & Hievaus erhellt aber, dass das ,Théoréme IX“ der Nornoxp'schen S
: | Abhandlung einerseits und der von uns S. 71 formulierte Satz format
anderseits vollstindig equivalent sind, und dieselbe Tatsache sozu- A . o
sagen nur in verschiedenen - Sprachen, jener in der Sprache der -::'- 20

Fakultitenreihen, dicser in der Sprache der Potenzreihen, aus- .E- :
driicken. ? lhr? F
Der genannte NorLunp’sche Satz lautet in unwesentlich modi- naie
fizierter Form folgendermassen: IR ahsolu
Sei [ (x) eine analytische Funktion, welche fir jedes positive & 3 1)
i der Halbebene R (xr) > A 4 e reguldr und begrenzt ist, und es 2 nichts
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lasse sich ferner dicse Funktion in der Halbebene R (x) >y > A
in ene Fakultdtenreihe der Form

o]

w51 Epits L e e

(1, [

entwickeln, wo ¢, eine positive Zahl bezeichnet; dann kann dic
Funktion [ (x) fir jedes o > w, durch eine Fakultiitenreihe

der Form
f)= Y
HE e

dargestellt werden, deren Konvergenzabzisse A (w) der Ungleichung

®,

@) <A+ (r—4) &

genigt. 2
Bei NorLunp hat die positive Konstante @, den speziellen Wert
1. Die obigen Fakultitenreihen sind zwar nicht von genan der-

! -
selben Form, wie die von uns benutzten, indem jedes Glied mit

: 1 : . 3 ! :
einem Faktor " behaftet ist, welcher bei uns tehlt; auch ist hei

®
der von Nornunp angewandten Form die ahsolute Konvergenz der

Reihen nur in der Halbebene R () >y -+ o, bzw. R (z) > 1 (0)
- @ sichergestellt. Indessen finden diesc scheinbaren Abweichun-
gen in der von Norrunp (loc. cit. S. 344) angegebenen Trans-

formationsformel
2 X ay v! N\ @t e anwl
D (1)« (2 +w) = (el A 5 202 (2 SRV meely)

ihre Erklirung'); zugleich zeigt er dass, wenn die links stehende
Reihe fiir N (z) > A(=0) konvergiert, woraus bekanntlich die
absolute Konvergenz nur fiir die Werte i (z) >4+ 1 sich er-

1) In der Tat enthiilt diese Transformationsformel, wic NORLUND bemerkt,

nichts anderes als cine Anwendung des CESARO'schen Summiernungsverfahrens.
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schliessen lisst) die rechts stehende Reihe fiir N (x) > A nicht nur.
konvergent sondern sogar absolut konvergent ist. Dass wir direkte

zu der absolut konvergenten Form der Fakultitenreihe gelangt
sind findet darin seine Erklirung, dass wir am Anfange des zweiten
Kapitels die CavcmY’sche Integralformel nicht auf die Funktion 7 (x)
selbst, sondern, um bedingt konvergente Integrale und Reihen
zu vermeiden, auf die Funktion @ angewandt haben.

18. Im Vorhergehenden wurde der Fall, wo die in der S. 13 auf-
gestellten Definition eingefiihrte Zahl % den Wert 1 hat, behandels.
Wir wollen jetzt noch kurz den Fall, wo % eine ganze positive

Zahl =1 ist, behandeln, wobei wir iiberdies folgende Annahmen
machen:

Ks existiere k Funktionen
fo(M)=TF@), @), -, [r1(2)
derart, dass die Funktion f,l (x) (/L =0,1,:-,k—1) in dem
Gebict h (x%) > y* | p — h < (x =rel?) regulm 18t, und

dass ferner die genannten Funktzonen in ihren respectiven Regu-

larititsbereichen durch dieselbe Potenzreihe ZL: asymptolisch
s

dargestellt werden, in der Weise, dass fiir geniigend grosse Werte
von m

o (f, @) —niﬁ') < (241

Unter diesen Voraussetzungen lisst sich zcigen, dass die Funk-

(85)

tion f, (x) in dem oben genannten Gebiet in eine absolut konver-

gente Gammaquotientenreihe der Form
REN T
xk e |2!wu ( ) \
(86) 1, (%) 252 Gl (@) 6T 1ok, A 7

=

_k_—

+1)
P 4241

y
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entwickelt werden kann, wobei ® eine positive Konstante ist,

welche der. Bedingung
ok

(87) 0> =

gentigr.

Dieser Satz, welche als eine Verallgemeinerung des in n:o 16
bewiesenen aufgefasst werden kann, findet Anwendung z. B. in
der Theorie der linearen Differentialgleichungen bei Untersuchung
der Integrale in der Umgebung eines irreguléren singuliren Punk-
tes von hoéheren Rang als 1, und durfte somit nicht ohne ein
gewisses Interesse sein.

Aus dem in n:o 11 formulierten fundamentalen Resultat schliessen
wir auf Grund der gemachten Voraussetzungen, dass die Funktion

o0

F(z) = z 2 SRV,

1 F!;—|—1)

innerhalb des Kreises | ¢ | <—Z; regulir ist und nicht nur lihgs der

positiven reellen Achse, sondern auch lings der Strablen =~ 2%5

in der an der genannten Stelle erklirten Weise analytisch fort-
1

gesetzt werden kann. Fir die Funktion F(zF) ist der Null-
punkt eine algebraische singulire Stelle, wo die ¥ verschiedenen
Zweige bei Umkreisung des Nullpunktes in einander iibergehen;
jeder dieser Zweige lisst sich lings der positiven reellen Achse
analytisch flortsetzen, so dass sie sich in dem von den Kreisen

[z ] < i und |z — 2z, | < é” 2y = é, iiberdeckten Gebiet G (o)
(Fig. 4 a S. 44), mit Ausnahme des Nullpunktes, regulir verhalten,
und fiir jedes o' > 0 und jedes positive € in dem Gebiet G (0") der

Ungleichung
' 1

(88) (F(ZF) |<C(e,g’)e(y+e)k§)?(z)

geniigen, wo C (s, 0) eine nur von &, ¢ abhingige Konstante ist.
Das Larrace’sche Tntegral



: f;i (1):w"fF (z")e B
S .

5
- stellt jetzt fiir arg =

() Wenlgstens 111

, : : ]-: e noch
dem Gebiet R (z*) > 9% | ¢ — h— | < = da1 In dieses Intgglj_al___
fiithren wir nun, wie hei der Herlelt-unfr des spezielleren Satzes in'-r“"
n:0 16, die Integrationsvariable ¢ mittels der Tlanstormdtlon (64) un
Es ergibt sich und z
: 1 gleich
ko o SRTHE R
(90) £, (r) =2 I @it di, _ Hieran
o, e
S. 67-
W0 ¢y der
3 . I
D (If) = [(*100 t\ ] ' : b . (93)
und die positive Konstante w gemiiss der Bedingung
. : 3 Tok ' geniig
(,91) ' = 9 Grunc
¢S Einfi
noenommen werden soll. Wird jetzt o' derart angenommen, dass Ttan
A > 0" >0k | 50 hegt das dem Krejs |1 —1|<1 entsprechende e
G‘reblet To (Fig.6 b S.65) ganzlich innerhalb des Gehietes Gy (o) unﬂ flireas

wir kinnen somit schliessen, dass die Funktion @ (?) sich aus % ver- !
schiedenen Zweigen zusammensetzt, deren jeder innerhalb und auf

« dem Rande des Kreises |[/—1|<1 mit Ausnahme der Punkte -
=0 und 1==1 regulér ist und welche bei UmkrelbunU des lctzt-':__

- genannten Punktes, welcher ja dem hullpunkte der z-Ehene ent—'
spricht, in einander iibergehen. Diese 7weloe kinnen somit m
dem oenannten Kreis du1ch eine Reihe der Form

[>2] L4

(92) D (t) == Z Cy (@) (1 —= t)k -

1
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1

angenommen werden.

Was das Verhalten der Funktion @ (¢) in der Nihe des Punktes
{ =0 betrifft, so folgt aus der Ungleichung (88), dass fiir jedes
noch so kleine positive &

k
L

imt° @@BH=o0,

b=l

und zwar gilt dies fiir jeden der & Zweige der Funktion @ (%)
gleichmissig innerhalb und anf dem Rande des Kreises +¢ — 1| <1.
Hieraus ergibt sich aber durch Uberlegungen, welche denen der
S. 67-68 durchgefiihrten vollig analog sind, dass die Koetfizienten
¢y der Reihe (92) einer Ungleichung der Form

Cor(Lteet?)
(93) !C,,}<K(s)--a,7__
HE+)

geniigen, wo die positive Konstante K (¢) nur von s abhiingt. Auf
Grund dieser Ungleichung erhilt man nun schliesslich, durch
Kinfiilhren der Reihe (92) in das Integral (90) und hierauffolgende
Integration, fiir die Funktion /, (z) die in dem Gebiet R (z*) > y*,
(o n 2
k
unser Satz bewiesen ist.

< ok absolut konvergente Reihenentwicklung (86), womit
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