UBER BESCHRANKTE FUNKTIONEN
DIE IN GEGEBENEN PUNKTEN VORGESCHRIEBENE
WERTE ANNEHMEN

Al's
£4,

S

AKADEMISCHE ABHANDLUNG

L
NSNS o
S E ARSI = RS

=

VON

i

ROLF NEVANLINNA

——

L )

Wird mit Genehmnigung der Philusophischen Fakultit der Universitidt Helsingfors : e “’
am 21. Mai 1919 um 10 Uhr vormittags im historisch-philologischen ¢ HAY

Auditorium zur offentlichen Verteidigung vorgelegt.

JOENSUUN YLIOPISTON
" KIRJASTO

- HELSINGFORS 1919







/zochve) ehv“ten Lehrer Hem n







Einleitung.

In der vorliegenden Abhandlung heschiittigen wir uns mit einer
besonderen Klasse von Funktionen, die durch folgende KEigen-
schaften charakterisiert ist:

1l:0 Jede Funktion

z2=1{f(2)
der Klasse ist eindeutig und reguléir innerhalb eines einfach zu-
sammenhingenden Gebietes G.

2:0 Ist  ein innerer Punkt von &, so fillt der entsprechende
Punkt z=f(x) innerhalb oder auf den Rand ecines chenfalls ein-
fach zusammenhingenden Bereiches H der z-Ebene.

Dadufch, dass das Variabilitetsgebiet der Funktion in dieser
Weise beschrinkt wird, werden auch diec Werte der Funktion und
ihrer Differentialquotienten in gegebenen Punkten innerhalb &
gewissen Beschrinkungen unterworfen; Ziel der folgenden Unter-
suchungen ist die Art dieser Beschrinkungen zu ermitteln. Wir
stellen uns nidmlich folgendes Hauptproblem:

Welche sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen,
damit es eine Funktion f(z) der betrachteten Klasse gibt, die
in den innerhalb ¢ gew#hlten Punkten

Loy Ly, tory Ty
die vorgeschriebenen Werte
20y €1 "y Zn

annimmt, und wie kann man eine solche Funktion bilden?

Man sieht unmittelbar ein, dass die Untersuchung auf den be-
sonderen Fall zuriickgefiihrt werden kann, wo G und H beide
der Einheitskreis sind. Zu diesem Zweck wihlen wir zwei



D1e Punkte xo, _xl,

'_ xn und Zpy 1y :-'-, 2, migen bei dlesel Abbildung in die Punkte:-
'--_-§o— G (lo) §1_ G(%) =0 (@) llIld Co —'H(Zo) §1—H(z1)
AR C,,'_—H(z,,) ubelgehen Ist r =G, (5 die inverse Bunk X
t1on von §—G(I), so wird z_f[G &) =7©® eine mnelhalb.

' des Emhuts]uus 8 1eoula1e Funktion von §, die nur Werte Von J.

_aut' den Elnheltsklels kontonu abbllden.

H amninmt und dle Punkte Eo,0r e, Epin 2o, oo -, i ubelfuhlt
: Hlelaus folgt, dass die zusammengesetzte Funktion t=H [f (é)]
__-"'—‘cp(‘:) eine tm ts¢< 1 regulire Funktlon ist, deren dbsoluten
Betlao fitr diese Werte <1 ist. Von eciner solchen Funktion sa-
~gen wir nach Herrn Scmur kurz, dass sie zur Klusse E oehort._;
VVeltm mmmt P (&) in den Punkten §0, R die W erte Loy ™ e, ;
Ln an. Ist nun das Problem fix die Klasse E gG:lObt S0 ezhalt

man die entsprechenden Resultate fiir die u1sprunghche bunlxtlon
z==f(x), indem man mit Hilfe der 3J)blldungsfunktlonen G ( J:)
und H (2) zu den Gebieten G und H zuriickgeht.
Das Hauptproblem wird im ersten Abschnitt tul die KldSSG E
vdllst.a.ndlo gelost.  Wir Oelanoen zu dem Resultat dass die v01-

oeschrlebenen R | Wortepa&re =1 verschledenen Unolelch'
’ helten geniigen mussen Diese analytischen Ixntenen werden dann
7 -,oeomemlsch uedeutet wobel . A. ein elnfaches Resultat elhaltbn

wn‘d hinsichtlich des \dllabmtetbgbblefs eines bunk‘monnn\\ eltes S
\\ enn die )Ugul W erte als test angenommen - werden.
l)enlxt man smh die Anzall del vmgeschuebenen Weltepdal'

wachsen S0 entsteht ‘die krage, ob es auch zu einer unendhchen

- Folge ObOC])ellel &loumentwelte und entspleuhender bunktlonen
3 Werte die samthch die im ersten Kapitel aufoestellten Bedlngun- 2
gen erfullen immer eine Bunktlon der Klasqe E glbt “Im zw elten
{bschmtt wird - gezelot dass dies immer der Kall ist und dass
Wenn dle Argumentwerte eine gewisse Bedmgung elfullen dle be— W
tx eﬁende b unktlon der Klasse E durch die vorg eschnebenen Werte- B
paale emdeumo bestlrnmt ist. er gehen dann zu dem Spez1al- i
fall ubel Wo unendhch v1ele hullstellen Voroeschrleben smd 'und
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Uber beschrinkte Funktionen usw. 3

leiten eine allgemeine Darstellungsform  fiir eine bheschriinkte
Funktion ab, welche die vorgeschriebenen Nullstellen besitzt.
Der dritte Abschnitt enthilt dann den allgemeinen Fall, wo
in den gegebenen Punkten ausser den Werten der gesuchten
Funktion die Werte ihrer Differentialquotienten bis zu einer ge-
wissen, im jedem Punkte bestimmten Ordnung vorgeschrieben sind.
Es wird gezeigt, dass die notwendigen und hinreichenden Be-
dingungen sich durch einen Grenziibergang aus den im ersten Ab-
schnitt abgeleiteten Kriterien ergeben. Eingehender beschéftigt
uns dann der von verschiedenen Matematikern friiher behandelte
besondere Fall, wo nur die Werte der Funktion und ihrer n ersten
Differentialquotienten im Punkte =0, oder m. a. W. die n -1
ersten Koeffizienten der Taylorschen Kntwicklung der Funktion
in der Umgebung des Nullpunkts gegeben sind. Ausser den
Kriterien fiir die Koeffizienten stellen wir einige Ungleichungen

fiir den absoluten Betrag der betreffenden Funktion auf.

Vermittels einer konformen Abbildung gehen wir dann im
vierten Abschnitt zu dem FKall iiber, wo H die Halbebene rechts
von der imaginiiren Achse ist, und nehmen wieder die n + 1 er-
sten Koeffizienten der Taylorschen Entwicklung als gegeben an.
Mit Hilfe der im vorigen Kapitel gefundenen Ungleichheiten wer-
den einige Abschitzungen fiir den reellen und imagindren Teil
der Funktion abgeleitet.

Im fiinften Kapitel leiten wir aus den eben genannten Ab-
schitzungen einige Ungleichheiten fiir den absoluten Betrag einer
Funktion ab, die den Einheitskreis auf einen konvexen Bereich
konform abbildet. FKiir den absoluten Betrag und das Argument
der Derivierten ergibt sich ebenfalls eine untere und obere Schranke.

Im sechsten Abschnitt geben wir schliesslich eine kurze histo-
rische Ubersicht iiber die Entwicklung der von uns in dieser Ab-
handlung behandelten Eragen.

1
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Ableltung der 'Bedmgungen fiir dle vorge chrie-

(‘II‘ U "“h" r}{ﬂ"

""Béhen Wertepaare und Losung des Hauptproblems
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schreiben, woraus unmittelbar folgt, dass iz =1 ist. Fir [aj=1
schreiben wir wieder
1 2+«
& = -(i' 1 .
-+
a +
LRt ) Bl
Weil hier g ist, erhalten wir offenbar :z = 1.
Der Kreis |z | =r<1 wird durch die Substitution (1) in einen

Kreis O, der Steinerschen Kreisenschaar, deren Grenzpunkte

die Punkte z=a und 2= _ sind, transformiert. Den Werten

QUL

|2 | < r werden die Punkte der z-Ebene entsprechen, welche inner-
halb C, den Werten |z | > r dagegén diejenigen Punkte 2z, die
ausserhalb dieses Kreises liegen. Aus dieser einfachen Tatsache
kann man einige wichtige Ungleichheiten fiir {2z | ableiten.

o fjw®

Fig. 1.

Man sieht leicht ein, dass diejenigen Punkte von C,, deren
Entfernungen von dem Nullpunkt am grissten und kleinsten sind,
die beiden Punkte

z—elarga Bk (l,___.—}—?’ X
1+ alr
zz_—eiarga'__'_r_
1

1—jalr

(2)

sind (die Punkte 4 und B in Kig. 1). Diese Werte nimmt z bzw.

in den Ponkten * — ei®€ay ynd z = — ei9€%r an. Aus den Aus-
driicken der Punkte (2) siebt man ferner, dass sie beide auf




I'n"—' dél usten l' onnel 'tntr das blemhheltsiemhen mu tm

NS T P '_..

e'”’gai 'm der zwelten nur fr x*—e“"g”?' em

o« Al

£ (reometrlschen Be(l utuno

'-_'erolbt _smh ternel_“_ da«: wenn ¥ von 0 1)15 1w dLbSt. Lhe ObE‘I

amnumr (Von -a




3. e
» -

Cbher beschrinkte Funktionen usw.

Nehmen wir also an, dass es eine Funktion mit den eben cha-
rakterisierten Kigenschaften gibt, und sei

() F=1(8)
eine solche Funktion. Dann folgt zuniichst fir » = z,, dass
(8 z(%g) =2 <1

ist. Dieser Bedingung muss also z, notwendig geniigen.

Nun kann die innerhalb des Einheitskreises regulire Funktion (7)
in dem inneren Punkt z = z, kein Maximum des ahsoluten Betrages
besitzen, falls sie sich micht auf eine Konstante reduziert. Ist E51
=1, so muss also z(r) identisch gleich 2, sein. In diesem FKalle

sind somit auch dic Werte z,, 5, - - -, 3, siimtlich gleich z,. Also:

Ist

so ergibt sich als notwendige und hinreichende Bedingung tiir die
Existenz ciner Funktion mit den verlangten Eigenschaften, dass
9) e S e 2
ist. Die Funktion ist in diesem Fall eindeutig bestimmt, sie re-
duziert sich niamlich anf die Konstante z,.

Ist nun ! %, nicht gleich eins, so muss nach (8) notwendig

12y <1

sein. Durch die lineare Transformation

bilden wir dann den Kinheitskreis |z <<1 konform auf sich selbst
ab, so dass der Punkt 2=z, in den Nullpunkt 8o =0 iibergeht.
Setzt man hier fir z die Funktion (7) ein, so folgt, dass die zu-
sammengesetzte Funktion

(@) 5

o l0) = 1—32,2(x)

zur Klasse E gehort und fiir © = @, verschwindet. Bildet man
auch in der z-Ebene den Kreis |21 <1 mittels der Substitution

la e

WL £, |

IR S

v

3N




eme mnerhalb des Emheltsklelses regulare Funktlon' von N \*un

a.-“‘f-‘\ ...1—-; T hka

ljainn man da [é‘ol—— 1 fur \w | = 1 Wenn § egle belieblg kleme :

-____I:flll d]e genannten Werte von x Da.z‘l) (x) 1m ganaen ]mnhelts-
: _.:krels regular ist, so besteht dlese Abschatzung fur alle jx < 1
: -‘und Well dazu & beheblg klem gewahlt Werden kann so schhesst

.

'm ]edem 1nnelen Punkt des Elnheltskrelses lst D_ié _F'llhk‘fgi"()'i;l "

-I..‘ :-q» .'..'l L d‘b"\' ; *r

unktlo_n_ imI '_deﬁ n let7ten der Punkte '(5). :




Uber beschrinkte Funktionen usw. 9

Wir haben also gezeigt, dass aus der Existenz einer Funktion
mit den anfangs charakterisierten Kigenschaften notwendig folgt,
dass entweder ! z,! =1 ist und die betreffende Funktion sich auf
die Konstante 3, reduziert, oder | z,i<C1 ist, in welchem Falle
es eine Funktion (10) der Klasse £ gibt, die in den Punkten

(13) x19m29“':‘1:”

die Werte (11) annimmt.-

3. Wir werden nun heweisen, das diese letzteren Bedingungen
auch hinreichend sind. Nehmen wir also an, dass sie erfiillt sind,
dass also iz,|<C1 ist und
(14) 21 (x)
eine Funktion der Klasse £ ist, die in den Punkten (13) die

Werte (11) annimmt. Wir behaupten dann, dass die durch Auf-
losung der Formel (10) bestimmte Funktion

_ &M (x) == %y

(15) A et ey ) :
die verlangten Higenschaften besitzt.

In der Tat kann man leicht zeigen, dass sie zur Klasse &
gehort. Die rechte Seite in der Beziehung (15) ist némlich von
derselben allgemeinen Korm, wie der zweite der Ausdriicke (1).
Weil nun 1§ | < 1./2"(2)| <1 und somit

62 @) <1
fiir x| <1 ist, so folgt, da nach Voraussetzung |z,;< 1 ist, aus
der S. 4 gemachten Bemerkung, dass auch |z (z) | <1 innerhalb
des Binheitskreises ist, d. b. die Funktion (15) gehort der Klasse E an.
- Die Auflosung der Kormel (11) ergibt

N §o (2v) zy o+ Z
Pt +En gﬂ (7y) '5:'”

Weil der Voraussetzung gemiss 2" (#2) = 3% ist, so folgt aus (15)
mit Riicksicht auf (16)

(16) (v=1,2, R




'“-Fassen wn Jetzt da
3 -P' '\-1- ‘_‘ > -

Cim g ganzen 711 fq]gendem Resultat oelanat

ERu

_Werte :‘_(11) annlmmt reduzmrt
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Uber besehriinkte Funktionen usw.: 11
Nach unserem Satz existiert ndmlich eine Funktion = A (x) von
1e den eben charakterisierten Kigenschaften dann und nur dann,
T wenn entweder
|t 1 1 il
VIS A — 1 and P =l = =4
1 N
ist, oder
- I

- .rl"‘. -
a

% ist und es dazu eine Funktion 2'2) (z) gibt, die der Klasse E ange-
hért und in den die n—1 letzten der Punkte (13)

(17) g Xyttt Ty
! die Werte
: (20 @) .(2)
i (18) R S S T

annimmt. Hier bestehen zwischen den Funktionen P (z) und el (v), :
bzw. den Werten (12) und (18), analoge Beziehungen, wie in den "
Formeln (10) und (15), bzw. (11) und (16) zwischen den Funk-
_ tionen z (z) wnd 2" (2), bzw. den Werten (6) und (12). Fiihrt man
i":.'. die Bezeichnung

: 2D G J e i
e (g, 23 01, 51) = 1 (g, %3 Ty, 51) = @y

ein, so erhilt man also tolgende Relationen:

[ 1
A ARG Bl 8 e R 7 _.
!. -. 1 T @1 ilr(’l‘) 1 e xl - ! i
- .':I (1045 §1 (2'(3) ‘i“ - Py by ey < \)
I 2 (@)= : (gl_ ST
ey 1—{— P, & 2" (1' LSS E
_(1)
(2) s — @y - Ly Uy
AL ST e e L = %
1 =% (Pl e 1 = T ’l” 'i,u-
(20) (v= P, n) . "_
NIy :-1 (¢v)z|' _“'591_ (Tr
® ; ; i
119, § (-Lr) -«r :

Der Wert s ist nach (20) durch die Wertepaare 2, 5o, 24, 5; Und
Zp, Zy bestimmt: dies gehen wir mit der Bezeichnung
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Uber beseldinkte Funktionen usw. 13
(L) @ h 7 T
() 1y - =p — Yi— p T A — 1

2z (.T,,) —&dy = NELE e e I T

] 1— @i 1—2xi_1 2y
(24) - l 3
o (V] f

D S () 2y Sapp

=l i o i
l ]. +¢[__] §[_.l (xnp) “qr

bestimmt. Durch successive Auflosung der ersten dieser Rekur-
sionsformeln ergibt sich, dass 2 nur von den Wertepaaren Zos
Zos Xyy 2y, o, Ti—i, Zi—1, und Ty, zp abhiingig ist. 'Wir schreiben

demnach

(i) (£l L= = o ! i 5
’*"’ =2r (Lo, 391 Ty, 51300 T, Si— 11 Ty Zp),
(25)
I?‘-“— (Bl =20 e B s Ti, 2) = @i
=1 —QP: 0 = Q1 il I:":"l _ﬁl-

Wenn nun die Ausdriicke
Po == Zgs Pry" "y Pi—1
den absoluten Betrigen nach sidmtlich kleiner als eins sind, so
ist es notwendig und hinreichend fiir die Existenz einer Funktion

der Klasse E, welche in den Punkten (5) die Werte (6) annimmt,
dass entweder

(26) @; | = 1und @; = zi‘+ = s = Zf:“
ist, oder
(27) @il <1

ist und es eine Funktion z¢+Y(x) der Klasse £ gibt, die in den
Punkten

(28) YT, iz, Ty

die durch die Formel (24), wo # durch ¢—1 ersetzt wird, be-
stimmten Werte

i1 i 1)
(29) 5:'-_;:1:§0i+1,~'~i’—|-|:2),----,.zn

hat.

Tritt der erstgenannte Fall ein, so ist identisch z”’(z)zgp,--
AT (z) ist dann eine lineare Funktion von z, die den Einheits-
kreis konform auf sich selbst abbildet. Die weitere Auflosung
der Rekursionsformel (22) ergibt, dass A (x) eine rationale

A

Rt

b

o

PR BT

*

o

A

b
—
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Uber beschriinkte Funktionen usw. 15

Satz I: FEine Funktion der Klasse E, die in den Punkien
(5) die Werte (6) annimmt, existiert dann und nur dann, wenw
einer der folgenden zwei Fille eintrifft:

I0. Es st
P =5 <1,

Loy (g, 205 21, 3) < 1,
(30) l ................ ;

wo ¢ eine von den Zahlen 0, 1,----, n ist, und weiter
(0 5 4% 3 M ; :
(800 23 (Tg; 205 * == *3s ity By g 2}, = @i (W= i1, 4452, 5 40,

In diesem Fall gibt es nur eine durch die vorgeschriebenen
Wertepaare vollstindig bestimmie Funktion R; (x) von den genann-
ten Higenschaften. Diese Funktion ist rational, von iter Ord-
nung, und ihrem absoluten Betrage nach gleich eins auf der

Peripherie |z | =1.
2:0. Sdmtliche Zahlen ., @y, -+--, (p,, erfiillen die Ungleich-
heiten
i%f <GSt
Ly (X, 293 Ty, 24) <1,
(31)

Durch die Rekursionsformel (22) entspricht dann jeder Funktion
2"tV (x) der Klasse E eine Funktion z (x) von den anfangs ge-
nannten Eigenschaften, und umgekehrt.

Unser Resultat ermoglicht uns auch die Gesamtheit der zu-
lissigen Werte (6), welche den gegebenen Punkten (5) entsprechen
konnen, zu finden. Denn wenn man den Punkten (5) eine belie-
bige Folge von Parameterwerten '

(32) : Poy Pryc =y Puy




< P i | -1 wahlt Wo ¢ < n 1st 50 erhiilt man elf]e Folge von o
lWerten (6) die die Bedingungen (30) und (30) erfullen : :

Um die Beziehungen AIS elhalten mit deren Hilfe g‘") (1) =
A (x) (bzw Pn AUS Zn), und umoekehlt direkt berechnet werden

"lg_onnen Wollen wn"]etzt die Auflosung der Rekursmnsformel (22)

-‘Vplnehlnen ~Aus der Relatlon (lo) elhalt man, wenn man den
“Wert von é’o substltmelt ' %

h ; T Bt

. SRS RS
STy I _1_ <P0 (7 c = Io) Gk (T) e
: 'Setzt_-man ,hi'er'- ' 7 ; il

e v—xy =4, (2), (Po 1‘”‘“0 JJ)—B (l) 5

b 2

- so kann man

schrelben wo also A und B’ aus 4, und B e1halten A\ elden,'
Wenn_m_an die hoeﬁmenten durch dle kon]uglerten Werte erset/t.'g-.’"'

Z<-¥5‘— 4..(“” < 15w
| [Z(E”E(;\’m] G

1Subst1tulert man in dlesel Eonnel den W elt"'19) tm z'” (x),
o . { 4 et A b 1}"] v—'_"'_ b b - ; = - e




2Ty =

(34)
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(@—a)[4, @)+ 9 B @] %) + (1 —7 2) 9 4, (x>+Bl(x)]

Afi=a)[a ) all]+ (- natl s l]oo)

A, () 22 () By (x)

" aen e

Indem man so fortsetzt, erhilt man schliesslich

2 : 2 A, (_.r)_:“" (x) -+ Bu(x) o
;z"” [A,,(i)—L B, (%) 2! (x)]
iz, Z,(%) z (¥) — B, (x)

Ap () — «" B, (1;)2 (;r)’

(33)

2wy =

wo Ay (z) und By (%) Polynome »-ten Grades in « sind, die den

- folgenden Rekursionsformeln gentigen:

[Au(@)= (& —20_1) (A1 @)+ Pr—1 By 1 (2)),
| By (2) = (1 —Zy—12) (pn—1 di— (@) = By_1(2)),
wo A, (r)=1 und B, (z) =0 ist.

Zur Berechnung der Zahlen ¢ aus den gegebenen Werten (5)
und (6), hat man also nach (33) die Formeln

o (L) 20— By

A .(r R (;) 2y 1

1’...’71).

:

(38) gu=2"(z))=~-

Da z () in den Punkten &, - -, y—1 ganz unabhéngig von der -
Wahl der Funktion 2 (x) die Werte zy,- - -, 2y—1 annimmt, so erhilt

man aus (33), indem man & = Zy_1 und ¥ (2 1) = 0 setat,
2

L

e

7
\)
e
i

2
e !
R
5]




1st Fur R =1 1st R,, (a) s 1
dem letzten —&usdruck Von R,, (x) helvoroeht

(n—[— 1) Sten Punkt Ty den "\Vel‘t h-',{[ annnnmt 1st_ lmc.h -S.afuz“ -I
dass das Weltpaau (a.,,, z,,) de Unolelchuno A 2 s

- Oenuot Wn stellen uns nun toloende Flaue
Denken er uns den Punkt x = VL,, als tesr

dw

i z,, durch dJe meel




J Tber beschrinkte IPunktionen usw. 19
(38) = — (g,u"i fuce (lx) ~
AR =
Ty [AHI\E,:)_'—B”(:U_) (p,,J
) geho- bestimmt wird, wo man den Parametern @, alle migliche Werte
wihnte (39) gnl =1
le - also zu geben hat. Nun wissen wir einerseits, dass die diesen Para-
meterwerten entsprechenden Punkte z =2, als mogliche Werte
Pn Py(@) einer der Klasse & angehérigen Funktion sicher sdmtlich inner-
L N N i o : :
T 7 (1)’ halb des Einheitskreises 1z]<<1 fallen. Da anderseits der Aus-
"\z druck (38) eine lineare Funktion von ¢, ist, so schliessen wir, wenn
: wir die Parameterwerte ¢, als Punkte einer besonderen @.-lihene
FOIEE i zeichnen, dass der Kreis |p,| <1 dieser Ebene durch die Rela-
M el : tion (38) in einen innerhalb des Einheitskreises |z | =1 gelegenen
Kreis C, iibergefiilhrt wird. Beachtet man noch, dass wenn
| ¢l =1 ist und z, somit auf der Peripherie von C, liegt, die
ie ent- hetreffende Funktion z () eine eindeuntig hestimmte rationale Kunk-
ersten tion R, (x) ist, dass es aber im Falle | ¢,| <1, wo 3, ein innerer
Funk- Punkt von C, ist, unendlich viele Funktionen der Klasse & gibt,
lg und die in den Punkten (5) die Werte (6) annehmen, so kann man
elteren das gewonnene Resultat folgendermassen aussprechen:
Satz I,
Satz Il: Nimmt eine Funktion der Klasse E in den Punkten
. (40) xo:xh"',xn—l
| die Werle
t dann (41) 39y 315" " "3 R8n—1
L=ds ! an, so fallt der Wert z, dieser I'unktion in einem weiteren Punkt x,
1 nach & innerhalb oder auf die Peripheric eines durch die gegebenen
; Werte xy, -+, Tny Zgs * * +, Zn —1 VOUstandig bestimmien, innerhalb des
bt L , Fanheitskreises gelegenen Kreises.
1werte ] : Ist umgekehrt z, ein Punkt im Innern dieses Kreises, so gibt es

unendlich viele Funktionen der betrachteten Art, die fiir x =z,

L T - g
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uber Wn nehmen dlbO an dass 2, ein festel l)eheblo inne
des Elnheltsldelses V01geschnebene1 }unktxoncn\\ ert isf,' '_

-1 n 11 \ Bh (9,,7)

'A,z () — Bn(j, e
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dem abaoluten Betlaoe nach < 1 mag hen

4

%—- 1 1st Wu haben dann

S Py =

\\0 auf der 1echten Selte nur Z; Vanabel angenommen wud Dle %
/u13851gen Punkte &y sind nun dleJem ven, w elche | qo'1 1< < 1 machen
Sle smd also durch dle Bemehuno i :

P im': Anfang angeste]lten Benach’rungen ubel_‘

. matlon (1) eI‘O‘lbt sich denmach dass das Glemhhefoszemhen auf
einem. gew1ssen 1nnelhalb des Elnheltsklelees gelegenen Krels O
% das Unglelchheltszelchen in allen ausserhalb dleses Kreises hegenden
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Punkten besteht. Die zulidssigen Werte 2, fiillen also den ausser-
halb C liegenden Teil des Einheitskreises aus. Liegt x, insbe-
sondere auf der Peripherie von C, so ist die entsprechende Funk-
tion -die eindeutig hestimmte lineare Funktion R, (z).
Betrachten wir nun den Fall n= 2. Der Punkt z = z, muss
dann so liegen, dass die Funktion
z&” — Py Lg— Xy

(44) O S = T e
3 1 — 1y :(2“ bl L e

dem absoluten Betrage nach < 1 wird. Hier ist

_ ) 9= Ry Xy — Xy
(45) R U BT b
; 4 l — Zy 29 2 oty
Da weiter
I
Eg —— &yt Lrem—tslin! |
. < 0 L Ly , .
TS 1o g - Lot o ";—If-' . Z I fir 2z, =1,
l—2z525 Ll ==ty Xa |

so folgt aus (45), dass |2, | <1 ist fiir dic genannten Werte 2,.
In ganz derselben Weise bheweist man hieraus weiter mit Hilfe
der Beziehung (44), die derselben IForm wie (45) ist, dass auch
o e G TR e e R 1 Die;jenigén Werte zy, die [gy:>1
machen, liegen somit simtlich innerhalb des Einheitskreises. Da
nun ¢, eine rationale gebrochene Kunktion zweiten Grades in &
ist, so wird der Einheitskreis | ¢, |= 1 durch (44) auf eine Kurve
der z,-Ebenc abgebildet, die nach dem obigem ganz innerhalb des
Einheitskreises liegt und die, je nach dem, wie die Windungs-
punkte in der ¢@,-Ebene in bezug auf den EKinheitskreis |g,|=1
liegen, aus einem oder aus zwei geschlossenen Zweigen besteht.
Im erstgenannten Fall macht z, bei zweimaligem Umlauf von @,
lings der Peripherie | @, =1 einen vollen Umlauf um die ganze
Kurve, in dem letzten entspricht ein volistindiger Umlauf von ¢,
einem vollen Umlauf der beiden Funktionenzweige z, um die
geschlossenen Teilkurven. Die Kurve kann iibrigens, weil @, eine
eindeutige Funktion von x, ist, sich selbst nicht schneiden. Sie
teilt also die zy-Ebene in zwei oder drei Teile und schneidet




: zu toloendem alloememen Resultat :
: \elmooe de1 G‘rlelchuno (19) Llltbpllbht dem K1e1< ' cpn; _
eme Kulve del a,l-Ebene die Vollstandlg 1nnelhdlb des ]mnhelts-
klomcq liegt und hochsfens n verschiedene gesch]ossene Zwe 10e
‘hat.  Diese Z weloe dle Wede1 sich selbst noch einander sdmuden
begrenzen hochstens n verchledene Teﬂo bblete des Emheltsluelses,
innerhalb deren go,, >] Der dem bunktlonen\\ ert 2, entspre
_chende Punkt z, muss aussellmlb oder aut dem Rande dleser-:-"
 Gebiete 1ieg‘én. Im elsten l‘all gibt cs unendlmh VlGlL Eunktlo-:"
'neil_ -.der Klasse E., welche 111 den Punkten (5) dle Werte (6)
“annehmen, ist dagegen w, ein Randpunkt, so ist die durch die
gég"ebenen Werte vollstindig bestimmte rationale ]3unkt10n R,, (:c)

dle emmge Funktion ‘dieser Art. AT I
7 uletzt wollen wir die :\Ht]llelkbd]llh(ﬂt nock aut emen spe71ellen j

b dll lenken mdem wir annehmen dass 7, = 5,=- -+ = Gn—2=20 lS’G

Vahxend der dem Punkt 9,,_ 1 =10 entqmechendc bunl\tlonenwelt

zn—l den wir mlt 2" bezeichnen, von null V(’lb(,hledell 1st Qchrelbt
man 1n_1 statt L, und setzt 2, = - 0, 80 wird dxe Glelchung (42) wie

FEEED) _-n_ ‘durch }mn_sb_betz_en der gegebenen Werte (o) und (6) m dem"
AL Algorithmus (22) unmittelbar einsieht,

S e —1 X z 2 e 1528 ?
e A ‘Pn'; (‘— 1) —_—
R xosrl----a,,,_o iy

"Dié - te \’u]lstelle J"n—l dei' Eunktlon muss'demndch aut der

Peupheue 0de1 ausserhalb des Klelses - VST, : N A

- | 7 | =

g .

; BN "an_ . ] R S0
(46) G AR R T

b " : § i |

.' -l'ie'gen.' \/Ian elhalt also eine bekaunte Almhdtzuno rm die \*ull-
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Uher beschriinkte Funktionen usw.

stellen einer beschrinkten Funktion !). Besteht insbesondere in
(46) das Gleichheitszeichen, so ist die betreffende Funktion eine
rationale Funktion n-ter Ordnung, dic leicht aus (22) zu bestimmen

ist.

1. Uber beschrinkte Funktionen, die in unendlich
vielen gegebenen Punkten vorgeschricbene Werte
annehmen.

9. Im vorigen haben wir gefunden, dass sobald die Werte (5)
und (6) den Bedingungen (31) geméss gewdhlt sind, es immer
Funktionen der Klasse E gibt, die in den Punkten (5) die Werte
(6) annehmen. Da dieses Resultat fiir jedes n gilt, so entsteht
die Frage, ob dasselbe noch fiir n == o seine Giiltigkeit behilt. Mit
dieser Frage wollen wir uns in dem vorliegenden Abschnitt be-
schiftiven; insbesondere werden wir untersuchem, wann die vor-
geschriebenen Bedingungen die zugehorige Funktion eindeutig be-
stimmen.

Wir nehmen also innerhalb des Kinheitskreises eine unendliche

Folge von Punkten

(47) Loy By, S Xy e

und wihlen die entsprechenden Kunktionenwerte

(48) RS WA

so, dass die Ungleichheiten

(49) '@ (Loy B +0 = T B I i == O T e dit Pl o)
simtlich erfiillt sind, Um eine solche Kolge von Funktionen-

werten zu erhalten, kann man so verfahren, dass man den Punkten
(47) eine beliebige unendliche Folge von Parameterwerten

*,
1) Diese Ungleichheit hat zuerst Herr JENsEN aus seinem bekannten

Satze hergeleitet.




' -'_.tlon zZu elhalten hat man ja nur aus den Forme]n (34) die Poly—

nome ;An+1($) und Bn+1 (x) z1 berechnen und cine beheblge

'_schatten besitzen. B (e ikt = il s
Gehen Wwir von emel bestlmmten Funktlonenfolge z"’+" (z)
-(n—O 1. -) aus, 80 oelanoen wir in dlesel Welse a emer"
! ganz besﬂmmten neuen Funktlonenfolge | SN ST e :
01) fo (z), fi (5,) - (@), CHAR .' .
Z -,Wo iy ]edes n (ho Jjunkmon f,, (z) der T&ldsqe E anoehmt und 111
' den Punkten xo . ~die \Velte PIER R annlmmt Wir =
wollen untersuchen wann dlese Folge gecren eine LTlen7funkt10n
- konvercnert R A s Pt 2 = L
_ Zu diesem Z weck betrachten wir die Dﬂtexenz i
I?(OQ) . % fn—f—p(x)—fn(l b 1 3
 die in den n —‘— 1 ersten dlel Punkte (41) VEIbCh\’Vlndet und dlldel-_
"i'_":_eelt< das in denqelben Puhktéh VGISLh\\IlIldGHdQ Plodukt g

t(53)

WO Wn dle%mal mlt g,, (.C) dleJemoe lmeale bnnktlon l)ezelchnen'

: welche fur x = 0 einen reellen pontlven Wert, annnnlnt und den _‘-. '

z Emhe]tsklels derart konform auf smh 'selbqt abblldet daqs :rl, m
'_ den I\ullpunkt ubergeht Es lst i

,?-.

le- r~

v (37)

WO x; den Qplegelpunl\t von a,v' m be/uo aut den Elnheltﬂklels

*

: bezelchnet s R S R g _:_
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Der Quotient

; foe p (2) — [ (2)
sn,p (-27) s n
(54 I 6 @

stellt fiir jedes n und p cine im Kreise |2 | < 1 beschrinkte
regulire Funktion dar. Weil nimlich ! f» (z) | und | fr 4, (2)! fiir

I g,

=10

'z | <1 kleiner als eins sind und =1 fir =1 ist, so

kann man  so nahe eins wihlen, dass fir 1 > ‘x| >7r
| Cnyp (@) <C2(1+9)

wird. Weil £, (z) innerhalb des Einheitskreises regulir ist, so
muss diese Abschiitzung fiir alle |2 | <1 gelten, und da & beliebig
klein gewiihlt werden Kkann, so ist also im ganzen Einheitskreis

fiir jedes » und p e
- Lnple) £2
oder :

(55) Torp @ — o) <2) IT & @) -

Wir sehen also, dass die Konvergenz der Funktionenfolge (51)
wesentlich von dem Verhalten des unendlichen Produktes

(56) ﬁ §r (2)
r=0

abhiingt. Verschwindet dieses Produkt identisch, d. h. konvergiert
das Produkt (53) beim wachsenden n in jedem Kreis z |[<r <1
gleichmissig gegen Null, so gilt dasselbe in bezug auf die Diffe-
renz fu+p () — fu (2), und die Funktionenfolge (51) konvergiert also
in diesem Falle gegen eine innerhalh des Einheitskreises regulidre
Funktion f(z), die zur Klasse E gehort und in den Punkten (47)
die Werte (48) annimmt.

Um zu finden, wann das Produkt (56) identisch verschwindet,
bedienen wir uns der Ungleichheit

o]

§:'(I)i<1m

<1,
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die Werte (48) annimmt. Diese Funktion ist die einzige beschrinkte

Funktion, die iiberhaupt die letztgenannte Higenschaft besitzt.
Hat eine beschrinkte Funktion insbesondere in den Punkten

(47) den Wert null, so muss sie also identisch verschwinden.

10. Wir gehen nun zu dem Fall iiber, wo die Reihe (57)
konvergent ist. Um zu sehen, ob auch in diesem Fall Funktionen
der verlangten Art existieren, bedienen wir uns einer bekannten
wichtigen Folgerung des s. g. Vitalischen Satzes, nach welcher man

aus einer unendlichen Folge von Funktionen, die innerhalb eines:

Gebietes G siamtlich reguliir und beschriankt sind, immer eine Teil-
folge withlen kann, die in jedem inneren Gebiet gleichmissig
konvergiert. Nach diesem Satz kinnen wir also aus (51) eine
Teilfolge

(58) f;;,(i'),fp, (Q“) "':f}’,z(x)v' et

herausgreiten, ‘die fir |2 <» <1 gleichmissig konvergiert und
somit eine fiir { x| < 1 regulidre Grenzfunktion /(z) besitzt. Diese
gehort offenbar zur Klasse £ und nimmt in den Punkten (47) die
Werte (48) an.

Es ensteht nun die Krage, ob f(z) die einzige Funktion der
Klasse E ist, die diese Eigenschaften besitzt. Wir werden zeigen,
dass dies nicht immer gilt, sondern dass es Fille gibt, in welchen
unendlich viele Funktionen der verlangten Art existieren.

Zu diesem Zweck betrachten wir wieder das Produkt (56). das
wir in der Form

106, (z) =11+ (& (=) — 1)

v=0 V=0
schreiben. Dieses Produkt konvergiert bekanntlich gleichméssig
fiir | x| <r<{1, wenn die Reihe

oo

(59) Ylew

r=0

1=

fiir diese Werte gleichmiissig konvergiert. Nun ist aber
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Ist dagegen die Reihe (57) konvergent, so braucht die zuge-
hirige Funktion nicht eindeutig bestimmt zu sein.

11. Wir sahen, dass jede Funktion der Form (60) zur Klasse
E gehort und in den Punkten (47) den Wert null annimint.
Umgekehrt kann jede Funktion f (), welche diese Eigenschaiten
besitzt, in der Form (60) dargestellt werden. Denn die Folge

7 ()

r=0

e (S i 20|

(61) ( ¥

konvergiert im Kinheitskreise gegen dic Grenzfunktion
f(z)
11§, ()

i =)

= (),

die zur Klasse E gehtren muss, weil dies tiir jede Funktion der
Folge (61) gilt. Allgemeiner, wenn /() irgend eine innerhalb des Ein-
heitskreises regulire Funktion bezeichnet, deren Modul daselbst < M
ist und die in den Punkten (47) verschwindet, so kann sie in der
Form (60) dargestellt werden, wo jetat |y (x) | < Mfiir « <1 ist.

Aus der Gleichung (60) kann man schliessen, dass die obere
Grenze des absoluten Betrages des Produktes (56) im Einheitskreise
gleich eins ist. Denn wihlt man die Funktion f(x) in solcher
Weise, dass die obere Grenze ihres absoluten Betrages gleich eins
wird, so muss dies auch fiir die Faktoren % (z) und II§, (x) gelten,

s |0

da sie beide zur Klasse F gehoren.

Es kann aber noch mehr von der oberen Grenze des absoluten
Betrages der Funktion (56) gesagt werden. Wir behaupten némlich:

In einer beliebig kleinen Umgebung irgend ecines Randpunkies
des Einheitskreises ist die obere Grenze von i I1 &, {'_x)I gleich eins,

r=0 | 3

Zum Beweise wihlen wir einen beliebigen Punkt = auf der
Peripherie des Einheitskreises und beschreiben mit diesem Punkt
als Mittelpunkt und einem beliebig kleinen Radius 0 einen Kreis S.

A AP
Al W T ]
e b

e LU, o) v

o LS
T e

s

T PR IR




Betrao es der' -'b unktlon "(o 6)

.»E..

sel del uhmttpunkt del Ihne A B undll_des Radlus 0 :l W ell :

: _das Produkt— (06) tm T = (
: de Z_ah_l__no { o 0‘1osq zu “dhlen --.daqs d]e UnO'lelchhelt

. Weiter llc'b'n_.neil_ "-_'y\'_.rii" o gross nehmen, dass, sobald

" ist,

e dem Blelslmg T
) L atie A\

n (hesem Punkt' eltullt




bsoluten
1 Umge-
s & >0,

z, Weil
ich sein,

., sobald

<1 an,

erfiillt.
der von
leichung

Cber be&du‘mkte Funktmnen usw. 31

Wir fithren den Beweis indirekt und machen dabei Gebrauch
von einem Verfahren, welches von E. Linprror zur Untersuchung
der Riénderzuordnung bei konformer Abbildung benutzt worden
ist ). Wir drehen die z-Kbene um den Winkel @ um den Punkt
x=ux'. Wenn Z die neue Lage des Punktes z bezeichnet, so wird

diese Drehung analytisch durch diec Gleichung z — z' = — (x — )
oder
(65) T=-—x+4+22’

bestimmt. Der Kreis C, geht in den in bezug auf z = x" symme-
trischen Kreis C, iiber, dem Bogen 7 entspricht der Bogen 7 von C..
Bezeichnen wir kurz 3

T & @) =g,

P = I,
so wird also die Funktion
pr)=9@=9p(—x+22)

eine innerhalb des Kreises C, reguldre Kunktion von z sein, die
dem absoluten Betrage nach Kkleiner als eins ist. Die beiden
Kreisflichen C, und C,haben aber einen gemeinsamen Teil, nimlich
das von 7 und 7 begrenzte, in der Figur schraffierte Gebiet I
Innerhalb und auf dem Rande dieses Gebietes sind die Funktionen
@ () und g (z), und folglich auch ihr Produkt
D (2) =9 (%) 9 (%)
regulér.
Nehnien wir nun an, dass in jedem Punkt des Bogens 7

| p(z) <1 9
sei. Dann ist auf 7

: ]‘5

m|oa

1) Vgl: E. LINDELOF: Sur un principe géneral de UAnalyse et ses appli-
cations a la theorie de la représentation conforme. (Acta societatis scientiarum
Fennicz, t. XLVI N:o 4, 1915).
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Klasse I gibt, die in den Punkten zg, r,,:- - -,

. Behandlung des Grenzfalls, wo einige unter den
gegebenen Argumentwerten zusammenfallen.

12. Im vorhergehenden haben wir vorausgesetzt, dass die
vorgeschricbenen Punkte (5) simtlich verschieden sind. Wir wollen
jetzt untersuchen, wic unserc friihere Resultate modifiziert wer-
den, wenn gewisse der genannten Punkte zusammenfallen.

Fangen wir mit dem einfachsten Fall an, wo z; mit x, und
also 2, mit z, zusammenfillt, die ihrigen Punkte (5) aber unter
einander und von z, verschicden sind. Wenn nic}]t der Fall (30)
schon fiir ¢=0 -eintritt, so crgibt unser Funktionenalgorithmus
(22), wie vorher:

(66) : F2 ) 4 sl e

1—fPo“(x) 1—zyz

Hieraus folgt fiir * = x, ==z, bei stetigem Grenziihergang
(67) 2 IR == Y = 1—~ =0 (1 — | 7 | g%

Dieser Ausdruck enthélt also jetzt, ansser den Werten z,, z;, den
ersten Differentialquotienten z,' = 2’ (z,) der gegebenen Funktion
im Punkte z =, und hingt von diesem Differentialquotienten
linear ab.

Als notwendige Bedingung, damit es cine Funktion z(x) der
z, die Werte 2,
Zg,+* +, zp annimmt und deren erster Differentialquotient dazu
tir * = x, einen vorgeschriebenen Wert z," hat, ergibt sich somit
die Existenz einer Funktion 2 (x), die zur Klasse £ gehort und in den
Punkten (13) diec Werte (11) ahnimmt-, wo man jetzt fiir 20 (z,) den
Ausdruck X

(67 p= (1 [l
| 1

31
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: ._zu nehmen hat Dlese Bedmgung 1st aber.
wenn es eine solche Funktlon _'( ) (x) glbt so b081tzt (116 durch'
Auﬂosuno der Formel (66) daraus gebﬂdete Funktlon z (z) dle <
 erforderlichen Elgenschaften Dass sie 7111 Klasse L gehort und in den 3

_ des‘ Funktlonenalgonthmus ganz wie friher. Zu bemerken ist nur, W

(68) | % | [ZOZ_(%)‘Q-—" I(pu :

Punkten Zg, T,y T die Werte 2, 7, _;-‘I.:-A,, anmmmt ergibt smh B
ganz wie frither S 9. Da Weltel der Wert der ‘Funktion 20! (@) fur
L =2x," der Voraussetzung gemass 01elch dem Ausdruck 6/) lst o
vahlend derselbe anderselts in_der Fonn (67) gesohueben werden: _
]\cmn S0 sieht man, dass auch dle Bedmcrung 2 (10) =z’ e1fullt 1st )

Von der. Funktlon 20 (x) ausgehend gestaltet swh die Blldung i

.l.tg‘

dass wenn (ler Fall (80) schon fiir 1= 0 emtrltt und dle Funkmon
z (x) sich also auf die Konstante 5. reduz1ert der vmgeschnebene ‘
Wert 20 die Bedmoung A= =0 erfiillen muss. a2 25
Wenn ausser z, auch Zy mit x,, und also Z, mit 2z, zusammen-' e |
fillt, so erhalt man, falls |qo1 1 <1 1sf durch Entwickeln nach ¢
Potenzen von  — %, als Grenzwert der Funktmn .29 (x) ’_f_llll

& = &y =z, den Aunsdruck

# Y L
(1 &

(=10 =99

der von dem \Vertpaal xo,zo und den zwel ersten lefexen’mal-
quotlenten von z(x) 1m Punkte z = xo abhangt Als notwendlge',
und hlnrewhende Bedmgung, damlt es eme Funktlon del Klasse'
F gibt, welehe 1n den Punkten xo, Ty, "+, Tn dle Werte 2, 43, 3
Zn annlmmt und delen elstor'und zwelter lefelentlalquotlent nn '
Punkte x—xo (he Welte 20 bzw 25 haben erglbt smh dlll(‘,h: _
eine ahnhche Ubelleguno ‘wie oben, die’ LXlstenz emer Funktlon" 5
2@ (z) der Klasse E, Welche in den Punkten 7y (= %), T3, * i
die Werte (18) annlmmt wo jetzt @4 dnrch den Au%dxuc]( (67)
und p, durch den ‘Ausdruck




‘hend, denn
t die durch
m 2 (r) die
t und in den
ergibt sich
n z (z) fir
k (67) ist,
hen werden

 erfilllt ist.

lie Bildung
ken ist nur,
ie Funktion
eschriebenc

Zusammen-
ckeln mnach
22 (x) Afiir

= E0 Z' (xo)

—lxot“’)],

Differential-
notwendige
der Klasse
3 Ry 23,y
quotient im
sich, durch
ar Funktion
), £g,* ", &
sdruck (67)
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; e e VT
(68) Py — T 23l %0%0, a0 zy
(.l_'|99n )(1—|‘P1, ) L — |, :
Z " ‘ j
‘{*"20' (L —|m 2)]

zZu ersetzen ist.

Wenn der Kall (30) fiir 2 == 1 eintritft, und die Funktion 2! (z)
also konstant ist, erhiilt man fir den vorgeschricbencn Wert ik
die Bedingung 2’ (ry) = 0.

Allgemein, wenn dic &, -1 (k, <) ersten der Punkte (5) mit
z, und also dic k, -+ 1 crsten der Werte (6) mit 2, zusammentallen,
wird @» (v <k, durch das Wertpaar Zy,z, und die Werte der »
ersten Differentialquotienten der hetrachteten Funktion fiir z =z,
hestimmt. Aus der Form der Funktionen z) (x) ergibt sich weiter,
dass @, von dem w:ten Differentialquotienten 2" linear abhiingt.
Hieraus folgt, dass die Existenz einer Funktion 2% () der Klasse E,
die 'in den Punkten 2, (= %), 4,41, * *, Zn die durch dic Rekur-
sionsformel (24) Dbestimmten Werte zﬁ,’;“) = /S 20 annimmt,
notwendig und hinreichend ist, damit es eine Funktion z (#) derselben
Klasse gibt, welche in den Punkten #,, Zg,41, -, %, die Werte
Zos Zkg+1,° *+, Sn hat, und deren %, ersten Ditferentialquotienten im
Punkte =2, dic vorgeschrichenen Werte zy',2,", - « -, 2, annehmen.

Da die Funktionen z%+D(x) ..., z7+1V(x) ganz wic im
cersten Abschnitt gebildet werden, so ergibt sich schliesslich, dass

die Ungleichheiten (30) und (31) in der neuen Korm, welche sie

durch den eben ausgefiihrten Grenziibergang annehmen, die not-
wendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir liefern, dass es
eine Funktion der eben charakterisierten Art gibt.

Wenn besonders der Fall (30) fir ¢< 4k, eintrifft, so ver-
schwinden, da z® (2) dann konstant ist, die Derivierten dieser Funk-
tion identisch und also auch fiir = ==z, Hieraus erhilt man
dic Kriterien fiir dic vorgeschrichenen Werte z,0 £10 .-« 2,k

Wenn man weiter annimmt, dass die Punkte Zg, + 2, -, Tr, + 4,
samtlich mit dem Punkt zx 41 zusammenfallen, so hat man die
cben angestellten Betrachtungen zu wiederholen, indem man jetzt




-_(Pku+v (1'<k1) wnd ausser von
orgesmuebenen Werten z,, 20, i ”%‘ von wkn 1und den a.__
'-elsten DJffelentm]quotlenten der ‘bun]\tlon ""M”) (x)~1n dlesem_
l’unkte abhanmg Diese letztelen werden db(‘] durch dic vorge- 2
. sdmubenen Dlﬁelentm]quotlentem\ 01te k41, F2: k0+1-, . 3._7-’_4(};0111‘ S
‘ \1m Punktc Zr, +1 eindeutig ausoedlucl\t Insbesondel(, ]ldl]Ot P+ .'

e

,Von zk0+1 linear. al. Ry e P IS
_ Wenn man in dieser Wu&e ‘weiter tht gdcmot man /m-"'-
Losuno des del Emle]tuno oenannten allcrememen P 'oblcms_?‘:i'

wo m den OeOLbeuon Pnnkten aussel ‘den’ Funktlonen\\eltcn (110'._. %
£ Welte der lefelentm]quotlenton Dis zu einer. im Jedem Punkte"r
‘bestimmten Ordnung vorgeschncben smd —DlG notwendlgen und
hinreichenden Kriterien werden, bei oeelonetel Bezemhnung, fort-
wihrend aus den Bedmuunoen (30) und (31) elhalten Sl
Wi bemell\en noch, dass auch die ubugen im ersten Abschnitt
gewonnenen Resultate, z. B der th/ 11, bestehen bleiben. :
13.  Nach dlesen a]]oemumn Bgtrdchtunoen wollen wir aus-
tibrlicher den bebondelen Fall bchandeln WO dic Werte der
Funktion und der = usten Djfferentmlquotlenten in dem i\ull-"' S
punk’r oder n. a. W. d1e nTl Anf&ngel\oeﬁlzlenten del Ta y- ' '_
lor’schen hnt\\'m]\luno der Eunknon in der Dmoebuno diescs Punkte%'
Vmoeschueben sind. Unsu Prob]em Jautet nun wie fo]ot 2
- Welche sind die notwendjgon und hinreichenden Bedmgungon
fm dic n—{— 1 Koofﬁnuntenv LR :

'_dannt es um Poten7relhe

2@ =yt 42 + o x"f x5

&

: LLISU ort, die eme zur Klaﬂse B oehouoe bunktxon dalstdlt und
duren n—{— 1 ersten Koeifmenten dle Oooel)cnen Welte ]mben und._"_"
wie wird eine solche bunkmon oeblldet‘? :
Die: Losung ~dieser Anfgabe wird aus den l*ormeln (")O) un(l 31)

' erhalten, wenn man in dlesen £ : ‘
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(69) Ly==Ty ==, =0

substituiert. U die dort auftretenden Zahlen ¢ zu bestimmen,
kehren wir zu den Formeln (22) zuriick, die wegen (69) folgende

Form annchmen:
L () 2 (@) —g; 1
i [ S ST en ) T,
(10) 1 iz (%)
: @ 2z T (@) - g
5\ T) ey
1+-gas" (@)

(’::0113"'7'"’)7

Hier ist jetzt ¢ = 3" (0). Ist in der Umgebung von =0
M@ =dd Lozt a2 (a6 = ),

so findet man aus der ersten der Formeln (70) durch Entwicklung

nach Potenzen von z und Vergleichen der Koeffizienten, dass all-

G+ 1)

gemein @, dic Form

(0
i 1) (e 4 il (D
(71) as T 'IZ?P—|—2+(P(¢18,“l”,"',“vl)
—lal .
(v=0,1,++,n—i-—1)

hat, wo @ eine rationale Funktion ihrer Argumenteist. Kiir v =0
erhdlt man insbesondere

(72) proi=altis

Aus der Rekursionsformel (71) ergibt sich, wenn mann 2 successiv
durch ¢—1, ¢ —2,---,0 ersetzt, dass der Koeffizient

(73) al? = ¢ (Agy ty,+ o+, Quyi) (@=0,1,-+-,n—1)

von den Zahlen ag, ay,---, @y ;— rational, von 4, lincar ab-

hiingt. Fiir ¥ = 0 findet man inshesondere, dass der Ausdruck
Qi = ¢i(007 Ay, ey, ai)

nur von den Zahlen «g, a,,---, a; abhiingt. Hieraus schliesst man,

dass umgekehrt der Koeffizient

(74) a1=?,l)((,v0,q)1,"',¢,‘) (i:();l""yn)

durch die Parameterwerte ¢,, ®;,---, @: eindeutig bestimms ist.

Py

=

o Ly

———

’

Lt A~ o e b A o St w4 P




_Zu1 Berech’nung._des Ausdlucks '!p (%,

= T

e eme ,Rekurswnsformel ablelten

kann 'namhch fiir 4= T

at:(l"‘"(Po )“t—l ‘r()‘

i ¢ ” —-III'

_(’75)'-" ;

4 F+1 et 1 = =
b -r_.\ ”‘[‘._ k|

S e - (79)
_])1e Koefhzxenten (101 Funkmon :'” (1) blnd dbOI VOIl g)l, : :

'von <p0, b L abhangqg Es ist also

’ _' M a,"_1=1/) ((])1,.-:"’- ,-(P:)

und (he G]elchung (/5) erglbt =01mt ]‘olgende Rekulslonsfoxmd

(T6) (g, qm— 1—(%% )f-,?l%._(gvi_,'-._;_'-,wi)_ R e
o - i Vg e e A

. _ Po Z P (‘Po, N ‘P!) '/’((pl . (p,- I'f)_'

',=1 -..,L. P L

,-_:: '4_. i \ - r ! ) 9
(77) ai= (%,-:_ ,‘Pt)——q’r[ (L= ‘va‘))_*“"/) (‘Po, 0y ,qo:—l) _
B i T e AT 0 e --_n:_'__ a1 F - ag A |
Zur dlrekten Berechnung der Funktlon % (x) aus Z“’*” (J) e1-

I'-t)‘lbt smh aus (70) dle mlt (33) analooe Bez1ehung
S G e e .if o
"@"' 26 @ F D@
L 6@ =B AT
S .z(;p- +‘.“ (x)"‘" [@u (3') —“3&'" @,(1——)2(.?__)] ""i-_l i




1In man leicht
formeln (70)

Seiten nach
Koeftizienten

Ny s Pit
unktion z ()

irsionsformel

P '7(pi—1’)‘

(i) = g ist:

'7‘1’!’—1);

(r-+1) (g;) GI':

(79)

Uber beschriinkte Funktionen nsw. 39

Hier bedeuten €, (z) und D, (x) Polynome vom Grade » in z, die
durch die Rekursionsformeln

{@1'(1’)215@r—l(x)‘l—‘_ﬁv@r—l(x) V=1, --,m),
@r(x):x(‘Sv—l(m)q’l“l_@i’—l(x) (@0=]1®0=¢0)

bestimmt sind. Die Polynome G, () und D, (z) werden aus €, (x)
und ©p (2) derart gebildet, dass man in diesen die Koeffizienten
mit den konjugierten Werten ersetzt. Ist insbesondere |2+ (z)|=1,
so reduziert sich z(x) auf die rationale Funktion (v 1):ter
Ordnung

By 1 (2) =

2+, va (@) + D (@) 20+ 2+l P (2)
gr+ T 1 Iy b ey
5 ‘"';)H‘ (r) gat 99"“(;)

Aus den obigen Uberlegungen in Verbindung mit den Un-
gleichheiten (30) und (31) folgt nun folgender Satz, der die voll-
stindige Losung des auf S. 36 gestellten Problems enthilt: -

Satz 1V: Eine Potenzreihe
@Gy +ay & - @, a4

deren n -+ 1 ersten Koeffizienten
Qgy Oyye s ey Gy

gegebene Werte annehmen und die eine Funktion der Klasse E
darstellt, existiert dann und nur dann, wenn einer der folgenden
zwet Fille eintrifft:
1:0. Es st
ool =0y [ <1,
|91 (1, @) | < 1,
(AOJPERE LU il Rl A S -
lpi1(ag,- -+, ai—y) | < 1,
| 9 (8, - -+, a) | =1,

wo % eine von den Zahlen 0,1,---, n ist, und weiter (vgl. (73))

(80) =a=...=a"_,=0.

NN R SRR e Tl e



. A ter 07'_ :
Bet; age nach glewh ems auf der Per

“"-',_Dzese Funlrtzo_n 1st mtwnal

mmq,' und zlnem absoluten

phez ie x | == I

f;._

Smntlzche Zahlen %, Py

\,_

I"l P ‘ < ].
1 91 }(___0.‘1)’_ £ '1) | <-. i
I - .. .- . = .- -- ¢- ,

I%(a----j- n)|<1

&5 menten oaks e R T
(82) 3 : iy e \ a(_); My, g Quy e e ‘
S oegeben welche den umndllch vmlon UnOIelchhelten g

- b .’.', i g 3.‘ --,1- 2 i \
"(83).. SRS Ny an> <1 ' (n—o i ) k-
genugen so folgt aus den Resu]taten dcs 7We1'ren Abschm’rts sotort “
dass dle Relhe ;e A e A _1'".“:-'- SECTREE

s .,-; , jj oA (x) — ao —{— a, x —f— S |-_

.__‘-_ ¢ a '

tlon_ darste]lt
Bcdmguno i

(Y
S e ey Wy

‘iSt.SO;lﬁit'fﬁl |z | <1 < 1 glelchmd531g elfullt woraus d1e RIChtlg- #%3
kelt der Behauptung unmlttell)ar hervoroeht Es gllt somlt der

or N3 folcrende B 2 G 4*_‘“.-\ &t
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Satz V: Notwendig und hinreichend, damit die Potenzreihe -

g+ ay x4+ ag -

fir |z | <1t konvergiert und eine Funktion der Klasse E dar-
stellt, ist, dass die Koeffizienten dieser Reihe die Bedingungen
(83) erfiillen.

Um eine Potenzreihe dieser Art zu bilden, kann man so
verfahren, dass man eine beliébige Folge von Parameterwerten

(po’(pl,.--,q)”’-.-

wihlt, die sidmtlich den absoluten Betrigen nach kleiner als eins
sind, und darm}s die Ausdriicke ¥ (@g,-+*, ®s) (n=0,1,--)
berechnet. Nach Satz V ist dann

Pl

0 @0, )

n=20

eine Potenzreihe von der verlangten Kigenschatt.

15. Wir wihlen nun die » ersten Koeffizienten a,, a;,-- -, @&, 1
gemiss den Bedingungen (81) und betrachten die Gesamtheit der
Funktionen

84 z@)=¢a+tagrt---Fa_12" 7 a2+,

die zur Klasse & gehoren und deren Potenzreihenentwicklungen
mit den vorgeschriebenen Koeffizienten anfangen. Wir konnen
dann nach Satz II behaupten, dass die einem festen Punkt =
entsprechenden Funktionenwerte innerhalb oder auf die Peripherie
eines innerhalb des Einheitskreises gelegenen Kreises fallen, deren
Grosse und Lage jetzt durch die vorgeschriebenen Koeffizienten
und den Punkt z vollstindig bestimmt ist.

Aus (81) erhalten wir weiter ein einfaches Resultat in bezug
auf den (n- 1):ten Koeffizienten a@,. Nach der letzten dieser
Ungleichheiten ergibt sich nidmlich die Gesamtheit der zuldssigen
Werte dieses Koeftizienten, wenn in dgr Beziehung

Gn =Y (Po, P1,"* ", Pr)
3z

PP

e




_dfe.flh"-]_?‘éimﬁhe'tfen' .-@n 1llc Werte dle demq absolute 3

! <1 smd eﬂeben mrd \*ach (/7) 1st :fabel

VTN R

=g, I (i —-%sv»; ;._)+.'w"(<p§.-."1-f- -',-?n.—"l) ;i

1'—0

\Vn'd also a, duth einen. Punkt e1ne1 besonderen Ebene dargestellt
so ergibt sich hlelaus dass @, mnelhalb oder anf - die Perlp- 3

lerie emes (mnerhalh des Lmheltskrelseb geleo enen ) hrelses C,, fallt .I ot

fis 1

delen Mlttelpuukt U’ (900‘ R (pu—l) und Radlus H (
ist. Llegt an im Innern d]eses Iuelses S0 01bt es unendhch Vlele'-‘

: bunktlonen del* Klasse E del en m+ l) ter Koefflzlent mlt 'a,l"-

ubelemstlmmt 15’[ daoeoen Qy e1n Randpunkt so 1st w ell dann

gv,l,—- 1~ dle latlonale Funktlon R (’c) die emmge Bunktlon b

(heﬁel &1’t e 2 _ .

Zuy Erlautemno dieses allgemeinen Hrgebnisses . wolléﬁ"-'wir'-

sehen wie mch die einfachsten Fille gestalten st n_l also

nu1 de1 elste Koeffizient (y = (,00 Oegeben 50 erha.lt man

= % (Lo l % )u ;

Das ‘_Tzii'_iabilitet»sg‘ebiet. von d ist somit d'_er iun_' den Nu'll'pm_]_'k't_"

My o s D i Nt e r P SN S L S L R e o ety
mit dem Rad;_us L — 1@,  Dbeschriebene Kreis ()_1. Fir n=2

I elolbt smh e Sy

“2—9’2(1—1(%: )(1—1991. )“¢0§P1 (1_’ Po lz),

wo gvo-—— ao und (pl ﬁi th Der Mlttelpunkt des Klelses

(32 ist also~ g)o qﬁ (1-- (pO‘, ) und de1 Radms derselben :
.(1_ 900[ ) (1—‘9"1f ) \’VGHD|%¢1 |> 15 l%lz' Oder also.-
(1—}—[<p0|)|q)1| > 1 ist, hegt der -\Tu]lpunkt ausserhalb dleses
'Krelseq In dlesem Fall kann man also tur' a“ ausser emer

[N L

' oberen Grenze auch eine untere Glenze ablelten
2 - Mit Hllf_e des Sat7es I1 konnte man fiir den absoluten
Betra-g_ der Funktion '(84).e1ne obere und, falls der in de_m Jes

_ﬂapnt.jen_j;Satze erwiihnte Kreis den 'Nlillpuhkt nicht enthéllf,_;auch
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eine untere Grenze erhalten. Im letzteren Fall wiirde man dazu
Schranken fiir das Argument der Funkfion finden. Im folgenden
wollen wir jedoch einen anderen Weg einschlagen, der zu weniger
komplizierten Abschitzungen fiihrt, die allerdings im allgemeinen
nicht die genausten sind.

Von der Funktion () ausgehend Dbilden wir mit Hilfe der
Rekursionsformel (70) die n zur Klasse £ gehirigen Funktionen
20 (2), 2@ (z), - - -, 2™ ().

Die letztere der Beziehungen (70) ergibt fiir ¢=1n-—1

i x 2 ()~ pn—1
P (I) T 17+ Eﬁﬂ S U Al (.I') !

Hier ist sowohl |@n,—1] <1 als j2"(z)i <1 fiiv [z]|<1. Da
folglich auch | 2z® (z)| <1 ist, so folgt mach (3), dass fiir
[z 1<r<{1

2= (z) 1 < r | 2% (@) | 4| Paet]

(85) . =1 4] 2 (z) g, =1

ist. Weil 71z (@) | <7 fiir | 2 | < 7 ist, so findet man aus dieser Un-

gleichheit a fortiori

(86) =D () <

Hier kann das Gleichheitszeichen offenbar nur dann bestehen,
wenn |z (z)| =1 ist. In diesem Kall ist aber z(x) eine wohl-
bestimmte rationale Kunktion B, (z) der n:iten Ordnung. Dass
in der Tat dann fiir einen bestimmten Wert z Geichheit eintritt,
geht aus der S. 6 gemachten Bemerkung hervor. Der betreffende
Wert @ = re'? ist durch die Gleichung
arg (z 2") = ¢ + arg 2™ = arg @, —1

bestimmt; das Argument des entsprechenden Wertes 2~ ! (re?)
ist = arg @, —1. A

Setzt man die Auflgsung des Algorithmus (70) weiter fort, so
erhdlt man fiir 2 —% () die Abschitzung

b 6 [ g
87) | 2t 2)(x)1§1+lem'—n(a¢)|.|%_2!.




'11_-duxch (he o.bere--Grenze 86)

o Mo

L S0 g]lt
&iése Unglelchhelt S Die so erhaltene: obere Gxenze';fui' S8
|2‘"‘2) (x) kann nur, ‘wenn das Glelchheltszelchen 1n (86) g’]lt
erreicht werden, ___a]s_o nur, wenn (x)_ R,, (m) und 1'-_-— rei®.
Dazt_i muss noch - e R e

% . A by

arg (z 2= b (2)) = arg Pn—2

- sein, oder also, nach dem oben gesagten

A £ Y= b‘—o—argtpn_l':(lrg%-—?

. Ist also .arg qJ,l_1= 'utr 2 + 19 arg qJ,,_Q-— ar z"” —{— 2 ?9’ S0
bestehen n (86) und (87) dle Glemhheltszelchen fm d1e Bunktmn
R, (x) in dem Punkt x—re“9 ) s i 3

Durch weitere Auflosung des Funktlonena]g011thmus (70) elhd.lt
man in dieser Weise successiv obere Grenzen fiir |z'""2) (z) |,
| 21 ()} und schhesﬂlch fiir |z (w)] Man findet in dlesel VVelse
J (Vgl._.' 38), dass diese letzte Glenze dle Iolgende Fonn hat

1 Oniy (7‘) —5— D,, il (1) : Pn (r) _'-T'n' b
1”-_1 [C,,_1(ﬂ—‘— % ]),,' _1 (%)] ,.H_Pn(l) 3 ’

3 3 -

(88) 1z(@)i<

- Wo Cn—l(r) und Dn—1(7) Polynome (n—l) ten Grades in 1
smd welche m]t Hilfe de1 Rekurelonsfonneln S e T~

OOV =r Crot (1 oel Doms @, -
[D,,(r)——l C,._1 )|¢,,,+ D,_l(r)

_geblldet smd I)1e (xreme (88) kann nur fur dle r(monale Bunk- :
'tlon R, (J”) errelcht Werden und w1rd m de1 '1‘at tur %—re""

errelcht wenn dle [’alametern qJ dle Bedmgungen

u\ -

A arg wn__v_ 3»10"'(”)-—'——1)0- - ({’V:l,g/ ’ll) . |
; erfullen : bR A T et 25 s _

Man erhalt aus dem Algorlthmus (70) ebenfalls eine. untele _
Grenze fur |2 (z) |, wenn | z | genugend klem ist. Auq der Glelchung ; ‘,
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L z23 () 4 aq
ZAe)= 1 + @,z 20 (z)

folgt nimlich nach (4) fiir r !9 (z) < | ay|

_i_ao[—r|z“’(a;)[

1—7[a] [#9(@)]

(89) |2 (2) =

Nun findet man fiir |z (2){, ganz wie oben fiir |z (x)|, die
Abschitzung

(1} (;
(90) o (@] LA

pn—1 Pnll) (l) {

5
wo P, (r) ein Polynom (n — 1):ten Grades in r ist. Da in der
Formel (85) die auf der rechten Seite stehende obere (Grenze mi
wachsendem » und | 2 | fiir jedes n selbst zunimmt, so gilt dasselbe
auch fir 7, und 7, Fir r=1 ist aber . =1. Es ist also
rry) eine mit r wachsende Funktion, die fiir » = 0 verschwindet

und fiir ¥ =1 gleich eins wird, woraus folgt, dass die Gleichung

..(1)__ |
P =l

eine Wurzel » = r, zwischen 0 und 1 hat, die iibrigens > |d, |
ist weil fiir r = | a,| die linke Seite kleiner als | a, | ist.

Die Ungleichheit (89) besteht also sicher fiir |z | < v <7, da
fiir diese Werte 77y’ und um so mehr 7 |20 (2) | < | a, | ist. Ersetzt
man in dieser Formel |zV(z)| mit der oberen Grenze #,!, so

findet man nach der S. 6 gemachten Bemerkung

Lyl rra
(91) lz (1:) | Z =g, W I’?’,q[” | % [ =T Qll
fir |z | <r<r,. Weil in (90) die Grenze r," nur fiir z (r) = E, (2)
erreicht werden kann, kann auch in (91) nur in diesem Falle
das (leichheitszeichen eintreten.

Ist inshesondere a, = 0, so erhiilt man

(92) ziﬁ):zﬂ)(:ﬂ):(ll—}— ay 2 -+ - "+an—lx"—2+--- :




A ___{(_2_). :
12(2|(_r)‘< P L0

wo P2 (r) ein Polynom Grades n ——'.2 ist. Man erh’ai-lf also nach
(91] tur la ’ <’ <T1 die '_Unglelchhelt

‘ |“1 - ..’:—-T*.;Th{.i}'. il
?1 7“] (x)_l 2 1 3 ,rr iﬁ' ulvi 2 ' ’

WO '11 (>| ay .) die zw1schen “null und elns oeleoene W mzel del
Glelchuno ;1‘,,(2' =3 ali be7elchnet \uf dem Krelq Lz -_;_1 <

= r -_v.

1st somlt nach (9')) S

¥ . e

2 Y - 1 i e | ;—'—'—'——-.
(905 “rtl Sgs Z(w) BT 1_,.,. mm ;

"“Q" LY

=

In (93) und dlSO auch in (94) kann d1e (rlelchhelt nur fiir dle
rationale Funktlon R (@) bestehen _ ; e

Aus (94) erglbt swh msbesonder , Wenn_man 7.’1.(2):‘1-._Setz..t.r!-
dle fur lzf=7r < al gllt]ge Unglelchhelt :

<9?’); Sant ,“(”)>’1‘T1aﬁ?

In delselben Welse ﬁndet rnam aus (3) d1e Unglewhhen '_ .

L Sy

die ﬁir | 'ga < 1 besteht Dle Grenzen (95 und g96) werden
nur’ von der ranonalen Funktlon zwelter Ordnuntr

90(3“"—{—(11
1+a1xe‘“'

¥

in dem Punkt z = re’ @z e + ) Yy, 7 = rel (o 4= erreicht.




ilt also nach

» Wurzel der

%.’)}i:’)‘grl

t nur fiir die °

2 =1 setzt,

reit

(96) werden

erreicht.

AP
5

IV. Funktionen mit positivem Realteil.

17. Nachdem wir eingehend den Fall untersucht haben, wo
die beiden Bereiche ¢ und H der Einheitskreis sind, konnen wir
nun durch die in der Kinleitung angegebenen konformen Abbil-
dungen unsere Resultate und Sitze auf jeden besonderen Fall
iibertragen.

Wir betrachten zuerst den Fall, wo G wie vorher der Ein-
heitskreis ist, H aber die rechts von der imagindren Achse lie-
gende Halbebene. Die zu untersuchende Funkpibnenklasse besteht
also aus allen innerhalb des Einheitskreises reguléren Kunktionen

(97) S=f(@)=byFbx+byz>+---,

deren reelle Teile daselbst nichtnegativ sind und die in den
Punkten (5) gewisse vorgeschriebene Werte

(98) - ;6, ?1,"', Cn
annehmen.

Um die Bedingungen fiir diese Werte zu finden bilden wir die
Halbebene % (§) > 0 konform auf den Einheitskreis |z|<<1 ab, so
dass der Punkt {={_, in den Nullpunkt der 2-Ebene iibergeht.
Dies geschieht mittels der linearen Transformation

e ST

Ay — .'_—',

+To

(99) A
_Lo G 2
lé‘— Friizir

wo &, den konjugierten Wert von {, bezeichnet. Setzt man hier
fiir { die Funktion (97) ein, so gehort die zusammengesetzte
Funktion

= ;

ol S

- ‘__4"L '_‘ b I'_'- el |
T LU

A i ey )




.-(100)

der Klasse E an. Man' erhilt also dJe notwendlgen und hmrel
A chenden Bedmgungen fiir die vorgeschrlebenen Werte (5) und (98)
wenn man. in den Formeln (30) und (31) die Werte

: ,:0,1’,,,,: =1
Fii . ;-’_|_ e v : n)

i ) ! { _'

N
'3

'éiﬁéétzﬁ Die im Falle (30) auftretenden ratlonalen Funkmonen‘_.'
R (x) gehen vermoge (99) wieder in ratlonale Funktlonen uber

dle hochstens von derselben Ordnung wie R; (a:) smd 5
,_' Da durch die Transformatlon (99) Kreise de1 -Ebene W1eder

in Krelse libergehen, S0 konnen wir nach Satz II schhessen dass :
das Varlablhtetsgeblet des Weltes = é'n, wenn die ubngen
Funktlonenwerte etz -, 8r—1und die Punkte (5) gegeben sind,
~ ein Kreis 1st, der mnerhalb der Halbebene %(C); >_0 heg't. R

18 l\ehmen Wn nun_an, dass die n —1—1 ersten Koeff1z1enten 8

e

(101) 3 . ; ; b07 b ) bll

der bunktmn 97) vmgeschneben sind. er bllden dann dle ’l‘ay e
lorqche Entwicklung der Funktlon b SRR SV R N ) = |

: nei f(:l:)—_-bo i T S ki _
(10‘2) 3(-13)=‘ﬁ———.ao“f“a11\_f—"“i"(‘n$’.l+""- ol T

Man verifiziert umnlttelbar dass hier ay durch d1e Koeﬂ':lzwnten
bo, by, -, by eindeutig besmmmt “wird. ‘Die n + 1 ersten Koeffi- -
z1enten der Reihe (102) sind also bekannt 11Nbesondere erhalt
' _ man fur die drei exsten d1e Ausdmcke :

A 0,._0,1,:_ 2—;6, ay :-ﬁ)(bi ==z )

WO a, den reellen Teil von - ay bezeichnet, s i ?"-
Fiir die Funktion (102), d1e ja der I&Jasse E’_ angehmt gllt
der Satz IV. Man. erhalt also d1e Kriterien fiir die vorgeschrle- A
benen Koeffizienten (101) Wenn man in den Un01elchhelten (80)




1 und hinrei-
. (5) und (98),

| Funktionen
ttionen iiber,
L.
Ibene wieder
hliessen, dass
die iibrigen
gegeben sind,
) liegt.

Koeffizienten

lann die Tay-

Koeffizienten
ersten Koeffi-
sondere erhilt

angehort, gilt
3 vorgeschrie-
ichheiten (80)

Uber Leschriinkte Fanktionen usw. 49

und (81) die aus den genannten Koeffizienten berechneten Werte

ay, @y, -+, @y substituiert.

’ ’

19. Aus den Ungleichheiten (88) und (94) kinnen einige Ab-
schitzungen fiir unsere Funktion (102) gefunden werden. Diese
Ungleichheiten besagen némlich, dass jedem Kreis |z | = eine
Kurve der :z-Ebene entspricht, die fiir jedes r <1 innerhalh

by

des Kreises |z | <1, und, wenn r < 20, ist, ausserhalb des Kreises
= 4 1

|2 =0, liegt. Weil 2z (z) fiir £ = 0 verschwindet, so muss diese

Kurve den letztgenannten Kreis umschliessen. Geht man nun mit
Hilfe der Transformation (99) zu der Halbebene R () =0 iiher,
so werden die Kreise |z|=1, und |z| =0, in zwei Kreise C,,
und G,, tibergefiihrt, die durch die Gleichungen

— b, | | §—b, |
| é; —t | =, baw. | 2= =Y =,
: | §4-5 | £+ |
bestimmt sind. Die dem Kreis | x | = r entsprechende Kurve C,

der {-Khene liegt also, sobald » <1 ist, innerhalb C, und um-

. b
schliesst fiir 1'§M den Kreis C,, .
B 2\'1“ <
Aus diesen geometrischen Betrachtungen erhilt man sofort fol-
gende Abschiitzungen:

Fir iz | <r <1 ist

‘—Eﬁ&<mvwr4m<2”%,

1 -+ 7 T
(103)
9 -
] |3 (f @)y —by) | < 158,

! ] it
A P 4 I L i b1
Weiter ist auf der Kreislinie |z |=17 < e
0

-

T 4 e A g &

N4l Ly

b =




.mm 91 f(i)—b)é

| mdx Ilj(f(r)—bo)|> v

Dlese Bez1ehungen bestehen also tiir samthche Funktlonen dle

1nne1halb des Elnheltskrelses regular sind und daselbst emen po-
3 smven Realteil bes1tzen wenn nur ihre Taylor schen Entwmk- _
lungen in der Umgebung des Nullpunktes mlt den cregebenen
Koeff1z1enten (101) anfangen. Da die Grenzen (88) und (94) nur =
filr d1e Funktionen R, (x) errelcht werden konnen so folgt, dass
die Grlelchheltszelchen in (103) und (104) nur fiir die den Funk-
tionen R, (x) entsprechenden rationalen Funktlonen bestehen
-~ kinnen. ; 2 :

- Ist nur der erste Koeft1z1ent b, vmgeschneben, also n = 1, so
erhalt man aus (103) die friiher bekannten &bschatzungen '

*

2ra,,

R I—Q’_a"<91(f(x )= by
s L
o e (f(x)—bo);sg’“;g

v»o dle Glelchheltszelchen nur fu1 dle hneare Funktlon

Wenn n—'_v ist, d h wenn dle zwel elsten _Koefflz1enten b0
und b1 m (97 vorveschrleben smd ergeben s1ch aus (103) mlt

Rucks1cht auf (96) die Unglelchhelten i
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R (f(z) — bo) <r

: ‘au(!bﬂ—}—Quo-r)_
(107) Sjﬁt(7‘(91")_170)?_,_7 “o"‘!b:i"'_‘““nrﬂ,

r((by | +2a7)2a+ |byir)
IS @ =0 IS 50— (g +[by 7+ agr®’

, byl
die fiir 2 <7 <1 gelten. Hiir «x r<- 2—- findet man aus

(104) und (95):

@ (1by —2ay7)
ay— | by |; —]—anﬂ’

max. R (f (x) — by) > r

(108) ymin. R (F(x) —by) < — 7 “)"1%1,

(| by | — 20, 1) (2ay — | by | )
2(1—7%) (@, — | by ! r+n0?)

max. | 3 (f (z) — b,)

In den Formeln (107) und (108) kionnen die Gleichheitszeichen
nur fiir diejenigen rationalen Funktionen eintreten, die den am
Ende des dritten Abschnitts erwiihnten rationalen Funktionen
zweiter Ordnung entsprechen. Man findet, dass die erste Grenze
in (107) und die zweite in (108) nur.von der Funktion

b 2a,eith r '
(109) by + x ‘+ 82”‘ B gt (¥, =argh,),

die zweite in (107) und die erste in (108) nur von

ty (by — 2 a, €2t )
b 0 V"1 0 :
(110) °+xaﬂ—blw—[—ane?‘“*w2

wirklich erreicht werden.

20. Wir wollen hier noch eine Funktion

(111) f@y=co+cyzt---deant--.e







o |
'y \"l’l"\ “‘U“' e }_:

W'"‘ " -Jq'- ? pe

Tl Cber beschrinkte Funktionen usw. | 53"
Fm' den absoluten Betrag von f (z) ergeben sich aus (113) und
(115) folgende Ungleichheiten: )

' ; :
27, 2 2t

a16) kr%j 1—').”.-<--[:%?J <lfofl)l+r,,

~ Die Uﬁgleichheitén (116) gelten fiir ix1<; <1, die Urllg']ei.ch-
"j_helten (117) fiir o |=r<a. RS ey o
\Venn n= 1 lst findet man hlelaus fur I n<) < o1l "

2% 27

_ bl
| ) 1~f—2ar+r‘3

<. ﬂr(a—}—r)(l—l—ar) i
=(1~?"’)(1+2ar+72) 'col




NLIN \‘A’ ;

ol e

2r(a—r)(i——a:)

(1 — r*) (1—2ar+r"’)

1 max.%ar"—.-v-

'wo' a dle Bedéutnﬁg (114) hat H1e1 gelten Wledel dle Unglelch-
) i < <_-_1 dle TTnOlelchhelten (120) fur la|

C——f(d‘)——éo-y—clx——_'-- +c :r"—f:’

3
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schaften der in Frage stehenden konformen Abbildung ableiten.
Inshesondere wollen wir mit Hilfe der im vorigen hergeleiteten
Resultate einige Ungleichheiten fiir die Funktion (121) und ihre
Derivierte aufstellen.

29, Wir denken umns in (121) die n 4+ 1 ersten Koeffizienten
Coy €1, "+, Cn gegeben, und Dbetrachten die Gesamtheit der Po-
tenzreihen (121), dje mit diesen Koeffizienten beginnen und den
Einheitskreis || <1 auf einen konvexen Bereich konform ab-
bilden. Bildet man die Funktion (122), so erhilt man:

123) @@ =1+4byz +bo>+ - F by 2" A,

wo by durch die ¥ 4 1 ersten der vorgeschriehenen Koeffizienten
¢ eindeutiz bestimmt ist. Die n ersten Koeffizienten in die-
ser Reihe sind somit bekannt. Setzen wir ¢, =0 und ¢, =1,
was nur eine Ahnlichkeitstranstormation der {-Ebene bedeutet, so
findet man

2

Aus den Beziehungen (103) ergeben sich folgende Ungleich-
heiten fiir @ (z):
9

2 0H o A .
S <9 (g (0) — <

9‘ ?.H

,
=

20,

Bleer—1 <, s,

TR

(124) I

die fiir |« | <7 <1 gelten. Nun ist, wie man unmittelbar ein-
sieht,
) 0
Rp @ — 1) = R(e tlogF @) =1 2 log| ()],

I@@—)=r2agl @), :

ot 1Ay . L.
".I!th.tl".'\. oA Wl ) ot

.._\
AN




B

:'-\Vgll I(O) == U hat mdn f(a;) *ff )’dl und also

<a)1<f1fm [ da

_'-.Man hndet mlthm eine obere Grenze fiir }]‘(ar)t auf dem hrels
: “x‘ir, wenn man die obere Grenze von | f* (ac) Von 0 bls r
' Imtegnert Es ist lelcht emzusehen dass aus der eben bes_tnnm— _":_"
ten unteren Grenze von |/” (x) | swh in entsprechender Welse eme

g1 s

untere Grenze fur f(:c)l erg'lbt 7 i

ey Um dles 71 Aelgen betrachten wir dle Ixurve C de1 C Ebene
_velche Vermoge (121 dem Lrels x"—-) entsprlcht D1e kur-
_"_zeste Entfernuno a dleser Eurve VOIl dem \Tullpunkt 1st Olelch

dem'Mm]mum von f (a"

—_-s-\. “v"1.

-_.'Bezelchnen er nut m (7) das Mmlmum von t]‘“ (x) nu
-so folgt hleraus R MO R, LT s




Ubel he\('hl'mkto Funktmnen nsw.

-1

(S]]

1 ?fm () dr zfm (r)dr,
L 0

was wir eben beweisen wollten.
Fiir den absoluten Betrag der Kunktion (121) erhalten wir also
anf dem Kreis |« | =1 folgende Grenzen:

r

k3 " 2rpar [ 2rpdr
{120 Sy e
e U dr< f)i<,jJe? ar.
(1]

o

22.  Wir wollen nun sehen, welche Gestalt die eben abgeleite-
ten Ungleichheiten fiir die einfachsten FKille annehmen. Ist n =1,
d. h. sind nur die Koeffizienten ¢, = 0 und ¢; =1 vorgeschrichen,
so findet man aus den Ungleichhieiten (105):

2.~ d o [P0 ) T 2
T o O () LS Sy
(128) i
2 0
—_—— —arg [ () <"
b AR
Durch Inte'gration ergibt sich weiter
1 < < —
0L (1+ 2 log i7" () log{]

(129)

log i—%:dlg f (1)<10g +r

und hierans wieder

(130)

Die Gleichheitszeichen kénnen in (129) und (130) offenbar nur
dann bestehen, wenn dasselbe in (128) gilt. Diese letztgenannten
Grenzen werden aber nach (106) nur von der linearen Funktion

TV ST 2T

o N L i e




a : .‘ Y Sk
1+2f"%|’ —H—:'— ik

.lcz )(1+ C2|’)_-:
czl; +1-
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cy + M
; G i Lt b & il pl 5 et M bt I v el T
(134) "1 2% 1 — 2 g2 IhEs” 1 —2¢, 0+ ¥ g2
wo & = arg ¢,. Die Gleichheitszeichen in der ersten und dritten
der Formel (1331 konnen also nur fiir die Funktionen f(z), die
vermoge (122) den Kunktionen (134) entsprechen, bestehen. Diese

Funk_tionen
o= 9 1 —le, 2¢¥a
(135) e - arctg Z—l ey
Vil 1y le¥s
e 25 ] 1 + ei.‘)x Cy
(136) ) ‘ (:2 ; [(1 S e,-,'j .').7) JITH 1]'

erreichen in der Tat die genannten Grenzen.
Durch (135) wird, fiir ¢ = 0, der Einleitskyreis auf den von den
Geraden N (§) = — —— und N (§) = AF e o] be-
2Y1 el 9y Fei]2
grenzten Parallelstreifen konform abgebildet. Die Funktion (136)
hildet wieder den Einheitskreis auf ein Gebiet ab., das von zwei

are cos ¢,

Halbstrahlen begrenzt wird, die von dem Punkt {=-—_———

ausgehen und mit der positiven Richtung der reellen ‘Achse die

eyl e |
o R AN 29*' hilden.

Winkel

VI. Geschichtliche Ubersicht. 1)

23. Die Untersuchungen iiber dic in der Kinleitung definierte
allgemeine Funktionenklasse schliessen sich zwei Gebieten der
modernen Funktionentheorie eng an, die besonders in den letzten
Jahrzehnten grosse Fortschritte gemacht haben: einerseits der

1) Dic folgende Darstellung beansprucht nicht vollstindig zu sein. Infolge
des Krieges sind die Verkehrsschwierigkeiten so gross gewesen, dass es uns

ummiglich gewesen ist der Entwicklung der letzten Jahre genan zu folgen.



.klelner oder 0rosse1 als eme Oeoebene Schranke 1st) oanz beson-._,.

W ders von Bedeutung gewesen. Die hlelbel oewonnenen Abschiit-

zunoen haben w a. w uhmge Anwendunoen 0u“unden in verschie- o

denen Ixonveroenzbewusen und fiir das qtud]um de1 Eloenschattenf '
4 analvtlschel Funktlonen in der bmoebnno unel wesenthch singu- '..

'(uen Stelle, z. B. fiir die Bewelse des PlCd,l“d Landauschen %t7es_l

und m de] Phuoue der Rlemannsuhen Vo etdtunktlon

t g
74 In dCl Theorle del konfonnen &bbllduna Wurden cmtcmgs
hauno einige fiir heumomache Funktlonen oeltende aus dem Pois-

2 qonschen Integr al abgelelteten Abschatzungen benutzt. Solche Un-i-_.; .

01€1chunoen sind z. B von ScEwaRz b, ’\T]:UMANN ‘) und H&RNA(,K 2%

gegehen Schon friiher (1869) hatte abel SCHWARZ e von elnem_'_-'f.

'-Qatz Gebmuch oemadlt der sich aut beschmnkte anal)tlsche

lfunktlonen Dezieht und fir die tolgenden Untmsuchungen von

onlndleoendel Bedeutnng gewesen 1s‘r - Dieser %t/ der unter dem_'_

= 3

'__'\amen das Sch\\ arz sche Lemma l)ukdnnt 1st kann toloender--_

massen ausg esp1 ochen Wel den

Ist f (z) eine im Kr eise. At l < Ak 1egulale }junktlon die daselbst
5 deI Bedmo gung | f(./') (< < 1 oenugt und tiir =20 Verqchwmdet S0 1st
entwedel in dem oenannten Krelse ' f (J:)-E < x' odel es 1\t1den-

{5 i) A
A =0 (Ges. Matli Abhand]ungen Bd II 18(1, 8. lta'
<

-2 C. L\EU’\I{;\ ‘¢ leeszmgen ubea Rzenmnns Theo ‘e \(ler Abela(hen [nte- 5

"'gmle (meug, ,I‘eubnel- Auﬂ 1884 b 413)

R mzd “der emdeutzgen Potentmlfunktwn zn der Ebene (Lelpng,_Teubnel 1887
AL i

'Vgl § 19) 5 .__;:' 4 Pty .é e st 5

-:. 4) H. Al SCHWARZ Zur Theone de; Abbzldung (Ges. \Iathematwhe« ~\b--‘

l]:mdlunp:en Bd. 1L, 1869, 3. 108—132, (blehe . 110)).

i
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tisch |f(z) =/, in welchem Falle f(x) sich auf eine lineare
Funktion e x reduziert.

Dieser Satz ist ja iibrigens, wie CaraTHEODORY ') spiter her-
vorgehohen hat, eine unmittclbare Kolge des klassischen Prinzips
der Funktionentheorie, nach welchem eine analytische Funktion
in keinem inneren Punkt ihres Regularititshereiches ein Maxi-
mum ihres absoluten Betrages -besitzen kann, falls sie nicht kon-
stant ist. Auf dieses Prinzip stiitzen sich seitdem fast alle Unter-

1
'j ¥
{
J

&=

;- , suchungen iiber beschrinkte Funktionen.

i Ehe wir zu den folgenden Resultaten, die sich dem Schwarz’-
i: schen Lemma eng anschliessen, iibergehen, sind einige Ungleich-
léf; heiten zu erwihnen, die mit Hilfe des Cauchy’schen Integrals ab-
ff geleitet wurden. Als Borgrn %) im Jahre 1896 den Picard’schen
'} Satz elementar bewies, machte er von einigen Ungleichheiten Ge-
;: brauch, die er einem von Hapamarp ?) angegebenen Gedankengang
:g, tolgend aufgestellt hatte. Die Borel'sche Ungleichheit, die fiir jede Im

Kreise | z | < 1 regulire Kunktion f(z) gilt, deren reeller Teil daselbst
kleiner als eine positive Zahl A4 ist und die im Punkte £ = 0 den
Wert a, 73, annimmt, lautet mit unwesentlicher Veréinderung:

(137 e ol e 2 A

Y

Diese Abschiitzung ist nachher von verschiedenen Autoren all-
mihlig verbessert worden. Scroriky *) gibt im Jahre 1904 eine

) 0. CARATHEODORY: Sur quelques généralisalions du théoréeme de M.
Picard. (Comptes rendus, Bd. 141, 1903, 8. 1213—1215).

2) E. BoriL: Deémonstration élémentaive du théoreéme de M. Picard sur les
fonctions entieres (Comptes rendus, T. 122, 1896, S. 1045 —1048).

3) J. HavaMARrD: Sur les fonctions enticres de la forme e G (¥) (Comptes
rendus, T. 114, 1892, S. 1053—1055). :

1y F. ScHOTTKY: Uber den Picardschen Satz und die Borelschen Unglei-
chungen (Sitzungsberichte der Kgl. Preussischen Akademic der Wissenschaften,
1904, S. 1244—12686).

7 """‘6' T T T S AR O s S THre ‘;0
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i Es s01 z 7— f (:c) eme 1nnerhalb des elnfach 7usammenhdngenden 7

_. -

' 11_0 in emem Punkt x = xo von G einen geoebenen Wert Zo = f(””o) B

; arfhmnnt \Velchel Beﬁchrénkuno ist dann der W’ért f (:v) i

oo s

"_el_nem behebloen Punkt i 1nnerhalb G untelworten‘?

_.tunoen 1m elsten Abschmtt 01undlegend 1st,l vollen wn 1hn hler

- kurz an%bpn

t H (f (CL-) 3 zo)
(o GlE, z0) | T

e sie

:_E LA_\D-;[' ’ Lbea (Im cha:d’achen Satz (Vieltel]ah1§_c}111ft der Natur-
orsch den Gescllschaft m 7unch Jdluo-al 1906 S 202 318).

gltl.ungsberlchte der Kgl Preussrachen Akademle de1 Wlsqenecllaften Jalu
‘190;»11 s 823—848 § . R T 3t AT
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Mit Hilfe dieser allgemeinen Ungleichheit stellt ScHorTkKY fiir
den besonderen Fall, wo H eine Halbebene ist, eine Ungleichung
aunf, welche, wenn G der Einheitskreis ist, folgende Form annimmt:

27 (4 )

(141) @) —als——7T

die genauer als (137) ist. Von dieser Formel ausgehend leitet
er weiter eine Ungleichheit fiir den absoluten Betrag einer Funk-
tion ab, die in einem gegebenen Kreise von null verschieden und
beschrinkt ist. Diese Ungleichheit ist identisch mit der von uns fiir
den speziellen Fall n = 1 aufgestellten ersten Abschatzung in (118).

Scrorrky hat das allgemeine geometrische Prinzip nicht
bemerkt, welches jedoch unmittelbar aus den KFormeln (139) und
(140) folgt und die vollstindige und genaune Ldsung des oben
gestellten Problems enthiilt. Dieses Prinzip wurde, ganz unab-
hiingig von dem Scmorrky’schen Untersuchungen, im Jahre 1908
von E. Linoeror 1) entdeckt. Mit den oben angewandten Bezeich-
nungen kann es folgendermassen ausgesprochen werden:

Ist # ein Punkt der durch die Gleichung

Gz, @)t =r (<1
bestimmten Kurve, so fillt der entsprechende Punkt z= f(z) in-
nerhalb oder anf die Kurve
H (z,2) | =1.

Letzteres trifft dann und nur dann ein, wenn z = i (qr) die kon-
forme Abbildung des Bereiches G auf H liefert.
Fiir z = «, ist insbesondere

H (29, 20) | [ [ (20) | S| G (%0, %) |5
wo das Gleichheitszeichen nur in dem erwiihnten Ausnahmefall
besteht. g

1) E. LINDELOF: Memoire sur certaines inégalites dans la théorie des fonc-
tions monogénes el sur quelques propriétés nouvelles de ces fonétions dans le
voisinage dun point singulier essentiel (Acta societatis scientiarum Fennicae,
T. XXXV, N:o T, 1908).
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gemacht. Die Formel (143) ist eine Verallgemeinerung der von
Lanpavu ) friither gefundenen Abschitzung

' M>— a,
AR s

Die FKormeln (142) und (144) gehen ans unseren Ungleichheiten
(88) und (91) fiir n =1 hervor.

Lisvenor gibt weiter fiir den Fall, wo der reelle Teil der be-
treffenden Funktion unter einer gegebenen Schranke liegt, ausser
einer Verschirfung der Caratafionoryschen Abschitzung (138),
auch genaune Grenzen fiir den reellen und imagindren Teil der
Funktion. Diese Ungleichheiten sind dem Inhalte nach mit un-
seren speziellen Formeln (105) identisch.

Schliesslich erwiihnen wir noch die Ungleichheiten, welche
Lixpenor fiir eine von null verschiedene beschriinkte Funktion
findet. Ausser der von Scmorrky gefundenen Abschétzung leitet
er auch die iibrigen in (118) enthaltenen Ungleichheiten ab. '

Fiir den Differenzquotienten einer im Kinheitskreise heschrink-
ten Funktion gibt Cararaikopory %) spiter (1914) die Abschitzung

‘ _f.l_(_x)_—__f(,aﬁ) l< =R %

r— x, B 0l (s

In derselben Arbeit stellt er fir eine Funktion o (z), die fiir
1z <1 der Bedingung !dN vy < ¢ geniigt und fir £ =0 ver-
schwindet diec Ungleichheit

(145) Sv (@) <21t 1

1) E. LAXDAU: loc, cit., (8. 62, 1)). S. 304

2) C. CARATHEODORY: Klementarer Beweis fiir den Fundamentalsatz der
konformen Abbildungen (Mathematische Abhandiungen HERMANN AMANDUS
SCHWARZ zu seinem fiinfzigjihrigen Doktorjubilium am 6. August 1914 ge-
widmet von Irennden und Schiilern, Berlin, 1914. S. 19—41. s. 8. 21—23).

e}
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auf b, Welche jedoch ‘sehon in einer von me]jEL_(iE_friihel_'._'gegez_,i:_'.":
“benen Formel enthalten ist?). - ; e

25. &llen ohen betrachteten Unglemhhelten gemeinsam ist, dass
in ihnen nur e Wert der Funktion als gegeben vor ausgeset7t wird.-
Im .Jahre 1916 wurde eine Untersuchung von Jensux %) veroffent-
licht, wo ausserdem gewisse Nullstellen der Funktion als bekannt
angenommen werden. Als funktionentheoretische Grundlage dient .
ein Satz, den JENsEN ,.generaiisiei*tes Schwarzsches 'Lemma“ nennt
und der folgendes hesagt: ik

Ist f(z) eine fir [z <1 leouldre Funktlon die daselbst be-
schriinkt ( f(x) <1) ist und in den Punkten z,,---, %, ver-

schwindet, so ist fir z <1

1 Dies geschielit, wie er selhst sagt, <ohne sich um das geometrische Bild o l
zu Lkiimmern, durch einfache Abschitzunge. ks ist ]cnloch schwer cinznsehen,
welcher Vorteil darin licgt, dass man wie es CARATHEODORY und JENSEN :
gemacht haben. das allgemeine, anschauliche LINpELOF’sche Prinzip mit

arithmetischen Abschiitzungen ersetzt. = Abgeselien davon, dass man in dieser

Weise schwer die genauesten Abschitzungen erlangt, .stllemt ein solches
Bestreben nur die cigentliche Grundlage der ganzen Sache zu verhiillen.
An Str(;nge wird selbstverstindlich nichts gewonnen; die in Betracht kom- °
menden geometrischen Bilder (Halbebene, Parallelstreifen usw.) sind ja nicht :
~solcher  Art, dass (ie Anschanung hier zu unrichtigen Schlitssen - fiihren
konnte.

2) E. LINDELOF, loe. eit. S. 10 unten. Setzt man in Jieser Formel das S
und ¢ log f(@) =1 (.'1"), 80 erhillt man die Ungleichheit (145). Dieselbe Un-
eleichheit findet sich aus in der A]bclt von KoEBE: Abhamllungén zur Theorie
der konfo'mzen Abbildung 1 (]nmn&l fitr Mathematk, Ld 145, 8. 177—923
vel. 8. 190—191).

3 J. L. W. V. Im NSEN: Lndersegelsm over en Klasse ﬁmdamentale Ulig-

leder i de analytiske Funktioners Theori (D. Kgl. Danske Vidensk. Selsk.
Skrifter, Naturv. oz Mathematisk Afd., 8 Raekke, IL, 3, 1916, S. 203—228). .
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Dieser Satz ist in einer Note von CaraTAEODORY und FErér!)
enthalten, wo die von JunNsEx2) schon friither abgeleitete Ungleich-
heit (46) bewiesen wird?). Aus diesem Satze leitet JENsex meh-
rere Ungleichheiten ab, zn deren Umformung er gewisse fornale
Regeln fiir Rechnen mit komplexen Zahlen benutzt ).

26. Wir gehen nun zu einer Reihe von Untersuchungen iiber,
die samtlich ein Problem behandeln, das mit den oben erlduterten
Fragen nahe zusammenhidngt, wenn es auch ganz getrennt von
diesen und nach anderen Methoden untersucht wurde. Hs ist dies
die Frage nach den Bedingungen fiir die Koeffizienten einer in-
nerhalb des Einheitskreises konvergenten Potenzreibe, deren reeller
Teil positiv ist. CararAEopory °) hat im Jahre 1907 die Losung
dieses Problems gegeben mit Hilfe geometrischer Betrachtungen
iiber den kleinsten konvexen Korper des 2 n-dimensionalen Raumes,
der die Kurve

z;=2costt, yi=—2sinid (i=1,2,-+-,n)

1) C. CARATHEODORY ct I.. PERIER: Remarques sur le lheoréme de M. Jen-
sen {Comptes rend., T. 145, 1907. 8. 163—165).

2) J. L. W. Y. JuxsuN: Sur un nouvel et important théoréme de la théorie
des fonctions (Acta Mathematica, T. 22, 1899, 8. 359—364).

3) Sielie auch K. Laxpau: Lber eine Aufgabe aus der Funktionentheorie
{The Tohokn Mathematical Jowrnal, B. 5, 1914, 8. 97—116).

1) JexsuN betont, dass scine Resultate auch in der Hinsicht allgemeiner
als die LiNDeLOM'schen seien, dass Dbei ibm der Funktionenwert im Punkte
T = x, statt x ==0 als bekannt voransgesetzt wird. Hierzu ist zu bemerken,
dass die Einsclifinkung a, =0 cine ganz unwesentliche ist. In dem LINDE-
LOF’schen allgemeinen Prinzip ist in der Tat der allzemeinere Fall voraus-
gesetat. '

5) C. CARATHEODORY: Uber den Variabilitdtsbereich der Koeffizienten von
Potenzreihen, die gegebene Werte nichi annehmen (Math. Annalen, Bd. 64, 1907,
S. 93—115).




| enthdlt detu (1()11) Oelano es T()FPLITZ 1) dle Bedmouno en m ana-
lwlschel Form duszu(huuken Dle TOEPLI’J‘Z \lhell Resulfate velan
lassten (;ARA’lHEUDORY ) das Problem anfs neue zu ]»ehande]n

.bewels‘r dann auch einen Qdf? der nut unselem Sat7 ‘ analog 1st._

Fiir die CararHEODORY'SCHON -Sdtze sind deter von [‘]SCHER A S

Heronowz ), 1. Scmor?) und 1*1\0]31 lLs) rein ]uelnam-he

Beweise cegeben worden. _ Sy
Schliesslich ist noch eine bemerkenswerte Untersuchung von.

L Scatr zu elwilmen ) ir{ dcm ersten Teil semel Arbeit, an

die smh ‘unsere Untersuchungen “der Moethode nach an\chheqqen
behandelt Scauk  das CARATHEODORY'SChC ‘Problem, nur mit dem ¥
Unterschied, dass er heschriinkte Potenzreihen betrachtet. - Nach- 3
dem mit Hilfe des an!{t_iO]lélialg'01‘it.h11ms (70) die Sitze 1V und".'_"

1) 0. TorrLiTZ: Zur Theo'rz'e der quadratischen Formen von. unendlich vielen

Verdnderlichen (Nachrichten del Kgl. GC\C]]stlldﬁ der Wissensehaften zu Got-
fingen. math. pln~ Klasse, Jahw 1910, S. 489—506). und ber die Fouriersche
E‘nlwlckelung positiver Funktzanm (Rendl(mm del Cu('olo Matematico di Pa— ¥
lermo, Bd. XXXII, 1911. &) 191—19)) : 3 _

2 €. CARATHRODORY © Cber df'n Ve ariabilititshereich der Fouuusdwn Kon- P :

stanten von positiven Funktionen (Renthcunn del Circolo \[atenmnm di 1’.1]011\10 &
B XXXIL, 1911, 8. 193—-217). Vgl auch. C. CARATHEODORY und L. 1n.1rR.»Q;'.'-_ A
lbel den Au.sammeuhang der Ea:hunen ucm positiven harmonischen l'uu].t(onen :
: mzt ihren Ime/]‘zzwm‘en und ubei den Picard- Lamlum( hm Satz (l\(‘]lllllnnﬂ del
. (,llcnlo Matematico di Pa]ermo Bd \‘{\II 1911) ; /
3) E. bIaCHhR bbm das Caratheodousche Problem, Potemwzhen mzt po-
silivem 1eellen Teil betre/fend (hemhcontl del Cireolo \Iatom(mm di 1‘.1]011110
Bd. XXXII, 1911 S. 240—256). ; S
} . 4) Lr Hw1 \(vL()'[‘/ Lbe; Potenz;ezh‘en mit pooztuem 1e€lle71 Tezl o Emhezts-
Ilnew (Bcndlte uhex die Velhandlungen der Kgl. S‘]L]lsnc]nen (xoeo]l\(hatt de1
: Wls%enchaften 7 Lelpng, matll -ph\% Klasse, Bd. 63, 1911, S. 301——011)
. > °) 1. SCHLR bbei einen Sat., wn C. Camtheodou (bltyunn\hemhte der
Kgl. Pneusswchon Akademic del Wlssemchaitcn, Jahlg 1913, 8. i——la) s

5 G T ROBENIUS: A4 bleztung emes Satzes wvon Car atheodorz/ aus emer
- Formel won Kronecker (\1tzun benchtc der Kgl. Prenssischen Al_sa.q,lmmp der
: Wlssensclmftcn Jahrg. 1912, 1h ‘31) L M R T S

) Vul. «he Tussnote 3. 14.
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V abgeleitet worden sind, nimmt Scuvr gewisse rechnerische Um-
pildungen der Bedingungen (81) vor und beweist dann, dass die
so erhaltenen neuen Kriterien dnrch Ubergang zu Funktionen
mit positivem reellen Teil zu den CsrarakovORY-TorPLITZ'SChen
Bedingungen fiihren.

In dem zweiten Teil der zitierten Arbeit macht Scavr zahl-
reiche Anwendungen von seinen Resultaten. Kr zeigt, dass die
Parameterdarstellung (74) der Koeffizienten einer beschrinkten
Potenzreihe fiir die Untersuchung vieler Fragen sehr vorteilhafs
ist. U. a. folgen daraus leicht gewisse von Kmsir ') und Bomnw *)
frither erhaltene Resultate hinsichtlich -der Partialsummen be-
sehriinkter Potenzreihen. Auch werden ncue Resultate aufgestellt.

27. Wie aus der vorstehenden Ubersicht hervorgebt, sind die
Beschrinkungen hinsichtlich der Funktionenwerte und diejenigen,
die sich auf die Koefiizienten der Taylor'schen Entwicklung be-
ziehen, bis jetzt ganz getrennt von einander untersucht worden.
Die vorliegende Arbeit ist cin Versuch diese Fragen von einem
allgemeineren und einheitlichen Standpunkt aus zu behandeln.
Wir untersuchen ndmlich im ersten Abschnitt den allgemeinen
Fall, wo n -+ 1 verschiedene Funktionenwerte vorgeschrieben sind.
Wir finden so die Kriterien (30) und (31), welche auch die Lisung
des allgemeinsten Problems enthalten, wo ausser den Funktionen-
werten auch die Werte der Differentialquotienten (oder Koeffizi-
enten der Taylor'schen Entwicklung) bis zu einer gewissen in
jedem Punkte hestimmten Ordnung gegeben sind. Die Beschrin-
kungen fiir ddiese letzteren ergeben sich ndmlich, wie im dritten
Abschnitt gezeigt wird, aus den Bedingungen (30) und (31), indem
man die gegebenen Argumentwerte in geeigneter Weise zusammen-
fallen lésst.

Unser Satz II, der eine ecintache geometrische Deutung der
eben genannten analytischen Kriterien (30) und (31) gibt, kann

1) Rendiconti di Palermo, Bd. 38, 1914, S. 95.
2) Gétt. Nachrichten, math.-phys. Klasse, 1917, 8. 119—128.
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in gewissemt Sinne als gine Verallgemeinerung des LiNpELOE'schen

Prinzips angesehen werden. Wir haben ihn allerdings nur fiir die
hesondere - Funktionenklasse & ausgesprochen; nach den Ausein-

andersetzungen der-Linleitung ist es jedoch klar, welche Fassung

i_nan ihm in dem allgemeinen Kall zu geben hat., 0ty

Im zweiten Abschnitt erweitern wir unsere Resultate zu dem
Fall n =2 und zeigen, dass wenn die vorgeschriehenen Werte
den unendlich vielen Bedingungen (49) geniigen, es immer zuge-
horige Funktionen gibt. Wir untersuchen dann, wie die Kindeutig-
keit der betreffenden Funktion von den gegebenen Werten abbingt.
Spiter erfahren wir, dass diese Betrachtungen, sowie die Dar-
stellungsform (60) fiir eine beschrinkte Funktion mit unendlich
vielen Nullstellen, schon bekannt sind b).

I dritten Abschnitt folgen wir bei der Behandlung des Ca-
rATHEODORY'SChen Problems der Hauptsache nach der Scaur'schen
Darstellung. ~Scavr scheint jedoch nicht beachtet zu haben, dass
der Algorithmus (22) in dem Sinne wmkehrbar ist, dass wenn
man in der Formel (33) tir z+D (z) eine ganz beliebigé Kunlk-
tion der Klasse X einsetzt, dic hierbei erbaltene Funktion 2 (x)
der verlangten Art ist. Auch ist unser Beweis fiir den Satz V
cinfacher —als Scuurs, indem wir von der Canchy’schen Koeffizi-
entenabschitzung (' a, < 1) keinen Gebrauch machen.

Die Abschitzungen der dritten und vierten Abschnitte diirften
neu sein.  Kiir =1 erhilt man aus ihnen die von LINDELO®
gegebenen Ungleichheiten.

Im fiinften Abschnitt, wo es sich um Funktionen handelt, die

b Vel: W. Brascasr: HEine Erweiterung des Salzes von Vitali iiber Fol-
gen  analytischer Funktionen (Berichte der math.-phys. Klasse der Kgl. Sich-
sischen Gesellschaft der Wissenselhaften zu Leipzig, Bd. LXVIL, 1915,'S. 194—200).

Die BrascHKkE'sche Arbeit haben wir nicht geschen; wir sind durch die Note

von E. Laxpav: Uber die Blaschkesche Verallgemeinerung des Vitalischen _

Satzes (Berichte der math.-phys. Klasse der Kgl. Sichsischen Gesellschaft der
Wissenschaften zu Leipziz. Bd. LXX, 1918, 8. 156—159) auf sie anfmerksam

gemacht worden.

.
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den Einheitskreis auf einen konvexen Bereich konform abbilden,
gehen wir auf die Kriterien fir die Koeffizienten der Potenzrei-
henentwicklungen nicht niither ein, weil dieses Problem schon frii-
her von Cararakopory !) behandelt worden ist. Die Abschitznngen
(127), (126) und (125) fiir den absoluten Betrag der betreffenden
Funktion und ihrer Derivierten, sowie fiir das Argument der letzten,
sind meines Wissens nicht frither bekannt. Fiir die einfachsten
Fille (n =1 und 2) hat T-H. Groxwart?) die Ungleichheiten
(130) und die erste und dritte der Abschitznngen (133) aus der
Scawarz'schen Formel fiir dic Abbildung eines Polygons auf den
Einheitskreis ausgehend friiher gefunden.

1) C. CARATHEODORY: Sur lu représentation conforme des polygones con-
vexes (Annales de la Societé scientifique de Bruxelles, T. XXXVII, 8, 1—-10).

2) T-H. GRONWALL: Sur la déformation dans la représentation conforme
(Comptes rendus. Bd. 162, 1916, S. 249—252) und: Sur la déformation dans
la représentation conforme sous des conditions restrictives (Comptes rendus,
Bd. 162, 1916, S. 316—318).
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oben statt é‘p,ﬂ(w) lies Cp, p (2

unten statt ¢ (x) @ (x) lies ¢ (x) pLz).

unten statt 20 (x) lies 2V (@).
ohen statt 2 () lies D (). ' T

unten sttt ay lies by .




