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AVARUUDEN KASITYKSISTA

Kirjoittanut

ROLF NEVANLINNA

Kun seuraavassa yritan selvittaa eritd nakokohtia, jotka avaruuden kisityk-
sen muodostumisessa ovat olleet merkitsevia, otan lahtokohdaksi geometriset ilmist,
jotka havaitsemme 1dhimmassa ympéristéssimme, suhteellisen vélittomasti aukea-
vassa »nikokentadssamme». Geometrian tutkimus, kuten teoreettinen ajattelu
yleenss, ankkuroituu ihmisen arkiympéristoon, sellaisiin kokemuksiin ja ilmi6ihin,
jotka biologisissa, kiytannollisissa ja sosiaalisissa suhteissa ovat keskeisia ja vitaa-
lisen tdrkeitd. Aina aikojen alusta lahtien on ajatus kuitenkin pyrkinyt sarkemaan
taman lJahimman ympériston rajoja. Sitd on ohjannut usko siihen ettd tdmin maail-
man ilmioissa piilee jokin salattu merkitsevyys. Jo kauan ennen kuin voi puhua
stieteeksi» nimitetyn toiminnan vaatimasta systemaattisesta ajattelusta, on ihmi-
nen yrittiessadn selvitella ilmididen ja olioiden keskiniista jarjestystd joutunut
luomaan uskonnollisia tai rationaalisia maailmankuvia, joihin sovitettuna myos
yksilon osuus on tuntunut saavan korkeampaa merkitysta.

Yhteisend piirteend maailmankuvien kehityksessad ja vaihteluissa havaitaan
voimakas taipumus yleistdmiseen. Tam4 esiintyy erikoisen silmiinpistavéni murros-
kausien jalkeisind aikoina, jolloin kumoukselliset tieteelliset ideat ovat astuneet
valtaan. Talloin tutkimus ensimmaisten menestysten rohkaisemana saannollisesti
on yltynyt laajentamaan saavutustensa kantavuutta liian pitkalle. Nain se on jou-
tunut loittonemaan etaalle siita empiirisesta pohjasta, jolta se on ratkaisevat virik-
keensa saanut. Tallainen liian dogmaattisesti yleistava tendenssi on ennemmin
tai mychemmin herattanyt vastareaktion, joka on taltuttanut uudet oivallukset
takaisin kohtuuden rajoihin, joiden sisalla ne jatkuvasti sdilyttavat laillisen pite-
vyytensa. .

Tamankaltainen kriitillinen, empiirisesti asennoitunut suuntaus vuorostaan
on usein vetinyt tutkimuksen rajat liian tiukalle. Niin on eraanlainen »kriitillinen
dogmaattisuus» saattanut voittaa jalansijaa, haitaksi tutkimustoiminnan vapau-
delle, jota vailla tiede ankarimmissakaan muodoissaan ei ole elinkelpoinen.

Niin ahtaasti rajoitettu kuin geometrian tutkimus sisallyksensi puolesta tun-
tuukin olevan, valaisee sen kehitys selvisti sellaisia yleisluontoisia piirteité, joihin
ylla on viitattu. Avaruuden kasitysten historia avaa naissa yleisissakin suhteissa
varsin mielenkiintoisia nakoaloja.

* *
*

Kun nyt palaan varsinaiseen aiheeseeni, niin kiinnit4n alussa mainitun ohjelman
mukaisesti ensin huomion meitd ymparsivaan »nakokenttdans. Muodostakoon sen
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esim. luentosalin maaraama lahiymparistd. Jddmme tarkkaamaan siina esiintyvii
sgeometrisia ilmi6ita» ja havaitsemme mm. seuraavaa.

Salimme on muodoltaan suorakulmainen suuntaissarmi6, jota rajoittaa kuusi
tasomaista sivupintaa (nelja seinaa, lattia ja katto). Sivupinnat ovat suorakul-
mioita, joita rajoittaa kaksi paria yhdensuuntaisia suoraviivaisia sarmia. Kahdek-
sassa karkipisteessa kohtaa toisensa kolme sivupintaa ja kolme sivusarmaa, jotka
parittain ovat kohtisuorassa toisiinsa nihden jne.

Vaikka nama lausumat nayttavat ilman muuta selvilta ja kiistattomilta, ha-
vaitsemme kuitenkin, jos hetkiseksi vaivaudumme niitd miettimaan, ettd niihin
sisaltyy joukko problemaattisia piirteita. Mitahan lopulta tarkoittavat niissa esiin-

- tyvat késitteet: »pistes, »suora, »taso, syhdensuuntainen, »kohtisuora» jne.? Ne

niyttavat tosin mutkattomilta, mutta toisaalta: joudumme ilmeisesti pulaan, jos
yritimme niitd palauttaa sellaisiin svalittomiin», yksityisiin havaintoihin, jotka

empiirikon mielesta ovat lauseen patevyyden viimeinen koetinkivi. Itse asiassa nuo

Kkasitteet ovat pitkalle viedyn abstrahoinnin ja- idealisoinnin tuotteita, ja sellaisina
ne osittain vielapa edellyttavat ennakolta maarattyyn suuntaan vakiinnutettua
geometrista teorianmuodostustakin. .

Lyhyesti haluan selventaa tata ajatusta. Ehka praktikon tai empiirikon mie-
lesta on turhaa hiuksenhalkomista kayda erittelemaan niin yksinkertaista ja ilmei-
sen selvaa kasitetta kuin »piste». Pistehdn on, han sanoo, paikka jolla ei ole mitain
ulottuvaisuutta, avaruuden kohta wvailla pituutta, leveytta ja korkeutta.
Mutta tuollaisella selityksella han ei paase pitkalle. Juuri empiirikkona hinen on
jossakin maaratyssa konkreettisessa tilanteessa kyettava tulkitsemaan spisteen»
kasite niin, etta se on suoranaisesti tarkistettavissa havaintoteitse, nako- tai jonkun
muun aistimuksen valityksella. Mutta jos ajattelemme mitd hyvansd »pistes-
Kkisitteen konkreettista vastinetta tai mallia (mustalle taululle merkittyd pienen
pienta liitupistettd, kahden hiuksenhienon viivan leikkauspistetta tms.), niin ei
yhdessikaan niistd toteudu se.ideaalinen, ulottuvaisuudeton pistemaisyys, jota
geometria nayttaa edellyttavan. Kaytannossa tosin ei ole paljoakaan valia silla,
etta piste-kasitteen konkreettiset tulkintayritykset siten pakostakin joutuvat lah-
temaan haalyvalta pohjalta. Tavallisissa kaytannon vaatimissa toimituksissa, esim.
paikanmaarayksia suoritettaessa, voidaankin ilman vaarinkasitysten vaaraa tyy-
tya »approksimaatioihiny, jolloin pisteen asema tulee maaratyksi, joskaan ei taysin
tasmallisesti, niin kuitenkin suhteellisen yksiselitteisesti, riittavalla tarkkuudella
annettuun tilanteeseen nahden.

Kokeellisen fysiikan tutkija joutuu esimerkiksi suorittamaan jonkin nopeus-
tai pituusmaarayksen. Hienoimmatkin kaytettavissa olevat mittausmenetelmat
ovat sikali valillisia, ettd ne komplisoidulla tavalla liittyvat korkealle kehitettyyn
fysikaaliseen teoriaan, joka tassa siis jo edellytetéén, olipa kokeen suorittaja silla
hetkella siita tietoinen tai ei. Olkoon naiden teoreettisten yhteyksien laita kuinka
tahansa, olkoot kaytettavissd olevat tarkkuuskojeet millaisia tahansa — viime
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kadessa koe kuitenkin on »yksityisen havainnon» varassa: on kyettava toteamaan
milloin kaksi pistettd lankeaa yhteen, toisen ollessa esim. valopiste ja toisen taas
mitta-asteikkoon kuuluva merkki. Mutta juuri siksi ettd konkreettinen pistekasite
luonteeltaan on tietyissa rajoissa epamaariinen, ei tuollaisessa tilanteessa paasta
taysin varmaan ratkaisuun. On taas tyydyttava approksimaatioihin; naissa yhteyk-
sissa puhutaankin yleisesti »virherajoista», joiden valiselld alueella kokeen tulos
liikkuu. (Tuohon kieltamitta hieman hamiraan sanontaan littyy eraitid tieto-
teoreettisia kysymyksia, joita ei voi pitda ratkaistuina, niin suurta vaivaa kuin
matemaatikot ja filosofit ovatkin ndhneet tdsmentdikseen niiden sisaltoi. Kun
niaet puhutaan svirheistas, on edeltavdna taustakuvana ihmisesta riippumaton,
absoluuttinen — joskin meille tuntematon — »ideaalitodellisuus», jota yha suurem-
paan tarkkuuteen pytkien yritimme lahestya.) Niihin ratkaisuihin nahden, joihin
mainitunlaisessa kokeessa tahdiatain, ovat virherajat kuitenkin niin ahtaat, etta
likimaariinenkin tarkkuus yleensa takaa koetulokselle tyydyttavan yksiselitteisen
tulkinnan, eika silloin ole syyta valittda niistd epavarmuus- tai epamairiisyvys-
vileista, joiden sisipuolella havainnot tai mittaus eivat ratkaisua anna.

Mutta on toisia tilanteita, joissa tallainen suhtautuminen ei kay painsa. Eraissa
korkeissa tieteellisissa yhteyksissa on usein kysymys ratkaisuista, joissa vaaditaan
suurempaa tarkkuutta kuin mihin parhaimmatkaan mittausmenetelmat auttavat
padsemaidn. Valaisevana esimerkkina tastd mainitsen tilanteen, jossa on tehtava
ratkaisu Newtonin klassillisen fysiikan ja Einsteinin suhteellisuusteorian kesken.
Loogisina konstruktioina ovat molemmat systeemit kuten tunnettua virheettomat
(sts. ristiriidattomat), joskaan ne kasitteelliselta rakenteeltaan eivat ole isomorfisia.
Tasta huolimatta niiden esittamat lauseet lankeavat yksiin silloin kun ne koskevat
ihmisen »fysikaalisessa normaaliymparistossas esiintyvia ilmioita, siis jokapaivaisen
suuruusluokan etaisyyksia, nopeuksia tms. Fysiikan valiftomimpiin kdytannollisiin
sovellutuksiin nahden ei niaiden kahden teorian vililla jtse asiassa ole mitaan
havaittavaa eroa. Samoin on laita sellaisissa tieteellisissakin yhteyksissa, joissa
esiintyvat suuruusluokat eivat aivan tavattomasti poikkea normaaleista mitoista,
ja niinpd on myos lukuisissa tieteellisissa fysikaalisissa kysymyksissa yhden-
tekevaa, kummalleko naistd kahdesta teoriasta halutaan antaa etusija. Tahti-
tieteilija esimerkiksi voi laskea auringonpimennyksen yhta hyvin klassillisesti kuin
relativistisesti; prognoosi on kaytannollisesti katsoen sama. Itse asiassa nykyinen
tiede kayttaa molempia teorioita rinnatusten, ja niin tullaan epailemattd myos
tulevaisuudessa menettelemaan. Tutkittaessa niin sanoakseni normaaleissa, maan-
paallisissa mitoissa esiintyvia fysikaalisia ilmisita on ehdottomasti kaytannollisem-
Paa »pitaa voimassa» absoluuttista aikaa, Galilein kinematiikkaa ja Newtonin dyna-
miikkaa. Milloin taas on kysymys rajailmidista, astronomian makrokosmisista ja
atomifysiikan mikrokosmisista yhteyksista, on tarkoituksenmukaisempaa joskaan
ei valttamatonta kayttaa suhteellisuusteoriaa. Vaikkakin moderni tiede tata nykya
yleensa antaa periaatteellisen etusijan relativistisille eika klassillisille ideoille, ei
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tata kannanottoa siis voida sitovasti motivoida vetoamalla ns. »objektiivisiin
kriterioihin» tai »tieteelliseen todisteluun». Pikemminkin tassa on maaraajana ollut
arvoarvostelma, jonka muodostumiseen ovat vaikuttaneet sellaiset aspektit kuin
teorian »yksinkertaisuus», »yhteniisyys», »suurenmoisuus», »harmonia», rkauneuss.

Ratkaisevassa madarin ovat juuri arvonakékohdat kaiken reaalitieteen kehityk-
sen virikkeina: aivan oleellisesti nain on laita jopa tieteista ankarimmassakin,
matematiikassa. Senvuoksi tutkimustyoé vaatii harjoittajaltaan sellaisia ominai-
suuksia, joiden yhteiseksi nimitykseksi myds intellektuaalisen toiminnan alueilla
sopii vain hyvd maku. Halu eliminoida tieteesta arvomomentit on niin ollen miele-
tonta. Mikali voisi kuvitella, etta tallainen vaatimus jollakin tieteen sektorilla saa-
taisiin toteutetuksi, olisi siitd hetkesta lahtien turha odottaa merkityksellisid saa-
vutuksia sen tieteenhaaran taholta.

* *
*

Nama nakokohdat esittavat tarkead osaa myos siind varsin rajoitetussa prob-
leemapiirissa, avaruuskasityksen kehityksessa, josta tassa on ollut puhe. Tarkas-
telkaamme nyt uudelleen erdita geometrisessa suhteessa merkittavia seikkoja
snakokenttdmme» alueella.

Kuten kavi ilmi, liittyy viattomalta nayttivaan pisteen kasitteeseen jo erdita
arvoituksellisia piirteita. Sitdkin runsaammin kohtaamme niita erdiden muiden,
yha viela varsin alkeellisten geometristen ilmididen yhteydesss, joihin alussa viit-
tasin. Eras alkeisgeometrian perusobjekteista on »suora viivas. Olettakaamme, etta
jo olemme voineet sopia »viivar-kasitteen hyvaksyttavasta tulkinnasta. Mutta mita
sitten tarkoitamme, jos sanomme viivaa ssuoraksi»? »Suoruus» on tosin varsin
havainnollinen, voipa sanoa: suggestiivinen kvaliteetti, hahmo, josta jokainen on
selvilla ilman sen kummempia selityksia. Mutta puhtaana, »sellaisenaan», se ei ole
aistein havaittavissa, ja empiirikon on taas turvauduttava konkreettisiin, havain-
tojen alueelta saatuihin kriterioihin selvittaakseen »suoram» kasitetta. Tallaisia
yleisesti tunnettuja tulkintaehdotuksiahan eli smaaritelmid» on useita, ja kiytan-
nossa, esim. rakennustekniikassa, maanmittauksessa jne., ne kylla tayttavat teh-
tavansi. Eras vahimmin karkeista sisaltyy postulaattiin: »valonside on suora».
Mutta mita tulkintoja geometrisille kasitteille tai lauseille annetaankin: jos ne
yritetdan saattaa empiirisen koeteltavuuden ulottuville, paadytdan aina samaan
umpikujaan. Teravimmatkin huomiot ja havainnot jattavat tilaa marginaalille,
alueelle jossa vallitsee ilmeinen epamaaraisyys. Empiirinen todellisuus on luonteel-
taan moniselitleinen, struktuuriltaan niinkin yksinkertaisilla sektoreilla kuin geo-
metrisella tai fysikaalisella. Tasta seuraa, etta empiirinen totuuskriterio tiettyjen
rajojen valilld joutuu periaatteessa hyvaksyméain rajattoman maaran mahdollisia,
teoreettisesti kuvailevia systeemejs, jotka struktuuriltaan ovat erilaisia. Mikali
nama systeemit loogisessa suhteessa osoittautuvat moitteettomiksi, ei niihin koh-




214 Rolf Nevanlinna

distuva valinta siis voi tapahtua loogisin perustein, yhta vahan kuin se oli mahdol-
lista empiirisen koeteltavuuden pohjalta, ja kuten edelld jo mainittiin, valinta
timan tai tuon teorian hyviksi midraytyy luonteeltaan aivan toisenlaisten niké-

kohtien varassa.

Tuontapaisten momenttien vaikutus kaiken tieteen kehitykseen on ollut tavaton;
tyydyn téssi vain viittaamaan muutamiin yksityisseikkoihin, jotka ovat tarkeita
nimenomaan avaruuskisityksen muovautumisen kannalta.

Olemme jo todenneet, ettd salimme muodostamassa nikokentéssa esiintyi
yhdensuuntaisia suoria. Mitd nyt tarkoitetaan attribuutilla »yhdensuuntainen»?
Tuo kasite ilmeisesti pakottaa meidat etddntymain konkreettisen nikokenttimme
alueelta: tuokioksi se saa meidat jattamaan kaiken skeptillisen empirismin sikseen
ja sen sijaan antamaan tilaa idealisoivalle, tdydentaville ja yleistaville geometri-
selle nikemykselle. Tdmin mukaisesti kuvittelemme, ettd oma n#kokenttimme
edustaa vain f)ienta rajoitettua osaa ideaalisesta »nikemysavaruudesta», suuresta
maailmanavaruudesta, jonka ajatus varustaa geometrisilld objekteilla: pisteilla,
suorilla, tasoilla jne. Kuvittelemme edelleen, ettd avaruus darettéman kaukaiseen
nihden on rajaton, lisaksi rajattomasti osiin jaettavissa seka kauttaaltaan homo-
geeninen. Tdssd saa kisite »yhdensuuntainen» tarkoin maaratyn merkityksensa:
sellaisiksi nimitdmme kahta molempiin suuntiin rajatonta suoraa, jotka ovat
samassa tasossa eivdtkd kohtaa toisiansa. .

Tassa nikemysavaruudessa nayttavat nyt eukliidisen geometrian saannot toteu-
tuvan, alkaen niista lauseista, joille jo Euklideen omassa loogisessa analyysissa on
annettu ns. aksioman asema, esimerkiksi: skahden annetun pisteen kautta voidaan
asettaa suora, mutta ainoastaan yksi», tai parallelliaksioma: »suoran ulkopuolella
olevan pisteen kautta kulkee ainoastaan yksi sen kanssa yhdensuuntainen suora».

Nayttas siis siltd kuin geometrinen ideaalinikemys voimakkaasti, havainnol-
lisen selvasti puhuisi sen puolesta, ettd meidan olisi hyvaksyttava juuri Euklideen
opit, jotka Elementa-teoksessa on kehitetty ihailtavan ankaraksi loogis-matemaat-
tiseksi systeemiksi. Kahteen vuosituhanteen ei geometrinen tutkimus itse asiassa
tuonutkaan mitaan periaatteellisesti uutta Euklideen jarjestelmain. Vasta viimeis-
ten sadan vuoden kuluessa on saavutettu tuloksia, jotka toisaalta ovat oleellisesti
syventineet antiikista periytyneita kasityksia, toisaalta taas kumouksellisessa maa-
rin laajentaneet geometrisen tiedon alaa eri suuntiin.

Euklideen rakennelmassa painopiste ei ole geometris-havainnollisella vaan loo-
gis-matemaattisella alueella. Kuitenkin on ilmeist4, etta antiikkinen alkeisgeomet-
rian systeemi on kasvanut juuri sen tapaisen ideaalisen avaruusnikemyksen va-
rassa, josta edella oli puhe. Eksplisiittisen formulointinsa se kuitenkin vasta kah-
den vuosituhannen kuluttua sai Newtonin Principia-teoksessa: nikemysavaruus
on sama kuin Newtonin absoluutfinen avaruus, joka kauan on hallinnut fysiikkaa
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samoin kuin luontoa koskevaa filosofiaa. Siten se on my¢s antanut vakiintuneen
suunnan avaruuskasitteeseen liittyville yleisille populaarikasityksille.

Kaiken tdman pohjalta ei ole ihmeteltavaa, ettd Kant tietokritiikissasan otak-
sui avaruuden a priori eukliidiseksi, »luonnostaan eukliidiseksi». Kieltamatta on
niet niin, ettd psyykelld on luontainen taipumus muodostaa kuva avaruudesta
veukliidiseen tapaan».

Kuinka tdama on selitettavissa?

Empiirikko ehka esittaisi asian ndin: geometrinen ideaalinikemys syntyy luon-
nollisena yleistyksen4 niist4d kokemuksista, jotka ihminen saa oman ymparistonsa
skiinteiden. fyysillisten kappaleiden» geometrisesta kayttaytymisesta. Niinpa kylla,
mutta tdma argumentointi yksin ei kysymystd ratkaise. Silla avaruusnikemyk-
selle on luonteenomaista, etti se antaa meille ehdottoman kokonaiskuvan siita
mikd muodostaa maailmankaikkeuden, kuvan koko Airettomisti maailmanava-
ruudesta, jota fantasiassa voimme katsella yht4 vaivattomasti kuin jos silmiemme
edessd olisi fyysillinen kuva tai kuvio mustalla taululla tai selked geometrinen
malli. Taméan kokonaiskuvan ideaalisessa rakenteessa kayvat myos eukliidisen
geometrian lauselmat ilmeisiksi, joskin ne, kuten esimerkiksi parallelliaksioma,
ulottavat viitteensd koskemaan srajattoman kaukaisia» avaruuden osia, joista
meilla ei voi olla mita#n »vilitonté» fyysillistd kokemusta ja joihin empiirisen koe-
teltavuuden vaatimus ei siis vilittomasti kanna. Silla jos kohta empiirikko ldhim-
maistd ymparistostdsin voikin osoittaa hyviaksyttavia, havaittavia »suoran» mal-
leja, esim. valonsiteit4, ei hiin pysty seuraamaan niitd rajattoman kauas avaruu-
teen muulla tavoin kuin ajatuksissaan, eikéd han niin muodoin voi kokemuksesta
tiet4a miten ne kayttaytyvat nakopiirin tuolla puolen. Kuinka siis on ymmarretta-
viss4, ettd ideaalisen nikemyksen valossa geometriset mielikuvamme siilyttavat
erittdin korkea-asteisen selvyytensi ja tarkkuutensa silloinkin kun ne liikkuvat
havaintomaailman ulkopuolella?

Tahan voidaan vastata seuraavaa:

1) »Empiirinen todellisuus» on moniselitteinen. Mutta kaikki kdsitteenmuodostus
on pohjimmiltaan moniselitteisen saattamista yksiselitteiseksi. Sekad havaintojen
alueella etta loogisessa ajattelussa tdméa tapahtuu samastamisen ja idealisoinnin
tieta, osaksi jo tietoisuuden alapuolella, niin myds kaytinnon elaméssi ja esitie-
teellisissa yhteyksissa seka siita asteittain aina eksaktin tutkimuksen subtiileimpiin
tietoisiin konstruktioihin. Nidkemysavaruutta voi pitaa tallaisen alitajuisen psyyk-
kisen prosessin tuloksena.

2) Moninaisuudesta yksikasitteisyyteen voidaan passti usealla eri tavalla. Kun on
kysymyksessa yksiselitteisen kuvan, mallin tai kuvauksen muodostaminen, on suun-
taa antavana psyyken ja ajatuksen taipumus tai »veto» hahmoihin ja struktuu-
reihin, jotka ovat yksinkertaisia ja harmonisia. Jos on valittava kahden eri kuvan
valilla, omaksutaan se joka hahmoltaan ja rakenteeltaan on yksinkertaisempi.
Tata periaatetta Ernst Mach on nimittanyt késitteenmuodostuksen saastavaisyy-
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denvaatimukseksi eli ekonomisuuden vaatimukseksi. Kuta kauemmaksi kaytan-
nbllisen elaman yhteyksistd asetumme, kuta korkeammalle eksaktin tieteen kon-
struktioihin etenemme, sitd selvemmin kay ilmi tdman prinsiipin esteettinen Iuonne.

Jos talta kannalta tarkastelemme eukliidista nikemysavaruutta, niin huo-
maamme, ettd muihin, epéeukliidisiin avaruuksiin verrattuna se kokonaisstruk-
tuuriltaan juuri on suhteellisen yksinkertainen. Tallaiseen vertailuun ei Kantin
aikoina ollut mahdollisuuksia, mutta meilld on keinot siihen, niiden edistysaskelien
ansiosta, joita geometrinen tutkimus viimeisten sadan vuoden kuluessa on tehnyt.

* *
*

Talléin ajattelen 1ahinni ns. epaeukliidista alkeisgeometriaa, jonka viime vuosi-
sadan puolivilissa keksivat Lobatschevski ja Bolyai, 1oyt, joka on aatehistorian
merkillisimpia tapahtumia. Alkeisgeometrian tutkimuksen vanhan tradition mu-
kaisesti ottivat nama tutkijat juuri parallelliaksioman lahtokohdakseen. Mika on
sen looginen asema Euklideen systeemissa? Kaikki aikaisemmat yritykset todistaa
parallelliaksioma muiden eukliidisten aksiomain avulla olivat ajautuneet karille,
mutta tamanhan ei vield tarvinnut merkita etteiko todistus sittenkin olisi 16ydet-
tavissa. Tallaisessa matemaattisessa selvittelyssa on tapana kayttdd ns. epasuo-
raa todistusmenetelmaia: oletetaan ettd todistettava vaite on viér4, ja ndin saa-
dusta antiteesistd yritetddn teorian aksiomien avulla johtaa looginen ristiriita.
Mikali yritys onnistuu, tehda4n johtopaatds: koska anjiteesi johti ristiriitaan, on se
hylattava ja teesi, todistettava lause, nain ollen tunnustettava oikeaksi. Taméin
yleisen todistusidean mukaisesti asettivat Bolyai ja Lobatschevski juuri parallelli-
aksioman loogisen vastavaitteen (»suoran ulkopuolella olevan pisteen kautta kul-
kee useita sen kanssa yhdensuuntaisia suoria») antiteesiksi ja ryhtyivat johtamaan
loogisia paatelmia tastd antiteesistd sekd Euklideen muista aksiomeista. Nain saa-
dut sseurauslauseets muodostavat epaeukliidisen geometrian systeeman. Se poik-
keaa Euklideen jarjestelmasts, mutta vastoin odotuksia ei sisdistd loogista ristirii-
taisuutfa sen lauseiden kesken lainkaan ilmennyt. Niiden myohempien oivalluk-
sien pohjalta, joihin nykyajan »aksiomaattisessa» tutkimuksessa on tultu, tiedimme
nyt etta epdeukliidista alkeisgeometriaa voidaan pitad loogisesti oikeana (sts. loo-
gisesti ristiriildattomana) yhta suurella varmuudella ! kuin eukliidista.

Tahan ehka sanotaan: »olkoon siis epaeukliidinen systeemi loogisesti virheeton
niinkuin eukliidinenkin, mutta tasta huolimatta meid4n luonnollinen geometrinen
nikemyksemme vastaa juuri Euklideen systeemia, eika se jata sijaa epieukliidi-
sen geometrian eriskummallisille vaitteille».

! Tdmin viitteen tdsmillinen merkitys on: jos olisi mahdollista osoittaa looginen
ristiriita epieukliidisessa geometriassa, niin voitaisiin vilittémisti osoittaa vastaava
ristiriita my6s Euklideen systeemissi, ja piin vastoin.
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Taman vastaviitteen 1dhempi analyysi osoittaa seuraavaa. Mita ensin geomet-
risten lauseiden Koeteltavuuteen tulee, on minun toistettava mitéa edelld on sanottu:
sempiirinen todellisuus» on tietyissa rajoissa epimairainen, eika kokeellista verifi-
kaatiota absoluuttisella tarkkuudella voi suorittaa. Nyt puheena olevissa geomet-
risissa yhteyksissa tilanne on aivan samanlainen kuin edella mainittu, jolloin oli
kysymys kannanotosta Newtonin ja Einsteinin teoriain valilla. Silla my®ds eukliidi-
sen ja epaeukliidisen geometrian jarjestelmiin nihden vallitsee se omituisuus,etta
niiden lausumat ovat miltei yhtapitavia, kun kyseessd on »pienet kuviotr. Eukli-
deen mukaan on esim. kolmion kulmien summa yht4a kuin 180°, Lobatschevskin
mukaan taas aina pienempi kuin 180°. Mutta poikkeama, ns. kulmadefekti, on
suhteellisesti pienilla kolmioilla pieni ja jaa lopulta, hyvin pienissad kuvioissa,
havaintokynnyksen alapuolelle. Vasta kun mennaan hyvin suuriin kolmioihin
tulee defekti huomattavaksi, mutta tallsinhan voi olla kysymys jo niin valtavista
kosmisista etaisyyksista, ettd suoranainen mittaaminen ei lainkaan ole mahdollista.
Kun me siis maanpinnalla, esimn. geodeettisissa mittauksissa, maaraamme kolmion
kulmat »tahystamalla», ja hienoimpiakin mittauskojeita kayttien talléin todella
saamme kulmasummaksi 180°, kuten Euklideen oppi vaatii, niin tdma havainto
ei sulje pois epaeukliidista geometriaa. Silld voihan olla niin, etta taman jarjestel-
mén vaatima poikkeama maanpéallisissd, kosmisia mittoja kayttden »adrettoman
pieniss#» etdisyyksissa kertakaikkiaan on niin mitaton, ettd se jaa virherajojen
sisdpuolelle. !

Jattakaamme siis kysymys noiden geometristen jarjestelmien empiirisesta pate-
vyydesta sikseen ja tarkastakaamme sen sijaan ongelmaa »ideaalisen geometrisen
nikemyksen» kannalta: olihan jo puhe siitd, etta se nayttaa pakoittavan meidat
omaksumaan juuri Euklideen opin ja siis hylkdamain epaeukliidiset kasitykset
avaruuden luonteesta. Itse asiassa maallikko kai tuskin voi ajatella, etta yleensa
voisi olla muuta geometrista »nakemystd» kuin meihin juurtunut eukliidinen.
Miten esim. havainnollisesti voisi kuvitella, ettd suoran ulkopuolella olevan
pisteen kautta kulkisi enemman kuin yksi sen suuntainen suora?

Mutta tama kasitys on osoittautunut ennakkoluuloksi. Uudenaikainen geomet-
rinen tutkimus (ennenkaikkea ns. aksiomaattinen koulu) on tallakin suunnalla
avannut uusia, odottamattomia perspektiiveja. Viime vuosisadan loppupuolella
jouduttiin siten laatimaan ns. »epaeukliidisia mallejar. Oikein ymmarrettyind ne
esittavat epaeukliidisen geometrian niin havainnollisesti, ettd nuo aluksi oudot
lauseet esiintyvat yhta ilmeisina ja valittémasti vakuuttavina kuin »luonnolliset»

1 Suuri saksalainen matemaatikko Gauss suoritti noin sata vuotta sitten suuressa
mittakaavassa tillaisen geodeettisen »tihystyskokeen» valosignaaleilla, ilmeisesti juuri
tutkiakseen Euklideen jérjestelmin empiiristd patevyyttd. Tulos oli odotettu: kulma-
summa oli 180°, niissd virherajoissa, joita tallaisissa mittauksissa pakostakin aina
esiintyy.
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eukliidisetkin totunnaisen eukliidisen avaruusnikemyksen valossa. Erikoisen sug-
gestiivisen ja yleiskatsauksellisen epaeukliidisen avaruuden mallin esitti suuri
ranskalainen matemaatikko Henri Poincaré.

Juuri tallaisten »mallien» avulla me nykyisin voimme verrata keskendin Euk-
lideen ja Lobatschevskin avaruuskasityksia, ja tuollainen vertailu osoittaa oikeu-
tetuksi sen vitteen, minka ylla olen esittinyt selitykseksi siit4, miksi luonnollinen
sndkemys» suosii Euklideen jarjestelmad. Molempien geometriojen lauseet pitavat
likipitden yhta kun rajoitutaan hyvin pieniin paikallisiin alueisiin, mutta kun geo-
metrinen nikemys ulotetaan kasittdmaan koko avaruutta, niin tdméi taydenta-
minen tapahtuu (seka loogillisesti ettd havainnollisesti) yksinkertaisemmin Eukli-
deen tapaan kuin epaeukliidisesti.

* *
*

Todisteeksi timan vaitteen patevyydestd olisi valttdmatonta esittaa jokin epa-
eukliidinen avaruusmalli, esim. Poincarén mukaan. Hanen konstruktionsa on itse
asiassa helppotajuinen, se operoi ainoastaan Euklideen jarjestelman yksinkertaisilla
kasitteilla, jotka ei-matemaatikkokin hyvin tuntee. Tila ei kuitenkaan salli ryhtya
tallaiseen yksityiskohtaiseen esittelyyn.

Kokonaan en kuitenkaan haluaisi sivuuttaa »mallikysymysta», ja sen vuoksi

suoritan seuraavassa muutaman yksinkertaisen ajatuskokeen, siten hiukan hollen-

tadkseni siteits, jotka kiinnittivat nikemyksemme Euklideen ja Newtonin ava-
ruudenkasityksen suuntaan. Huomautin jo: ideaalisen avaruusndkemyksen tun-
nusmerkkind — ja sama koskee kaikkia skokonaisvaltaisuuteen» pyrkivia maail-
mankuvia tai ideologisia systeemeja, jotka haluavat alistaa olevaisuuden jonkin
sektorin hallintaansa — on, psykologisessa katsannossa, etta se luo kokonaiskuvan,
jota tarkastelija tuntee voivansa hallita, niin sanoakseni yhdella silmayksell,
yleiskatsauksellisena silminrapayskuvana. Han ikdin kuin kohoaa todellisuuden
yli ja katselee kuvaa ulkoapiin, ylhaaltapdin, kuten maantieteilija tekee tarkas-
tellessaan karttaa tai pienoismallia siitd maapallosta, jonka pinnalla hin elaa.
Katsokaamme nyt talla lailla avaruuden mallia, pient4d miniatyyrimaailmaa,
seuraavaan tapaan. Kuvittelemme pient4 lasipalloa (joka sijaitsee meiddn omassa,
katselijain, avaruudessa); tama sulkee sisddnsa joukon pienia »taivaankappaleitay,
niiden joukossa kiertotihden, »maan», milla kuvitellut pienoisihmiset elavat. Aja-
telkaamme edelleen, etta lampotila pallon sisalla on suhteellisesti korkea pallon
keskustassa ja etta se jatkuvasti, rajattomasti laskee kun lahestytdin pallon pin-
taa. Jos pienoismaailman materia noudattaa samantapaisia lakeja kuin oma aineel-
linen maailmamme, niin seuraa tasta, ettad sen skiinteat kappaleet» liikkuessaan
tuota rajapintaa kohti supistuvat ja muuttuvat tilavuudeltaan haviavin pieniksi,
kun lahestytdan pallon pintaa. Nain kay silloin fingeerattujen pienoisolentojen
omien ruumiidenkin ja samoin myos heidan metrimittojensa; siita johtuen he eivat
itse lainkaan huomaa tuota supistumista. Katsomme nyt pistejonoa A;, A, ...
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Kuva 1

(kuva 1, vasemmalla), jotka sijaitsevat pallon sateelld ja jotka pienoismaailman
mittojen mukaan seuraavat toisiaan yhta suurin valein. Meidan, ulkopuolisten
tarkastelijoiden silmissd nuo valit pienenemistadn pienenevat, niiden lukumaéara
on Adreton, ja ne ovat sita tiheimmassa, mita lahemmaksi ne tulevat pallonpintaa,
jota ne eivat kuitenkaan koskaan saavuta. Tuo rajapinta edustaa siis pienoismaail-
massa »adrettoman kaukaista», jonne ei mikaan »fysikaalinen signaali» ylla, sen
edetessa keskustasta ulospéin.

Minkalaiseksi muodostunee nyt tallaisen kuvitellun maailman asukkaiden ava-
ruudennikemys? Ei tarvitse pitkalle pohtia asiaa havaitakseen, etta heidan kasi-
tyksensi. pienoisavaruudestaan ei lainkaan poikkeaisi omasta kasityksestamme
meidin omasta Aarettomasta avaruudestamme. He harjoittaisivat omaa rajoi-
tettua geometriaansa ja fysiikkaansa, lainkaan aavistamatta etta koko heidan
universuminsa on vain pieni murto-osa laajemmasta maailmanavaruudesta, jonka
olemassaolosta heilla ei vajavaisin kyvyin varustettuina olisi mitaan aavistusta.

Mutta mitenhén lienee meidan »todellisen» avaruutemme laita? Ehka uuri me
olemme tuollaisia vajaakykyisia, rajoitettuja olentoja, suljettuja maailmaan, joka
sisaltyy osana johonkin laajempaan avaruuteen. Tata ajatusta luonnontieteella
(tahtitieteella ja kosmologialla) nykyisin ei ole aihetta sen vakavammin ottaa huo-
mioon, mutta olisi toisaalta lyhytnakéistd torjua se periaatteellisena mahdotto-
muutena tai jonkinlaisena hullunkurisena pashanpistona.

* %*
*

Mutta palatkaamme hetkeksi vielda kuviteltuun pallomaiseen maailmanava-
ruuteen. Naimme, ettd sen hypote‘ettiset asukkaat muodostaisivat itselleen ava-
ruusnikemyksen, joka olisi vallan samanlainen kuin omamme. Nyt muunnan hiu-
kan tuota maailmanmallia. Ajattelen jalleen avaruutemme suljettua osaa, jota
talla kertaa ei rajoita pallonpinta vaan ns. torus, rengaspinta, auton pyoranren-

?2 — Valvoja
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kaan muotoinen (kuvio 1, oikealla; sen pisteet osoittavat kuviteltuja »taivaankap-
paleita»). Kuten aikaisemmassa tapauksessa, niin timén »rengasmaailmankin» sisalla
oletamme lampétilan rajatta alenevan, kun sen sisipuolelta lahestytddn renkaan
rajapintaa. Siten tassikin pienoismaailmassa voitaisiin havaita samanlaista supis-
tumista kuin pallomallissa, kappaleen liikkuessa rajapintaa kohti. Tama pinta
esittaisi sen vuoksi rengasavaruuden asukkaille jalleen »darettomédn kaukaisen»
osaa. '

Sitavastoin rengasmaailman geometrinen struktuuri poikkeaa aikaisemman
kuvitelmamme pallomaailmasta seuraavassa suhteessa. »Eukliidisesséd» avaruudessa,
samoin kuin ensimmaiisessa pallomallissakin, voidaan jokainen suljeffu viiva ava-
ruuden sisalla jatkuvasti supistaa pisteeksi. Torusavaruudessa niin ei enad aina ole
laita. Tarkastakaamme néet suljettua kayraa, silmukkaa, jota kuvion pisteviiva
osoittaa; kuvittelemme havainnollisuuden vuoksi ettd se olisi tehty jostakin kim-
moisasta, kumimaisesta aineesta, jota voidaan jatkuvasti mielinméarin venyttaa
ja supistaa. Miten silmukkaa nain kasitellaankin (kuitenkaan sita repimatta poikki),
niin ilmeisesti sita ei renkaan sisalla voi supistaa siten, etti se lopulta joutuisi sijait-
semaan jonkin annetun pisteen ldhimmass4, pienessad ymparistossa toruksen sisilla
— painvastoin kuin pallomallissa, missi tuollainen supistaminen aina on mahdol-
linen. Kayttamalla sanontaa, joka on tavallinen siind uudenaikaisessa geometrian-
tutkimuksen haarassa, missa tutkitaan juuri jatkuvien deformatioiden suhteen
muuttumattomia, invariantteja avaruuden ominaisuuksia, sanotaan, etti niilla
kahdella avaruusmallilla on erilainen fopologinen rakenne.

Koetamme nyt asettua hypoteettisen rengasmaailman asukkaan tilaan, joka
elaa erain kiertotihden, rengasmaailman »maan» pinnalla. Minkalaiseksi hénen
avaruuskésityksensd muodostunee? Saisiko han-vihid rehgasavaruuden »rengas-
maisuudesta» (joka meille, ulkopuolisille tarkastelijoille,. on evidentti) ja tulisiko
hanen avaruuskasityksensa yllamainitussa »topologisessa» suhteessa siis poik-
keamaan omastamme? Tahin kysymykseen ei ilman muuta voi vastata. Vastauk-
sen laatu tulee riippumaan siitd, mita oletamme hypoteettisten olioiden fysikaa-
listen kokemusten laajuudesta.

Olettakaamme hetkeksi tissa suhteessa seuraavaa. Rengasmaailman materia,
sen planeetat, tdhdet, nebuloosat, sijaitkoot »maan» ymparistosss, joka verrattuna
koko renkaan tilavuuteen on suhteellisen pieni, kuten kuviossa on osoitettu (tah-
tid osoittavat pisteet ovat kuvion oikealla puolella ja ne voidaan sulkea pieneen
palloon, joka vuorostaan on renkaan sisapuolella). Talla edellytyksella rengas-
maailman tahtitieteilijat, jotka »maan» pinnalla elaen yrittavat tutkia avaruuden
luonnetta, varmaankin muodostaisivat aivan samanlaisen avaruuden kuvan kuin
me teemme omassa avaruudessamme: hekin »nikisivats avaruuden Euklideen
tapaan. Eihan heilld olisi mita4n aihetta ajatella, etta avaruus tiydennettyna
kokonaiskuvaksi »taipuisi» renkaaksi, kuvion osoittamalla tavalla; yksinkertaisuu-
den, saastavaisyyden yleisen periaatteen mukaan he epdilematta suorittaisivat
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avaruuden »jatkamisen» juuri kuten me teemme. Eukliidinen topologinen struk-
tuuri on yksinkertaisempi kuin rengasmaisen avaruuden, ja siitd syysta »nikemys-
kin» helpoimmin suorittaa ideaaliset konstruktionsa edellisen struktuurin mukai-
sella tavalla.

Myos edellinen, fingeerattua rengasmaailmaa ja sen asukkaita koskeva ajatus-
koe soveltuu omaan avaruuteemme ja omaan avaruudenkéasitykseemme. Itse
teossa tutkimus Einsteinin yleisen suhteellisuusteorian vaikutuksesta on joutunut
perinpohjaisesti uudelleen_arvicimaan kysymystd avaruutemme topologisesta ja
metrisestd luonteesta. Einsteinin gravitaatioteorian mukaan maailmanavaruus
topologisissa suhteissa ei ole eukliidinen, kuten Newton oli opettanut, se ei edes
ole »adretén», vaan se on »adrellinen» ja »suljettu», vaikkakin »rajatonn.

Tallaista puhetta maallikon ei varmaankaan ole miellyttdva kuunnella. Aja-
tuskokeen avulla yritdn nyt selvitella erditd nakokohtia, jotka ehkd voivat edis-
tda asian oikeaa ymmartamista.

Selittaakseen, miten voidaan kéasittda suljettu, rajaton avaruus, on populari-
soiva tieteellinen kirjallisuus (ndin on Einsteinkin menetellyt erdissd helppotajui-
siksi tarkoitetuissa suhteellisuusteorian esityksissa) vedonnut tallaisen avaruuden
kaksiulotieiseen vastineeseen, nimittdin kolmiulotteisen pallon kaksiulotteiseen
pintaan. Tdma pinta on &arellinen, suljettu, mutta silla voidaan rajatta liikkua,
pinta on rajaton. Jos nyt kuvittelemme pallonpinnalla liikkuvia kaksiulotteisia
»pintaolioita», niin he juuri eldvat avaruudessa (se on talla kertaa: pinnalla), jonka-
topologinen luonne on analoginen sen kanssa mika Einsteinin gravitaatioteorian
mukaan kuuluu meidan avaruudellemme.

Mutta onhan oma avaruutemme kolmiulotteinen, ei kaksiulotteinen kuten pal-
lonpinta. Miten siis voidaan kuvitella havainnollista kolmiulotteista avaruusmal-
lia, jossa vallitsisivat vastaavat olosuhteet kuin pallon pinnalla? Vaikeus siirryt-
taessa kahdesta ulottuvaisuudesta kolmeen on seuraava: kaksiulotteinen pallon-
pinta on meille valittoméin havainnollisesti tajuttava, koska se on osana tutussa
kolmiulotteisessa avaruudessamme. Analogisesti olisi siis kuviteltava kolmiulot-
teisen suljetun avaruuden sijaitsevan korkeamman, neliulotteisen avaruuden osana.
Tallainen neliulotteinen avaruus voidaan kylld matemaattisen analyysin keinoin
taysin hallita, mutta valitonta geometrista havaintoa meilla ei siita ole. Sen vuoksi
nayttaa ehka turhalta yrittaa havainnollisesti kasittaa puhetta suljetusta, aarel-
lisestd kolmiulotteisesta avaruudesta.

* *
*

Nain ei kuitenkaan tarvitse olla, ja sitd myos seuraavat tarkastelut pyrkivat
osoittamaan. Sopivaksi lahtokohdaksi otan talloin aluksi kaksiulotteisen avaruus-
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mallin, mutta talla kertaa en lahde pallon, vaan (mika kysymykseni kannalta on
tarkoituksenmukaisempaa) rengaspinnasta, mika sekin on aérellinen, suljettu, mutta
»rajatons, aivan kuin pallonpinta. Voidaksemme elaytya kuviteltujen rengaspin-
nalla elivien pinta-olioiden geometrisiin késityksiin, yritimme abstrahoida siita,
ettd rengaspinta on ymparéivan kolmiulotteisen avaruutemme osana, mista hypo-
teettisilla pintaolioilla ei ole mitaan havainnollista tietoa, koskapa heiltd puuttuu
skolmas ulottuvaisuus», joka heille on yhtd arvoituksellinen kuin neljas dimensio
meille.

Tata tarkoitusta varten kaytan menettelyd, joka topologisessa geometriantut-
kimuksessa niyttelee tirkeaa osaa. Ajattelemme rengéspinnan leikatuksi auki
pitkin »leveysympyraa» a, kuten kuvio 2 osoittaa. Siten muodostuu lieriéméinen
pinta, jota rajoittaa kaksi ympyraa a ja a’, vastaten leikkauksen a molempia reu-
noja (keskikuvio 2). Nyt leikataan lierio edelleen auki pitkin emaéviivaa b, jota
rengaspinnalla vastaa »meridiaanin» eli »pituusympyran» b kaksi reunaa (b ja b’).
Niin aukileikattu lieriopinta levitetaan nyt tasoon, jolloin siitd muodostuu suora-
kulmion muotoinen »matto» R (kuvio 2, oikealla). Kaksi paria vastakkaisia sivuja
(a, @ ja b, b’) vastaavat siina leveys- ja pituusympyrin kahta reunaa rengaspin-
nalla. Tama suljettu pinta voidaan kaantden jilleen muodostaa, niin ettd ensin
»maton» sivuviivat a ja &', sitten sivuviivat b ja b’ liimataan yhteen.

Taydenndn timian jilkeen viela tasokuviota R siirtidmalla sitd yha uudelleen
pystysuoraan ja vaakasuoraan suuntaan sivujen a ja b verran. Nain muodostuu
tasoon verkko, jonka silmukat ovat R:n kanssa yhtenevaisia suorakulmioita (kuvio
3, vasemmalla).

Ajattelen nyt rengaspintaoliot siirretyiksi vastaavaan suorakulmioon. Tallainen
olio matkustakoon nyt tuossa tasotetussa suorakulmioverkostossa. Lahtekoon han
paikasta P sivulla a ja liikkukoon hin yli koko pinnan R kunnes hdn saapuu pis-
teeseen P’ vastakkaisella sivulla @’ (kuvio 2). Olettakaamme nyt, ettid kaikki ne
paikalliset, geometriset olosuhteet, mitki hén tapaa tulopaikkansa P’ lahiympdris-
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tossd, ovat tasmalleen samanlaiset kuin ne, mitka hian havaitsi 1ahtépaikan P ym-
paristossa, kun han poistui sielta. Miten han silloin tulkitsee timén kokemuksensa?
Ilmeisesti hiin ei voi ajatella muuta kuin etta han tullessaan P’-pisteeseen, on palan-
nut lahtépaikkaansa P. »Nakemyksessdan» hén siten on identifioinut pisteet P ja P’
ja niiden lahiymparistét (joita pienet ympyrilevyt kuviossa 2 osoittavat). Vas-
taavan samastamisen suoritamme esim. seuraavassa tapauksessa: poistun hetkeksi
salista, jossa nyt olen, palaan takaisin vihin mydhemmin ja havaitsen talloin
salissa vallitsevan tasmalleen saman jirjestyksen kuin aikaisemmin l4htiessani.
Taman kokemusteni invarianssin mina silloin niinsanoakseni projisioin ulkopuo-
lelleni, nden siind salin ominaisuuden ja sanon: olen palannut takaisin samaan
paikkaan, josta asken lahdin.

Jos nyt suorakulmioverkon matkustaja, joka talla kertaa kulkekoon vaaka-
suoraan yli suorakulmion R, lahtien sivulta b ja saapuen vastaavaan pisteeseen
sivulla b’, kokee samanlaisen elamyksen (paikalliset olosuhteet sivulla b’ ovat samat
kuin sivulla b), niin han samastaa my®os sivat b ja b’. Nain on »suorakulmiomaailman
R sulkeutunut airelliseksi, mutta »rajattomaksi» pinnaksi, jolla on rengaspinnan
topologinen rakenne. Silld juuri samalla tavalla, kuin me asken liimaamalla yhteen
sivut @ ja @' seka sivut b ja b’ suorakulmiosta R muodostimme rengaspinnan, juuri
samoin menettelee dskeinen matkustajamme: tosin hin ei tuota »yhteenliimaa-
mista» suorita konkreettisena fyysisena prosessina, vaan sen hin tekee »abstrakti-
sesti», omassa havainnollisessa nakemyksessaén.

Se mika edella ajatuskokeena on suoritettu kuvitellussa kaksidimensionaalisessa
pintamaailmassa, sen me nyt vaikeuksitta voimme tehda omassa kolmiulotteisessa
eukliidisessd avaruudessamme. Tarkastan sitd varten suorakulmion R asemesta
kolmiulotteista suorakulmaista sarmiota R, laatikon muotoista kappaletta, siis
sellaista jota salimme edustaa. Merkitsen sen kahta vastakkaista seindparia a, a’
ja b, ', lattia olkoon ¢ ja katto ¢’ (kuvio 3, oikealla). Kuten suorakulmion tapauk-
sessa, niin nytkin ajattelemme taman salimme siirtyvén yha uusiin asemiin leveys-,
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pituus- ja korkeussuuntaan. Avaruutemme tayttaa tialldin Kolmiulotteinen »sali-
verkkon, jonka yhteni soluna sali It on.

Nyt ajattelen, etta salimme on hyvin suuri, niin etta sniakokenttdmmes ulottuu
vain hyvin pieneen saliavaruuden-osaan; emme siis voi toiselta seindlta nihdi vas-
takkaista. Lahden nyt kulkemaan takaseiniltd a salin poikki ja saavun jonkin
ajan kuluttua salin vastakkaiselle seinalle a’. Jilleen kuvittelen, etta siella, kat-
soessani ymparilleni (taakseni saliin R, eteeni seinén a’ toiselle puolelle, sielld auke-
nevaan saliin) tapaisin asiat tdysin samassa jarjestyksessd kuin mihin ne jétin lah-
tiessdni seinaltd a. Sen mukaan mit4d ylla on esitetty, samastan silloin a’-seindn
a-seinin kanssa: kasitan tulleeni takaisin lahtopaikkaani. Kuvitelkaamme nyt,
ettd samankaltainen paikanilmiéiden »jaksollisuus» eli »invarianssi» vallitsisi myos
seinien b ja b’ lahiympdristoissd ja samoin pystysuoraan suuntaan, lattian ¢ ja
katon ¢’ vililla. Silloin joudun niihin nihden toimittamaan vastaavan samastuk-
sen: identifioin kesken#dn sivupinnat a ja «’, samoin sivupinnat b ja b’ ja viela
sivupinnat ¢ ja ¢’. Niin on saliavaruudesta I muodostunut 4é4rellinen, mutta »raja-
ton» kolmiulotteinen avaruus. Té4ssd meilld on havainnollinen malli smaailmanava-
ruudesta», jolla tosin ei ole aivan sama topologinen (»sfddrinen») rakenne kuin se,
minka Einstein olettaa vallitsevan »todellista» avaruuttamme, mutta jolla kuiten-
kin on juuri ne ominaisuudet (»aarellinen», »suljettu», »rajaton»), joiden havainnol-
lista sisallysta edelld olen tahtonut selvittaa. !

* *
*

Kun edellisessa esityksessani on ollut puhe erilaisista avaruudenkasityksista,
niin olen kiinnittanyt padhuomion asian havainnolliseen puoleen, siis siihen, mitka
avaruuden toisaalta »empiiriset» toisaalta »geometrisndkemykselliset» ominaisuu-
det ovat. Syrjemmalle sen sijaan on jainyt avaruuden kasityksiin liittyva mate-
maattis-looginen problematiikka, vaikka sitakin pakosta jossain maarin olen joutu-
nut sivuamaan. Itse asiassa onkin niin, etti geometria luonnontieteens ja geomet-
ria »puhtaana» matemaattisena teoriana kohta kohdalta kietoutuvat toisiinsa moni-
mutkaisella ja vaikeasti tajuttavalla tavalla. Vaikka niita siis ei tarkoin voi irroit-
taa tai erottaa toisistaan, voi ehk4 vaittas, etta tutkimuksen edetessa rajankaynti
nididen molempien puolien valilla kuitenkin on saanut yha selvemmit piirteet.
Todellista lapimurtoa yhta hyvin matemaattisessa kuin tietoteoreettisessa suh-
teessa merkitsivat tassd yhteydessa ne uudet oivallukset, joihin moderni aksio-
maattinen perustutkimus on johtanut; ensi sijassa on tallsin mainittava Hilbertin

1. If",insteinin opin pohjalta on kosmologiassa viime aikoina kehitetty joukko uusia
teorioja. I?«uden yptelsenﬁ piirteend on, ettd yleisen suhteellisuusteorian edellyttami
avaruus, jonka Einstein oletti stabiiliksi, mittasuhteiltaan muuttumattomaksi, tie-

}yis.té' syistd katsotaan muuttuvaiseksi, siten etti avaruus joka suuntaan jatkuvasti
aajenee.

Ty
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uraa uurtavat tutkimukset geometrian perusteista, vuosisadan vaihteessa. Edel-
tava kausi, erikoisesti epaeukliidisen alkeisgeometrian keksiminen, oli valmistanut
maaperid niille oivalluksille, jotka talloin saivat selkedn muodon.

Tama merkitsi myds kumousta geometriaan liittyvien »nikemysten» alueella.
Aksiomaattisina, ankarassa mielessd matemaattisina systeemeind esim. alkeisgeo-
metrian jarjestelmit (Euklideen, Lobatschevskin jne.) kylla edelleenkin kisittele-
vat sellaisia »geometrisia» olioita kuin »piste», »suora» jne., seka niiden valisia suh-
teita (»piste on suorallas, skahden suoran yhdensuuntaisuus» jne.), mutta geomet-
rian jarjestelmin loogisen, matemaattisen patevyyden kannalta ei en4a ole lain-
kaan tarkeaa tai oleellista, ettd ne havainnollisesti tai ndkemyksellisesti varuste-
taan »geometrisilla kvaliteeteillas; ei siis tarvitse ajatella pistettd »pistemaiseksi»,
¢i suoraa »suoruuden nikemyksen» mukaisesti suoraksi, vaan nimé geometriset
objektit saattavat nyt merkitd mita abstraktisia »olicita» hyvénsa. Samoin geo-
metriset suhteet nyt, paljon yleisemmin, kéasitetdan loogisiksi relaatioiksi, joihin
ei ensd liitetd mitadn olennaisesti geometrisia havainnollisia laatuja. Niin pian kuin
on asetettu naita perusolioita ja perussuhteita safinnostelevat perussadnnot (vaksio-
mat»), on teoria kiinnitetty, ja matemaattisen deduktion tehtadvana on télta poh-
jalta kehittaa jarjestelmin lauseet (steoreemats), jotka eksplisiittisessa muodossa
osoittavat, mit4d annettuun teoriaan (sen aksiomajarjestelma&n) implisiittisesti
sisaltyy.

Vain talti abstraktiselta pohjalta lahtien on mahdollista selvasti hallita geo-
metrian késitteellinen, looginen struktuuri. Tdma prosessi tosin on tapahtunut
niin sanoakseni geometristen kisitteiden ja siis myds »luonnollisen», olennaisesti
geometrisen avaruusnikemyksen kustannuksella. Mutta sekd tietoteoreettiselta
etta teorian kaytannéllisten sovellutusten kannalta on merkillista, etta tuo alku-
menetys teorian eriissi myohemmissa vaiheissa tulee runsaasti korvatuksi. Silla
vasta sen jalkeen kun geometria on tiivistetty loogisesti taysin lapivalaistun
abstraktisen teorian muotoon, voidaan sen sisiltdmi4 oivalluksia vapaasti kayttaa
ns. sovellutuksissa. Kun siind esiintyville kasitteille jalleen annetaan konkreettisia
tulkintoja, niin naita vastineita voi 16ytaa hyvin monelta alueelta, eika ainoastaan
alkuperdisen geometrisen havaintomaailman piirist4, josta teoria kylla alkuaan
oli 1ahtsisin. Niin se tieto, mika on koottuna johonkin geometriseen, loogiseen jarjes-
telmaan, sopivasti »uudelleen tulkittuna» voi johtaa arvaamattomiin uusiin oival-
luksiin, sellaisissakin yhteyksissa, joihin sindnsa, kun ne valittémasti tai havain-
nollisesti koetaan, aluksi ei ole voitu liittd4 minkaanlaisia »geometrisia» laatuja.
Niin on meidan vuosisadallamme yllattavasti tapahtunut nimenomaan fysiikan
alalla; tamén tieteen viimeaikaista valtavaa kehitystd voidaankin lyhyesti luon-
nehtia sanonnalla, ettd fysiikka yha suuremmassa laajuudessa on »muuttumassa

geometriaksi».
%* *
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Esitykseni avaruudenkasitysten historiasta olisi ylen puutteellinen, jollen tahan
asian puoleen lainkaan kajoaisi. Tilan ahtauden ja asian vaikeuteen nahden on
minun tassd suhteessa kuitenkin pakko rajoittua vain muutamaan yleiseen huo-
mautukseen.

Siina kehityksessd, jonka vaikutuksesta luonnollinen, havainnollinen geomet-
ria vahitellen on muuttunut abstraktiseksi matemaattis-loogiseksi teoriaksi, mer-
kitsevat modernin aksiomatiikan saavutukset vain eréstd, tosin hyvin oleellista
paitekohtaa. Erinomaisen ratkaiseva tapaus edeltdvassa tutkimusvaiheessa oli
ns. analyytlisen geomefrian 16ytaminen, josta pddansio lankeaa Cartesiukselle.

Avaruuden tutkimiseksi siind otetaan kaytantoon koordinaatistoja, joiden
suhteen avaruuden pisteet saavat maaratyt, luvuin ilmaistavat koordinaatit.
My6s muut geometrian objektit samoin kuin niiden véliset geometriset relaatiot
saavat siten analyyttiset vastineensa lukuyhdelmien ja niiden vilisten yhtildjen
muodossa. Niin tapahtui geometrian »kuvaaminen analyysiin», geometria tuli
niin sanoakseni »k&annetyksi lukujen kielelles.

Tallaisen analyyttisen geometrian vilitykselld geometrian tutkimus siita lah-
tien on voinut kayttda hyvakseen sitd runsasta tietoa mika sisaltyy aivan toiseen
matemaattiseen teoriaan, oppiin luvuista ja niiden valisista suhteista. Geometrian
tavaton edistyminen perustuukin voittopuolisesti tdhan uuteen analyyttiseen me-
nettelyyn. Sen merkitys kasvoi arvaamattomasti sen jalkeen kun Leibniz ja New-
ton olivat keksineet differentiaali- ja integraalilaskennan.

Talta pohjalta on noussut moderni geometrinen tiede, ns. differentiaaligeo-
metria. Uudenaikainen kehitys talla alueella sai alkunsa Gaussin suurisuuntaisista
keksinndista, joihin hén tuli tutkiessaan kayrien viivojen ja pintojen teoriaa infini-
tesimaalilaskennan keinoin. Hanen tuloksensa johtivat sitten Riemannin kehitta-
maan ‘yleisen differentiaaligeometriansa. Riemann esitti paaajatuksensa kuului-
sassa dosenttiluennossa, jonka satavuotismuistoa kaikkialla maailmassa parhail-
laan vietetaan. Siina toteutuu moderni ajatus, joka myés toisella alalla, suurten
englantilaisten fyysikkojen (ennenkaikkea Faradayn ja Maxwellin) ansiosta nousi
valtaan. Heiddn elektromagneettinen teoriansa yhdisti sahkoilmiot, magneettiset
ilmi6t ja optiikan valtavaan, yhtenaiseen rakennelmaan. Sille on luonteenomaista
késitys, ettd luonnonilmidita hallitsevat voimakentat, joissa sahko- ja valovaiku-
tukset etenevat aarelliselld nopeudella paikasta toiseen: heidan oppinsa on »ldhi-
vaikutusteoriaa», se kieltaa skaukovaikutukset», jotka valittomasti, yhdesséa sil-
manrapayksessa hallitsisivat koko kosmosta. Vastaava piirre on myos Riemannin
avaruudenkasitykselle ominainen: siini operoidaan aluksi vain avaruuden pienilla
osilla, paikallisilla ymparistsilla, jotka sitten tiettyjen lakien mukaan liittyvat
yhteen laajemmiksi avaruudellisiksi kokonaisuuksiksi. Riemannin geometria ottaa
siten joustavasti huomioon sen seikan, etta avaruuden kasitys ja siihen liittyvat
nakemykset tosiasiallisesti ovat nousseet paikallisten, »nikokenttaan» kohdistu-
vien geometristen havaintojen pohjalta. Paaasia kuitenkin on, ettd tama teoria,
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lahtien hyvin yleisistd, niin sanoakseni suvaitsevista alkuoletuksista, jattaa seu-
raaville matemaattisille kehittelyille avaran liikkuma-alan. Ndin Gauss ja eten-
kin Riemann johtuivat konstruoimaan suuren (itse asiassa lukemattoman) mééran
eri avaruuden muotoja, joihin kaikista yksinkertaisimpina erikoistapauksina sisil-
tyvat Euklideen ja Lobatschevskin avaruudet.

Riemannin teoria sisalsi toisessakin suhteessa geometrian tavattoman yleis-
tyksen: se ei rajoitu kolmeen ulottuvaisuuteen, vaan ottaa huomioon sen mahdolli-
suuden, ettd avaruudella olisi useampia (nelja, viisi jne.) dimensioita. Suuri bio-
loginen, psykologinen ja tietoteoreettinen ongelma sisaltyy siihen, etta ulottuvai-
suusluku kolme muodostaa rajan, jonka yli luonnollinen geometrinen nikemys ei
kanna. Mutta analyysin (s.o. lukujen) alueella, jolla differentiaaligeometria liik-
kuu, ei tuota estetta ole. Kuten edelld jo lyhyesti mainittiin, matemaattinen ana-
lyysi ilman vaikeutta voi ylittaa ruon rajan; nain on juuri tapahtunut Riemannin
teoriassa. !

Uusi, seurauksiltaan jilleen kiinteentekevd kumous geometrian tutkimuksen
alalla sattui meidin vuosisatamme alkupuolella, kun Hilbert laati yleisen geomet-
rian, missa ulottuvaisuuksien luku on &dareton. Téssa ei ole mahdollista kuvailla
niiden perspektiivien laajakantoisuutta, jotka tdmaékin teoria, oppi ns. »Hilbertin
avaruudesta» vuorostaan on avannut.

Riemannin ja Hilbertin avaruudet kasitettiin aluksi puhtaiksi matemaatti-
siksi konstruktioiksi. Tieteen myohempi kehitys on tassa suhteessa kuitenkin tuot-
tanut arvaamattoman yllatyksen. Kun Einstein ja Minkowski v. 1905 ja Einstein
myohemmin (1916) laativat erikoisen ja yleisen suhteellisuusteorian, saattoi-
vat he rakentaa Riemannin laskemalle geometriselle perustukselle. Kuten tunnet-
tua suhteellisuusteoria muodostaa korkeamman synteesin paikan ja ajan kasitteista.
Muodostui neliulotteinen fysikaalinen maailma, ja kun siina siirryttiin klassillisesta
absoluuttisesta ajasta Einsteinin suhteelliseen ajankasitteeseen, havaittiin, etta
tuossa maailmassa vallitsi geometrinen struktuuri. Riemann oli siten tietamattaan
avannut tien relativiteettiteorian valtaanpaasyyn; Einsteinin gravitaatioteoria
on pohjimmiltaan erainlainen suoranainen sovellutus Riemannin geometrisista
opeista fysiikan alueelle.

Samankaltaisen odottamattoman yllatyksen toi vuosisatamme toinen suuri-
suuntainen fysikaalinen oppi mukanaan, nimittain kvanttifysiikka ja aaltomeka-
niikka. Sellaisena kuin tama teoria nykyisin esitetaan, kayttaa se oleellisissa koh-
din hyvakseen Hilbertin &arettéman moniulotteisten avaruuksien teoriaa.

Niin on uudenaikaisessa fysiikan tutkimuksessa, yhteyksissa joiden valtavuutta
vain asiaan lahemmin perehtynyt voi kasitta, toteutunut mysteeriltd vaikuttava
ilmid, jonka kaltaisista eksaktisen tutkimuksen historia aikaisemminkin on anta-

1 Niille, joita »moniulotteisen» ongelma kiinnostaa, mainitsen, ettd sitd koskeva
helppotajuinen esitys on julkaistu aikakauskirjassa »Arkhimedes» (1. 1949).
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nut merkillisia todisteita: Yleiset ideat, joiden kehittely vapaasti on tapahtunut
teoreettisten tavotteiden merkeissd, yksinkertaisuuden, kauneuden, yhtenaisyy-
den vaatimusten ohjauksessa, ovat mythemmin osoittaneet hedelmallisyytensa
sellaisillakin alueilla, jotka teorian muodostumisen vaiheissa saattoivat tuntua
siini esiintyvalle problematiikalle ja kysymyksenasetteluille ylen etaisilta tai tay-
sin vierailta.

Suhteellisuusteorian ja atomifysiikan vaikutuksesta on avaruuden tutkimus
johtanut voimakkaaseen kiymistilaan. Kosmologiset opit vaihtuvat nopeassa tah-
dissa, rohkea hypoteesien muodostelu on suorastaan jonkinlainen tieteellinen
muotiasia. Tuskin erehtyy, jos kaikessa tdssa nikee jotain oireellista: ehka piankin
nailla aloilla jilleen saamme kokea samanlaisen yllityksen kuin se minki aikoi-
naan suhteellisnusteoria ja kvanttiteoria toivat mukanaan.

KESTAVATKO SUOMEN METSAT
Kirjoittanut

YRJO ILVESSALO

Télla lyhyelld otsikolla tarkoitetaan kysymystd, kestdvitko metsimme niiden
puuvarojen vahentymaitta ja laadullisesti heikontumatta sen puun poistuman, jonka
hakkuut, itseharveneminen ja useanlaiset luonnonvauriot — myrsky, tuli, lumi,
tuhoeldimet ja -sienet jne. — jatkuvasti aiheuttavat.

Kysymys on esiintynyt jo vuosisadan verran. Nykyisin tuskin voisi uskoakaan,
ettd viime vuosisadan puolella saatettiin peldti metsiemme »loppuvam. Tallaista
pelkoa aikaan saivat kaskeaminen, kulot, tervanpoltto, jarjestimittomait hakkuut,
metsianhoidon puute sekd puun kuljetusolojen kehittymattomyys. Voitaneen kui-
tenkin pitdd todennikoisend, ettda Suomen metsivarat olivat viime vuosisadalla
heikommat kuin kuluvan vuosisadan puolella, vaikka silloin laajoilla syrjaisilla
saloilla olikin ihmisen koskemattomia vanhoja metsia.

Viime vuosisadan jalkipuoliskolta lahtien pyrittiin aika ajoin tekemiin laskel-
mia metsdvaroista ja niiden kestivyydestd. Laskelmat olivat kuitenkin suurelta
osalta arvailuja, silli perusteita ei ollut mainittavasti olemassa.

Suunnitelmalliset tutkimukset

Itsendistyminen loi Suomelle uudet kaikinpuolisen kehityksen mahdollisuudet.
Pian tillainen kehityskausi alkoikin ennen ndkemittomin valtavana paityen sii-
hen kukoistukseen, joka II:n maailmansodan edellisvuosista on mieliin jaanyt.
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Siihen tarvittiin avuksi maan luonnonvarat, ennen kaikkea kansallisrikkautemme:
metsit. Puu oli entiseen tapaan suurin maarin vélttdimaton omiin tarpeisiin. Mutta
sitd tarvittiin sekd puuna ja puunjalosteina etti niistd saatavana tulona entistd
enemmin itsendisen Suomen rakentamiseen. Tarvittiin ulkomailta mité erilaisimpia
tuotteita, jotka 80 —90-prosenttisesti on voitu maksaa vain puulla ja puunjalosteilla.

Metsitalouden ja metsiteollisuuden kehittimissuunnitelmien perusteeksi oli
vihdoinkin saatava selvitys maan metséivaroista ja niiden kestivyydestd. Niin
padstiinkin vv. 1921 —24 suunnitelmallisena laajana tutkimuksena Suomen metsien
inventointiin. Se valmistui laatuaan ensimmadisend maailmassa, sai sellaisena paljon
huomiota osakseen ja antoi ensimmaisen luotettavan, monipuolisen tietouden Suo-
men metsisti. Sen rinnalla toimeenpantiin v. 1928 tutkimus Suomen puun kéytén
madrdstd ja jakaantumisesta eri kayttotarkoituksiin. Sekin laatuaan ensimmai-
send. Yhdessd nimé tutkimukset antoivat ensimmadisen kerran pohjan metsiemme
kestavyyden tarkastelulle.

Saatu selvitys ei kuitenkaan voinut pitkda aikaa tarvetta tyydyttda. Seka
metsidvaroissa ettid puun kaytossd oli niet valtavan kehityksen jatkuessa odo-
tettavissa muutoksia. Metsiteollisuus laajeni nopeasti. Sen raakapuun kiytto
suureni vuosien 1911—21 vuotuiskeskiarvosta 7.0 milj. m3:std vuosien 192236
keskiarvona 15.4 milj. m3:iin. Vuoden 1930 molemmin puolin alettiin jo pelata eri-
tyisesti kuusipuuvarojen vihenevin paperiteollisuuden suuren laajenemisen ja
Kuusipuun maasta viennin johdosta. Toisaalta taas odotettiin metsdnhoidon tehos-
tamisen ja metsinparannustyon soiden ojituksineen tuottavan tulosta.

Epitietoisuus metsivarojen kehityksen suunnasta oli selvitettdvissd vain uudella
inventoinnilla ja uudella puun kayton tutkimuksella. II valtakunnan metsien ar-
viointi saatiinkin aikaan vv. 1936—38 ja II puun kéyton tutkimus v. 1938.

Uuden inventoinnin tulokset ehdittiin laskea ja julkaista ja niiden perus-
teella kuvata koko Suomen metsivarojen kehitystd 15-vuotiskautena 1921—-24 —
1936 —38. Mutta onnettomuudeksi tuli sodan aiheuttamina suuria tapahtumia,
jotka johtivat taas uuteen vaiheeseen, silld ne koskivat — niin kuin jiljempidd kay
ilmi — kovasti maan metsiin.

Metsdvarojen suhteen oltiin jilleen ikddnkuin sokkosilla. Sodan edellisvuosina
toimeenpannun inventoinnin tulokset laskettiin kylldkin padkohtien osalta uudel-
leen nyky-Suomeen kohdistuviksi. Monista syista ei kuitenkaan voitu tyytyd niin
saatuihin tietoihin useatakaan vuotta. Kun II:sta inventoinnista sitd paitsi oli
pian kulunut inventointien maksimina pidettava viliaika 15 v., toimeenpantiin
vv. 1951 —53 III valtakunnan metsien arviointi. Sen piatulokset saatiin pian val-
miiksi turvautumalla jélleen laskennassa nopeaan reikikorttimenetelmdin. Nyt
voidaan tarkastella Suomen metsivarojen kehitystd ja kestavyyttd 30-vuotiskau-
tena 1921—24 — 1951—53. — Tané vuonna on saatu alkuun myds I1I puun kiyton
tutkimus, joka parin vuoden kuluttua antaa uutta pohjaa metsitaseen »menopuo-
len» yksityiskohtaiselle tarkastelulle.
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eukliidisetkin totunnaisen eukliidisen avaruusnikemyksen valossa. Erikoisen sug-
gestiivisen ja yleiskatsauksellisen epaeukliidisen avaruuden mallin esitti suuri
ranskalainen matemaatikko Henri Poincaré.

Juuri tallaisten »mallien» avulla me nykyisin voimme verrata keskendin Euk-
lideen ja Lobatschevskin avaruuskasityksia, ja tuollainen vertailu osoittaa oikeu-
tetuksi sen vitteen, minka ylla olen esittinyt selitykseksi siit4, miksi luonnollinen
sndkemys» suosii Euklideen jarjestelmad. Molempien geometriojen lauseet pitavat
likipitden yhta kun rajoitutaan hyvin pieniin paikallisiin alueisiin, mutta kun geo-
metrinen nikemys ulotetaan kasittdmaan koko avaruutta, niin tdméi taydenta-
minen tapahtuu (seka loogillisesti ettd havainnollisesti) yksinkertaisemmin Eukli-
deen tapaan kuin epaeukliidisesti.

* *
*

Todisteeksi timan vaitteen patevyydestd olisi valttdmatonta esittaa jokin epa-
eukliidinen avaruusmalli, esim. Poincarén mukaan. Hanen konstruktionsa on itse
asiassa helppotajuinen, se operoi ainoastaan Euklideen jarjestelman yksinkertaisilla
kasitteilla, jotka ei-matemaatikkokin hyvin tuntee. Tila ei kuitenkaan salli ryhtya
tallaiseen yksityiskohtaiseen esittelyyn.

Kokonaan en kuitenkaan haluaisi sivuuttaa »mallikysymysta», ja sen vuoksi

suoritan seuraavassa muutaman yksinkertaisen ajatuskokeen, siten hiukan hollen-

tadkseni siteits, jotka kiinnittivat nikemyksemme Euklideen ja Newtonin ava-
ruudenkasityksen suuntaan. Huomautin jo: ideaalisen avaruusndkemyksen tun-
nusmerkkind — ja sama koskee kaikkia skokonaisvaltaisuuteen» pyrkivia maail-
mankuvia tai ideologisia systeemeja, jotka haluavat alistaa olevaisuuden jonkin
sektorin hallintaansa — on, psykologisessa katsannossa, etta se luo kokonaiskuvan,
jota tarkastelija tuntee voivansa hallita, niin sanoakseni yhdella silmayksell,
yleiskatsauksellisena silminrapayskuvana. Han ikdin kuin kohoaa todellisuuden
yli ja katselee kuvaa ulkoapiin, ylhaaltapdin, kuten maantieteilija tekee tarkas-
tellessaan karttaa tai pienoismallia siitd maapallosta, jonka pinnalla hin elaa.
Katsokaamme nyt talla lailla avaruuden mallia, pient4d miniatyyrimaailmaa,
seuraavaan tapaan. Kuvittelemme pient4 lasipalloa (joka sijaitsee meiddn omassa,
katselijain, avaruudessa); tama sulkee sisddnsa joukon pienia »taivaankappaleitay,
niiden joukossa kiertotihden, »maan», milla kuvitellut pienoisihmiset elavat. Aja-
telkaamme edelleen, etta lampotila pallon sisalla on suhteellisesti korkea pallon
keskustassa ja etta se jatkuvasti, rajattomasti laskee kun lahestytdin pallon pin-
taa. Jos pienoismaailman materia noudattaa samantapaisia lakeja kuin oma aineel-
linen maailmamme, niin seuraa tasta, ettad sen skiinteat kappaleet» liikkuessaan
tuota rajapintaa kohti supistuvat ja muuttuvat tilavuudeltaan haviavin pieniksi,
kun lahestytdan pallon pintaa. Nain kay silloin fingeerattujen pienoisolentojen
omien ruumiidenkin ja samoin myos heidan metrimittojensa; siita johtuen he eivat
itse lainkaan huomaa tuota supistumista. Katsomme nyt pistejonoa A;, A, ...
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