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Seuraavassa esitetiin eridaisia menettelytapoja, joita on kiy-
tetty  ensimmdisen lagin elliptisen integralin kidnteisfunition koko
tasossa olemassaolon, yksikisitteisyyden ja rationaliluonteiswuden
todistamiseksi. Tarkotuksena on ollut saada todistukset ajatulsel-
lisesti puhtaiksi, yksityiskohtaisiksi ja mahdollisimman sitoviksi. Eri
keinoja miissi kdytettyihin periaatteisiin nihden on vertwiltu toi-
sinsa. — Vidttaukset koskevat yksinomaan tiilli saatavana olevaa
kirjallisuutta, jonka tihden kivjalliswusluettelo on hyvin puutteel-
linen. .

Arvotsalle opettajalleni professori Ervst Linperorille lausun
hartaan kittokseni aiheen valinnasta sekd tyin kestiessd saamastani
wupumattomasta ohjauksesta.

Tekijd.
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Johdanto.

Riemannin pinnan funktioista ja integraleista.

1. Funktio
s=Vf(,

jossa f(2) on 3. tahi 4. asteen polynomi, jonka juuret ovat keske-
nddn erisuuret, on yksikisitteinen nelikiertopisteiselli, kaksilehti-
sells Riemannin pinnalla. Kiertopisteitd ovat 7 (z)m nollapisteet,
seki 3. asteen tapauksessa myos .

Etteiviit nimi molemmat tapaukset oleellisesti eroa toisis-
taan, sen huomaa kuvaamalla vastaavat Riemannin pinnat stereo-
grafisen projektion _kautta kaksinkertaiselle pallolle, tahi palaut-
tamalla toisen tapauksen toiseksi linearimuunnoksen avulla. Siksi
seuraavassa tarkastelemme vain siti tapausta, jolloin f (2) on 4.
asteen polynomi. )

2. Riemannin pinnan rationalifunktiolla tarkotamme z:m ja
sm rationalifunktiota. Jokainen tdllainen funktio voidaan kirjot-
taa muotoon

(1) R(z,s):Pl(z);;(isz(z)

L]

jossa Py, P,, P; ovat zmn polynomeja ilman yhteistd juurta. Rie-
mannin pinnan pisteen merkking kiytetiin (2, $), jolloin samalla
kohdalla toisessa lehdessi oleva piste on (z, —s).

Saadaksemme Riemannin pinnan erilaisten pisteiden kisitte-
lyn kesken#sin yhdenmuotoiseksi, kuvaamme aina tutkittavan pis-
teen ympiriston kidntden yksikisitteisesti yksinkertaisesti peite-
tylle alueelle origon ympiristson. Kuvauksen suorittaa

.
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1° tavallisessa pisteessd (2, $o) MUUNNOS =25 — %o,

9° Kkiertopisteessd ¢ 2 t=19yz—a,
1

3°  adrettomyyspisteessd £ t=

|

Muuttujaa ¢ nimitetadn vastaavaan pisteeseen kuuluvaksi Rieman-
nin pinnan sdidnmallistjiksi.

Nyt midrittelemme:

Funktio sanotaan sidnnolliseksi erdidssd Riemannin pinnan
pisteesst, jos se siihen Tvadwvan sidnndllistijin funktiona on t-
tason origosse sddnnollinen analyyttinen funktio: Samoin sano-
taan piste n-kertaiseksi molla- tahi napapisteeksi ana sen maukaarn,
onko origo vastauvan sidnnollistijin funktiolla n-kertaisena nolla-
vaiko napapisteend.

Tamsi madritelmid soveltuu siten kaikkiin Riemannin pinnan
pisteisiin.

Tsitimme heti s ja lansekkeen s% sisinnollistajan  po-
tenssisarjoina. Olkoon A
2= fl@)=a, 2t T 40 B Gay 2 a3

— (53— @o) ¢ — ay) (z—ag) (2 — ).

Saamuie silloin eri tapauksissa seuraavat kehitelmit:

(2)

1°) 2501 (Zz_t:l
(3) -9:so(l+;;~§'ézog)t+---),
Gl 1 % ey G
S e Ry
®) =ty T@ (it s
(4) BTy F@ a4

2 1t

(3)

(4)

kie
kwm
nil
1y}
sa

Jt
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| b3 <9
Fy A 7 =a. . ) Cﬁ =—1 3
b 2 a ]
(3) s=1t"2V «a, (1 e --):
o
dat

(4) 3672:—1/61—0 -t .

s:lld on tdmén mukaan nelji yksinkertaista nollapistetts, nim.
kiertopistect, ja kaksi kaksinkertaista napapistettd, nim. pinnan
kummankin lehden . Riemannin pinnan pisteen merkitseniseen
nihden lisidmme téssi, ettd kiertopiste merkitiiin joko (, 0) tahi
lyhyesti @, ja ettd w-pisteen merkkini kiytetiin, tarkottaes-
samme médrittyd pinnan lebtedi, (oo, V ap), jossa ¥ @, on raja-arvo

lim f‘;

= =~

s iviin s dt
juuri siind lehdessii, joka on kysymyksessii. — Lauseke s 7 "
-tason origossa aina sddnnillinen ja == 0 . ?

3. Kun rationalifunktion lausekkeessa (1) eri tapauksissa
suoritetaan sarjakehitelméd #:n potenssien mukaan, niin huomataan,
etti Riemannin pinnan rationalifunktiolla on wvain ddrellinen
mddrd erikoispisteitii ja ovat me kaikki napoja.

Témén kidnteisvaittimid on myods voimassa:

Jokainen funktio, joka on yksikisitieinen Riemannin pin-
nalla jo jonka kaikki erikoispisteet ovat mapoja, on pinnan ratio-
nalifunktio.

Silla jos v on tillainen funktio, niin on sills, tarkastettuna
z-tasossa, kaksi eri haaraa v; ja v,. Funktio

=+,
on silloin z:m yksikisitteinen funktio, mutta funktio v, — v, kaksi-
arvoinen ja pariton, samoin kuin s. Funktio

on niin ollen z:n yksikiisitteinen funktio. Sarjakehitelmiin avulla
huomataan, ettd ainoat mahdolliset ¢:n ja y:n erikoispisteet ovat
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napoja. Siis ovat ¢ ja 1 tunnetun viittimin mukaan 2. ratio-
nalifunktioita. Ratkaisemalla edelld olevat yhtilit esim. ¥y suh-

teen saadaan

vy = % ((P (2) 4= s (Z>) ,

joka médritelmin mukaan on pinnan rationalifunktio.

Pinnan rationalifunktion (kokonais-)ke'rmluv‘ulla tarkotamme
sen kaikkien napapisteiden kertalukujen summaa.

Rationalifunktiolla on yhtd monta nollapistelti kuin napa-
pestettd.  Yleisesti: Rationalifunktio saa jokaisen arvon nitn monta
kertaa kuin sen kertaluku ilmaisee.

Olkoon R (z,s) pinnan rationalifunktio. Viittimin todistus
palautetaan vastaavaan yksinkertaisen tason viittimiin tarkastele-
malla funktiota

r(z)=RB(zs) R(z, —s).
Téami todistetaan =:n rationalifunktioksi samoin kuin v, 4 v, edel-
lisessd viiittdmissi.

Olkoon ZR:ll4 Riemannin pinnan tavallisessa pisteessi (24, So)
tahi o-pisteessi sarjakehitelmi

R(z,s):aot’”(l—{-—alt—[—- L ')7 CL0¢O,

Aina sen mukaan, onko kertaluku  positiivinen, nolla vai nega-

tiivinen, on piste (2o, $,) £2:n nolla-, neuntrali- tahi napapiste. Ol-
koon samaten pisteessi (2, ,-— $g)

R(Z,S):bot'l(l+blt+ i ')7 bo#®«
Niaistd sarjoista saadaan

r@) =agbgtmtr (1 eyt 4 - - ), @%by F0,
miké osottaa, etti rm kertaluku pisteessi z, on sama kuin pisteissi
(29, S0) ja (2, — &) olevain K:m kertalukujen summa.
Kiertopisteessid a olkoon

R(z,s):aot”’(] +a1t+a2t?.+ =5y °)y a’o#05 t:-l'fz_——a
Tiasti saadaan

R, —s)=ag(—tHm" (1 —a t+ayt>— . - )

i i
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ja edelleen .
r)=(—Dmaie—am[1+@an—da) E—a+- -]
r-n kertaluku on siis kiertopisteessi sama kuin F:m.

Niaists seikoista johtuu, ettd E:mn kaikkien Riemannin pinnan
pisteisiin'knuluvien kertalukujen summa, joka on sama kuin nolla-
ja napapisteiden kertalukujen erotus, on yhtii suuri kuin 7:m kerta-
lukujen sumima z-tasolla, joka summa on nolla.

Senrauksena tistd viittimisti saadaan ettd kackkialle ddrel-
Linen rationalifunktio on vakzo.

4. Riemannin pitnalla ei ole olemassa ensimmiisen kerta-
luwvun rationalifunktiota.

Témén perusviittimén todistusta varten tarvitsemme seu-
raavan napapisteiti koskevan apuviittimén:

Olkoon = r

1.5 P

, B
Riemannin pinnan rationalifunktio, jossa polynomeilla Py, Py, P; e
ole yhteisti nollapistetii.

Jos Riemannin pinnan tavallinen piste on Pyn k-kertainen
nollapiste, niin johtuw siiti ainakin yksi k-kertainen napa R:lle.

Jos kiertopiste om Pym k-kertainen nollapiste, wiin on se
2 k- tahi (2 k — 1)-kertainen R napa.

Kun Ppn, Pyn ja Pgn asteluvut ovat ki, ky ja ks, ja kun
n merkitsee suurempaa luvuista ky ja k, +2, niin on ainakin toi-
nen Riemannin pinnan w -piste B (n — ks)-kertainen napa, jos
> kol ’

1° Pyn k-kertainen nollapiste on z,, joka ei ole kierto-
piste. Ellei kumpikaan zqssa olevista pinnan pisteistd (2o, $9) ja
(%9, — 8,) olisi RE:m k-kertainen napa, niin olisi Em osottaja mo-

lemmissa nolla:
P, (2¢) + 8o Py (20) = 0.

Py (z9) — 8 Py (29) = 0.
Koska s, £ 0, niin olisi P; (z,) = P, (3,) = 0. Mutta silloin olisikin
polynomeilla P,, P,, P; yhteinen nollapiste z, vastoin olettamusta.
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2° Jos kiertopiste « on k-kertainen polynomin P, nollapiste
s-tasossa, niin Riemannin pinnan kiertopisteens on se 2 k-kertai-
nen nollapiste. Jos osottaja tissd pisteessi on # 0, niin on siini
B:li 2 k-kertainen napa. Jos sitévastoin

Pi@+ 5@ Py(a)=0,

niin on, koska $(a) =0, wmyis P (@)=0 ja siis P, (a) 0.
Tulolla s P, on niin ollen 1-kertainen nollapiste a:8sa, kun taas
Prlli on 2-kertainen. B osottajalla on siten piste a 1-kertai-
sena nollapisteend. Koska se ol nimittéjin 2 k-kertainen nolla.
piste, niin on se Rm (2 & — 1)-kertainen napa.

3° Polynomien P, P, P, asteluvut ilmaisevat, kuinka
monikertainen mnapa kullakin polynomilla on w:ssi. Koska s:114
on Riemannin pinnan kumpaisessakin @ -pisteessit 2-kertainen napa,
niin on niissi s Pylla (k2 4+ 2)-kertainen napa. Jos k, ja k, - 2
ovat erisuuret, niin olkoon suurempi niisti n. Osottajalla on sil-
loin kummassakin @ -pisteessi n-kertainen napa. Jos ky =k, -|- 2
=n, niin olkoot ensimmiiiset termit Pim ja s P, sarjakehitel-
missid  pinnan @ -pisteissd a2 ja + 02" jossa merkki erottaa
pinnan eri lehdet seki « ja b ovat £0. Ra lausekkeen 080t-
tajan kehitelnéin ensimmiinen termi on siis eri lehdissi

(@~0) 3" ja (a-— b)2n

Koska @ ja b ovat # 0, niin ainakin toinen luvuista a 40 ja
a—bon #£0, josta seuraa, ettd ainakin toinen = on osottajan
n-Kertainen napa.

Jos nyt n >k, niin on ainakin toisessa pinnan @ -pisteessii
LB:1li napa, ja on sen kertalukn n—=rk,

Tamén apuviittimin nojalla todistamme nyt péiéivﬁitt&méi,nr
epdsuorasti. Oletamme siis, ettd on olemassa 1. kertaluvun ratio-
nalifunktio Riemannin pimmalla, ja kirjotamme sen muotoon

R 9
3

Ensiksi huomautamme, ettei P, ole identtisesti nolla. Jos
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Ensim. |

niiet P, olisi molla, niin olisi R:1l3, zm rationalifunktiona, ainakin
yksi napapiste s-tasossa, ja Riemannin pinnalla siis véhintdéin kaksi.

Jos nyt RE:m ainoa napa on ddrellinen piste, niin apuvéit-
timin kahden ensimmiisen osan mukaan se on Pyn ainoa nolla-
piste, vieldpd vksinkertainen, joten Pyn asteluku = 1. Koska sen
lisiksi P, on eri suuri kuin nolla, niin apuviittdmén viimeisen
osan- mukaan on F:lld oo:ssil toinen napapiste, vastoin olettamusta.

Jos R:n napapiste on Riemannin pinnan jommankumman
lehden e« -piste, niin apuvéittimin kahden ensimméisen osan mukaan
on P, vakio, joten sen asteluku on = 0. Koska -vield P, on 3£ 0,
niin on K:E apuviittimén viimeisen osan mukaan toisessa pin-
nan o -pisteessd ainakin 2-kertainen napa, mik# taas on vastoin
olettamusta. Vaittimé on siis todistettu.

5. Funktio R (z,s) ==z on, Riemannin pinnalla katsottuna,
toisen kertaluvun rationalifunktio, silld pinnan kumpikin oo -piste
on sen yksinkertainen napa ja kaikkialla muualla se on séidnnil-
Toisen kertaluvun rationalifunktioita on siis olemassa. Tar-

linen.
kastelemme niistd sellaisia, joilla on kaksi yksinkertaista napa-

pistetid,
Jos on olemassa sellainen 2. kertaluvun rationalifunktio,
-!l(—;’[az S) ol Pl_‘_"“Pﬂ
b, 1"‘;, Pli :

Jonka mnapapisteet ovat kaksi Riemannin pinnan tavallista #irel-
listd pistettd (@, @) ja (b, 8), jossa a2~ b, niin téyttis se seuraa-

vat ehdot:
A, Edellisen n:on apuviittimin ensimméisen osan mukaan on

P,=@GC—a)(z—0).

B. Saman viiittimin viimeisen osan mukaan on P;:n aste-
luku korkeintaan 2 ja P, on vakio, joka on % 0. ¥ on siis muotoa

= o Ayr+ Ay
(0) W — g [7.31__ {1’.) (23“-" E) —I— AO J
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C. Koska pisteet (o, —a) ja (b, —pB) ovat ¥m sidnnollisid
pisteitd, niin ¥:n osottaja on niissid nolla:

Aja+ 4, —a=0,
A b+ 4,—8=0,

nisti seuraa

__a—ﬁ L
Al—a-b '

_af—ba
4i 7 gt

Kun nyt 4,:lle Ja A,:lle annetaan nami arvot, niin esittdd
lauseke (5) sellalsta 9. kertaluvun rationalifunktiota, jonka yksin-
kertaiset navat ovat (a, ) ja (b, B), olkoot g ja A, mitki vakiot
tahansa, kun vain g 7 0.

Kehitimme ¥:n sarjaksi napapisteiden ympéristossi. Saamnie

pisteessi (@, «): ¥'= ig_z lt —+ sadnnoll. funktio,
X 29 )
» (b: ﬂ) Y—=— LLE;J . ’li "“ saannoll. funktio,

jossa ? on vastaava saannollistija (n:o 2). Kun vakiolle g annamme

arvon
= % (¢« — ),
niin sarjoiksi tulee
pisteessi (a, a): ‘I’—% 4 siann. funktio,
(6) 8
, (b, £): V= 7 -+ sédnn. fur}ktio,

ja ¥'n lausekkeeksi saadaan

(a—B)z +@p—ba)+(a—0b)s ‘
v 9(z—a)(z—D") 4,

joka voidaan kirjottaa muotoon

o

(7)

N

merkit
pysyer

(uj, C

piste
raja
koh
(a,
ten

Sasg

(8)
Ra

po

jo
ol
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a,a a—l—s ﬂ+3 _I__ AOy

() Yop=oG—a) 2(z—0)

Nyt tarkastelemme, missd médrin saatu funktio séilyttad
inerkityksensa, kun napapisteet saavat erikoisia arvoja kuitenkin
pysyen Riemannin pinnalla eri pisteini. Piddmme ensin 4, =0.

1° Kun (b, f) menee pisteeseen (¢, — @), niin saadaan (7):st:

la,2) o :

Wla,—a)_ c—q

2° Kun (b, 8) on kiertopiste (a; 0), niin

fma) . T o F -
L T 2(z—a) 2(c—a)

3° Jos vield toinen napapiste (a, @) menee kiertopisteeseen

oy _ S ( N g e, ) .
o 2\z— Z2— oy
4° Jaljelli on tapaus, jolloin toinen tahi molemmat napa-
pisteet menevit ddrettomyyteen. Tillgin emme (7):std saa mitdan
rajafunktiota, siihen kun tulisi &#rettomia vakioita. ,(Tamé epi-
kohta kuitenkin poistuu, kun A4,:lle annamme sopivan, pisteistd
(a, @), (b, §) riippuvan arvon. Kehitimme siti varten ¥m bm po-
tenssisarjaksi siind oo -pisteessi, (00,1/;0), johon (b, f) menee.

Saadaan

-5 g B i
® Y=gttt tapitAt|y)

(aj, 0), niin on

Rajatunktion lausekkeeseen fuleva sreton vakio on 9% Tami

poistuu, kun A,:aan otetaan termi

Wi e o
2(b—2)"

jossa A on aina oleva % b. Pisteen (@, a) tdhden tulee Aj:aan

ottaa termi
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B A TSyt L L7t < vt
! a ; 6.
l . 2(a—4) soveltw
t . Olkoon siis 0
i BN, 2 AT ey
i T ola—n 20—n"’ funkfio
Pl jolloin
i 1 /a-}s a 1 /8+s o (1)
ik aa o Lfews ¢ ) S B0 o B,
| ) T o, 2(2—a+a—2) Q(Z—b +b—-7v
; : saa, K
jossa A=£a,b. Tistd saadaan erikoistapauksissa 1° 2°, 3° vakio- funktic
termist vaille samat funktiot, mitkd saatiin, kun A, oli == 0.
Kun nyt annamme (b,f):n menni pisteeseen (o, ¥ a,), niin (11)
saadaan sarjasta (8)
\a, &) 1 a + S | a 1 — ~
» s —— = -— + —— T /N = K vtv
W(:\o,]/uo) 2 \z__a—]—a_/b ' 21/“0( /) . Selt’t
; 5° Kun vield (¢, @) = (¢, — ¥ a,), niin saadaan
” = niissé
(o0, — Jay) — o )u
¥ . aw Van(Eiods piste
Kaikkien saatujen funktioiden huomaammie olevan vaaditun- :
laisia, kun suoritamme sarjakehitelmét erilaisissa pisteissé. . Napa- Jewin
pisteissi saadaan yleisen tapauksen sarjain (6) lisdksi seuraavat
kebitelmit erikoistapauksissa:
1 osall
o . X . - R (a, @) - a . (l;
1° pisteessi (@, — a): Uy 7 | i ¢
9° @n . __ 1 yw 1 e ! ettd
2 - ar 3 ¥y =3 () - 7 - sidinn. funktio, :
2 1 =y 1 ) niin
(10) 3 " ay : 1Iry.,- T :2 Vf (aj) s 7 _1_ y 1 ’
luk
,, St Va
4 ” ((D, ,/a())- T(oc. V‘Tn) — —t—— + T ” H (n_
L} ] ‘w___;/‘:',"]‘ 1/01)' e i [ nay
5 » (OO, V“o)- !p(w,;/a_‘.l a *t;(_)“vao' @
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6. Nyt tutkimne, miten integroimista koskevat lauselmat

soveltuvat Riemannin pinnalle.
Olkoon @ (z,8) Dpisteen (@, a) ympiristossié yksikiisitteinen

funktio. Integrali

(11) I:fq)(z,s)dz

saa, kun se lausutaan tihin pisteeseen kuuluvan sadnnollistijin

funktiona, muodon

~

’ -
(11y :J ¢ (2, 9) %dt :

Funktion ¢ (2, s) residylld pisteessi (a, @) tarkotetaan lau-

scketta

1 f .

o p (2, 8) dz

s | PGS,

missi  integrali on ulotettn pitkin pinnalla sulkeutuvaa kiyrai
pisteen (@, @) ympéri kerran positiivisen suuntaan.

Madritelmiisti seuraa, etti @ rvesidy pisteessi (a, a) on yhtd
. . l . 1
Tuin funktion ¢ ET: residy pisteessd t = 0.

Lauseke (11)' osottaa, etti integralin rationaliluonteisella
osalla on pisteessi (@, @) (n—1)-kertainen napapiste, jos funktiolla

az ) - ;
a0 t-tason origossa m-kertainen napa. Kun otamme huomioon,

dt : . . ! "
ettii tulo s 7 00 (4)n mukaan origossa aina sdinndllinen ja 50,

- ; dz ¥
niin saamme silli kertoa funktion ¢ Ji ilman ettd timin kerta-

luku pisteessi (¢, ¢) muuttui. Siis:

Integrfﬂin (11) rationaliluonteisella osalla on pisteessi (a, «)
(n—1)-kertainen napapiste, jos funktiolla s-¢ on siind n-kertainen
napa. Sitipaitsi on integralilla siind logaritminen erikoisuus, jos
@ m residy ei ole nolla. Jos funktion s-@ napa on yksinkertainen,
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niin on integralin erikoisuus sund puhtaasti logaritminen. Sddn-
nillinen on integrali tissi pisteessii ainoastaan suind tapauksessa,
ettii s-@ on sind sddnnollinen.

Viimeisen lauseen nojalla saadaan Cauchy’n integralivittama
sovitetuksi Riemannin pinnalle seuraavan muotoisena:

Olkoon S eriis Riemannin pinnan alue ja f (7, s) siind yksi-
kiisitteinen funktio. Riittivi ehto siihen, ettd infegrali

fcf(z,s)dz

suoritettuna pitkin Sm koko reunaa olisi nolla, on se, ettd funktio
s-f(z, ) on alueessa S siénnollinen ja sen reunalla jatkuva.

Tistd johdumme samoin kuin yleisessd funktioteoriassa lau-
selmaan:

Olkoon T mielivaltainen yhdestiyhtendinen Riemannin pinnan
alue, Jos funktio s-f(z,s) on T:ssi yksikisitteinen, sddnnillinen
funktio, niin rigppuw Tessd olevaa tietd mydten suoritetun inte-
gralin

(2 9)
= f f(zs5)dz
{20y So)
arvo yksinomaan integroimisrajoista eikd ollenkaan integroimistiesta.
Residyvaittimid on Riemannin pinnalla sama kuin yksinker-
taisella tasolla.
7. TRiemannin pinnan rationalifunktion integraleja

I::fR(z,s)dz

sanotaan elliptisiksi integraleiksi. Ne Jjaetaan erikoispisteittensi
mukaan kolmeen lajiin:
I lajin integrali on jokaisessa pinnan pisteessd sidnnollinen;
IT lajin integralin kaikki erikoispisteet ovat napoja;
IT1 lajin integralilla on logaritmisia erikoisuuksia.
Seuraavassa tarkastelemme vain I ja TII lajin n.s. elemen-

tarisia integraleja.

+

T lajin
jokaisc
funktic
samall
vakio:

joten

Yila

mdin

erik

Ja

eri

fun

jo

te




garitminen. Sddin-
sund tapauksessa,
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n se, ettd funktio
Mla jatkuva.
nktioteoriassa lau-

Riemannin pinnan
‘nen, sddnnollinen
n Ssuoritetun inte-

- integroimistiestd.

1@ kuin yksinker-

graleja

rikoispisteittensi

ssé sddnnollinen;
- napoja;

tuksia.

jin n.s. elemen-
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Ensim. lajin elliptisen integralin k#inteisfunktion yksikésitteisyys. 1§

N e

Olkoon L
u :fR (z,8)dz

I lajin integrali, jos niitii on olemassa. Koska u on sdiinnillinen

jokaisessa pinnan pisteessii, niin edellisen m:on mukaan on my

s. & jokaisessa pinnan pisteessii sidnnillinen. Koska s- R

tunktio
samalla on pinnan rationalifunktio, nin on se n:on 3 mukaan
vakio:
¢
s-R=c, R=—:"
$
joten

u:f—c—dz
S

1 lajin elementariseksi integraliksi sanomme integralia

(2, S)

(12) u:f?

(2or S0}

Ylla esitetystd sem:aa, ettd jokainen muu I lajin integrale on td-

mén linearifunktio.
1IT lagin integralia sanotaan elementariseksi, jos sen ainoat

erikoisuudet ovat kaksi puhtaasti logaritmista erikoispistettd (a, a)l

a
ja (b, ). Olkoon

.Q(a'a):fR(z,s)dz

(b, 3)

erds tillainen integrali. N:on 6 mukaan voimme phdtelld, ettd

funktio s- R on rationalifunktio

(a, a)
s-B= T(b, o

jonka erikoispisteet ovat kaksi yksinkertaista napaa (a,a) ja (b, B).
N:ossa 5 olemme sellaisen muodostaneet kaikkia eri tapauksia var-

ten. Saamme siis:
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(281 (a,0)
(a, a) i T-lb. ] Y
G (0, (e s 7
1Zgs So}

(13)

(2,

L N

Tams on se III lajin elliptinen integrali, jota seuraavassa tarvit-

(2 u,'su)

semme.
Kehitiamme saadun integralin signnollistijin potenssisarjaksi
erikoispisteiden ympiristissi. Sgannollistijin funktiona on

V. sarjain (6) ja (10) ja lausekkeen s - Sarjain (4) mukaan huo-

dz
mataan, ettd, olkoonpa napapisteilld miki erikoinen asema tahansa,
niin on joka tapauksessa

(14) pisteessit (a, «): £ =1log? + signnollinen funktio,
” (b, ﬁ) Q:—logt+ ” ” )

kun ¢ on vastaava saann(ﬁlistajéi, Qm integrandin rvesidyt ovat
siis erikoispisteissd vastaavasti + 1 jo — 1.

8. Riemannin pintamme el ole yhdesti yhteniinen. Jos niet
tehdidn esim. kiertopisteet @, ja @, kiertiva suljettu leikkaus B
(kuv. 1), niin se ei palota pintaa, joka tidten on saanut kaksi eri
reunakayrid, nim. leikkauksen B molemmat reunat. Némi voim-
me sentdhden yhdistdd poikkileikkauksella A4, ilman ettd pinnan
yhteniisyys lakkaa, mutta jokainen Am ja B lisiksi tehty poikki-
leikkaus jo palottelee pinnan.

Leikkaukset A ja B tekevit alkuperdisen useammasti (3:st2)

yhiendisen Riemannin pinnan F yhdestiyhtendiseksi pinnaksi K.
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Annamme leikkauksille médrityn positiivisen suunnan ja sa-
nomme leikkauksen vasemmaksi ja oikeaksi reunaksi tih&n suun-
taan kuljettaessa vastaavasti vasemmalla ja oikealla olevaa reunaa.
Merkitsemme  vasemmalla reunalla olevan pisteen A:lla ja oikealla
edellistd vastapiiiti olevan o:lla. Miiritidin esim, B:n suunta mieli-
valtaisesti ja sen jialkeen A:n suunta siten, etti A kulkee Bwm yli
sen vasemmalta puolelta oikealle (kuv. 1). Integralit

S d s

merkitkoot integralia suoritettuna pitkin leikkausta néin maérit-
tyyn suuntaan.
9. Olkoon I=[R(s)d:z

yvleinen elliptinen integrali. Kun rationalifunktion s- 2 (z; ) napa-
pisteet yhdistetdin esim. Am ja B:m leikkauspisteeseen ¢ leikkauk-
silla 1, jotka eiviit leikkaa toisiaan eiviitkii A:ta ja B:ti (kuv. 1),

L

niin siten leikatulla yhdestiyhteniiselli pinnalla (™) on s- R siiiin-
nillinen yksikisitteinen funktio. Ehto, jolla integralin arvo on
integroimistiestd riippumaton (n:0 6), on siis tiytetty, joten jokai-
nen iﬂtegmlin 1 haara on iyksikisitteinen pinnalla F".

Integralin eri huarat erouvat toisistaan vakioilla, joita samno-
taan integralin jaksomoduleiksi.

Timé johtun suorastaan siitd, ettd eri haarain derivaatat

ovat samassa pisteessd yhtd suuret.
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Tiasti seuraa, etti infegralin saman haaran arvot leikkauwk-
silla toisiaan vastapddtd olevissa pisteissi A ja o eroavat toisistaan
myds jaksomoduleilla. Kun niet kysymyksenalaisesta haarasta,
alkuhaarasta I, menniin toiseen I' siten, ettd (z, s) kulkee jonkun
leikkauksen L yli vasemmalta reunalta oikealle, niin edellisen
mukaan on

I'(z,8) —I(z,8)=M ,

jossa M on eréis jaksomoduli. Tiam# yhtils on voimassa erikoi-
sesti Lm oikealla reunalla: ®

I'(Q)—I(0)=M .
Mutta koska I'(¢) = I(A), niin saadaan tisti
(15) I —I@ =M,

niinkuin viitettiin, Lukua M sanotaan letkkaukseen L kuulu-
vaksi jaksomoduliksi.

Integrandin napapisteen johdosta tehdylld leikkauksella ! on
I:n jaksomoduli = £ 2 @i >< R:n residy kysymyksenalaisessa na-
vassa. (Merkki riippuun siitd, miten leikkauksen vasen ja oikea
reuna méiritelliin).

Leikkaukseen 4 kuunluvan jaksomodulin J/, saamme, kun pis-
teet A ja 0 menevit A:m ja B:m leikkaus pisteeseen. I (%) — I(o)
on silloin integrali suoritettuna o:sta A:aan B:td pitkin negatiiviseen
suuntaan. B:hen kuuluva jaksomoduli M, taas on integrali suoritet-
tuna A:ta pitkin positiiviseen suuntaan. Niin saamme yhtilst

M, =— fBRdz ;

(16)
M, = fARdz

10. Koska I lajin integralissa (12) s X integrandi on vakio,
niin on ,tiestiriippumattomuusehto® (n:0 6) tiytetty koko Rieman-
nin pinnalla, joten saamme lauselman:

TP
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1 lagin elliptinen integrali on yksikiisitteinen jokaisessa Rie-
mannin  pinnan yhdestiyhtendisessi alueessa ja erikoisesti A:m ja
B kautta leikatulla pinnalla B

Olkoot integralin (12) jaksomodulit A:lla ja B:ll4 vastaavasti
2o, ja 2w3. Kdellisen mon mukaan vallitsevat silloin yhtilot
(15) ja (16), joista saadaan

Alla: 2w1:—f LB:—[‘ du
g S J B

(1) :
o [ar_
Billi: 2w, _fA ; _fAdu ,
ja .
Adlla: w(A)=u(+20,,
(18) Blli: u(A)=u(0)+2a, .

Sanotaan kuljettavan leikkauksen yli positiiviseen suuntaan,
kun menndin vasemmalta reunalta oikealle, ja piinvastoin nega-
tiiviseen. T#méin ja yhtiloiden (18) nojalla saadaan lauselma:

Kun (z,s) on kulkenut yhteensi k, kertaa A:n poikki ) Ja k,
kertaa B poikki ja sitten likkwu leikatulla pinnalla ) niin
siten saatu integralin (12) haara wy,,, toteuttaa yhtilin

(19) Uks 1y (5, 8) = (2, 8) + 2% 0 + 25 09y

Jossa w (z,8) on integralin alkuhaara. Kaikki pisteeseen (2, s) kuu-
luvat integralin arvot saadaan tisti kaavasta antamalla ky:lle ja
ky:lle kaikki mahdolliset kokonaisarvot 0, i talagl Fpei N5

Arvoja (19), jotka eroavat toisistaan jaksomodulien kokonai-
silla monikerroilla, sanotaan keskeninsi kongruenttisiksi, ja merki-
tddn lyhyesti

Uk by, =U .

I lajin elliptisen integralin jaksomoduleista ei kumpikaan
ole nolla.

Jos ensiksi molemmat jaksomodulit olisivat nollia, niin olisi
% yksikésitteinen leikkaamattomalla Riemannin pinnalla ja ollen

) k; on pogitiivisten ja negatiivisten vlikulkujen lukuméiiriiin erotus,

samoin ;.
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sen lisiksi kaikkialla #drellinen olisi se n:on 8 mukaan vakio.
Koska u kuitenkaan ei ole vakio, niin eivit siis molemmat jakso-
modulit ole nollia. Jos sitten vain toinen, esim. 2 o, , olisi nolla,

niin olisi funktio .
£ 4

eWs

yksikésitteinen leikkaamattomalla Riemannin pinnalla ja lisiksi
kaikkialla &drellinen. Tamé funktio olisi niinmuodoin vakio, ja
siis myds w. Jaksomoduli 2 @; ei siis ole nolla, ja samoin osote-
taan, ettel myoskidéin 2 m; ole nolla.

11. Kehitetéiéin I lajin integrali (12) ja sen kilinteisfunktio
sarjaksi eri tapauksissa. Olkoon (2, S;) mielivaltainen Riemannin
pinnan piste ja ¢ sithen kuuluva siénncllistiji. Koska integrali
w on pisteessi (2, 5p) sidinnéllinen pinnan funktio, joka merkitsee
sitd, ettd se sidnnollistijin funktiona on origossa si#nnsllinen
analyyttinen funktio (n:02), niin voidaan se kehitté# potenssisarjaksi:

U—uy=¢ t 4 ¢y t* -+ -

jossa 1, on pisteeseen (g, s,) kuuluva integralin arvo. Koska e,
on yhtd kuin derivaatan
Codu_dudz 1
At rd At § | dt
¥
arvo, kun ¢=0, niin on (4):n mukaan ¢, ;é 0, ja sarja voidaan
siis k##ntdd, jolloin saadaan

t=dy(u — wuy) + dy (u — ) 4+

Sarjain kertoimet saadaan derivoimalla. Laskemme kaksi ensi-
méistd Kkerrointa siind tapauksessa, jolloin (24, s,) on Riemannin
pinnan tavallinen, dérellinen piste. Silloin on

todt

Z—Z, =1 =i,

joten kaikki derivaatat ¢:n suhteen ovat samat kuin z:mn suhteen.

Saadaan:
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du 1 dj 4 =

d_: —_— I—/—_'(:: ) du 7. Vf(“) L

#u 1 @ @z _dYfiE) dz _ 1
dz? 2 (V]T(;_)? . du? ds dvw 2 FGs

ci = _;__, dl = Vf(:o)y
VT (z)
e 40 i) do— L g
Cy = 9 U/—f__(zn))i’ 12 4 f (NO) 8

Samalla tavalla voidaan kertoimet muissakin tapauksissa laskea.
Joka tapauksessa ne rigppuval vain pisteesti (z,, s,), ewdtkd ollen-
kaan kysymyksenalaisesta integralin haarasta. Titen johdutaan
seuraaviin sarjoihin.

1° z, on tavallinen &#érellinen piste, jolloin z—sz5 = ¢:

U — :—l—;_z [ 1/‘("'0) T

(20a) z__zoz,/f(é;)'(u_14,o)+if' eI Al kT

2° 2, on kiertopiste a,, jolloin z — ay = ¢* :

e1) u—uy=——

]// (r.', )
(21a) z—a, = }If'(a,ﬁ) (w— uo) —}- f () [ () (U—ug)t -+ -

3° 7, on Adretdn, jolloin z=17¢"1:

a '
(22) u—u_—jt‘l i SR
] Vit l o :
1 12 a :
) r=— BB )t
0

Niistd sarjoista voimme lukea seuraavan lauselman:
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Ensimmaisen lajin elliptisen integralin kainteisfunktion
yksikisitteisyyden todistuksia.

I. Algebrallisten funktioiden ja integralien teoriaan
perustuva todistus.

12.  Yhden todistuksen T lajin integralin kiiiinteisfunktion
yksikésitteisyydelle saammie edelld suoritettujen tarkastelujen no-
Jalla, kun niihin lisdéimme vield seuraavat lauseet.

Olkoot I lajin integralin (12) jaksomodulit A:lla ja B:li
2w, jo 2wy sekd 111 lajin integralin (13) 2 £, ja 2 &. Niiden
vildld vallitsee yhtiilo
(23) My & — 0y § = % {u (a, a) — u (b,,@)} ,

Jossa w(a, @) ja w(b,8) ovat integralin (12) suman haaran arvot
111 lagin integralin logaritmisissa navoissa.

IIT lajin integralin jaksomoduleihin nihden vallitsevat yleiset

yhtdlst (15) ja (16). Siis on

Alla: Q(/l)—Q(g):2§1:—fB a9,
Blli: QU)—Q(=24=[ a0 .

Todistaaksemme yhtilon (23) suoritamme integralin

)
I:fu(Z_Q :fucjl'; dz

alueen F’ reunaa pitkin positiiviseen suuntaan seki sovellutanme
sithen residyviittimis. Koska » on sisnnollinen koko Riemannin

- . . 9 J 3 3 i d
pinnalla, niin ovat integrandin erikoispisteet samat kuin Sz s
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jotka ovat Q:n molemmat logaritmiset navat (4, @) ja (b, B). Voimme
otaksua leikkaukset tehdyiksi

siten, ettei kumpikaan mainituista
pisteisti sijaitse niilli,

Integroimalla saamme silloin

I:fA w(i)dQ +fB w(2)dQ _.[A u (0) d Q _fB u(0)d Q —

_fA (10 (2) —u ()} dQ+fB{1L (%) —u(9)) d Q=

=30 .[‘A @ Q4 9 cusl/;? dQ=4 (o, & — w5 &)

Toiselta puolen on timi integrali residyviittimin mukaan vhtd

DAL : d0 . A

sunrt kuin integrandin w = kaikkien residyitten summa kerrot-
: d

tuna 2 mwelli,

d Q 2 .

72 0 residyt vast. -1

Integrandin erikoispisteissi, (¢, @) ja (0, 8), ovat

a-—1 (ks. 14). Koska w on kaikkialla séén-
. s " ; 10 ! :

ndllinen, niin  ovat Integrandin L—df residyt u (a, ) ja— u(D,$),
jotén

I:Qni{u((t,a)gu(b,ﬁ)} :

Niin olemme saancet esille vhtilon

(23), jossa molemmat integra-
lin arvot ovat samaan haarg,

an kunluvia.
Yleisesti funktioteoriasta
kuvausta koskevan Véaittiméin
Olkoon S yhden Yksinkertaisen, suljetun kiyrin C rajottama
alue jo u=f (#) Sen sisélli yksiksitteinen Ja sdinnillinen ana-
lyytlinen  funktio seki reunalla iidrellinen Ja jatkuva, Jos f(z)
uljetuksi kiyriksi T, niin kuvaa se
ikdsitteisesti Ja  siséiipisteissi konformisests
evaan alueeseen 3.
Tamin todistus nojautun argumentin variatios
Jos alucessa S yksikdsitteinen

tarvitsemme seuraavan konformi-

kuvaa C:n yksinkertaiseksi,

aantoon :

, rationaliluonteinen analyytti-
lUinen ja jathuva sek £ (),
Ja napapisteiden lukuméidrdin

— T
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integralin kiifinteisfunktion yksikdsitteisyys.

Ensint. lajin clliptisen

r 1 :
N—M= B N arg [(z)

jossa LD arg f(z) merkilsee [(z)m arqumentin (= vaihekulman)
muntosta zm  Kiertiiessi S ympdrt reunad C pitkin yhden ker-
ran positiviseen suuntaan, ja jossa jokainen n-kertainen piste on
laskettu nksi yksinkertaiseksi. Jos [(z) on scidannillinen Sissi, nin
caadaan tilld tavalla sen nollapisteiden lukwmddra.

Nimi viittimat pitdvit paikkansa myos Riemannin pinnalla.
Jilkimméisen pitevyys huomataan palottelemalla Riemannin pinnalla
oleva alue S siten, ettii siitd ensin otetaan erilleen Kkierto- ja

garettonyyspisteiden  ympéristit, ja sitten jilelle ja&pd alue
variatio

jaetaan vksinkerfaisesti peitettyihin osiin,  Argumentin

Sm ympiiri kierrvettiessi on yhti suuri kuin kaikkien osien ym-
piri kierrettiessi gaatujen variatioiden summa. Mutta niihin osiin
nithden pitid  argumentin variatiosidints paikkansa: kierto- ja -

rettimyyspisteiden ympirigtiissi nolla- ja napapisteiden kertaluku-

jen madiritelmian nojalla (n:0 2), muissa osissa yleisen funkfioteorian
_ Konformikuvausviittimi todistetaan sitten argumentin

mulkaan.
avulla, aivan samoin kuin yleisessii funktioteoriassa.

variatiosidnnion
Kuvauksen konformisuus kuitenkin lakkaa kiertopisteissi.

13.  Yksikiisitteisyystodistuksen kulku on pidpiirteissidin seu-
raava:
Osotetaan, ottt integrali el saa kongruenttisia arvoja eri pis-
teissi Riemannin pinnalla . Vastakohtaisessa tapauksessa néet
voitaisiin IIT lajin integralin avulla todistaa, ettd olisi olemassa

1 kertaluvun rationalifunktio £:1ld, vastoin mn:oa 4. Téstid seki

mon 10 viimeisesti viittdmisti seuraa, etti [7'm reunan kuvaksi

u-tasossa tulee yksinkertainen, suljettu kayra, jonka rajottamaan

aluceseen P leikattu pinta £ kidntien yvksikisitteisesti kuvautuu.
P todistetaan sitten Kkityréviivaiseksi suunnikkaaksi. Témén jil-
keen johdetaan muutamia yleisid viiittimii kiyriiviivaisista suun-

nikkaista. Niiden ja integralin jaksollisuuden avulla: jatketaan

saatu kuvaus koko u-tasoon, jolloin ilmenee, ettii integralin (12)
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kédnteistunktio on olemassa koko

tiseng funktiona, Joka lopuksi todj
funktioksi,

tasossa yksikiisitteiseni analyyt-
stetaan 2. kertaluyun elliptiseksi

14.  Todistamme Siis viittimin:

Ensimmdiisen lajin elliptinen ing

egrali ei saa Riemannin pin-
nan ere pisteissi keskengns

d kongruenttisig arvoja.
Antiteesi: Integrali

saa F'm eri pisteissi
keskeninsi kongrue

nttiset arvot u (a, ) Ja u (b, 8),
w(a, a) —y (b,8) =

(a,@) ja (b, f)
joten
2k Oy + 275 )

3 ovat kokonaisi lukuja. Teemme Pinnan leikkauk-
set niin, ettei kumpikaan

(0, 8) ole niilld, seki ole-
tamme, ettty 1 (a, @) ja wu (b,8) ovat integralin
arvoja.

Jossa % ja &
pisteisti (a,a),

saman haaran

Koska (a, a) £ (B, #), niin on ole

integrali- Q ((;’ ;)) y Jonka logaritmiset, navat

Kun sen jaksomodulit 4.
mukaan on p

(23)

nassa  sellainen IIT lajin
ovat (a, a) ja (0,8) (ks. 13).
a ja B:li ovat 9 &

diden ja w: Jaksomodulien vij
; Josta antiteesin nojalla saadaan

Ja 2 &, niin n:on 19
& olemassa yhtils

(24) 0183 — 0y &= 4 (ks @) - F, o))

Nyt muodostamme funktion

(a, ) 1 =F A3 il
Q) 0 _sithkai
B(z5)=¢ ©H s

dmme, ettd tims on Riem

annin pinnan ensimmiiisen kerta-

antiteesj on oikea,
Todistaaksemme Sen osotamn

ne ensin, etti & op Yksikisittei-
N:ion 9 mukaan on
» Joka saadaan F.sts
Koska w on Jo F"1i yksik
nakin  F]py

Riemannin Dinnalla, Q Yksikiisitteinen
leikkauksien ¢, ja
asitteinen, niip op

lalla ja 7,114 ovat Qm ja siis
myos Z:m lansekkeen koko eksponentiy Jaksomodulit + 9 (ks.

ot niillg leikkauksilly, toisiaan

Sallla— . -
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vastapaiti olevissa pisteissi ovat yhtisuuret. R on niin ollen
yksikasitteinen myos F"14.  Leikkauksella 4 on E:n eksponentin

jaksomoduli
& -1 Ty mi -
90— L1 32" 90, =—2kymi .
“]1
B:1l§ se on
E kg gvi 2 F d
9 §3 . _|_ Rk S 9 0y = _(0)1 §3 —- (g §1 — 7{73 .7'6’10)3) H
fr}t (1)1 '

joka antiteesisti saadun yhtilon (24) kautta antaa 2 ky zwi. Koska
Rq eksponentin jaksomodulit A:lla ja B:lld ovat 2 avi:n kokonaisia
monikertoja, niin R itse on niihin nihden yksikdsitteinen. B on
siis yksikiisitteinen leikkaamattomalla Riemannin pinnalla.

Toinen tehtivi on todistaa, etti Rm ainoana erikoispisteend

Riemannin pinnalla on yksinkertainen napa. Koska R ekspo-

nentti on sidinnéllinen kaikkialla muualla paitsi pisteissé (a, @) ja
(b, 8), niin ovat némi ainoat mahdolliset R erikoisuudet. £:n
sarjakehitelmiin (14) avulla saadaan niissi pisteissia E:lle esitys-
muodot, joista suorastaan ilmenee, ettd piste (@, @) on E:n yksin-
kertainen nolapiste ja (b, 8) sen yksinkertainen- napa.

Koska R on pinnan yksikisitteinen funktio, jolla on yksi
ainoa yksinkertainen napa erikoispisteend, niin on se n:ossa 3
(siv. 3) todistetun vaittiméan ja rationalifunktion kertaluvun méari-
telmén (siv. 4) mukaan pinnan er}simmaisen kertaluvun rationali-
funktio. Mutta nyt olemme tulleetkin ristiriitaan, silli n:on 4
mukaan ei pinnalla F' ole olemassa 1. kertaluvun rationalifunktiota.
Antiteesi, josta liksimme, on niinmuodoin vdird ja viitos oikea.

15. Koska integrali (12) on yksikisitteinen F:114, niin ku-
vautuu " reuna sen kautta suljetuksi kiyriksi. Kdellisen n:on
ja n:on 10 viimeisen viittiman avulla todistamme siihen nidhden
seuraavan:

F'mn reunan kuvakiyrd on yksinkertainen, s.o., ei letkkaa

eikii sivua itseddn, joten se rajottaa ddrellisen, yhdestiyhtendisen

alueen.
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Jos niet mainitty kiiyrd kohtaisi itsediiin, niin kohtaamispistetts
vastaisi (ainakin)

kaksi eri pistetts F'n reunalla

teet olisivat ey pisteitd leikkaan:
grali  keskeniinsi kox

Jos nimi, pis-
& Dpinnalla, niin sajsi inte-
1gruenttiset  (tissi erikoisesti

» vastoin m:oa 14,  Jog pisteet
tiset, leikkaamattomaliy Pinnalla,

vastapiiti olevaa leikkanksen pist

samat) arvot
olisivat ident-
jolloin ne olisivat kaksi toisiaan

kahdessa er pisteessii

ettd 2 ja o, niin olisi « (%) =wu (o)
eli vastaava Jaksomoduli no]la, Témit taas on vastoin n:on 10 vij-
nieisti viiittanig,

Koska nyt #'p reinan kuys

rellinen) snljettn Lediys,
Sen alueen, jonka

Wkéiyrii on Yksinkertaine
niin rajottay ge
seuraav

Koska kysymyksenalainen integralin haara on Yksikiisitteinen
Ja sidnnillinen F' 114 seki kuvaa #".q remnan yhdestiyhte
alneen dksi, niin n-ossg 12
an lauselman mukaay 7 kuvautuu kiinggen yhksi-
kiisitteisest; alueeseen p.

Niin olemme saaneet inte

alueessa P, jogsa se on vk

n (ja -
déirellisen Yhdestiyhteni-
assa merkitsemme 25

niisen

P rajottavaksi kéyr sitetyn konformj-

kuvausta koskey

gralin Kiiiinte

stunktion tunnetylks; h
sikésitteinen.

Sen erikoispisteet Pigsii
ovat kaksi Yksinkertaista napapistettii, vastaten Riemannin pinnan
kwmmankin lehden ddrettomyytti,

16.  Tarkastelemme

on kokoonpantu ne
4

nyt lihemmin 2.y
ljistii osasta, jotka vast
- Ja B-leikkausten

muotoa,  Sen reung
aavat Riemannin pinnan
A ja O-reunoja. Kun Ay yinp

positiiviseen Suuntaan, niin kuljetaan sen reuna j
(= B:n o-reuna), A5, By, 4

Loy LY, L) Ly, jotka siis
rettiessid  seuraavaf
vastapditi olevissa Je

dri Kierretiiin
frjestyksessi B,
e Olkoot vastaayat P reun
P ympiiri positiiviseen suunt
foisiaan tiissi j

an osat
aan kier-
drjestyksessi, Koska toisiaan
ikkanksen pisteissi 2 ja 0 on

Al w(2) =y (0) + 2 w,
Bili: () = u (o) H- 2w, |

niin - saadaan Lja L', astaavasti L

vSta ja Lty siirtimsilli
naiti Yhdensuuntaisest; itsenséi kanssa vektoreilla 20, ja 2w,
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kdyrdvivainen suunnikas (kuv. 2). Sen kirkipisteet, s.o.
oot 1, 2, 3, 4, lihtien Lyn ja Lgn
Silloin

P on sus
kayriin L padtepisteet, olk
yhtymﬁpisteestéi., P:n ympiiri positiviseen suuntaan kiertéen.

i 19 =2 », ja vektori 14 = 2 0.

on vektor

il b ! i
D3 i ole realinent), s. o., ettd

Todistamme nyt, ettd suhde

Dy

non 14 vaittimii,

Yy Tamid  voidaan  todistaa kiiyttimilli  hyviksi
vaikka ilman sitikin toimeen tullaan kuten ylli niemme.  N:ossa 10 on oso-
tettn, cttei kumpikaan jaksomoduli ole nolla. Samaa menettelyi kiyttimilli

todistumme nyt ensin, ettei suhde M5 sle realinen vationaliluku.

1y
Jos nilet olisi
@3 _ m
‘i T SR
@ n

jossa m ja n ovat kokonaisia Jukuja, niin olisi funktio

n gl

o u
(0]

R=e
sitinndllinen ja yksikisitteinen koko Riemannin pinnalla F ja scllaiscna vakio,
josta seuraisi, etti myds u olisi vakio. — Rm yksikisitteisyys johtuu siité,

ottii sen lausekkeen eksponentin jaksomodulit ovat 2 m¢:m monikertoja.

Jos sitten @3 olisi realinen irrationaliluku, niin voisimmne 1ovtii itseis-
(O
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Janat 12, 23, 34, 41 rajottavat (-'\'-u.ora.véévaz'sen) suunnikkaan 4.
Se tulee todistetuksj silli,

kun osotamme, ety Py Ja A pingg.
alat ovat Yhtisuiret.

Ajattelemme Py

pinta-
Disteesti

P reunalle piirre
radiusvektor Kiert

alan integroiduksi esin.
o radingye
44 positiiviseen suuntaa
nan lisiiys positiivinen J
P pinta-ala on vht
kun

Kiintefisti
Ktorin ayn]lg, Aina kun
0, on sen piirtdmiin pin-
a pén'nvastaisessa Suunna
4 suuri kuin nijqd
radiusvektorin toinen pi

§8a negatiivinep,
en kaikkien lisiiyksie
fitepiste, w,
reunaa pitkin kerran Dositiivise
antaa wm kulke

Il sunima,
on Kiertinyt Py ¥
€1 suuntaan,
a mitd muita kiiyri
loin radiusvelktor

mpiiri
Téamén lsiiksi saanime

& pitkin tahansy edestak

aisin, jol-
Pilrtdd  saman pinn

an sekd positiiviseen efti |

negatiiviseen Suuntaan, ja vastaayvat termit siis Summasta hivisivit,
Liahtekion nyt radiusvektorin liikkuva, Diéitepiste w pisteestii

I kiertimiiin 2.y ympir

I positiiviscen suunt
kulkee ge kiiyrisi I, pitkin.  Olkoon 4 Pistettd 1 Lihing
janan 12 ja Kiiyriin leikkauspiste (kuv. 2).
jana a1 muodostayat yksjnkerta‘isen, sulje
Jottaa eriiin alueen (1 ). Kylk

aan.  KEnsimmiiseksi
4 oleva
Lyn kaari 1 « ja
tun kiyviin, joka siis ra-
ekoon u pisteescen « fnltn

a | edesmkaisiu, Jollbin se oy kiertianyt alueen (1a)
janan 1a tisss Suunnassa. Saaty (1 @)y pinta on po

ansa janan
sekd piirtian yt

sitiivinen tah;
arvolleen kuinka pienidi j:tksummlul{'ja 20 =2} o, + 2 ks o, tabansy. Timisin
avulla johdumme nion 14 kangsa ristiviitaan.,

Kun nim, Se O pinan tayvalliney Piste,
jonka devivaatts

Ympévistén ¢ ki

nin on integry)j (12) zp:s80 sifin-
niillinen funktio, on siind == (), Sentihidon kv integrali
Sl jonknn

fintéen Vhsikiisitteisest Vastaay
" pitvistion ¢, Olkoon ¢ Dienin v

an-pistecn p, ym-
Liisen itksomodulin 2 o,

il Cm reunalta wyaan, Valitsemme nyt sel-
ettl

[20|<e
Jolloin piste U420 op Cssit, Sity

piste 7, joka on == So- - Integrali (12)
kongrneurtimer VOt vastoin n:og 14,
Koska s

vastaa niin oljen ity - eead oleyva
saisi sifs erf Disteissd z, Ja 3 Keskeniisin

¢i ole realinen ratinn

aliluku eikg mydis jpr
')]
se kompleksinen,

ationalilnku, niin on
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Ensim. Jajin elliptisen integ

negatiivinen riippuen siits, kiersiko u sen positiiviseen vaiko ne-

gatiiviseen suuntaan. -
Ellei « ole jo piste 2, niin olkoon b se a:ta lihinnd oleva

piste, jossa jaljella oleva Lgn kaari @2 leikkaa janan @ 2. Kun
u kaarta ab pitkin on tullut b:hen, niin kulkekoon se sitten edes-
takaisin janan ba, jolloin u on kiertinyt alueen (ab) sekd plirtd-
nyt janan ab. Téhdnastinen integroimistulos on siis alueiden (1 «)
ja (ab) summa - se alue, jonka radiusvektori piirtds, kun u kul-
kee janan 1D.

Niin jatkamme integrointia eteenpéin, kunnes tullaan Lsm
toiseen paitepisteeseen 2. Sitten annetaan w:m kulkea edelleen
kayraa L pitkin ja menetelldin sen ja janan 23 kanssa aivan
kuin. edelld Lgyn ja janan 12 kanssa, j.n.e. Kun v on kiertinyt
P ympiri, niin on saatu tulokseksi koko Pm pinta-ala, joka siis
on = alueiden (la), (ab), --- summa - se pinta, jonka radius-
vektori piirtad, kun w kulkee janat 12, 23, 34, 41, s. 0. suunnik-
kaan 4 ala. Osotamme nyt, ettd summa

(16) 4 (@) + -+ + (1) =0.

Olkoon (ab) joku selitetylld tavalla saatu alue. Saadaksemme
midivityn tapauksen oletamme, etti se on saatu kiyrds L, pitkin
integroitaessa. Koska kéyri L', saadaan Lysti yhdensuuntais-
siirron . kautta, niin vastaa kaarta ab sen kanssa yhteneviinen
kaari @b’ kayrilla L';. Pisteet a’ ja b’ ovat janalla 23, silli timé
jana saadaap saman ‘yhdensuuntaissiirron kautta janasta 14, jolla
a ja b ovat. L'y ei leikkaa janaa 23 valilla ab’, silld jos se leik-
Kkaisi, niin kongruenttisuudesta seuraisi, ettd myos L, leikkaisi ja-
naa 14 valilli ab vastoin olettamusta. Kaari a'b’ ja jana a'b’ ra-
jottavat niin ollen eriiin alueen (a'b"), joka on yhteneviinen alueen
(ab) kanssa. Jos w kiertdessiin Pu ympéri positiiviseen suuntaan
kulkee L. lli suunnassa ab, niin kulkee se L',113 suunnassa b'a’.
Tisti seuraa, ettd integroitaessa saadut alueet (ab) ja (b'a’) ovat
vastakkaismerkkiset. Asken huomattiin, ettd ne ovat keskenddn

yhtisuuret, joten

(ad) 4 (¥'a’) = 0.
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Pa piunan integralissa esiintyvit apualueet hévittivit siis parit-
tain toisensa ja niiden summa on niin ollen nolla.” Mutta silloin
onkin £ = 4, kuten viitimme.

17. Siirrimnie 4:m yhdensuuntaissiirrolla mielivaltaiseen uu-
teen asentoon A’ ja osotamme, miten £ voidaan palottelemalla
muuntaa A’ksi. Siti varten jaamme koko tason kongruenttisten
suunnikkaiden verkkoon, jossa 4’ on yhtend suunnikkaana. Ne suo-
rat, jotka jaom toimittavat, palottelevat Pm direlliseen midriin
osia, kun Pn reuna on sidundllinen. Siirrdmme ne A'm kanssa
kongruenttiset suunnikkaat 4’5, 45, --+, A, joissa Pm osia on,
vhdensuuntaissiirrolla A'm pialle (vrt. kuv. 2). Silloin peittyy A" au-
kottomasti ja yksinkertaisesti P osillu, eli P on muunnettu A"Lst.

Ensin todistamme, etti peittyminen on aukoton. Jos A':han
jaisi aunkko, niin sen A'n sisilli olevana rajana olisi jokn P
reunan osa joko alkuperiisessii tahi muunnetussa asennossaan. Ol-
koon @, b, samaan kiyridn Ly, L'y, Ly, L'y, Kuuluva pala siiti,
jolloin oletamme, ettd aukko on d¢,b,m oikealla puolella. Jos b, oli
muunnettu, niin olkoon ab sen alkuperiinen asento. Tatd kaarta
vastaa P vastakkaisella sividla sen kanssa kongruenttinen kaari
«'b’. Koska abm oikea puoli ei kuulu Phen, niin a’b':m oikea
puoli kunluw. Kun munnnos toimitetaan, niln menee myds a'l’
asentoon @,by, koska se oli abmn kanssa kongruenttinen. Téastd
seuraa, etti @obyn oikea puoli kuuluukin Phen, mikd ristiriita
niyttid, ettii antiteesi on vaira.

Koska A’ peittyy aukottomasti Pm osilla ja koska A"n ja Pur
pinta-alat ovat yhtisuuret, niin on peittyminen myos vksinkertainen.

Suoritetun muunnoksen avulla todistetaan seuraava viittdmi:

P:ssi ei ole muita keskendidn kongruentlisia pisteitd kuen
vastakkaisten sivujen vastinpisteet.

On selviid, ettd timi pitid paikkansa suoraviivaiscen suun-
nikkaaseen A’ nihden.

Jos nyt Pwssi olisi kaksi keskendin kongruenttista pistettd
w ja @, jotka eivit ole vastakkaisten sivujen vastinpisteitd, niin
annamme A”lle sellaisen asennonm, etti u joutuu sen sisdén, seki




all

i
eq
b

ta

in

gt

.

Ensim. lajin elliptisen integralin kiifinteistunktion yksikiisitteisyys. 31

muunnamme Pmn esitetylli tavalla A"ksi. Silloin lankeaa # pis-
teeseen .

Jos w on Pm siséipiste, niin voidaan sen ympiri piirtdd ym-
pyri ¢, joka on kokonaan sekii Pissit ettd .4ssa. Koska # menee
muunnoksessa pisteeseen %, niin tulee sen ympiristosti jokn P
osa cm pidlle, jolloin A’ peittyisi siltii kohdalta kaksinkertaisesti,
vastoin muunnoksen ominaisunksia. Sentdhden u ei ole Fin sisilli.

Jos w on Pmn rveunalla, niin vastaa siti Pn vastakkaisella
sivulla kongruenttinen piste ', joka olettamuksen mukaan on =4 .
Muunnoksessa menee myds ' pisteeseen w. Kun ab on Pn ren-
nan kaari, jolla w on, niin vastaa sitd kongruenttinen kaari a0,
jolla ' on. Jos ab:mn vasen puoli kunlun P:hen, niin @'b"n oikea
puoli kuuluu siihen my¢s. Kun %' siirretiiin yhdensuuntaissiirrolla
whun, niin joutuu a'd” kaaren ad piille ja joku A"ssa oleva u:m
yipéristi ¢ peittyy Pm osilla. Kun sitten vield # siirretiiéin pis-
teeseen u, niin tulee senkin ympé#ristostd joku P osa c:n piiille,
jolloin A’ taas peittyisi kaksinkertaisesti. Titen on viittdmi to-
distettu.

18. Nyt suoritamme n:ossa 15 saadun kuvauksen jatkamisen
koko u-tasoon. Amnnamme Riemannin pinnan pisteen (z, s) kulkea
vhteensit k&, kertaa A-leikkauksen poikki ja k; kertaa Bm poikki
ja sen jilkeen liikkua leikatulla pinnalla F' (menemitti enii
leikkausten yli). Saamme silloin (19):m mukaan integralin « seu-
raavan haaran:

Wiy by (3, ) = (2, 8) +- 2 by 0y -2 k5 05

Témin haaran vilittim# F'm kuva Pp, r, saadaan siis siirtémilli
Pti vektorin 2 &y w, -+ 2 ky @, verran.

Kun kokonaisille luvwille &y, ks annamme kaikki mahdolliset
arvot, niin tulee koko u-taso yksinkertuisesti Ja aukottomasti peite-
tykse F':in kuvilla. _

Ellei peittyminen olisi yksinkertainen, niin voisimme ldytii
sellaisen pisteen w, joka olisi yht'aikaa kahden eri suunnikkaan
Pp, v, ja Py, sisipiste. Siirrimme Py, ,m yhdensuuntaissiirrolla
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Pp, k,om paille.  Silloin joutuu % suunnikkaassa Pr, &, olevaan
kongruenttiseen pisteeseensi wu'. P #,88a olisi siten kaksi kes-
kendéin kongruenttista sisipistettd u ja u', Joka edellisen n:on mu-
kaan on mahdotonta. wu-taso peittyy siis yksinkertaisesti.

Peittymisen aukottomuuden todistamista varten Jaamme u-
tason suoraviivaisten suunnikkaiden verkkoon, jossa 4 on yhteni
suunnikkaana. Olkoon Ag, », se verkon suunnikas, joka saadaan
stirtdmilla A:ta jaksomodulilla 2 &, o, + 2 &, 3. On selviid, etté
P, x, voidaan muuntaa Ay, x ksi aivan samoin kuin P suunnik-
kaaksi 4.

Jos nyt wu-tasoon jiisi aukko, s.o. alue, joka ei kuulu vh-
teenkddn suunnikkaista P‘, niin erotamme tistéd alueesta sellaisen
osan ¢, joka on kokonaan jossakin suunnikkaassa Ap, k. Kun
Py, x, muunnetaan Ap,, r,ksi, niin peittyy myis ¢ suunnikkaan
Py, », osilla. Olkoon A4, ; suunnikas, Jossa oleva alue b menee
mnunnettaessa e:hem, ja b:n muuunettu asento olkoon b', joka sil-
loin saadaan siivtimélld b:td vektorin 2 (k, — 1) @, + 2 (ks — 43) o,
verran. Kun suunnikasta P, , johon b kuunluu, siirretisin tialld
samalla vektorilla, niin saadaan suunnikas Por 1, 2r—1,, jossa
siis 0 on. Titen ainakin osa c:tid kuuluu suunnikkaisiin P. -
tason peittyminen on niin ollen myds aukoton.

19. Koska wu-taso, (s, s)m vapaasti liikkuessa leikkaamatto-
malla Riemannin pinnalla, peittyy aukottomasti Ja yksinkertaisesti
integralin (12) arvoilla, niin johtuu tisti painvastoin, etti Rie-
mannin pinnan piste (z,5) on wn yksikdsitieinen funktio, joka on
olemassa koko tasossa.

Merkitsemme saadun kiinteisfunktion

2= u).
Koska

Up,, &, (2, 8) == (3, S)’ +2k o+ 2ko,=u(zs)+ 2w A
niin on kéintien
=@ Un, ) =¢u+20)=¢ ),

josta nihdiin, ettd ¢ (u) on kaksijaksoinen tunktio, jonka alku-

RIS
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jaksot ovat 2 @, ja 2 ws;. Huomautimme, etti alueessa P on
@ (u):dla  kaksi yksinkertaista napapistetti. Samoin on myos
Py, ressa. Jos nyt alueiden P,k asemesta ajattelemme u-tason
tavallisella tavalla jaetuksi sunoraviivaisiin jaksosuunnikkaisiin, niin
on kidnteisfunktiolla jokaisessa jaksosuunnikkaassa)kaksi yksin-
kertaista napapistetti. Koska ¢ (v¥) muutoin on &érellisyvdessi
sidnnollinen, niin saamnie lopuksi:

I lagin elliptisen integralin

(2,9)
/ “dz
w=] —
* S
(Zo0 Su)
kddnteisfunktio
c=g ()

on toisen kertaluvun elleptinen funktio, jonka alkujaksot ovat inte-
gralin jaksomodulit 2 w, ja 2 ;.

20. Palaamme vield suoritettuun todistukseen tarkastellak-
semme sen p#ilkohtia. Sen voimme jakaa kolmeen osaan: 1° To-
distetaan, ettdi yhdestiyhteniiseksi leikatun Riemannin pinnan F'
reunan kuvaksi w-tasossa tulee yksinkertainen, suljettu kiyri; 2° T4-
min kidyrin rajottamaan alueeseen kuvautuu F' kiéntien yksiki-
sitteisesti; 3° Kuvaus jatketaan koko tasoon.

Ensimméisessii osassa muodostaa koko todistuksen painopisteen
n:0ssa 14 asetetun viittimin epdsuora todistus, jossa I ja III lajin
integralien jaksomodulien vililli vallitsevan yhtilon (23) avulla
Jobduttiin n:on 4 kanssa ristiriitaiseen tulokseen. Kiytetyt apu-
neuvot ovat yksityisti laatua. — Kun n:on 14 viittdmi sekd n:on 10
viimeinen viittamd, jotka yhdessi sisiltivit sen, ettei integrali
saa F'm kahdessa eri pisteessd samaa arvoa, on todistettu, niin
seuraa siiti ja integralin haaran yksikisitteisyydests ilman munta,
etti Fn reunan kuvakéiyri on yksinkertainen, suljettu kiiyri, joka
siis rajottaa erifin alueen P.

Nyt tulee, todistuksen toisessa osassa, kysymykseen tirked
yleinen periaate nim. argumentin variatiosdintd, josta konformi-

3
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kuvausta koskeva viittimi (n:0 12) johtuu. Tamén mukaan ku-
vautuu " k#iintiden yksikisitteisesti P:hen.

Se seikka, etti £ on (kiyriviivainen) suunnikas tulee kysy-
mykseen vasta todistuksen viimeisessi osassa, kuvauksen jatkami-
sessa. Tastd on pubtaasti geometrisena seurauksena ensiksi, ettel

suhde % ole realiluku, ja toiseksi, ettéi u-taso peittyy aukotto-
i _

masti ja yksinkertaisesti, kun P:td siirrelldin kaikilla jaksomodu-
leilla. Integralin jaksollisuudesta taas johtuu, ettd mielivaltaisen
haaran vilittami F'm kuva saadaan siirtimalli P:td vastaavalla
jaksomodulilla. Samoin on siiti seurauksena -myds P suunnik-
kaanmuotoisuus.

21. Tekija on tavannut timén todistuksen kahdessa teok-
sessa, ensin Arrer’in ja Goursar'n, ') sitten T. Maurer'in ®) kiyt-
timéné.

Apper ja Goursar, saatuansa F'm reunan kuvatuksi yksin-
kertaiseksi, suljetuksi kiyriksi, todistavat integralimnodossa olevan
argumentin variatiosiinnon avulla, etti F' todella kuvautuun kidn-
tilen vksikasitteisesti mainitun kéiyrin rajottamaan alueeseen. = Té-
min kohdan jiattds Maurer perustelematta, vaikka silli on niin
oleellinen merkitys.

Kuvauksen jatkamisessa ei kumpikaan seliti w-tason aunko-
tonta ja yksinkertaista peittymisti. Tosin tamé seikka on ihnei-
nen, mntta ei kuitenkaan itsestddin tiysin selvi, kun otetaan huo-
mioon, miten monimutkainen Pm reunakiyrd voi olla, vaikkakin
kitytetddn vain sidnnollisia kiyrid. Sentdhden on tekijd tdmin

asian yksityiskohtaisesti késitellyt.

) APPEL et Gouvnsar, Theorie des fonetions algébriques et lewrs intc-
grales, Paris 1893, §§ 201-—202.

2) Drrkar und MAURER, Theorie der elliptischen Functionen, V. Autlage,
Leipsig 1908, §§ 41, 44. '
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[I. Yhteenlaskuvdittimdin perustuva todistus.

22, N:ossa 5 muodostettiin 2. kertaluvun rationalifunktio,
jonka napapisteet olivat edeltidpiin annetut. Koska siihen saadaan
lisiitd mielivaltainen vakio, niin voidaan vield toinen nollapisteistid
ottaa mielivaltaisesti. Mutta silloin onkin jiljelld oleva nollapiste
jo tidysin méadratty.

Kllei niiin olisi, niin voisimme nimittiin muodostaa kaksi
2. Kertaluvun rationalifunktiota, joilla olisi yksi nollapiste ja mo-
lemmmat navat samat, mutta toiset nollapistect eri pisteitd, jolloin
ndiden funktioiden osamiirid selvisti olisi ensimméisen kertaluvun
rationalifunktio, jota ei ole olemassa (n:o 4). Sentihden foisen
kertaluvun rationalifunktion nolla- ja napapisteet toteuttarat erdiin
yhtdlon, jonka kautta jokainen ndistd neljisti pisteestd on yksi-
kisitteisesti mdcrdtty toisten funktionu.

Seuraavassa nidytimme, ctti timi yhtilo voidaan muodostaa
kahdella tavalla: algebrallisella ja transcendenttisella. Iodellisestii
saadaan tulokseksi, ettd neljis mainituista nolla- ja napapisteisti
on kolmen muun rationalifunktio. Jalkimmiisen menettelyn kautta
taas huomataan, ettid niiden arvojen summa, jotka ensimméisen lajin
elliptinen integrali saa 2. kertaluvun rationalifunktion nollapisteissi,
on yhtd suuri kuin niiden arvojen sumnia, jotka se saa mapapis-
teissit (olettamalla, ettii integralin haarat valitaan sopivasti). Til-
loin on tultu ensimmiisen lajin elliptisen integralin yhteenlasku-
iittimidin.

Saadun  yhteenlaskuviittiméin avulla jatketaan sitten criis
integralin  kidnteistunktion elementti koko tasoon, jolloin huoma-
taan Kéinteisfunktion olevan yksikisitteisen ja ddrellisyydessi ra-
tionaliluonteisen.

23. Olkoon R (z,s) 2. kertaluvun rationalifunktio sekii (zq, s;)
ja (. 85). sen nollapisteet, (z3, 83) ja (24, 5,) sen napapisteet, jotka
kaikki oletamme Riemannin pinnan ddrvellisiksi, tavallisiksi pis-
teiksi.  N:on 5 mukaan on fi muotoa

T 5 ek o T G TS

(7 —2y) (2 — 2y)
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Koska (zy, s;) ja (35, 82) ovat £:n nollapisteet, niin on osottaja niissi
nolla. Koska sen lisiksi pisteet (33, 83) ja (2,,$,) ovat Em siin-
nollisid pisteitd ja kun nimittdja niissi on nolla, niin on osotta-
Jakin niissii nolla. Niin saadaan yhtilit

- B - a P

5"zt es+e,5,=0
. -2 - .
€1 39" 4 Cy Zg 3,8, =0

9 > —
€ 237 F ey 23 €5 — ¢, 8= 10

2 = 5 -
€12y _,_02*4_{_03—0454*0-
Kertoimille ¢ tulee téisti nollasta eroavat ratkaisut ainoastaan sil-

loin, kun yhtilsiden determinantti on nolla. Tarkastetun funktion
nolla- ja napapisteet toteuttavat siten yhtilon )

| 2 .
.2'1 i ~1s ll si

2 ~
237, “2 15 Sy

T3, Z3 1,8

I: 0
I .
i

Sy, Ay 1,8

Téstd ci kuitenkaan ilman mmuta huomaa, ettd yksi piste on
kolmen muun rationalifunktio. Liséiksi tarvitaan Riemannin pinnan
madvdava vhtals (2), jonka jokainen pinnan piste toteuttaa:

(2) sP=aqytt4a 2+ 6a,22 L dagzSa,.

Yhtéloistéd (25) johtuu, ettd kaikki nelji pistetts toteuttavat vhtilon
(25a) 0P = (0 2+ ez 1 ¢y)? .

Kun niiistd eliminoidaan pois s, niin saadaan 4. asteen yhtild

(26) (6" —ap ¢,%) ' (2 ¢y cg— 4 @y ¢,%) 28 +(®+2 ¢ ¢5—6 ay ¢,2) 22

. ) 2 | 2 2y
T2 —4ae’) 24 (e —a 0) =0,
Jonka juuret ovat 2y, 3,257, . Juwrien summalle tulee siis arvo

N SR N S 2l = . 201 Cg, — 4”_1__(‘&-
| 275 Y3 4 9 . 2
C7 — (g €y

21

) Vit Duriee nnd Macrer, Theorie der elliptischen Funclionen.
VoAufl, Leipzig 1908, §§ 24—25,
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josta scuraa

200 —4ay e’

(27) ==t ) —
: Cy= — ity €y

Kertoimien suhteet lasketaan kolmesta ensimmiiisestii yhtilosti (25):

-9 .
2?2, 1, 5
II

1Y ’ . ? . ? . —_— 2 Al

(28) €1:Cp:CqiCy== | 2,° Zp 1, 8

5
H 235, 3, 1, —sy

Kun pisteet (zy,s,), (35, 8,) ja (35, 8) ovat Fn eri pisteiti,
niin on aina joku témén matriisin determinantti £ 0. Jos nim.
%y, 35 Ja 23 ovat keskendifin eri sunret, niin on ensimméinen, ¢,
vastaava determinantti £ 0. .Jos niisti kaksi, esim. z; ja z,, ovat
yhtdsuuret, niin on ensimméinen determinantti = 0, mutta viimei-
nen on 7 0. Silli silloin on s, =—8; Ja viimeiseksi determi-
nantiksi tulee 2 s; (2, — 54) 7 0.

Viimeinen yhtdls (25) antaa sgn arvon:

Cy ey

¢
29 g, = 1 g2 + N
( ) 4 04 4 ey 4 B

Yhtiliiden (27—29) kautta on (z,, s,) lausuttu pisteiden (1,50,
(22, 83), (25, ;) rationalifunktiona. 1) Ne lausuvat 2. kertaluvun
rationalifunktion olemassaolon wvélttimdttomin ehdon. Piinvastoin
timd ehto mys redldd eli, jos yhtilot (27—29) ovat toteutetut,
niin - on olemassa 2. kertaluvun rationalifunktio, jonka nollapisteet
ovat (7, 81) ja (25, 52) sekil napapisteet (zy, s3) ju (24, 8,).

Témén todistamista varten on emsin osotettava, ettii lukupari
(54, 84) esittéé Riemannin pinnan pistetti, s.o. toteuttaa yhtilsn (2).
Yhtaliiden (28) nojalla toteutuu kolme ensimmiiistd yhtilgistd (25).
Niin ollen pisteet (zq,s,), (3, 85) Jja (23, s5), jotka Fon pisteinii to-
teuttavat yhtilon (2), toteuttavat myds yhtilon (25a). 2, 3, ja 2,
ovat sentdhden yhtilon (26) kolme juurta ja sen neljis juuri on
(27)n mukaan z,. Koska sen lisiksi (54, $4) yhtiilon (29) nojalla

1) Vrt. AppeL ct Gouvrsar, Theorie des fonctions algébriques et leurs
intégrales, Parix 1895, § 195.

-
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toteuttaa yhtdlon (25a), niin huomataan, laskemalla yhteen yhtilst
(25a) ja (20), ettii (z,, 5,) toteuttaa myds Fm yhtilon (2). Tamsin
jilkeen on yhtiljiden (25) mukaan selvid, etti, kertoimicn (28)
avulla muodostetulla funktiolla R on vaaditut ominaisnudet.

24. Nyt haemme saman valttdmattomin ja riittivin ehdon
transcendenttista tieti. Apmna kiytimme Riemannin pinnan TII
lajin integralia. 1) ;
Funktio log R (2, 5) tulee R:m nollapisteessii  #irettomiksi
niinkuin log ¢ ja napapisteessi niinkuin — log ¢, kun ¢ on vastaava !

sanndllistija. Nion 7 mukaan ovat olemassa III lajin integralit
(21,840 . (22, 8.) 3 el Ve . ; . -

L ja Q s s Jotka logaritmisissa navoissa (21, 81) ja (24, 5y) tu-

levat diretttmiksi kuten log 7 seki navoissa (z,, 5,) ja (54, 80) knu-

ten —logf. Niiistd seikoista johtuu, ettii funktio

U 9)=log B— (01 4-0077)
on sdéinndllinen  pisteissi (2, ) (i = L1, 2,3,4). Koska log B ja
fanktiot Q ovat kaikkialla miunalla sdénnollisid, niin on U siiinngl-
linen koko Riemannin pinnalla, ja kun lisiksi sen derivaatta on
pinnan rationalifunktio, niin on se ensimmiisen lajin clliptinen inte-
grali ja sellaisena integralin

(30) u:/d{

linearifunktio:
U=2udu .

Teemme Riemannin pinnan leikkaukset 4 ja B siten, ettei-

5 5 p . 5 i (21,81) L
Vit ne kulje pisteiden (34, 8) kautta. Olkoot Integralien £ Jd

(25, 8,)
0% jaksomodulit vast.
(24, 84}
A:lla: 2§ ja 2§,
B]la 2 §3 j'd 2 §3,

Koska log B:n jaksomodulit ovat 2 wim monikertoja, niin midirii-

1 Vrt. Deriser nud MAURER, Théorie der elliptischen Functionen, § 41.
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milli Un jaksomodulit sen molemmista lausekkeista saadaan yh-

tilot

21(’)1=—2§1—2§1’—2k3ﬂ/27
2;v(l)3:——2§3’_’2§3'+2k1ﬂi,

joista eliminoimalla A johtuu
9 (0 & — 03 8) -1 20 & — 0, §)—mwi (25 0y + 2k 0) = 0.

Mutta yhtilon (23) mukaan on
2 (0, & — 03 &) = i [u (2, 8) — u (23, 83)],

2 (0w, &' — w3 &) = i [u (2,5, 85) — U EAEAY

Niiden avulla tulee edcllisesté
(81) (24, 81)Fu (2, 89) =1 (35,33)‘{‘“ (24, 8)F 2k 0,4-2k; 0y,

jossa ki ja ky ovat kokonaislukuja seké w:n arvot integralin samaan
haaraan kuuluvia.

Tamin yhtilon toteuttavat niinmuodoin jokaisen 2. kertaluvun
rationalifunktion nolla- ja mapapisteet. DPainvastoin on témén to-
teutuminén 2. kertaluvun funktion olemassaolon 7#tidvd ehto. Voi-
daan niet yhtilon (31) mnojalla helposti osottaa, ettéd funktio

(23, 53 sy GF& ke %IL
R (z, s) — o (2 5) = (20 S0 (W
on rationalifunktio, jonka mollapisteet ovat (21,81 ja (23, $p) sekd
napapisteet (zs, S3) ja (24, s,) (vrt. n:o 14).

Koska nyt yhtils (31) toiselta puolen ja yhtilot (27--29) toi-
selta lausuvat saman valttimittomén ja riittivin ehdon, niin
ovat ne tiysin yhtapitavit ja siis yhtdlo (31) mddrdd pisteen
(20, 84) pisteiden (2y, 8,), (2o, $5) Ja (23, 83) rationalifunktiona, joka on
annettu yhidloiden (27—29) kautla. 7

25. Yhtilossd (31) riippuu vakion 2 k; o, + 2 k5 @, arvo leik-
kausten asennosta seké pisteistd (2, si). $

Kun rajotamme pisteiden (z, $,) (24, S5) ja (23, 53) Uikkumasen
tarpeeksi pieneen ympyrdin K,, jota F'mn reuna ei leikkaa, niin

silloin on
2k 0+ 2k 03 =0.
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Tdamiin  todistamiseksi tarvitsemme seuraavan apuviittimin:
Pisteiden (z,,s,), (2, 83) Jat (23, 83) lihestyessd rajanaan samaa
pistetti (z,, s,), yhtilin (81) kautta mdédritty piste (24, 84) liihenee
Mmyos sitd.

Koska (2, 5,) edellisen n:on mukaan on yhtéldiden (27— 29)
nddrdémi toisten pisteiden rationalifunktio, niin tulee apuviittimi
i todistetuksi, kun osotamme, etti yhtiloists (27—29) saadaan
| (24, 84):1le raja-arvo (%5, So).  Oletamme, ettii (2 %) ei ole Hiretin
eikd kiertopiste.

Kun matriisin (28) toinen rivi vihennetidn ensimmiisesti ja

Jactaan (z; — z,) :a, niin saadaan
s, 1, 0, a, |
(%2) Crily:lyrey = :22, Zyy 1, 8 [l s
/) it~ f
) 3%, 2y, 1, —s ||
jossa
Sy — 8
; g ="17"5
Lo 2 — 2
1
! Koska s:1li pisteen (2, So) ympiiristiissii on jatkuva derivaatta, niin
voidaan piirtiii sellainen (%0, So)-keskinen ympyri ¥, etti ja| on
5 pienempi kuin direllinen vakio M, kun 2 ja z, ovat Yissii. Otta- H
malla itse determinantit subhdeluvuiksi saamme (32):sta: !
i
61?—(32+33)+(L(22—23), -

i (33) Cr = (2, +2,) (82 -+ 85) — @ (39> — z3?),
i ¢, = (2, — 23) (2, — ) .

| Zym lausekkeesta (27) saadaan ndiden arvojen avulla
|

| (82— 83)% 4 [2, — %] !
jossa [z, — 2| merkitsee (52 ~— 23):n kanssa hiividviid tanktiota, kun
vain 2 ja z, ovat Yissi. Koska So 0, niin tiisti yhtilosti suo-
rastaan  nikee, ettd limz, =z, kun (z, $1), (%2, %) ja (2, 8)
Yhtyviit pisteeseen (z,, )

¢ 2,) (s S22y —7] ]
| ) zy :—(z1+32—}—23)+9£21_+ _2)_ (_2+3) —t{zz__ %] .

Hakiessamme s;n raja-arvoa kiytimme yhtilsiden (28—29)

B e e
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asemesta niiden kanssa yhtapitdvid yhtiloiti (25). Kun niistd
toinen yhtils vihennetiin ensimmiisestd ja saatu yhtdlo jaetaan
(2, —2%,):11a, seké kolmas neljinnesti ja jaetaan (z ,—2;):1la, niin tulee:

e (5 +2)Fe+c,a=0,
e, (2s+2) e —e f=0,

jossa

(34) p=1
Niiistd saadaan edelleen

e (2t 23—z —2z)=cy (a4 6) .
Kun tdhin sijotetaan z,:m arvo (27), niin tulee:

L €y Lc_l_(z; -+ 33) + f’zl:_04_2| %n (2, + 29) + 244 =, (a-+p).
et —ay c;° '
(33):n avulla saadaan 6, (2, |- 25) + ¢ = —a ¢, , jolloin yhtélon
molemmat jisenet voidaan jakaa c,:ll4. Talld tavalla nihdidn,
ettd, kun pisteet (z1,$,), (2, 5,) ja (2a, ;) ovat eriiissi pisteen
2o, o) ympéristossa, B:lle edellisesti yhtélostd tuleva arvo voidaan
kirjottaa muotoon
\ ae Zg — Zy
B=—a-2¢ L}a_‘_[z []:a+[22—z3]
P F

—|zy — 2y

(34):n mukaan on silloin
sy =83+ (2, — ) (@ 4 [z — %))

misti kidy ilmi, ettd s, lihenee raja-arvoa s, kun mainitut kolme
pistettd yhtyvit pisteeseen (3o, So). Apuviittimé on titen todistettu.

Pigviittamin todistamista varten oletamme, ettei (2, s,) ole
pinnan leikkauksilla. Olkoon K, sellainen (2, Sp)-keskinen ym-
pyrs,’ jota F'm.reuna ei leikkaa ja joka ei sisdlld yhtdlin kierto-
pistettd. (2, s,):m jatkuvaisuuden tihden voidaan piirtdd K,:n sisiin
sellainen samakeskinen ympyri K,, ettd pisteiden (zq,s,), (22, o)
ja ~ (23, 83) ollessa siin#, (2, s) on ympyrissi K,. Koska vakio
2k, 0, + 2 k; 0, yhtilossi (31) muuttuu vain silloin, kun joku pis-
teistii (z;, s;) kulkee leikkausten yli, ja koska olettamuksen mukaan
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leikkaukset ovat kokonaan K,:n ja Kym ulkopuolella, niin 2%, @, -1
2 ks 3 pysyy muuttumatta, kun pisteet (21, 51), (23, 83) ja (24, s3)
liikkuvat miten tahansa ympyrissi K,.

Nyt annamme pisteiden (z,, $1)y (%o, 83) ja (23, S3) wenni pis-
teeseen (2, $), jolloin apuviittimin mulkaan myos (24, $) menee
sithen. Koska yhtilossi (31) kaikki integralin arvot ovat samaan
haaraan kuuluvia, niin tulevat ne pisteessi (%), o) -keskeniiin yhti-
suuriksi, josta seuraa, ettd

2k 0y 42k 0, =0,

mikéd oli todistettava.

Tédmén nojalla saadaan (31):sti yhtilo
w (24, 89) +-u (2, $5) = u (23, 83) + u (24, 5,) ,

joka siis varmaan toteutuu integralin (30) saman haaran arvoilla,
kun pisteet (z4, 8;), (2, 85) ja (34, 83) ovat Kyssa ja kun (z4, s,) to-
teuttaa yhtalt (27—29). Otamme integralin (30) alarajaksi pis-
teen (2, ;) ja annamme pisteen (23, 53) yhtyd siihen. Kaytimme
tastd lahtien siti integralin haaraa (alkuhaara), joka alarajassa
tulee nollaksi. Kun vield merkitsemme (24, 8,)m asemesta (z, s),
niin edellisen n:on viimeisessi lauseessa esitetty ensimuwiisen lajin
elliptisen integralin yhteenlaskuvdittimi saa seuraavan muodon:
Kun (24, 8,) ja (2, 8,) ovat ympyrissd K, niin yhtili

(35) (2, 8) +u (29 $2) = u (3, 3) ,

jossa u merkitsee integralin

(36) _ = / :

alkuhaaraa, mddrid pisteen (z,s) pisteiden (21, 81) ja (2y, s5) ratio-

nalifunktiona, joka on annettu sewraavien yhtildiden kautta:

o
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'2(5102_‘4‘11('42

=-—(2 + 2 Z e \
(%1 + 2_+ o) 0 — a6

(37
c Ce C.
s= 2y B, G
Cy Cy Cy
8 == 8y |
L 1 72|
2y T %y, 15 07 _
31 2 |
|
(38) Cy:CpiCyiCy = || %9, Zy, 1, So !‘
I 2
Zo7, Z,, 1, —$

Piste (z,s) on ympyrdssi K, .

Olemme tissi matriisin (28) asemesta ottaneet sen kanssa
yhtipitivin matriisin (32) voidaksemme suorastaan nennid raja-
tapaukseen (2, 8;) = (%, $3).

96. Yhteenlaskuviittimin nojalla todistamme, ettd integralin
(36) kiiinteisfunktio on olemassa koko tasossa vksikisitteisend ra-
tionaliluonteisena funktiona. Sitd varten miérittelemme kifnteis-
funktion ensin yvhden pisteen ympéristossi.

Koska alaraja (zq, S,), jossa integralin alkuhaara saa arvon O,
on F'm tavallinen piste, niin on siini integralin derivaatta # 0.
Tunnetun funktioteoreettisen lauselman mukaan voidaan sentihden
misriti sellainen pisteen (2, s,) ympiristd ¢, joka integralin alku-
haaran kautta kuvantuu kidntiden yksikiisitteisesti erdéseen u-tason
origon ympiristoon C. Tdnidn konformikuvauksen kautta on inte-

gralin (36) kdanteisfunktio

2= ()

miidritelty alueessa C, jossa se on yksikisitteinen ja sddnndllinen.

du
Koska — -——l , niin on
g2 E 'S |

s=¢ (1) .

97. Niin saatuun kidnteistunktioon sovellutamme nyt yh-

teenlaskuviittimii. Siti varten merkitsemme -

uy = (2, 8y) ja Uy =1 (23 ).




44 VILHO VisiLi

Kun (21, 8;) ja (34, 8,) ovat Kyissa, niin yhteenlaskuviittimin mu-
kaan saadaan yhtilisti

Uy 4= Uy = u (2, $)

midrityksi (z, ), joka silloin on Kssi. Nimi yhtilit voimme
Kidntid, jos wuy, uy ja u, 4w, ovat C:sséi, jolloin tulee:

2y =@ (uy), s, =¢ (1),
Se = (1), Sy = ¢ (uy) ,
Z = (uy - uy) LS =g (U ).

Rajotamme nyt u;n ja wu;m likkumisen sellaiseen C:ssii ole-
vaan origokeskiseen ympyriiin  C,, ettii ensiksi piste %, 1, on
Cissil, foiseksi pisteet (z,, s,) ja (29, $2) ovat Kyssa ja kolmanneksi
piste (z,5) on Kyssi. Silloin yhteenlaskuviittimiin mukaan ovat
Pltuy) Ja @'ty argumenttion @ (uy), ¢ (1), ¢ (uy) ia
¢'(1y) rationalifunktioita.

Téasti saadaan erikoisesti @ (2 1):m arvo lausntuksi @ (W) ja
@' (u)m kautta, kun annetaan UL ja Ugn yhiyd arvoon w. THIlGin
vhtyy piste (z,,s;) pisteeseen (23, $3) ja saamme

18 g T — ) g

lim ———2 = [im = .
w=u=uly — Iy P () — ¢ (uy) g ()

Kun nyt otamme huomioon, etti z, = ¢ (0) ja So = ¢'(0), niin
edellinen yhtildisti (37) antaa ¢ (2 u):m arvoksi

2¢ 6g—4a c,?

PEUW=—29w—g¢@Q) 29

et—myc,?
Jossa (38):n mukaan
! , " (u) ||
I 2 gp (lL)y 13 O’ q}r‘u}_ |
C1:Cy:Cy:Cy == I’ ), @ (W), 1, ¢'(u) I

¢2(0), ¢ (0), 1, —¢(0) |

P (2u) on @ (W ja ¢'(u)ym rationalifunktio, silli matriisissa esiin-
tyVa toinen derivaatta ®"(u) on @ (u)m rationalifunktio. On niet

(2)n mukaan s .
9" (W) ]2 =7 (¢ (),




nin mu-

voinmie

:ssd ole-
+u; on
-anneksi
an ovat

"(uy) ja

(w)m ja
Talloin

)), niin
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i e o ey A T .
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josta derivoimalla tulee
n 1 '
¢"(w)= 4 e ) .

Merkitsemme lyhyesti

g(2u) =B (9 W), ¥'@) ,
josta

(39) ¢ (w) =R (90 (%) : q»G))

Tahin muotoon saatetun yhteenlaskuviittémin mnojalla jat-
kamme @ (u)m ynipyristd G, koko tasoon.

98. Yhtalo (39) on voimassa toistaiseksi ympyrissé C,,
jonka side olkoon r. Koska yhtilon oikea jisen R on ¢m ja

@"n rationalifuriktio ja koska (p(g) ja (p'(%) ovat yksikisitteiset ja

rationaliluonteiset (vielipi sidnnolliset), kun 5\ < relijul <2 Ty

niin on yhdistetty funktio R (¢, ¢") yksikisitteinen ja rationali-
luonteinen 2 r-siteisessi ympyrissi C;. Koska [ yhtilon (39)
mukaan on Cyssa identtinen ¢ (w)m kanssa, niin voidaan ¢ (1) jat-
kaa analyyttisesti ympyridn C,, jolloin (39):n oikea jdsen on
@ (v)m analyyttinen jatko. Siis on yhtdls (39) voimassa myds
ympyriissi C;.

Mutta silloin sen oikea jisen taas on 2-2 r-siteisessi ympy-

riissii Oy yksikisitteinen, rationaliluonteinen funktio, joka Cj:ssi

on identtinen @ (4):n kanssa. ¢ (u) voidaan ndin ollen jatkaa
analyyttisesti ympyrddn C,, jolloin yhtilon (39) oikea jésen on
sen analyyttinen jatko. Yhtdls (39) on siis voimassa myds ym-
pyrissi C,. :

On selviidi, ettd tilli tavalla saadaan. ¢ (u) jatketuksi koko
tasoon. Voimme sentihden lausua seuraavan tuloksen:

Alkujaan C:ssii mddritelty analyyttinen funktio @ (w) on koko

tasossa yksikdsitteinen ja ddrellisyydessi rationalilwonteimen.

el P SEL.
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29. Viitinne, etti 2= (u) on integralin (36) kddnteisfunkiio.

Olkoon anncttu piste ', johon kuuluva ¢m arvo 3’ = ¢ (u)
on luvuista o, a, a,, a, a; eroava., Annamme u:n kulkea jat-
Kkuvasti origosta pisteeseen u' pitkin sellaista sitinnollistd kiyridi
L, joka viilttid kaikkia niiti pisteitd, joissa @ (1) on joko o tahi
oy Ay, Gay 5. Koska ¢ (1) on rationaliluonteinen, niin on niitéi pis-
teitéi jokaisessa #iirellisessi alueessa itiirellinen médri, jonka tihden
niiden vilttdminen on mahdollinen. Tillgin piirtid piste 2 = @ (u)
pisteiden =z, ja 2z’ vilille z-tasoon siiinndllisen kiyrin L', joka
koko ajan pysyy ddrellisyydessi eikii kulje kiertopisteiden kautta.

On todistettava, ettii integrali (36), jonka nyt merkitsemne
I(z):la, suoritettuna z,:sta z':aan kiyraa L' pitkin on vhtid sumvi
kuin %', kun sm alkuarvona zyssa on 8.

Koska L’ ei kulje kiertopisteiden kautta, niin voidaan se
yimpéroidi niin kaidalla alueella V', ettei sen sisillii eikii reunalla
ole yhtddn Kkiertopistettii. (Jos V' jossakin kohden peittiéi useam-
mankertaisesti tason, niin muodostamme sen niisti kobdin Rie-
mannin pinnaksi). Koska ¢ (%) on jatkuva muualla paitsi napa-
pisteissiiéin, jotka kéyrii L villttdd, seki vksikéisitteinen, niin voi-
daan L ympiirdidi niin kapealla alueella V, etti pisteet z = ¢ (1)
ovat alueessa V', kun vain u on Vissi.

Integrali /(z) on alueessa V' yksikiisitteinen ja sidinnillinen
analyyttinen funktio. Koska edelleen ¢ (1) on vksikiisitteinen ja
sdinndllinen alueessa V, jonka pisteet 1 kuvautuvat ¥'m pisteiksi
muimnnoksen == ¢ (1) kautta, niin yhdistetty funktio L (g (wi) on
vksikiisitteinen ja sitinnollinen Vissi.

¢ (u) esittidl integralin (36) kiiinteisfunktiota origon ympii-
rillé olevassa alueessa C (ks.m:0 26).  Yhtils

u =1 (¢ (w))
toteutun niin ollen origon ympiristissi. Mutta koska origo on

alneessa ¥, niin yleisen funktioiden identtisyyspeiiaatteen muokaan
on £ (¢ (u)) identtinen % kanssa koko aluecessa V., joten erikoisesti

u' = I(p ) =1,

pre=——y

-
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Integralin (36) kidnteisfunktio on sis yksikisilteinen ja Gd-
rellisyydessd rationaliluonteinen.

30. Suorittamamme todistuksen voimme jakaa kolmeen osaan:
1° Yhteenlaskuviittiman johto ja sen tarkastelu; 2° Kisinteisfunk-
tion midrittely pisteen ympéristossi ja yht.eenlaskuvii.iﬁtiim%m s0-
vellutus siihen; 3° Analyyttinen jatkaminen.

Riippuen siitd, milld tavoin yhteenlaskuviittimi johdetaan,
saadaan koko todistuksen piikohdalle, ensimmiiselle osalle, eri muo-
toja. Olemme valinneet kiyttimamme menettelyn siksi, ettd. se
niin liheisesti liittyy edellisiin kehittelyihin, tahtomatta silld sanoa,
ottd timi olisi yksinkertaisin ja vihimmilli edellytyksilld saatava
johto.

Kun yhteenlaskuviittimin nojalla laajennetaan funktion ¢ (u)
merkitysaluetta, niin ei siind tarvita varsinaista analyyttisen jat-
kamisen perustusta, funktioiden identtisyysperiaatetia, silld onhan
kysymyksessi sellainen erikoistapaus, jolloin edeltipiin tiedetidn
funktioiden identtisyys miiritysalueittensa koko yhteisessi alueessa.
Mutta tims periaate tulee kuitenkin kaytédntoon myohemmin, kun
todistetaan, ettd ¢ (v) myoskin alkuperdisen midritysalueensa ulko-
puolella esittds integralin kéinteisfunktiota.

Erikoisesti tahdomme huomauttaa, ettei jaksomodulien suhde
tule ollenkaan kysymykseen koko todistuksessa. Kun on saatu
niytetyksi, etti k#dnteisfunktio on olemassa koko tasossa, niin
seuraa siitd peristd piin, ettei jaksomodulien suhde ole realinen
(vrt. n:0 51). :

Muutoin ovat edelli esitetyt yksikisitteisyystodistukset pidet-
tivit jossain madrin keinotekoisina, sillé tuleehan niissé kysymyk-
seen siksi vaikeat yksityisluontoiset Kkisitteet kuin yhtilo (23) ja
vhteenlaskuviittdmi, jotka saadaan vasta sitten, kun on pitkiille
tutkittu algebrallisia funktioita ja integraleja, ja joiden loytdminen
on enemmin tahi vihemmén sattuman varassa.

Siiti huolimatta on yhteenlaskuvéittimén keino vanhin ole-
vista todistuksista. Ensimmiinen elliptisen integralin kiifintels-
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funktiota koskeva julkaisu on Aswrin ). Hin kiytti kisinteis-
funktion saamiseksi juuri vhteenlaskaviittimii. Tosin ovat hinen
uranuurtavat tutkimuksensa luonnollisesta syystd puutteelliset siin:i
kohden, ettd hin kisittelee vain siti tapausta, jolloin nelii-
Juuren alla oleva polynomi on realinen, silli hinen aikanaan oli
kompleksisen integralin teoria vasta, muodostumassa. 2)

WeIersTrAss %) antoi yleisen péteyyvden Aserin m enettelylle
sen kautta, ettd hin osotti, miten annetun differentialivhtilin rat-
kaisu saadaan pisteen ympéristissi potenssisarjana, Hiinen kei-
nonsa, jota hién mainitussa teoksessa kiiyttiii hwewﬁiptisnn inte-
gralien kiéintimiseksi, mutta joka ilman muuta soveltnu myos ellip-
tiseen tapaukseen, on péd-ajatuksessa edelli esitetty.

Vanhempaan historiaan niihden viittaamme G. Miraa-
LurrLrerin %) ja A, Krazer'in’ °) kirjotuksiin, joista edellinen yksi-
tyiskohtia myiten kisittelee Apur’in ja Wrierstrass'in todistuksia.

1) N, H. ABEL, Recherches sur les fonctions elliptiques (Crelle T. 2
Heft 2, 1827, siv. 101).

2) Tissit suhteessa Meisti mydliemmin Ane'in mencttelyn . Maxsiox
Kirjotuksessaan Sur la méthode &' Abel pour Uingersion de la premicre intégrale
elliptique dans le cas ol le module a une paleur imaginaire compleze. (Acta
Mathematica N XVII, 1903, siv. 333). PFunktioteorian nykyiseltii kehityskan-
nalta katsottuna lience kuitenkin timiin todisxtuksen historiallinen mer kitys sun-
rempi knin sen tieteellinen arvo.

5 K. WerErsTRASS, Theorie der Abelschen Functionen (Crelle 52. Band,
1856, =iv. 285).

4 . MITTAG-LEFFLER, En metod att komma i analytisk besittning f
de elliptiska funktionerna, Ielsingfors, 1876.

8 AL KRAZER, Zur Ceschichte des  Umkehrproblems der Integrale,
Festrede an der Hochsehule zu Kavseube am 18, Nov, 1908,

e
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IIl. Analyyttisen jatkamisen keino.

P Y S

31. Seuraavassa todistetaan integralin

(40) u=fd:

Kianteisfunktion yksikisitteisyys ja rationaliluonteisuus siten, ettd
yksi potenssisarjana annettu kaianteisfunktion elementti jatketaan
potenssisarjain avulla koko u-tasoon. Taté varten erotetaan Ric-
mannin pinnasta pois sopivat kierto- ja adrettonyyspisteiden ym-
piiristit, jolloin jiljelle jadvd pinta olkoon 7. Todistetaan sitten,

im—
e e s

et 2z,m ollessa Thssi voidaan midratd sellainen vakinainen posi-
tiivinen luku o, ettii 2,:aa vastaavan pisteen u, ympiristossi ke-
hitetty Kkidinteisfunktion sarja suppenee ainakin 0-siteisessid yni-
pyrissid.  Kayttamilld apuna sidettd ¢ seki kierto- ja ddrettomyys-
pisteiden ympéristojen kuva-alueita jatketaan sitten kidnteis-
funktio koko tasoon.

39. MTamin menettelytavan perustana on yleinen analyytti-
sen jatkamisen periaate, jonka lausumme seuraavassa muodossa:

Olkoon alueilla S, ja S, yhteisend yhtendinen alue (S, S,)
sekii fy(z) ja [, (z) niissi alueissa mddritellyt yksikdsitteiset, ra-
Jos nimd ovat yhidpitdvdt keskendnsd

P L o et s

RIS

tionaliluonteiset funktiof.
i vaikka kwinka pienessd yhteisen alucen (S, Sy) osassa, néin ovat ne
' yhtipitivit koko yhteisessii alueessa. [Kilei S, :lli ja 8,:la ole
wita yhleisii  alueita, nin  funktiot mddrittelevdt Sy ja Sym
peittimissi  alueessa Sy + S, yhksikisitteisen rationalilionteisen
funktion, joka S,:ssi yhtyy [i:éen ja Syissa [yreen. -Sanotaan,
etti f, ja f, oval toistensa analyytiiset jatkot.

Ajatelkaamme nyt, ettd jollakin tavalla on saatu timin lau-
selman chdot tdyttivissi alueissa S; ja Sy madritellyksi vast.
funktiot

2= (w), 2= (w),

jotka alueissa S; ja S, sekd niiden reunoilla ovat yksikisitteiset

ja rationaliluonteiset seké esittiviit niissé integralin (40) ké#nteis-
' 4

T - ot A ae -
S - SR —— p—
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funktiota. Jos ¢ ld ja ¢,:la on swma arvo 2, yhdessi ainoassa
S ja Sym yhteisen  alueen sisd- tahi reunapisteessd Uy, NN
sewraa  jo sutd, etti ne ovat identtiset Toko sund  yhteisessd
alueessa (81, 8y), johon wy kwuwdwu. Sily koska ¢y, ja @, esit-
tiviit integralin  (40) kitdnteisfunktiota, niin saa integrali pis-
teessid 35 arvon u,, ja n:on 11 mukaan tulevat siis seki ¢, otti
2 Disteen 1w, ympiristossi esitetyiksi sarjan (20a) kauntta, ollen
siten identtiset, ei ainoastaan pisteessid uy, vaan myds sen ympi-
vistossd, joten ne peruslauselman mukaan ovat identtiset koko
alneessa (8, S,) ja muodostavat toistensa analyyttiset jatkot,

33. Nyt tahdomme tutkia annetun potenssisarjan kidnteis-
sarjan suppenemista. Jos tunktio f(z) on pisteessi 4y séddnnillinen
ja jos f'(z) # 0, niin yleisen funktioteorian mukaan on timin
kiiéinteisfunktio pisteen Uy = [(2,) ymparistossi sidnnéllinen ana-
Iyvttinen funksio ja voidaan niin ollen kehittiil ugm ympiiristossi
suppenevaksi potenssisarjaksi. Midrsiiinme alarajan timin potenssi-
sarjan suppenemissiiteelle. g

Muunttamalla merkintiii kirjotamme tunnetun sarjan muotoon
(41) u=fE)=a 4 a4 .. a0,

Tehtiviin  ratkaisemme kahdessa osassa, Ensin midiriimme z-ta-
sossa  sellaisen origokeskisen ympyrin ¢, joka sarjan (41) kautta
kuvautun kiidntsien Vksikisitteisesti eriifiseen u-tason origon ympi-
ristoin - O, jossa siis kitinteisfunktio on um yksikisitteinen, siiin-
nillinen funktio. Kidinteissarja Suppenee siten ainakin siini origo-
keskisessi ympyrissi, joka jdi kokonaan alueeseen C. Tehtiivin toi-
nen osa on niinmuodoin hakea C:n reunan pienin etidisyys origosta.

Ympyri ¢ on misrittavi siten, etti funktio w on siini sisin-
nillinen ja saa saman arvon yhdessii ainoassa pisteessd.  Sentihden
ensiksi em side +» on pienempi kuin sarjan (41) suppenemisside ja
toiseksi argumentin variatiosiinngn (m:0 12) nojalla sellainen, etti

1 , .
g7 O WD) — )] =1

olkoonpa 2z, miki em sisilli oleva piste taliansa.

RIS R AT T 0T

L
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(41):n mukaan on

f(z) — [(20) = ay (2 — 2) + @y (32— 3% + -+

Voimme kirjottaa
2zt = (2 —2) Zn
missé

Zy = zt—1 _I_zn——2zo+ +Zon—1,

jolloin saamme

f(2) —feg) =G — ) (g +ay Zp Fay Zy+ - --)

ja siis
£ wg [ @ — )] = 1, a0 (e — )+, a1 @+t ko).

Oikean jisenen edellinen termi on = 2 &, ja meiddn on siis mid-

rittdvi 1 siten, etti
& Acarg(al—l—aQZz—}—---):o,
T#mi tapahtuu varmaan, jos epiyhtilo
lay| > ay Zy + a5 Z3 - - -
on voimassa c-ympyrdn kehilli.

Koska |2,| < #, niin on
| Z| < m vt

Olkoon nyt
R < sarjan (41) suppenemisside,
M = maks.|f(2)|, kun |z|=R.
Silloin on
I M
' a"l.} S_ ﬁ s
joten
e

ia‘ﬂZIl;<ﬂ[ _R”

Jos r < R, niin saadaan perikkéin:
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o Zyt g Ly <y Zy |+ | g Zy |
27 | 31
%
M[ ~1 r R
= =ML Edam e
7 : N2 1 M R : 7\ 2
R R
Madriadmme nyt i arvon siten, ettd ensiksikin
R
Jolloin edellisestii seuraa
¢ r7 r7 2 jl[l'
j(t242+ (5343'"}" <R(Z?—27_) ,
Ja ettii toiseksi
2 My
< a,l .
R(ER—aon > 4
Nimé ehdot toteuttava n arvo on
a, | R?
49 e oy 1 e S
(42) "o (M B
= on ndin madritylla »-siteiselld ympyrilli ¢ ja Z, sen

Kun =
sisélld, niin on
102Z2+“3Z3+ R |a,! s

josta voi pHittis, etti

A, arg (6 + ay Zy -

ja niimmuodoin

27 /Ac arg [/ (2) —F(z) ] =1

¢ on siis vaadittn ympyrii.
Tehtdvin toinen osa oli arvioida em kuva-alueen, Cm, reu-

nan pienin etiisyys origosta, eli toisin sanoen funktion w = f(2)

itseisarvon alaraja c-ympyrin kehilli.
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Lnsim. 1

Aluksi voimme Kirjottaa

|| > ey 2] — 0p 2% - g 22 4= -0 |
Kuan |z/ =1, niin on
y O\
ot < M=
Un . :l](ﬂ)
ja siis =
TORLE R A0 S <M[(R) +(R) ‘}—.“—]:Mr‘l_ —

mistd seuraa
ER

o (%)

> r— M — T

T 5

R

Kun tissi r:lle annetaan arvo (42), niin saadaan, elld |f (2)lm

minimi e-ympyrin kehilli on > o, missi

(43) o B (o
' ST 2(@eM-+ja | R)

Sarjan (41) kiiinteissarju suppenee siis ainakin o-siteisessi,
origokeskisessi ympyrassi. Todellisnudessa se suppenee suurem-
massakin ympyrissd, silli 7:4id arvioitaessa oli kahdessakin koh-
dassa ehdoton < merkki, joka sallii r:n arvon suurennettavaksi,
jolloin myds C:n reuna joka kohdaltaan siirtyy ulospiin. Kéaén-
teissarja suppenee siis mydskin o-sdteisen ympyrin kehilla.

Koska |a;|:n pienetessd ¢ pienence, niin voimme edelld saa-
dut tulokset lausua seuraavasti:

Olkoon

w=a, 2+ ay2-F e, 4, F0

origokeskisessi ympyrdssii suppeneva potenssisarja sekd

R < sarjan suppenemissiide,
M > maks. (w|, kun {2, = R,
9<iq!
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Tamén sarjan kéidinteissarja

Z=biutbyud ...

suppenee silloin  varmast; origokeskisessii ympyrissd, jonka side
on suurempi kuin
y? R?
T oM+ gl
Ju o-siiteinen ympyrd  kwvawbhoe néiden sarjain kautta kehineen
kidntien yksikisitteisesti erddscen z-tason origon ympdristoin.

34. Haemme nyt timin nojalla selajset Kierto- ja #iretts-
myyspisteiden ympirilli olevat alueet, jotka integralin (40) kantta
kuvautuvat kiintien yksikisitteisesti eriisiin w-tason alueisiin.

Olkoon wu, joku kiertopisteescen a, kuuluva integralin arvo,
Vastaavaa integralin  hauraa esitti “rm ympiristissi sarja (21):

W—g=at+atf ... =) tp, Ay 0

Tiami suppenee, kun ¢ <!V5|u;c_¢,, [ jossa ay on auti likin
kiertopiste. Kdellisen n:on mukaan voidaan miiiriti sellainen -
keskinen ympyri Cy, jossa (remna mukaan Inettuna) timin sarjan
kiidinteissarja suppenee ja joka sarjain kautta kuvantun Kiiintien
Yksikiisitteisesti {-tason origon  ympérille eriisiseen alueeseen ¢.:
Muounnos 2z — ¢ — 2 kuvaa taas epn Kivintien vksikiisitteisesti
Riemannin pinnalle pisteen «, vmpivilli olevaan alueeseen ¢, |
Integrali (40) seki sen kédnteisfunktion elemenits (21a) kwrvaavat
sues kiertopisteen ympdiriston e, Lidintien yksikisitteisesti Y-
radn C, .

Olkoon  sitten o Riewmannin pinnan .IUIIJJIH-EII\'l[ll]jluu diirettii-
Myyetid  vastaava integralin arvo, jolloin vastaavas mtegralin haa-

raa tissi oo ssi esittii sarja (22);
U— U=t b, ... t =271 . 40,
Edellisen n:on mukaan liytyy taas u-tasossa sellainen Ug-keskinen

ympyri Iy, joka timin sarjan  kantta knvautun -tason origon
Ympéristion - Kiisintien Vhsikiisitteisesti,  Muunnos z=¢—! Kuvaa




36, jonka sdde

witta kehineen
pliristoon.

0- ja Adretti-

in (40) ka.ut‘r.-lﬁ

1 alueisiin.
tegralin arvo.
88 sarja (21):

0

m ap:ti likin
sellainen 1¢,-
timén sarjan
tun kidntien
alueeseen cy.:
sikiisitteisesti
luceseen ¢, .
la) kuvaavat
feisests ympy-

ipaa ddaretti-
tegralin haa-

0,
/
1, -keskinen
tason origon

=t kuvaa
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Ensim.
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Jajin elliptisen integralin kitinteisfunktion yksikisitteisyys. 29

n Riemannin pinnalle ulkopuolelle erdsté kiyrdad ¥,
kaikki kiertopistect jiiviit). Inktegruli (40) ja
lementti (22a) kuvaavat niinollen alween 7y,

tamin aluee
{jonka sisiipuolelle
sen kadanteisfunktion e
(joka merkitsee samannimisen kdyiin ulkopuolta), kddntien yhsi-
Lisitteisesti ympyrddn I'y.

35. Leikkaamme Riemannin pinnasta pois titen ma&rdtyt
alueet g, C1y Coy €3y V15 72 (ks.m:0 31). Jiljelle jidivad pinnan o0saa,
joka on direllinen alue, merkitsemme 7:114.  Olkoon 6 kiertopis-
feiden pienin etiisyys alueesta 2. '

Kun piste (2, S on T:ssit tahi sen reunalla sekii u, siihen
Juuluva integralin arvo, niin vastaavaa integralin haaraa z,m ymi-
pyristossi esittdvi sarja (20):

u-—uo—_—al(z——zo)—l—az(z—20)9+ R

I S
]‘;f.(:n} ’

jossa

ay

suppenee ympyrissd, jonka siide on >0 .
Koska |£(?)! on alueessa T' darellinen, niin on la, |:114 nollasta

eroava minimiarvo ¢:
la| =9 >0,

kun (Z,, Sp) on T':ssi tahi sen remnalla.  Olkoon R midritty posi-

tiivinen luku. joka tiyttas ehdon R <o, ja olkoon

i
— |

|-
Vi

siinii lagjennetussa alncessa, joka saadaan Thsti. kun siiben liite-

G = maks.

tiiin  kiertopisteiden ympiristiisti ne pisteet, joiden efiisyys T
yennasta on < R, Tidmi maksimiarvo on varmasti fdrellinen, koska
I ollessa < o ei yksikiiiin kiertopiste ole mainitussa alucessa.

Jos kaavassa
. . :
v dz

VI

suoritamme integroimisen pisteet 2, ja 2 yhdistivid janaa pitkin,

u———uo_—_‘ I

Za

niin saamme siis, ettd
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'u—uO(KRG:M,

kun (2o, 5) on Thssi tahi sen reunalla ja 2 — s I < R,

Nyt voidaan sarjaan (20) ja sen kiilinteissarjaan (20a) sovel-
luttaa n:on 33 tuloksia, riippumatta bisteen (z,, s,) paikasta, kun
se vain on T:ssi tahi sen reunalla, jolloin saadaan seuraava lan-
selma:

Kun  piste (Z0, 8) on Tissii taki sen reunalla sekd Uy Sitd
vastaava  integralin (40) wvo, ja kun 6, B, g ja G merkitserit
edelli mddriteltyyj lkuja, witn integratin sarjakelitelmd pisteen

S0 Ymparistissd.

[ , 5
U Uy = — = (2 —5)) F-a, (5 — 5) A
Vf [*‘-’0)
suppenee ympyrissd, jonka side on véihintiin, — 0, sekd sen kéin-

teissarja

rro N 1 ’ 2
=2, =Vf(z,) (u— ) Jr‘zf (20) (0 — 2y)2 + ...
SUNG uy-keskisessii ympyrdssd C (uy), jonka side on
(44) = o7 oy

vieldpd timdn Yympyran kehdtld,  Ympyri C(uy) kwvautuw niiden
sarjamn  Lautta kidntien yksikiisitteisesti  erdiiseen 2o ympdiris-
tiin ¢ (z,) .

36. " Analyyttisti Jatkamista varten peitimme z-tason nelfi-
verkolla, jossa jokaisen nelign lavistijs on = o,

Olkoon (2, s,) madritty I'm piste ja Uy yksi sithen kunlu-
vista integralin arvoista, Merkitsemme 4,:1la sen nelion, jossa w,
on.  Olkoot 4,, 4,, ++, dg ne 8 periklisti nelistd, jotka muo-
dostavat A,:aa Ympiérciviin nelidrenkaan, niiti Ympirdiviat neliot
olkoot jirjestyksesss 4,, Ag, e, Ay jme. Edelleen mnierkite
semme S; = 4, ja

Potr =08 + 4,11 (n=0,1,2 ...},




/5
an (20a) sovel-
) paikasta, kun

1 Seuraava lan-

la sekdi Uy Sitd
G merkitseuit
hitelindi pis¥gen

sekd sen kiiéin-

sauture néidden

2y ympliris-
Z-tason nelii-

siihen kuulu-
2litin, jossa wu,
i, jotka muo-
drdivit neliot

leen nterkit-
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Tnsim. lajin clliptisen integralin kilfint

e ——

Analyyttinen jatkaminen suoritetaan siten, ettd integralin
kiii‘lm.eisfnlﬂ{tio mitiiritelliiin ensin alueessa Sy, jonka jilkeen sen
merkitys laajennetaan aluceseen 8, siiti alueeseen S, j.n.e., joten
siig edelliseen alueesecn aina liitetiin yksi nelio 4. Suoritamme
todistuksen tiydellisen induktion avulla.

Koska g on pisteeseen (Zg, $o) kuuluva integralin (40) arvo,
piin integralin kiiinteisfunktiota, jonka merkitsemme @ (w):1la, esit-

tii 1gm ympéristossd sarja (20a):
T . 1 3 N 9
w5 )= g0 VTG (w— )+ 3G (el

Koska (Zg, So) olettamuksen mukaan on 7hssi, niin suppenee tiama
sarja mon 35 mukaan ainakin ©-sifeisessd ympyrissi C (1) ja sen
rounalla.  Nelio 4, jad kokonaan tAman  ympyran sisddn, silld
Ay, livistdja on = ¢ ju ympyrin keskipiste g on A s8a.

Integralin (40) Lidnteisfunktio z = ¢ (1) 00 siten sarjan (45)
Fautte médritelty alueessa Sy = Ay, jossa ¢ (1) sits on yhsikisil-
teinen ja sddnnollinen.

27. Todistamme sitten yhden mielivaltaisen askeleen suun-
pittelemassamme analyyttisen jatkamiseﬁ ketjussa.

Oletamme siis, ettii integralin (40) kainteistunktio ¢ (u) on
saatu  midrityksi yksikiisitteisend, rationaliluonteisena funktiona
aueessa S, ja sen reunalla ja niytimme, ettd @ (w) sillom on
olemasse myos alueessa S, a1 g ettd silléi siiné on dsken mainifut
ominaisuwudet.

Koska nelioilli A, ja dn4-1 0n yhteinen sivu, niin on alueilla
S, ja A,.c1 yhteinen reunan osd L, joka on yhteniinen ja jonka
muodostaa yksi, kaksi tahi kolme nelion A, 41 sivoa.

Olkoon w, mielivaltainen L piste. Koska u; on alueen Sy
reunalla, niin on kitinteisfunktiolla siind mdaratty arvo = @ ().
Erotamme kaksi tapausta:

A, Liytyy ainakin yksi L piste u,, jota vastaava piste 24
on alueessa T tahi sen reunalla.

B. Kaikki pisteet 53 = ¢ (uy) ovat T'm ulkopuolella, ja siis

jossakin alueista ¢y, €1, €25 Csy Y1y V2 -
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Tapaus A. Olkoon %y sellainen Lo piste, jota vastaava
pinnan piste z, = ® (uy) on Tssii tahi sen reunalla.  Koska @ (u)
esittédi  alueessa 'S, Integralin (40) kéi-h‘.nleisfl.m_ktium_. nin on w,
eriis pisteeseen z, kuuluyva Integralin arvo. Timin integralin haa-
ran kidnteistunktiota esittiii toiselta prolen n:om 11 mukaun sarja

46 i=a YD (0 — ) 4 T — g

Joka n:on 33 mukaan  suppenee alnakin siing ympyrassi C (u,),
jolla on keskipiste u, ja side 0.

Olkoon ¥ se S,:m Ja C(u))m yhteinen alue, jonka reunalla
Ur on. Koska 1w, on Ay e piinilli ja C(u)m side op yhti
kuin 4, ,m lavistija, niin 4441 on kokonaan C(uy):ssit.  Sen-
tiliden on myos alue 4, ;4 17 siind ja sarja (46) esittia siis
kiltinteistunktioty erikoisesti tissii alueessa. Alueilly Sy ja Ay 1T
on - yhteisend vksi ainoa yhtendinen alpe ¥ Koska ¢ (1):11a ja
sarjalla (46) on sama arvo 2y alueen Y reunapisteessi Uy, niin ne
ovat n:on 32 mukaan Identtiset koko alueessa T Ja siis Kiidinteis-
fanktio @ (1) voidaan Jatkaa analyyttisesti yksikéisitteisenéi, ratio-
naliluonteisena  funktiona alueeseen 8,4, =9, + 4,41, jolloin
Sarja (46) on ¢ (1)m analyyttinen Jatko.

Tapavs B, Ellei loydy yhtisin L. pistettii, jota ¢ (u)m
kautta vastaigj Tssii tahi sen reunalla oleya piste, niin @ (1) ka-
vaa Lo Kiyriks {, joka kokonaan sijaitsee yhdessi alueisty Cp, Vi
(kuv. 3).  Olkoon Wy madritty Lo piste Ja 3 = ¢ (u,) siti Vastaava
Kitinteistunktion arvo.  Krotamme kaksi alatapausta :

1° 2z, on kiertopisteen «, Ymparistissi e, e

2° 2z, on adrettimyvden Ympéristossi y; .

Alatapaus 1°. Anmnamme 2z liikkua, ¢,:ssi bysyen, jatku-
vastl pisteesty % Kiertopisteeseen (1, (kuv. 3). Integrali minuttuy
silloin  arvosta Uy crédiseen arvoon Ug.  N:om 34 mukaan kuvaa
integralin kittinteistunktion elementti (21.).

) 1 i g 2
(47) E= T ) (e— )

e T




, jota vastaava

Koska ¢ (x)
ta, niin on wu,
integralin haa-

mukaan sarja

W4
IVTHSSH (_&cl),

jonka reunalla
siide on yhti
uy):ssit. Sen-
6) esittii siis
cja Ay Y
a @ (u):lla ja
4 %y, niin ne
siis Kiifinteis-
eisené, ratio-
41, jolloin

Jota ¢ (w)m
iin @ (v) ko-
dueista ¢, 3,
sitd vastaava

syen, jatku-
ali muuttuu
kaan kuvaa
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Ensim. lajin el

Riemannin pmnla. u -taso,

Kuv. 3.

u,-keskisen ympyrdan Cp, kidntien yksikiisitteisesti alueeseen Cp.
joten (47) antaa kidnteisfunktiolle pistcessd u; arvon 2y sanoin
kuin ¢ (1) .

a) Olkoon Y se Sym ja Cym (kuviossa C,¥) yhteinen alue,
johon 1y kuuluu. Jos nelii 4,41 on kokonaan Cssii, niin on
myos alue A1+ Y siind, ja tdllé alueella on S,m kanssa yh-
teisenii ainoastaan alue Y. Koska sarja (47) ja @(w) antavat pis-
teessi 4y Kifinteisfunktiolle saman arvon 2, niin ne ovat m:on 32
mukaan identtiset koko Y:ssd ja ¢ () tulee jatketuksi alueeseen
8, -+ A, 1= Sp41 rationaliluonteisena, vksikisitteisend funktiona.

) Ellei 4,51 ole kokonaan C:ssi, niin Jeikkaa Cypin kehil
siti (kuv. 8, C:).
T4ti sarjan (47) kautta vastaava kadinteisfunktion arvo
Sentihden ki#dnteis-

Olkoon i, joku piste A,y i:ssii olevalla Cpm

kaarella.
L]
z, on silloin ¢ym ja siis myos T:n reunalla.

funktion sarjakehitelmii uym ympHristossi
(48) = %y _|—Vf(42) (10— ug)f -

suppenee n:on 35 mukaan ainakin o-siteisessd ympyrédssi C (uy),
jonka sisdlle nyt 4,41 kokonaan jas.  Koska (47) ja (48) molem-
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mat  antavat kidinteisfunktiolle saman arvon z, pisteessd u,, niin
ovat ne mon 32 mukaan identtiset siing Cym ja C (uy)m vhtei-
sessi alueessa, jossa u, on. Osan tisti alueesta muodostaa C,:ssi
oleva 4, 1m osa, jonka reunalla piste u; on. Sentihden antaa

sarja (48) erikoisesti tdssii pisteessi kiilinteisfunktiolle saman ATYOn
kuin sarja (47), eli arvon 2y, Joka on myds ¢ (u)m arvo siini.
Nyt voidaan jatkaa aivan kuin ennen: Olkoon ¥ se S,m ja
C(uy):m  yhteinen alue, johon v, kuulun. Koska An 1 on koko-
naan € (uy):ssa, niin on myis alue d, 11 + Y siing, ja (48) esit-
tid  kddnteisfunktiota erikoisesti tissii alueessa. Nyt on alueilla
Apg1+7Y ja 8, vhteisenii ainoastaan alue Y. jonka pisteessi %
sekd @ (u) etti sarja (48) kumpikin antaa kiiéinteisfunktiolle saman
arvon z;.  Sentihden ovat ne identtiset Y :ssija madritteleviit

alneessa 8, 4 4, 1, =, n+1  yksikisitteisen, rationaliluonteisen

funktion; joka siini esittiii integralin kitéinteistunktiota,

cAlatapaus 2°, 8, ja A, 4im yhteinen rewnan osa L on

darettimyyden ympirilli olevassa alueessa 7;. Annanime z:n menni
Zystd yissi olevaan % -pisteeseen. Integrali « on samalla kul-

kenut w,:sti eridiseen pisteeseen u, .. Silloin kuvautqy vi n:on 34

mukaan integralin  (40) Ja sen kitdinteistunktion elementin (224):

(49) pema=iaid e L i,

1/% =1y @,

kautta Kitdntien vksikiisitteisesti 1, -keskiseen ympyrdin ;. Sarja
(49) antaa sentihden kidnteistunktiolle pisteessit u, arvon % sa-
moin kain ®(u). Kuten edellisessi alatapauksessa on tissiikin

erotetfava taas ne tapankset, etti 4,41 on kokonaan tahi vain

osaksi I';:ssit. Molempain tapausten kiisittely on
edelli.

aivan sama knin

Nédin olemme saaneect tdmdn n:on alussa |
titvdelleen todistetuksi.

ausutun vitittiniin

38. Mutta timi yhdessi n:on 3¢ kanssa ratkaiseckin asetetun
kiénteistehtéivin,  Silli n:on 36 mukaan Sj:ssa sarjan (45) kautta
mddritelty integralin (40) Litinteisfunktio ¢ (w) on siing vksikiisit-

A R - e e
Rt 2"—’-';"_.'7-'?’_'(:;:—."_“"-':'“? =Yy uTL“_I’ e
o T R =

iy i =




isteessit u,, niin
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i, ja (480 esit-
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unktiolle saman
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ionaliluonteisen
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tun 9; n:on 34

2mentin (22a):
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an sama kuin
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Ensinn. lajin elliptisen integt:

teinen Jja siannollinen analyyttinen tunktio, joka edellisen mukaan
ginteisfunktiota esittévind yksikisitteisen# ja ra-

voidaan jatkaa k
tionaliluonteisena funktiona alueeseen Sy, téstd alueeseen S,

sjiti alueeseen S, j.nm. e Niin saamme lopuksi:

Integralin (40) kiiiinteisfunktio on olemassa koko tasossa yksi-
Liisitteisend, ddirellisyydessd rationaliluonteisena funktiona.
39. HKsitetyssi todistuksessa yleinen analyyttisen jatkamisen

periaate yhdessd integralin Kitiinteissarjain suppenemissiiteiden ala-

rajan  kanssa tekee mahdolliseksi annetun kiinteisfunktion ele-
mentin merkityksen laajentamisen jokaiseen direlliseen alueeseen.
miti yksinkertaisin nenettely ei sisilld mitddn asialle vie-
atuksia kuten kaksi ensin suoritettua todistusta.
1y joka sen luennoillaan Sorbonnessa

Tamd
raita vilineitd ja aj
Se on perdisin k. Pioarp’ilta,
on ensi kertaa esittinyt. Edellit suoritettu todistus poikkeaa muuta-
issa vihipitiisissd kohdissa Prcarp’in menettelysti. Suppenemis-

giteiden alarajaa ja kierto- ja garettomyyspisteiden ymparistdjen

Luvausta vastaa hinelld nididen kanssa yhtéipitivi lauselma: Jokarsen
integralin arvon ympdri voidaan piirtii kerta kaikkiaan mddrdtylli
siteelld ympyrd, jonka sisdlld kécnteisfunktio on ylksikdsitieinen.

Vuwosi Prcarp’in . kirjoituksen ilmestymisen jilkeen julkaisi
. PrracMEN 2) samaan ajatukseen perustuvan tutkimuksen laajem-
masta tehtiviistd, nim. algebrallisen differentialiyhtilon

F(’Ll, LCZZ—;L):O

integroimisesta. Brriow ja BouQuEr 8) olivat Kiisitelleet tita diffe-

1) 1. Prearp, Sur ¥ inversion de U intégrale elliptique et U irréducti-

bilité de ses périodes (Bulletin des scionces mathématiques, T. X1V, 1890,

1. partie, siv. 107).
2) I3, PHRAGMEN, Zur Theorie der Differentialgleichung von Briot und

Bougquet (Ofversigt af K. Vetenskaps- Akademiens Forhandlingar 1891, Nio 9,

Stockhohn).
3) Brior et BoUQUET, Théorie des fonetions elliptiques, Paris

siv. 376.

1873,
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renfialiyhtildd, ja samalla I lajin elliptisen integralin killintamisti,
mutta tyytyivit ratkaisemaan sen vain pisteen ympiristissi, jonka
[lajin elliptisessii integralissa suorittavat sarjat (20a), (21a), (22a).
Tisti yksinomaan ei knitenkaan seuraa Kiifinteisfunktion koko ta-
s0ssa olemassaolo ja yksikésitteisyys, vaan tiytyy viilttamiitti kiiyt-
fid apuna kiiinteissarjain suppenemissiteiden alarajaa tahi jotakin
munta vilinettii, joka tekee mahdolliseksi siirtymisen pisteen ym-
péirististi sunreen alueeseen.
: kohta.

Tissd onkin todistuksen ratkaiseva

Analyyttisen jatkamisen keinoa kiyttii myshemmin K.
Borm !) elliptisten funktioiden ja integralien oppikirjassaan.

| 1IV. Konformikuvaustodistus., -
i

40. Nyt esitettiviissi todistuksessa osotamme, etti Rieman-
nin pinta voidaan jakaa osiin, joista jokainen tulee I lajin ellipti-

sen integralin kautta Lkuvatuksi kolmioon.

Némit kolmiot muo-
(dostavat yhdessit sunnnikkaan, johon leikattu Riemannin pinta kiin-
tien yksikésitteisesti kuvautun. Menettely pernstuu n:ossa 12 csi-

fettyyn konformikuvausta koskevaan vleiseen lauselmaan.
Merkitsemme z-tasoon nelijjuuren

s==V a,(z —a,) (5 — ) (2 — ay) (3 —ay)

neljia  kiertopistetti ay, «, Uy, @3, Voinme olettaa, ettei ]
] |

colmea
kiertopistettii ole samalla suoralla, sill

fi Jos néin olisi, niin voisimme
lincarisen muunnoksen kautta palautua yleiseen tapaukseen. Olkoot
a, b, ¢ kolme mielivaltaista kiertopi'steistéi, Qg, Oy, @y, a3, DPistei-
den @, b, ¢ kautta kulkeva Ympyré jakaa z-tason kahteen aluee-
i

1) KArL Borsn, Elliptische Funktionen, 11 Teil, (8
LXI), Leipzig 1910, siv. 45,

ammlung Schabert,




n ka#ntamistd,
iristossé, jonka
), (21a), (22a).
ktion koko ta-
IttamAgha kiyt-
aa tahi jotakin
m pisteen ym-
sen ratkaiseva

iyohemmin K.
irjassaan.

, etti Rieman-
I lajin ellipti-
kolmiot muo-
ain pinta kéén-
n:ossa 12 esi-

naan.

t3)

i, ettel kolmea
, niin voisimme
ukseen. Olkoot
Pistei-

kahteen aluee-

(’23 a’3.

mmlung Schubert
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Ensim. lajin clliptisen integralin Kitiinteisfunktion ¥

geen. Olkoon (d) niistid se, jossa neljiis kiertopiste, @, i ole. To-
distamme viittaman:

Integralt
o
(50) = |

n (d) kddantden yhsiksitteis
konformisestt kolmiomaiseen,

esti ja muualla paitss pis-
kaiklkialla wlospdin ku-
Pisteitd a, b, ¢ vas-
A, B, C muodostad U (d):m reuna sisc‘ékulmatg-

kuvaos aluee
teissii @, b, €

peran kdyrin  rajottamaan alueeseen U(d)-

taavissa pisteissd

Huomaamie ensin, ettd integrali (50) on yksikisitteinen ja
(d) sisillg, koska (d) on yhdestiyhtenainen
yksikisitteinen ja séinnollinen, ja ettd
min alueen reunalla, vielaps sadnnolli-
On tutkittava,

giannollinen alueen
alue, jossa: integrandi on
integrali pysyy jatknvana té
genit kaikkialla muualla paitsi
ninkiilaiseksi kiyriksi (d)m re

41. Edellisesti seurad aluksi, eftti
on suljettu, sekd siannollinen muvalla paitsi pisteitd d, b, ¢ vas-

pisteissic 4, B, C. Seuraavassa oletamme pisteet @, b, €
sitiiviseen suuntaan kul-

Kkiertopisteissi @, D, c.
ma kuvautuu integralin kauita.
(d):n reunan kwvakdyra

taavissa
merkityksi niin, ettd ne (@) ympari po
jettaessa kohdataan juuri tdssd jarjestyksessd.

Tarkastamme lihemmin kuvakiyrin tangentin kiertymistd
2 kulkiessa (d)m reunakiyrid pitkin positiivise

Liisiteltivi erikseen Kiyrin siannolliset osat, nin.

en suuntaan. On
vilit AB, BC,

(4, ja erikseen epiisadnnilliset pisteet 4, B, C.

Olkoon siis # eras (d)-alueen reunakiiyrin piste, j
kiertopiste, ja v s€ kulma, jonka reunakiayrin tangentti,
kulkusuuntaan, téssd pisteessi muodostaa positiivisen x -akselin

Jos V on u-tasossa olevan

oka ei ole
piirrettynad

kanssa. kuvakiyrin vastaavan tangen-

tin suuntakulma, niin on silloin

&‘\&n
R

V=1uv- arg
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Kosks,

niin saamme tisti:

(BLY W=y - arg ya, — ;f(al*g' (c—a) 4 arg (- —p)

-+ arg (z — e) +arg (z —d) ) -

Kan 2z algeen (@) reunaa pitkin siirtyy Disteeseen z - 2

. Tiiin
totenttavat Vastaavat vaihe

kulmain muutokset vhtiilin

(52) 0V =6y % ((5 g (2 —a) -L- 6 are (z — b)
- 0aid (gr= ¢) + 0 arg (s — d)) :
Kun dz on Ympyrin’(abe) keh

illé kiertopisteiden vilisilli kaa-
rilla, niin joka tapauksessa on (vit

- kuv. 4 ja 5)

darg (z— a) = 0arg (z — b) = ¢ arg (z — ¢) :édqa,

Jossa dg op kaarta oz vastaava keskuskuln.

Koska ympyriin
tangentin suuntakulman v munteg on

dv=14¢,

niin niisti saadaan (62):n mukaan

(53) (5V:%6q)—;(5a1'g'(z~(7).

Tahdomme  tutiiy 6V:n merkkid, jolloin op erotettavana
kolme eri tapausta, riippuen d-pisteen paikasta.
Tapaus 1° Piste 4 on ympyrin (abe) ulkopuolella (kny. 4).
Kun kaari 6z on osa kaaresta EF@G, niin on
darg (z - d) < 0.

Kun taas 6z oy kaarella G H . niin on

0 <c5a.\1'g(z—(l)<%dg),




-

r—Db)

—d))_

een 2z - 0z, niin
dlin

—d).
den vilisilli kaa-

}Zéé(p,

Koska ympyrian

on evotettavana

puolella (kuv. 4).

teisfunktion yksikiisitteisyys. 65

Ensim. Jajin elliptisen integralin kiiéin

Jos sivuamispiste E tahi G jakaa kaaren 02z kahteen osaan,
E F G:1li olevaa osaa vastdava alg (z — d):n muutos nega-

niin on
a osaa vastaava positiivinen, mutta pienempi kuin

tiivinen Ja toist

é—éq), jonka tdhden on

darg (z —d) < 15 oq .

Kuav. 4.

Vhtalostd (53) nahddin niiden epivhtiloiden nojalla, ettd

_joka tapauksessa 0V on ‘positizvinen.

Tapaus 2°. Piste d on ympyran (abe) sisiipuolella. Alue
(d) on tilloin ympyran ulkopuoli. Kun siis z kiertdd (d):n ym-
piiri  positiivisen suuntaan, mniin ovat d¢ ja 0arg (z —d) nega-

tiivisia ja toteuttavat kuvion 5 mukaan epiyhtilon
0 arg ( d L 0
arg (z —d) < 09 .
Sentihden on (53):n wukaan 0V taas posititvinen.

Tapaus 3°. Piste d on ympyrdn kehiilli, jolloin sen voimme
olettaa olevan kaarella ca, Olkoon esim. ympyrin siséipuoli mer-
Kitty (d):114. Tiissi tapauksessa on

‘ ; 1
darg (z —d)y=_ 09,

joten (53):n mukaan 0V =10
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Edellisen mukaan siis tapauksissa 1° Ja 2° (d):n reunan
kuvakiiyrin tangenits kiertii ympyrdn kaavia ab, be, ¢ a vastau-
villa osilla AB, BC, CA aina posititviseen suuniaan.

Tapunk-
sessa 3° vastaa kaaria o b, b ¢, cd, da suoravivaiset janal.

Kuv. 6.

Miadradamme t

angentin kiertokulman suurunden kiyrilli 4B,
BC ja CA. XKuvion 6 mukaan on esimerkiksi « b:11i

Az py=Na0b, /_\: arg (2 —d) = N\ adb .
Yhtélosti (53) saadaan silloin V:n lisiiykseksi 4 B:1li:

i

4.

" B
A

1 1-
V:4/\a0b—2/\adb‘

Samoin saadaan yhtilit

Koska ,
i AN adb -1 Nbde - N eda = L

niin tulee edellisisti vhteenlaskemalla




2° (d)m reunan
, be, ¢a vastaa-
niaan. Tapauk-

vaiset janat.

len kiyrilli 4B,
v D113

adl .

B:1li:

LM e ——

alin kiiinteisfunktion vkikixitteisyys. 67

Jliptisen integl

Ensim. tajin ¢ 5

1).

101 ]

. B oty A gt
(34 BRI BV B V=
Kun jokainen kiertokulma on positiivinen, niin tisti vhtalosti
ttit tangentin Liertolulina Fullakin kiyrilla A DB, BC, CA

johtuu, ¢
T

myos Fahdella yhteensi on pienempt kuin 3 -

erikseen Ja ;
492. Nyt tarkastanine pisteiti a, b. ¢ (ju d tapauksessa 3°).
Koska Kkaikkien niiden pisteiden kiisittely  on samanlainen, niin
quoritamme sen -ain @:han nihden.
@:ta  vastaa integralin (50) kaufta miiritty piste 4,
joka jutkuvasti liittyy muihin reuna-arvoibin,  A:ssa on (d):n reu-

nan kwrakdyrdlli kakst tangenttia, joiden vilmen kulma on o, neewe

elti kdyrdn matodostama kulma = on kulkusuuntaan néhden vasent-

malle kadelld.

rimin todistamiseksi annamme 2:1 menni V:n lausekkeessa
(51) ensin yhdeltd citten toiselta puolen pisteeseen . T.ausek-
keossa (31) ovat kaikki muut kulmat pisteessi d vksikiisitteisid
ja jatkuvia paitsi arg (z — @). Sillikin on midrityt raja-arvot,
kun 2 eori puolilta menee :han, jonka tihden kuvakiiyrilld on
pisteessi 4 kaksi mitiriittyi tangenttia. Alueen (d) ympiri posi-

tiiviscon suuntaan kuljettaessa vilhenee avg (z — @) pisteessid @ kul-

malla 7. Yhtalon (51) mukaan silloin V lisiiintyy kulmalla 5 , joten

viiittiamii on todistettu. o

43. FEdellisten tulosten avulla voidaan nyt tapaus 3° helposti
Kiisitelld. Kaikkien neljin kiertopisteen kaulte kulkevan ympy-
rinkehin  Twvaksi tulee suorakulmion piirde. Silld mon 41 mu-
kaan on kuvakivri suljettu ja kaaria ab, De, cd, da vastaa-
vat junat 4B, BC, OD, DA, jotka mon 42 mukaan muo-

1) Kuvion 6 mukaan saadaan kiertokulmain Ay V Jansckkeista

B A'_l,‘ ~ C /'__l A 7___1_r
QAI‘_‘ZII _/__;BI’—.)U, ’Cl_zﬁ

Koska « 4 fi 47 =&, niin sacdaan myos nitistit vhtild (54) esille.
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dostavat pisteissii 4, B, ¢, D kulmat g+ MUSHE seuraa, ettii kuvi |

ABCD on suorakulmio, Koska vield suorat kulmat ovat suuntaan
ABCD Kkuljettaessa vasemmalla kidelld, niin tulee Suorakulmion
siséipuoli Kierretyksi  positiiviseen sunntaan.  JJos sijg ymipyrin
kehéiéi pitkin sumnnassa «bed kuljettaessa Ympyran siséipuoli kiep-
retddn  positiiviseen suuntaan, niin kuvautun se n:on 19 Konformi-
kuvausviittamin  mukaan kddntiien Vksikiisitteisesti snorakulmioon
ABCD.

Titen saatu kuvaus voidaan yleisen peilansperiaatteen ny-
kaan Jatkaa koko Riemannin pinnalle. kun pinnan leikkaukset tel)-
dddn  ympyrin abed kaaria my6ten. Ieikatun Riemannin pin-
nan kuvaksi saadaan tilliin suorakulniio, josta edellimainittu wjuo-
dostaa vhden neljinneksen. )  Siits Jatkuu kuvaus lopullisesti jukso-
modnlinen avulla koko W-1lasoon niinkuin n:ossa 18 Tissit tapauk-
sessa kuitenkin on w%-tason aukoton ja vksinkertainen peittyminen
itsestdiin selyy, Emme pysihdy tihiin sen enempéd, vaan ryl-
dyvinme yleisen tapanksen tutkimiseen.

44 Kun kaavelle AR plirretyn tangentin sivuamispisteen
annanme liikkna 4:sty B:lien, niin tangentti kiertyy n:on 41 mu-
kaan joka pisteessi positiiviseen suuntaan, Koska koko Kierto-

Kulma kivrilla A B on <;I (ks. ed. siv.), niin kéyrid A B ef leik-

kaw itsedin.  Sop pddtepisteisiin piirretyt tangentit leikkaavat
samoista  svisti  toisensa janan 4 B oikealla puolen olevassa pis-
teessi C" (kuv. 7), ja kiyri AB jii kokonaan kolmioon AC'B |
Kolmion kulman ¢ vierusknhna on  juuri fangentin kiertol.(ulma
A B:1li, n:on 41 merkinnin mukaan ;’ffo. — Samalla tavalla niili-

didn, ettii kaaret BC ja CA eiviit leikkaa itsediéin ja ettd ne ovat
vastaavissa  kolmioissa B A'C ja CB A4, joiden Xulmain A’ ja B

; Cprr . Ay
vieruskulmat  ovat pV oja S0V

L Vet H. Berknarpr, Elliptische Functionen, Leipzig 1906, 8§, 0.




seuraa. etti kuvio

Imat ovat snuntaan
tnlee suorakulmion
Jos siis ympyrin
rin sisépuoli kier-
n:on 12 konformi-

sesti suorakulmioon

wmsperiaatteen nu-
n letkkaukset teh-
1 Riemannin pin-
dellimainittu muo-
3 lopullisesti jakso-
18, Téssi tapank-
ainen peittyminen

empiii, vaan ryh-

n sivoamispisteen
ertyy m:on 41 mu-
oska koko kierto-

Yiyrd A B el leik-

rentit Ieﬂ{kazwatl
len olevassa pis-
kolmioon AC’'B .
mtin kier‘ro].(ulma
nalla tavalla nih-
n ja etti ne ovat
calmain A" ja B

ipzig 1906, §§ 8, 9.
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ajin clliprisen integralin Kitfn

Ensim. | hb

1 -1t80.

‘-‘\":x\ .
L ““‘“\."—.
BN &

z-1(t80-

N

S

B

ottt pisteet A, B ja C eivdt ole sumalla suoralla,

Yiidtimwe, _ i
o 5 . ¥ . ; a1 ’ (¥ 12
an otti suoravitainen kuvio ABC on Lolmio, joka, sen ymp

inndn suunnassa kuljettaessa, on vasemmalla kddelld.

A

merk

It -
\ { ) g 2 aan on =— —, nin on
Koska A CBA' numeron 42 muke 5 7

. o e e > : 11]. 1aSSd C < .
/\ (/ < 2 o

Viiittams  tulee todistetuksi. kun edellisen lisiiksi niytimme, cttd
NABC on > 0.
Kuvion 7 mukaan saadaan yhtilo
JU ‘r 1 !
ANABC=7"—(N\CBA+ CBY)
ja epivhtilot ;
ANCBA < ABV, NCBA'<T iV,
Kun otamme huomioon, etti m:on 41 (siv. 67) mukaan on
B G 7T
AV IOV < T

niin johtun edellisisti, etti A ABC on >0, miki todistaa viittaméan.

Tissii kohdassa huomautamme, etti samalla kun on niytetty,
otteivit pisteet 4, B ja C ole samalla suoralla, on l.nyi'»s todistet."ou.,
otti inteeralin (30) jaksomodulien suhde ei ole 1'ealme1ll. Jos niet




|

e s, = e
r,;;.,..._.__..._-_un —_

ety
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kuviossa 1 (siv. 15) annetaan esim. leikkanksen B* muuttia Jatku-
vastl, kunnes se kulkee pisteiden Ja ap valilld samaa Ky
pitkin edestakaisin, niin nihdidin, etti kahden Kiertopisteen wviililli
suoritettn integrali on jaksomodulin puolisko. Sentiihden myis vek-
torit AB ja AC (kuv. 7), jotka cdustavat Kiertopisteiden @ ja b
sekd a ja ¢ vilild suoritettuja integraleja. ovat jaksomodulien
puoliskoja, joiden subde edellisen nojalla on oleellinen Kkompleksiluku.

45, Koska suunnassa 4 BC kuljettaessa kolmio on vasen-
malla kddelld, ja koska Lkolnjot ACB, BAC ja CBA. joissa
kiiyrit 4B, BC ja CA ovat, sijaitsevat vastaavasti sivujen 4B,
BC, €4 oikealla puolen, niin kiyrit AB, BC, CA civiit leikkaa
toisiaan.- Koska ne eivit leikkaa itsediinkiiin (siv. 68), niin niiden
muodostama suljettu Kivrii, (d)-alucen reunan kuvakéyri. on vksin-
Kertainen ja  sellaisena rajottaa vhidestivhteniisen alueen U (),
nim.  kiyriviivaisen kolmion 4 BC. Sen pinta on, samoin kuin
suoraviivaisen kolmion 4 BC, wmerkinnin suunnassa kuljettaessa
vasemmalla Kiidellid. ja sen reunakiyrid n:on 41 ja 42 mukaan joka
pisteessitéin ulospiiin kupera,

Nyt saadaan integraliin (50) ja alueisiin (d) ja U(d) so-
velluttaa  m:on 12 konformikuvausviittimii, silli integrali on
(d):ssii vEksikidisitteinen ja sidnnollinen  analyyttinen tunktio seki
reunalla  jatkuva.  Alue (@) kavautuu siis alueesecn U(d)y silli
tavalla kuin n:ossa 40 viiitettiin.

Suoraviivainen kolmio ABC, jonka merkitsemme 2:1la, jii
alueen U(d) sisitéin, niin ettid kolmion piiri kohtaa U (d):n rennan
ainoastaan  Kivkipisteissi.  Koska alue (d) on Ud):n kiintien
vksikésitteinen kuva, niin kolmio X kuvawtuw lddntien yksilkiisit-
teisesti, erdciseen (d).!ssi olevaan alueeseen S, jonka reuna kolitaa
(¢):m reunan vain pisteissit ¢, b, e Alue S on kolmionmuotoinen,
Jjonka  Kévrdviivaisct sivat tekeviit pisteissi a, b, ¢ kaksi kertaa
niin - sunret kulmat kuin X:n vastaavat kulmat, Merkitsemme
S sivut merkeilli ab. be. cu. _

46.  Niiden tulosten avulla volmme tutkia, millaiseen aluee-
seen Z-taso Kuvautuu integralin (50) kautta.




B muuttna jatku-
Hld samaa kiyriti
‘ertopisteen viililli
itiihden myiis vek-
opisteiden a ja b
fat Jaksomodulien
' kompleksiluku.
olmio on vasem-
ja OB'4 | joissa
asti sivujen AB,
74 eiviit leikkaa
68), niin niiden
Ucliyri, on yksin-
n alueen U(d),
on, samoin kuin
884 kuljett‘aessa
42 mukaan joka

d) ja U(d) so-
i integrali on
en funktio seki
cen U(d) silli

mme 2 Hd Jid
U(d):n reunan
(d):n  Kitdintiien
den yksikdsit-
v reuna kolitaa
nionmuotoinen.
¢ kaksi Kertaa
Merkitsemnie

Haiseen aluee-

1l|n l\ hlllr(l\hmkhnn \I\\]kl\lff(]\\ v .1

AR
[nsine. lajin etliptisen ntey

: = awy. Q). Inteerali (50) kuvaa
demme alucesta (ag) (ks. kuav. 8). Integrali (50) kuvac
[ithdemmnie i3 senaitteisesti Kivriiviivaiseen kol-
. 40 mukaan kidntien vksikiisitteisesti kiiyriiviivaiseen k
SenON SR IR AL

orkit 4y, A4,, 4,
teille annamme nie , ’
ionka Kkirkipis

mioon Ulay). ]

Y l].Ol l-
S (ay):n reunalla olevia kier topisteitii @g, «;, @, L
vastaten 3

rhye me  2y:lla,
jonka lyhyesti merkitsem

o Ay Ay Ay, ]

viivainen Lkolmi

7 sen kolmioon
1 tun siis erdiiseen (¢g):ssa olevaan ]\a\mvnvalswn K
kuvau

I il (] (l
S Olll\d it l[O“dk‘ﬂt ]\(lk ](ltr “0 (t ) N’{) (L) s L 9 . &
= S r’aﬂﬂniftli n /1317{( Z s l() l (Y on .()é)nlo .

w-taso.
z-taso.

Kuv. 8.

Nyt jatkamme kuvauksen («y):sta alueseen (a,). Niilli on
vhteinen alue, nim. ympyrinkaarien muodostama kaksikulmio (@, «,).
_’l‘éimii (a):n yosu on jo alnetta () kuvattaessa saanut Vavstineenéa.
kaksikulmiona (4, 4,). Kuvaamme nyt (e):n juuri sen integrah-n
haaran kantta, joka kuvasi (¢y ay):n (4, 4,):ksi.  Saamme Sll](')ln
{a):n Knvaksi kaikkialla ulospiin kuperan kiivrdviivaisen kolmion
Ufay). jolla on U(ay):n kanssa vhteisenii alue (4, 45). Uf(a):in
kalsi kirkipistettii ovat A, ja 4,, kolmas, pistetti @y vastaava.

. . . o | \’1 \ 2 ll
olkoon A4;.  Sworaviivainen kolmio 4, 4, 4, (= 2,) kuvautu

; ” T e O L e T P
(y):ssé olevaan aluceseen S,, jonka rajottavat kiyrit «,a, s
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Qa3 Koskq kdiyrg @y a,

on  timin mukaan sejg
(ay):sséi

s R 0N Se niiden Yhteisessii g
Kuvauksen Jatkamista

tun  Kédntien Vksikis

kulmio on suunnikas.

(as):ssa ette
ueessa, (a, a,).ssq,

vasta seuraa, etti alye S5+ 8, kuvay-
itteisesti nelikulmioon 25+ . Teima nel-
Todistaaksemme sen otamme

pisteet a; ja a, Kiertiviin sulje-
tun kiiyrin L, jonka any

amnie jatkuvastj muuttua, k
Kiyrig al\a2 Ditkin sek tiivijsti G:n ja «
tegroidaan tity pitkin, niin ott
tiiviseen Suuntaan, saadaap

unnes se kulkee
220 ywipdrl.  Kun ip-
i ay jaa, tullaan Kiertéineeksi nega-

2y
=2/
J, )
Samoin menetelliin pisteje

noa ja a, subiteen, jolloin saadaan
Kiyri L' joka kulkee pitkiy

kayviii % 5, ja integrali

Jos nyt I Ja L’ yhdistets
Lol ja I Yhdestiyhtens;
tettu integral Cauchy’n v
grandin arvot 7.]14 vastak

an erially kiyrilli 4, niip muodostavat
Sen alueen reunan, jonka ymp

dri suorj-
aittimin mukaay on nolla,

Koska inte-

kaisiin Suuntiin Integroitaessa ovat yhti-
suuret  (silli kierretisinhin vilill

& kahden kiertopisteen ympiiri),
niin vastaayat integralit 1

avittivit toisensa, joten Jaljelle i

fL +‘[L, =90,

eli

a, ll_.‘

a o
Tissii vasemman puoleinen
Jja oikean puoleinen vekior

vastakkaiset sivat oy
Y3 on suunnikas,

Alueen 8, + 8, kddintiien

23+21-

integralj edustaa juuyi vektoriy 4 4,
A Ay Ay Siis nimi nelikulmion 3, + 3
at vhtit sunret i

il }-'l]{'leiwllllntaiset, Joten

Yykstkdsitteinen gy 01 Suunnilqg
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Sewraava askel on jatkaa kuvaus alueesta («;) alueeseen ().
Pimi suoritetuan aivan samalla tavalla kuin jatkaminen (atg):sta
(¢q):een.  (@):td kuvatessa on jo saatu cris (¢p):m 08 kuvatuksi,
nim. niiden alueiden vhteinen osa, kaksikolmio (¢, ay). Kun z
tistit alueesta Lihtien liikkuu alueessa (@), niin liilkkuu 2 samalla
alucessa U (@), jolla U(e;):n Kanssa on vhteisenit (a, ¢3):n Kuva-
alue, kaksikulmio (do dg). Kolmion 4, 4, 4] (= 2,), jossa AL on
Kiiyriviivaisen kolmion Uay) kolmas kirkipiste, kuvaksi tulee

giten (ap):ssa oleva alue Sy, jonka rajottavat kiyvrit g @y, a3
ju gty . Koska kiyri g g 00 sekd (w)):ssd eltd (ap) ssa, niin
on se niiden yhteisessi alueessu ((g Ug).

Mitid  Kiyrddn @, @y tulee, niin todistamme, cttd se on aivan
sama kuin @y« . Todistusta varten tarkastamme (¢3):ssa kahta
integralin haaraa: alkuperdistd, u (2), joka kuvasi (ag):n aluecscen
Uy, ja sitd, (), johon. iskeisen jatkamisen kautta johcutaan,
kun z jo kuvatusta kaksikulmiosta (g ) lihtien litkkuu (ctg):s8a.

Tilliin tulee = kiertinecksi kerran pisteen g ¥n piri, josta scuraa,
ettii integrandin = arvot kvsymyksenalaisilla haavoilla ovat samassa

pisteessil vastakkaiset ja siis myos o sta ziaan suoritetut integralit
vastakkaiset. Koska molempain haarain arvot ovaf ¢,:ssa samat,

nini. = A,. niin saadaan:
() — Ay = —{u () — 4.

Haaran & vilittimi (az):n kuva on niinmuodoin haaran w vilit-
timin kuvan kanssa symmetrinen pistcen A4, subteen. Tisti johtuu,
ottii ensiksi pisteen «; kuva U (ap):ssa, piste Af. on symmetrinen
4,:n kanssa, jolloin janat 4, A’y ja A, 4, ovat symmetrisessi asen-
nossa A,:n suhteen, ja ettd toiseksi niiden symmetristen janain
kuvat z-tasossa ovab samat. Janan Ay 4’y kuvakiyrd Zoza, on siis
suma  kuin kiyrit @, a, . — DPisteiden 4, ja A’y symmetrisyydesti
johtun myds, etti kuvio X, + 2, on suunnikas.

Koska suorittamassamme kuvauksessa aluceseen Sy kuunluvat

integralin - arvot g ¢ :1li eivit ole samat kuin alueescen 8 kun-
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Invat, niin pitdd, saadaksemme yksikisitteisen kuvauksen z-tasosta.
estiid 2z menemisti kiiyrin ¢, o; yli tekemilld sitd pitkin leikkaus.

Kiyrdd ay a, pitkin leikattuna kuvautuuw alue S; + S, 8,
kiidintden yksikdsitteisesti nelikulmioon 3; + 3, X,

Vihdoin jatkamme kuvauksen alueiden (a,) ja (a,) yhteisen
alueen (@, a;) kautta alueeseen (a,). Kuvaksi saadaan alue U (a),
jolla alueen U (a,) kanssa yhteisend on (a, a):n kuva-alue, kalksi-
kulmio (4'; 45). Olkoon U (a,):n kolmas kirkipiste 4',. Suoravii-
vainen kolmio 4'; 4; A', (= %) saa kuva-alueckseen (a,):ssa olevan
alneen S, jonka rajottavat kiyrit a; ay, @, a, ja ay a; . Todis-

tamme kaksi viimemainittua identtisiksi kiiyridin o, ¢, ja a—zaa
kanssa.

Todistaaksemme kéiyrin &1?2 kiyraksi al_a; tarkastelemme
kahta integralin haaraa alueessa (a,): sitd, johon alkuperiisesti
haarasta johdataan, kun z menee (a;):sta kaksikulmion (¢, a,)
kautta alueeseen («,), olkoon se u (z), ja siti, joka kuvasi (¢g):n
alueeseen U (qa,), olkoon se % (2). Ni#mi haarat eroavat toisistaan
jaksomodulilla, silld koska edellisestii haarasta johdutaan jalkimméi-
seen kiertimalld pisteiden @, ja «; ympiri, niin ovat integrandin
arvot kumpaisellakin haaralla sawat, jonka tihden haarain erotus
on vakio (vrt. n:0 9). Kun annamme z:n menni kiertopisteeseen
ay, niin suoritetun kuvauksen mukaan menee u (2) pisteeseen 4,
ja i (2) pisteeseen A';, joten kysymyksenalainen jaksomoduli on
Ay — 4, Kun taas z menee pisteeseen a@,, niin menee u (2)
pisteeseen 4, ja i (2) pisteeseen A',. Sentiihden on

Ay—- Ay = A — 4,

josta johtuu, ettd jana A'| 4’y saadaan siirtamilld janaa 4, A,
jaksomodulin A’} — A4, verran. Mutta silloin ovatkin niiden ja-
nain kuvat z-tasossa identtiset, j. o. t.

Kiyri 0, a; todistetaan kiiyriksi «, ¢y aivan samoin kuin
ao a, kayriksi @, a,. Pisteen «, asemesta vain Kkierret#iin ag:n
ympérl. — Samalla kiiy edelli olevasta selviksi, ettd Xkuvio
A, 4, 4’5 A') on snunnikas.
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Kun §, liitetdian leikattuun alueeseen 8; + 5, + S,, niin
saadaan koko z-taso. Jos s saa siini vapaasti liikkua, mennii
siis myos kiyriin @, a, Jja @z oy yli, niin kuvaus ei pysy yksiké-
sitteisend. Mutta kun z estetilin kulkemasta viimemainittujenkin
Kkéyriin yli leikkaamalla taso niiti mydten, niin voidaan lausua
'seuraava, lopputulos-

Kiyrid aya,, a, a,, ay @y mydten leikattu z-taso kuvautuu
wntegralin  (50) kaulta kddntien yksikdsitteisesti  suunnikkaaseen
Ay dy Ay A"y siten, ettd alueet Ss,Sl,Sz,S kuvautuvat vastaaviin
kobmiothin %5, X, 3, X . Alueiden 8Ss, 81, 8y, Sy rajakdyirit

i e Gy Uy, Q) Ay, Gy Uy, Uy a3 oval kukin vastaavassa

kaksikulmiossaan (¢, a,), (¢, ay)

. 47. Nyt otamme toisenkin tills tavalla leikatun tason ja liitim-
me sen edellisen kanssa Riemannin pinnaksi pltkm leikkausta a, o .
Siten saatu Riemannin pinta on leikkausten ao a1 ja a1 ‘a, kautta
jo yhdestiyhteniinen. -

Annamme z:n siirtydi pinnan ensimmiiseltid lehdelti toiselle
risteilyviivan 52 a; kautta ja katsomme, miki jilkimmiisen kuvaksi
tulee. Voisimme, kuten isken, hakea sen menemilld eteenpiiin
alue alueelta, mutta Iyhyemmin p#dsemme Kkuitenkin tulokseen
seuraavasti:

Jokainen ensimmaiselli- lehdellii oleva integralin arvo saadaan
pisteeseen a; kuuluvasta, Aj:sta, integroimalla silli lehdelld olevaa
kiyrdd L myoten a;:sta kysymyksenalaiseen pisteeseen (%, 9):

(z,s)

u(zis)“—‘,‘.Aél—{—f

u, (L)

(2, s):n kohdalla toisessa lehdessii olevaan pisteeseen (z, — s) kuulava
u:n arvo saadaa Ajz:sta m. m. inteé‘roimalla L:n kanssa yhtene-
vid toisessa lehdessa kulkevaa kiiyriad L' pitkin ag:sta pisteeseen
(2, —8):

(2055 5)

(2, —8) =4, + f :

ay (2%
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| Koska integrandit ovat piiillekkiin olevissa L:n ja L':n pisteissé
M vastakkaiset, niin ovat myds niitd pitkin suoritetut integralit vas-
il takkaiset, ecli

11’(2’,3)_‘4'3:_[?"(3’_s)_AEl]-

H Téstd huomataan, etid pisteet u(z,s) ja u (z, — 8) ovat pisteen
{
A; subteen symmetriset. Riemannin pinnan toisen lehden kuva

saadaan nitnmuodoin ensimmdisen lehden kuvasta kiertimdlld 1itd
Ag:n ympdri kulmalla . Olkoon siten saatu toisen lehden kuva-
(kuv. 9). -

"

|
|
f suunnikas 4’y 4, 4," 4,
|
|
|

Kuv. 9. i

S——

Kéyrid aya, ja a, ay myiten yhdestiyhtendiiseksi leikattu _
Riemannin pinta kuvautuw integralin (60) kautta kddntien yksi- :

kdsitteisesti suunnikkaaseen A, A," A," 4y, nain ettd pinnan alueet

Sy, 8y, + - kwvautuval vastdaviin kolmioihin 2,% ... Kuwaus

=

on konforminen muualla puitsi pisteissi A .

Integralin (50) kiifinteistunktio on siis olemassa suunnikkaassa
l' ol A 4, yksikisitteisend funktiona. Koska kuvaus sisépisteissid on
’ i konforminen muualla paitsi pisteessi A3, niin on kidnteisfunktio
analyyttinen muualla suunnikkaan A’} 4, sisilli paitsi mahdolli- |
| sesti pisteessi A, lissikin pisteessi se on Jatkuva. Sentihden
': i volmme pitittis, ettd se myds siini on analyyttinen, !) jolloin edel-
' lisen lauselman saamne muotoon:
1 Integralin (50) kddnteisfunktio on olemassa suunnikkaassa
A A" yksikisitteisend analyyttisend funktiona.
‘; o 1 w. F. 0sGoon, Lehrbuch der Fynktionentheorie 1, Leipzig und Berlin
; 1912, siv, 810, 9. Sata.
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48. Jiljelli on saadun kuvauksen jatkaminen jaksomodulien
avulla Kkoko wu-tasoon. Sivulla 74 suoritetusta todistuksesta il-
menee, ettd leikkaukseen a; a, kuuluva jaksomoduli on vek-
tori A"y — A;. Leikkaukseen a,a, kuuluva taas saadaan, kun in-
tegroidaan alueiden Sj, S;, S, kautta kerran pisteiden a, ja a, yi-
piri (vrt. kuv. 9). Lihtemilld pisteestd «, ja palaamalla siihen
huomataan, etti tdmé jaksomoduli on vektori A4,” — A, .

Kun (z,s) Riemannin pinnalla vapaasti liikknessaan on kul-
kenut leikkauksen a, a, vli %, kertaa useammin Sy :sta Sj:een ja
§'y:sta Sy:een kuin painvastoin, seki leikkauksen a, gy vli %, ker-
taa useammin S;:sta Ss:een ja.S';:sta S’;:aan kuin péinvastoin, niin
integrali (50) on samalla mennyt alkuhaarasta w haaraan

Uy, b, (5,8) = (2, 8) 4 &y (4" — A) + &y (4'y —4,).

Koska alkuhaaran vilittimi leikatun Riemannin pinnan kuva
on suoraviivainen suunnikas A; 4, niin on selviii, etti u-taso
peittyy aukottomasti ja yksinkertaisesti Riemannin pinnan kuva-
aluecilla, kun (z,s) Kkaikilla mahdollisilla tavoilla liikkuu pinnalla.
Loppupéitelmit voidaan nyt tehdi samoin kuin n:ossa 19.

49. Analyyttisen jatkamisen keinossa oli puhtaana ajatulk-
sena yleinen analyyttisen jatkamisen periaate. Nyt olemme tu-
tustuneet toiseen yksinkertaiseen ja syrjivaikutteilta vapaaseen
todistukseen, jossa johtavana lankana on funktioteorian toinen
suuri yleinen periaate, konformikuvaus. Niinkuin edellinen todis-
tus kdvi mahdolliseksi vasta integralin yksityisen ominaisuuden,
kilinteissarjain suppenemissiteiden alarajan avulla, niin téissikin
tarvitaan eréis integralin yksityinen ominaisuus, nimittiin se, etti
kolmen kiertopisteen kautta kulkevan ympyriviivan suljettu kuva-
kityrd on yksinkertainen, misti n:on 12 konformikuvausviittimin
avulla johtuu alueiden (d) ja U (d) kiintien yksikisitteinen ja
konforminen vastaavaisuus. T#lli asteella onkin koko todistuksen
painopiste juuri kosketeltu. Kuvauksen jatkaminen scuraa edelli-
sen Jilkeen itsest#iin.
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Kiytetty Kkonformikuvauslanselina on kuvauksen yksikisittei-
svyteen nidhden senraus yvleisestii arenmentin variatiosiinnisti. )

Samalla kun on saatn kolmen Kkiertopisteen kautta kulkevan
vinpyrin kehi kuvatuksi, on myis tullut niytetyksi, ettd integralin
jaksomodulit ovat £ 0 eikd niiden suhde ole realinen (siv. 69).

Analyyttisen jatkamisen keinon ja konformikuvaustodistuksen
villilli on jyrkkii periaatteellinen eroavaisuus: KEdellisessi kiidin-
netiéin integrali aluksi pisteen ympévistossd, jalkinimiisessd suo-
rastaan suuressa alucessa. Todistuksen pidosan muodostaa edelli-
sessit. analvyttinen  jatkaminen, jalkimmiisessi taas lihtéalueen
hakeminen.

Témid todistus  verrattuna  ensimmidiseen  on  erddssid suh-
teessa sen kanssa vastakohtainen. linsimmiiisessi todistuksessa 0so--
tettlin ctukiteen, ettd integrali saa saman arvon yhdessid ainoassa
leikatun pinnan £ pisteessit, josta sitten seuraa, cttd F'm reunan
kuvakiiyri rajottaa eriéin alucen, johon vihdoin # kuvantuu. Téssi
taas todistetaan ensin, etti alueen (d) reunan kuvakiyrid rajottaa
alueen U (d). josta periistiipiin johtuu, ettd integrali saa (d):ssi
saman arvon vhdessit ainoassa pisteessit, () edustaa tissi £7:Hi.

Konformikuvaustodistuksen luoja on H.A.Scrwarz, joka kiiytti
tiitd kuvatessaan tetracderin pinnan pallolle. ) Tissi esittimimme
todistus poikkeaa Scuwarzin todistuksesta siind, etti ScHwaRz
n:on 40 viittiméd todistaessaan ensin kuvaa kolmen kiertopisteen
Kautta kulkevan ympyrin kehidn linearimuunnoksen avulla reali-
akseliksi ja vasta timin u-tasoon, jota vastoin me olemme suorit-
taneet mainitun ympyrinkehdn kuvauksen suorastaan u-tasoon.

R. Fricxr®) kiivttid konformiknvausmenettelyii Weierstrassin
normaliniuodossa olevaan integraliin sovellettuna.

O W, F. Oscoon, Lehrbuch der Funktionentheorie, siv. 377.

9

2) W A Benwarz, Gesammelle  Abhandlungen, Berlin 1890, IL Bd.,
siv. 84 Tahi: Konforme Abbddung der Qberfliche eines Tetracders auf die
Oberfliche einer Kugel. (Crelle, T, 70 (1868), siv. 121).

3) R VRICRE, Llliptische Functionen (Enevklopiidie der math. Wissen-

schaften Bd. 112 Meft 2/3, <iv. 254, Leipzig 1913). Tahis Kursgefasste Vorlesun-
gen iiber cerschiedene Gebleie der haoheren Mathematih, Leipzig 1900, siv. 208,

re= b

. ‘I-l‘? _-r‘-_!-‘.«."'.
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Mainitsemme vield, ettii Riraany kiisitteli Inennoissaan (v.1861
—62) vain sitit tapausta, jolloin kiertopisteet ovat realiset, ja
kiytti kilinteisviittdmén todistamiseksi junri konformikuvausta.l)
Menettely on aivan sama kunin Burksarpr'in.?)

V. Todistus o-funktion avulla.

50. Argumentin variatiosiiinnén avulla voidaan médritid
tunktion nollapisteiden lukuméirii alueessa, jossa funktio on siin-
nollinen (ks. n:0 12). Integralimuodossa tami siints kuuluu:

Jos funktio f(2) on alucessa S yksikisitteinen ja sidnndlli-
nen sekd S rewnalla C sddnnillinen ja nollasta eroava, niin sen

nollapisteiden lukwmddrd S:ssi on

0L 1 1 @

(55) N = = mfcd log f(z) = P fCTC(-:-J- dz,

missd integroiminen on suoritettava S reunaa pitkin kerran posi-
tiiriseen suuntaan.

Tith sidntod voisimme yrittdd kiyttiii laskeaksemme, kuinka
monessa leikatun Riemannin pinnan " pisteessi I lajin elliptinen
integrali :
(56) W= / 48

J s

saa annetun arvon ,. Johdumme silloin kaavaan

(57) Nt I 4

9 i c s (u —_“0) i
mutta oikealla puolella esiintyvin integralin suorittaminen niyttid
lohtaavan voittamattomia vaikeuksia.
Tdminlaista- menettelyd voimme kuitenkin kiiytti#, kun otam-
me avoksi elliptisten funktioiden teoriaan kuuluvan o-funktion,

1) RIEMANX, Elliptisz:he Functionen, herausgoeg. v. H. Stalil, Leipzig 1899.

we

) Kso siv. 68. alamunist.
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jolloin samalla saamme laajempikantoisen tuloksen kuin edellii aja-
tellulla tavalla.

~ Funktiota o(u —w,) esittiii kaikilla sdrellisilli muuttujan
“arvoilla tulo

(58) ‘7(“—“0)—(“—'%)[[ (1__ ru“ )e o T3 (:n") |,

Jossa

20=2k o+ 2k oy k,k=0,+1,+92 ...

o-funktio on olemassa silloin ja ainoastaan silloin, kun siti
muodostettaessa kcwtettyjen Jaksojen 2 w,, 2 w; suhde ei ole rea-
linen eikd kumpikaan jakso ole nolla. Johdatamime mieleen sen tir-
keimmét ominaisuudet: '
0 (4 —uy) on kokonainen funktio, jonka yksinkertaiset ju

amoat nollapisteet ovat keskendiin kongruenttiset pisteet
(59) U+ 2k 0y F 2k 045 Ky, ky=0,%1,+2, ---

Timdin funktion logaritminen derivaatia toteuttaa yhtdilit
— (u — Uy 20,) — - (U—uy) =29,

(60)
G’ ’
- (v — uy 4 2 0,) — %(u — ug) =2 ;,

& vakiot 1, 15 puolestaan yhiilin

(61) 7y 03— N3 O = - T -

missé on valittava merkki - tahi — sen mukaan, onko suhteen
O el o7, ; Y : 10

— unagimariosan kerroin posititvinen vaiko negatiivinen.

) . ]

1

i

51. Voidaksemme muodostaa funktion o (v — w,) kiiyttamalli
Jaksoina ensimmiisen lajin elliptisen integralin jaksomoduleja, on
meidin niisti todistettava vaittadma:

I lajin _ elliplisen integralin jaksomiodulien suhde 2 ¢i ole

. ‘ . : ! My
realiluku eikd kumpikaan jaksomoduli ole nolla.

et

EPELETY [0 e e
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Todistus suoritetaan episuorasti. Jos olisi

@ !
2 — ¢ = realiluku
0,

ja siis wg = v oy, niin integralin yleinen jaksomoduli voitaisiin aset-

taa muotoon
9 ky 0y + 2 ky 0y = (ky + 7 k3) 2 0, = realil. X 0,

josta ilmenee, ettd kaikki ne eri arvot, jotka integrali saa samassa
Riemannin pinnan pisteessd, ovat samalla, vektorin @y suuntaisella
suoralla.

Koska integrali (56) on #irellinen koko leikatulla pinnalla
F’, niin ovat kaikki alkuhaaran @ (2) arvot eriiiissd ddrellisessi
wu-tason alueessa. Voimme sentidhden piirtié vektorin o, suuntai-
sen suoran L, niin_ etti kaikki pisteet # (2) ovat sen samalla puo-
lella, esim. o;m suuntaan katsottaessa vasemmalla. Todistamme,
etti voidaan piirtid sellainen ®;:m suuntajnen suora, jolla on ai-
nakin yksi pisteisti % (z), mutta jonka oikealla puolen ei ole

. yhtikéén.

Koska @ (z) on yksikisitteinen ja jatkuva tunktio F i ja
sen reunalla, niin on myGs pisteen # (2) etdisyys suorasta L sa-
moin yksikisitteinen ja jatkuva funktio F'1l4 ja sen reunalla.
Sentihden on tilld etiisyydelld midritty minimiarvo. Olkoon z,
piste, jossa se saavutetaan, ja vastaava alkuhaaran arvo u,. FPis-
teen u, kautta piirretty o;:m snuntainen suora Ly on juuri vaa-
dittn suora. Silli alkuhaaran arvoja edustavista pisteisti @ (2) si-
Jjaitsee ainakin yksi, nim. v, suoralla L,, jota vastoin ei mikéén
niistd ole sen oikealla puolella. Koska antiteesin mukaan kaikki
integralin samassa Dpisteessic saamat arvot ovat samalla @;m, ja
sifs myos Lg:n suuntaisella suoralla, padtdmme tstd, ettei Lg:m
.oikealla puolen ole mitdiin integralin arvoja edustavia pisteitd.

Tésté johdumme kuitenkin ristiriitaan. Silli kun poistamme
pinnan leikkaukset ja tarkastelemme pisteen 2z, ympiristossi sité

integralin haaraa, jolla 2,882 on arvo g, niin n:ojen 26 ja 34
6
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mukaan timi haara knvaa HEENEEYD Z0m ympiiriston eridiscen Uy
vmpiristitin, Koska w, on suoralla Ly, niin on osa sen ympiris-
tostit Lo:n oikealla puolen, Jos on juuri tihiin osaan kuuluva
piste, niin vastaa siti kuvauksen kautta midiritty piste 2 ;:istceu
%) ympéristossii.  Mutta timi merkitsee, eftéi integrali saa pis-
teessii 2° suoran L, oikealla puolella olevan arvon «', miki on
ristiviidassa fiskeisen tuloksen kanssa.  Viitiksen edellinen 08,

® . % !
suliteen 5-3 kompleksisuus, on niinmuodoin todettu,
fi
1

Alvan sama todistus kelpaa wmyiis viitiksen Jilldmmiiiseen
osaan. .Jos niiet toinen Jaksomoduli, esim, @y olisi nolla, niin olis
taas yleinen jaksomodnli yhti kain @, kerrottuna Jollakin reali-
luvulla.  Jos sitten molemmat Jaksomodulit olisivat nollia, niin
evoaisi todistus edellisestii vain siind, etti suora L saisi olla minlkit
stutmtainen tahansa.

52, Tarvitsemme vielid seuraavan apuviittimin ;

Niiden  pisteiden  lukumdidiri, Joissa I lajin elliptinen inte-
grali saa annetun arvon Fanssa kongruenttisia arveja, Y on wina
ddirellinen,

Olkoon 1, anmettu arvo. Kaikki sen kanssa kongruenttiset
arvot ovat ’

U+ 2k &+ 2 &y 0y by, ky=0,4£1,42, -..

2
Koska suhde %3 ei ole realinen eikii kumpikaan jaksomoduli ole
1

nolla, niin néits, arvoja vastaavat pisteet ovat eriiin suunnikas-
verkon ristipisteits, josta seuraa, ettd niitd jokaisessa iHirellisessi
alueessa on direllinen midirs, Koska kaikki alkuhaaran arvot si-
Jaitsevat diirellisessii alueessa, niin saa alkuhaara vain #irellisen
mddrdn keskeniinsi kongruenttisia eri arvoja ug—+ 2 &y o, -2 I, g .

Otamme naisti jonkun, csim. u,:n, Ja todistamme, ettii alku-
haara saa sen arvokseen vain ddrellisessi pistejoukossa. Jos se
saisi arvon wu, #irettimissi pistejoukossa, niin olisi tilli joukolla

1) Niiihin knuluu tictysti myiis annettu arvo itse,
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ainakin yksi (ddrellinen tahi ddretin) kokoontumispiste z,, jonka
jokaisessa ympiristissi siis 1oytyisi dédreton midird niiti pisteiti.
Kun zym  ympérists siirretddn  siithen kuuluvan  sidnnollistijan
{n:0 2) kautta 7-tason origon ympiristion, niin muuntantun inte-
gralin alkuhaara origon ympiristissi sidnndlliseksi analyyttiseksi
tunktioksi w (¢). Tamid saisi siis arvon wu, direttomissi pistejou-
kossa. jonka kokoontumispiste on origo. Mutta yleisen identtisyys
viittimin mukaan olisi silloin w (¢) identtisesti = u,, josta johtuisi,
ettit integrali olisi vakio, vastoin todellisnutta.

Koska nyt alkuhaara saa jokaisen arvon iirellisessii piste-
Joukossa ja koska siihen kuuluvia keskeniiin kongruenttisia eri
arvoja on myds ddrellinen midrd, niin on viitis alkuhaaraan niih-
den todistettn. Mutta siiti seuraa viitoksen totuus myds koko
integraliin nidhden, silléi jokainen integralin haara saa u,m kanssa
kongruenttisia arvoja ainoastaan niissii pisteissi, missi alkuhaarakin.

53. Asetamme nyt todistettavaksi piiviittimiin:

Integrali (56) saa jokaisen annelun wrvon yhdessi ja ainoas-

taan yhdessi Riemannin pinnan pisteessi.

Olkoon annettu arvo u,. Todistusta varten teemme Rie-
mannin  pinnan leikkaukset niin, ettei niilli sijaitse yhtdin pis-
tettd, joissa integrali (56) saa wuy,:m kanssa kongruenttisia arvoja.
Tami on mahdollista, silli edellisen n:on mukaan on Riemannin
pinnalla mainittuja pisteiti vain &irellinen miidiri. Titen leika-
tulla pinnalla &’ méiriinmme integralin alkubaaran, jonka mer-
kitsemme # (z, s):1li.

Koska integralin (56) jaksomodulit n:on 51 mukaan ovat
# 0 ja koska niiden subde ei ole realinen, niin on olemassa
niilldi muodostettu funktio o (v —wu,) (ks. 58), jossa u, on #sken
annette luku.  Siirriimme timiin funktion pinnalle £ seuraavalla
tavalla:

Jokaiseen F':n pisteeseen (z,s) kuuluu yksi ainoa, vieldpi
ddrellinen arvo u (z,s), silli alkuhaara on yksikésitteinen ja séin-
nollinen. Pisteessii # saapi taas funktio (58) miidirityn &dédrellisen
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arvon o (& — uy). Kun timi arvo siirretdin pisteeseen (z, s), niin
siten saadaan F":11i midritellyksi yksikisitteinen funktio

(62) 4 o {#(z,s) —up.

Yhdistettyjen funktioiden periaatteen ja n:ossa 2 annetun méidritel-
mén mukaan on saatu funktio Riemannin pinnalla séénnéllinen, silld
o(#—uy) on #:n siiinnéllinen funktio ja # puolestaan (z,s):n
sifinnollinen funktio.

54. Funktion (62) nollapisteitd ovat ne F':n pisteet, joissa
i saa uyn kaussa kongruenttisia arvoja, ja ainoastaan ne, silli
funktion o (v — u,) nollapisteiti ovat wym kanssa kongruent-
tiset pisteet ja vain ne (ks. n:0 50). N:ossa 52 todistetun viiit-
timin mukaan on niitd pisteiti F:1l4 vain ddrellinen luku-
midrd ja olettamuksen mukaan niistdi ei yksikidin ole F'm reu-
nalla. Voimme sentéhden kayttiad n:ossa 50 lausuttua argumentin
variatioséiintod funktion (62) nollapisteiden lukumidrin N laske-
miseksi, jolloin saamme

s I CE TR ) dn
(63) N= 2 i fc o (it —u,) dz i

jossa integroidaan F'':n ympiri kerran positiiviseen suuntaan.
Oikealla puolen esiintyviin integralin jaamme neljiin osaan

(vrt. siv. 22): -
fA%(a (%) —uo) du +f31_>f,40‘—£99 -

Yhtaloiden (18) nojalla timi voidaan kirjottaa

/A[%(a (@) —up + 2 @, ) i %(a L ’“o)] o
+, [% (ﬁ W=ro 2 “’3)_ g(u (@)—uo)] e

eli edelleen, ottamalla huomioon yhtiilst (60),

29, I du+2‘))3f dw
Ja B

.

T A Tl A S Y T e v

e S ins

==l

pe -
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miki launseke (17):n mukaan on yhtd Kkuin 4 (0, w3 — N3 @), eli
vihdoin, Legendren yhtilén (61) nojalla, yhtd knin +2m. Yhtilo
(63) antaa siis

N==1.

Koska — wmerkki tietysti ei voi tulla kysymykseen, niin olemme
titen saaneet todistetuksi, ettd funktiolla (62) on yksi ja yksi
ainoa nollapiste F':lli.

Mutta timi puolestaan merkitsee, ettd F:lld on vyksi ja ai-
noastaan yksi piste (2, ), jossa integralin alkubaara # saa Ug:T

kanssa kongruenttisen arvon. Jos tdmid arvo on
i (25, 50) = Uo 1 2 by 0y + 2 &3 @,

niin integralin haara # (z,8) — 2k 0, — 2k; 03 saa (29, So):85@
juuri arvon ,. Lopuksi voimme phdttad, ettei integrali saa mis-
siiin muussa pisteessii titi arvoa. Jos se nimittdin saisi toisessa
pisteessii arvon u, haaralla % -2 1, @, ~+ 2 15 w3, niin saisi alku-
haara siind %, kanssa kongruenttisen arvon g — 2 {, @; — 2 I3 w3,
mikii on vastoin edelli saatua tulosta. Niin olemme saaneet edel-
lisen n:on alussa lausutun viiittiméin todistetuksi.

Pitiiviittimi sisiltdd toisilla sanoilla lausuttuna ensiksi, ettd
integralin (56) kddnteisfunktio on olemassa koko tasossa, ja toi-
seksi, etti se on yhksikisitteinen. Kidinteistunktion rationaliluwon-
teisuus on silloin selvii seuraus n:on 11 lopussa esitetystii lausel-
masta.

55. Koko timin todistuksen ytimen muodostaa funktion
o[ (z,5) — u,] argumentin variation laskeminen zm kiertdessi
kerran leikatun Riemannin pinnan ympiri. Kysymykseen tulevan
integralin (63) suorittaminen kiy mahdolliseksi om ominaisuuksien
(60—61) ja integralin (56) jaksollisunden avulla.

Ensimmiiisen todistuksen kanssa on tilli se yhteys, ettd mo-
lemmissa argumentin variatiosidntd on tirkeiind kohtana. Mutta
kun ensimmiisessi todistuksessa etualalle tunkeutun n:on 14 viit-
tami, jonka jilkeen argumentin variatiosiénnog kiiyttininen luon-
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nollisella  tavalla Seuraa, i on taas o-menettelyssi juurt argu-

mentin variatio pdd-asiana.  Ensimmiisessii todistuksessa  tiyvtyi
hakea ensin leikatun Ricmannin pinnan Kuva, jonka jilkeen ku-
vaus jaksomodulien avulla jatkettiin  koko wu-tasoon. Tédssd taas
om avalla kiypi tarpeettomaksi leikatun pinnan kuvaaminen ja
analyyttinen jatkaminen. silli kiiéinteisfunktion olemassaolo koko
tasossa ja sen vksikisitteisyvs saadaan sovelluttamalla argumentin
periaatetta o-tunktioon.

Kysymyksessii  oleva todistus on luonteeltaan siini koliden
epdsuora, ctti se cdellyttii elliptisten tunktioiden tcorian alkect
tunnetuksi, jolon teoriaan o-funktio knuluu, Kirjallisundessa timi
todistus  esiintyy T, BrrkrarDYin elliptisten  tunktioiden oppi-
kirjassa.!)

VI. Moduliyhtiléiden kiin timinen.

56. Seuraavassa esitetty todistus Lihtee Siitd, ctti annetun
2. kertaluvun elliptisen funktion kisinteistunktio on  ensinnniisen
lajin elliptinen integrali. Tarkastamme tissii erityisesti Weier-
strassin p-tunktiota, ja johdataime Ivhyesti micleen sen tiirkein-
nmidt ominaisundet.

Olkoo 1 (w;, ;) Inkupari, joka tiyttid ehdot:

&1 kumpikaan lweuista Wy Ja oy ole nolla etk niiden suhde
(64) o

—2 ole realinen.
o,

Silloin sarja

T ' I
(65)  p (!, w,) :5’2 o : @i‘:[ﬂ;)_z*(_z' )? : ’

2(0:2k1(')1+2K'3(U3; ]i‘l’lﬁ3~:()’i1,i_2."'

Suppence tasaisesti jokaisessa w-tason alueessa, joka ei sisillii vh-
tadn pisteisti =2 o, Ja esittid siis koko u-tasossa VKsikiisittei-

) H. Burknaror, Elliptische Funktionen, 2, Aufl., Leipzig 1908,
§§ 53—a6.

S

TR
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sen analyyttisen funktion, jonka erikoisuudet ovat kaksinkertaiset
napapisteet « =2 w. Funktio pu on 2. kertaluvun elliptinen funk-
tio, jonka alkujaksot ovat 2 m, ja 2 m;.  Alkujaksoiksi voidaan
valita myos luvut
20, =2a0,4+2bo,,
(66) : ,
20 =2cw;,+2dw,,

Jossa @, b, e d ovat sellaisia kokonaisia lukuja, joiden determi-
nantti ad — be = +1 .
Kun pu kehitetiéin origossa Laurent'in sarjaksi, saadaan

e 1 X .
(67) pu:u—2+;2%u_+g_gu4+...__

jossa

e}
92 = 60 Z(_,T);

y S

Sarjat (68) suppenevat absoluuttisesti ja tasaisesti jokaisessa
alueessa, jossa ehto (64) on taytetty. Yhtiloitd (68) sanotaan
moduliyhtiloikss.

2 ja gs:m arvot ewdt muutu, jos 2 m,.n ja 2 Mg sijasta
kitytetddn jotakin muuta alkwjaksoparia (66), silli tilloinhin vain
termit sarjoissa (68) jarjestyvit toisin.

Sarjan (67) avulla todistetaan, ettd pu toteuttaa differentiali-
vhtilin ;

(69) (P'u)? =4 pPu — g, pu— g, ,

josta johtun, etti mainitun sarjan kertoimet ovat g,:n ja gsm po-
Iynomeja. Edelleen osotetaan, ettd yhtdilin

(70) 428 —gy5— g =0

Juuret ovat keskendiiin erisuuret Ja sen diskriminantti siis nollasta
eroava;

(71) 903 —==97 g E=3 0
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A el T dz . 1
Jos asetetaan pu =z Ja siis pu:d—d, niin yhtdls (69) saa

dz\?2.
(du) 2423~923‘g3,

Jja kun otamme huomioon, etti p (0) = @, niin seuraa tiisti

~ muodon

) ds

e LL—!/ V4z_‘f—_-g25—gg
P
Koska neligjuuren alla olevan polynomin nollapisteet ovat keske-
naan erisuuret, niin on timi 1 lajin elliptineﬁ integrali. -
57. NeliGjnuri
S=Y4— g2y,

on yksikéisitteinen kaksilehtiselli Riemannin pinnalla, jonka kierto-
Disteet ovat yhtilin (70) juuret ja oo,

Kuten n:ossa 8 leikkaamme timiinkin pinnan yhdestiyhtenii-
seksi leikkauksilla 4 ja B. Silloin muodostavat imtegralin (79)

Jaksomodulit
* dz

20)'1:—[515 Ja 2Dyl —x " ="
: Jgp$ A’
Tunktion p (u| w,, @3) yhden alkujaksoparin,

Nayttidksemwie timin on meidin todistettava ensiksi, etti
20y ja 2@y ovat p-funktion jaksoja, seki toiseksi, et jokainen
P jakso 2 o voidaan linearisesti lausua 2 @';m ja 2 @'y:n kautta.
— Kun = Kkiertds kerran B-leikkauksen ympiri negatiiviseen suun-
taan, jolloin 2 tulee takaisin alkuarvoonsa, niin munttuu integrali
(72) eradisti arvosta w arvoon u +T 20", Koska pu on integralin
(72) kianteisfunktio, niin padtimme tistd, etti puw saa saman ar-
von pisteissd v ja u - 2 ®'y, eli etti 2 @'y on p:n jakso. Sanioin
huomataan, etti 2 'y on jakso. — Valitkaamme sitten kaksi kop-
gruenttista u-tason pistetti, joiden erotus on 9 @, ja antakaamme
wm kulkea cristd kiyrid pitkin toisesta Pisteestd toiseen. Silloin

piirtdd piste (z,s), jossa z = P ja s==p'u, Riemannin pinnalle

= ol i

T e e ) R T

S et -3 4!

s a5
—x s
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suljetun kidyrin. Koska integrali (72) on pw:n kiidinteisfunktio,
niin titd suljettua kiyrif pitkin suoritettu integrali on 2 w.
Mutta toiselta puolen se on eris jaksomoduli ja secllaisena 2 ®';m
ja 2 ®'ym linearifunktio. Viittdmd on niinmuodoin todistettu,

58. Integralin (72) kiilinteisfunktio on siis 2. kertaluvun
elliptinen funktio (65). Tistii emme kuitenkaan ilman muuta voi
paattad, ettd jokaisella Weierstrassin normalimuodossa olevalla
I lajin elliptiselld integralilla olisi yksikiisitteinen ka#nteisfunktio.
Silld integralissa (72) kertoimet g, ja g; civiit ole mielivaltaisia,
vaan on ne saatu sarjojen (68) kautta luvuista ®, ja w,. Heriii
siis kysymys:

Onko mahdollista médritd kaksi lukua o; ja @, jotka tiytti-
viit ehdon (64) ja antavat sarjoille (68) edeltipiin midrityt arvot
92 Ja g3, kun vain nimi tdyttavit ehdon (71)?

Jos tahdn kysymykseen saamme myontivan vastauksen, niin
silloin puolijaksojen ®,, ®; avulla muodostettn funktio P (] 0y, )
on annetun elliptisen integralin (72) kiifinteistunktio, joka siis on
vksikisitteinen.

Koska sarjat (68), missii kukin termi on ®;m ja ®s;m ana-
lyyttinen funktio, suppenevat tasaisesti jokaisessa alueessa, jossa
clito (64) on tiiytetty, niin esittdvit ne tillaisessa alueessa muut-
tujien @y ja @y sddnnillisii analyyttisii funktioita: ')

(68) go = Gy (0, @y)
' ¥s = G5 (0, o).
Tarkastamme nyt yhtiloissi (68) kiilintien suureet g, ja ¢,
annettnina sekid @, ja oy niiden funktioina. Implisiittifunktioita
koskevan perusvéittdmin nojalla saamme seuraavan tuloksen:
Ellei funktionalideterminantts
0gy 0ys Oy, Oy,

73 D (c DR =t e = ],
(73) (@1,04) dw, dm, dm, 6o,

) Vrt. Oscoob, Lehrbuch der Funktionentheorie, 1. Band. Leipzig u.
Berlin 1912, siv. 303, 5. Satz. Tami Weierstrassin sarjavdittimi voidaan ilman

muuta laajentan myds useampain mnnttujain tunktioita koskevaksi,
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ole nolla pisteessi (w,, ws), niin moduliyhiilit (68) mddrddrdt
01N Ja wyin muuttugien g, ja g, yksikdsitteising Ja sdadnnollising
analyyttising funktioina erddssi vastaqvan pisteen (g,, gs) ympi-
1580884,

59. Sahdomme siis aluksi todistaa, ettd D (w,, o) €i ole ai-
nakaan identtisesti nolla,

Koska ¢, ja g;, kuten sarjoista (68) ﬁﬁhdiﬁn, ovat @;m ja
@3m homogenisia funktioita, joiden asteluvut ovat vastaavasti — 4
j& — 6, niin toteuttavat ne yhtalot:

0 0y
mlrg)i‘f"wa[giz:‘—‘tgz,

0gs 05
1()?|,,_J1+w3()_n?)3——_693- - -
Jos D (o,, ;) hiviiisi identtisesti, niin naisti yhtiloistd saataisiin

: 995 dg,
395 dw; _ day

¥ A dgy 04,

0w, 0w,

—= h (601, (03) ’

jossa & on @,'n ja @y (— 2)-asteinen homogeninen funktio. Té#stii
johtuu edelleen

dgs rahy 09, fj,‘/_a pey 09,

e S T ks S Rl T

Differentioidaan ensimmiinen ndisti kolmesta yhtilostd o, m
suhteen:’

5, g, ok
36(})1 Qhrﬁml i 9250)1,
0g.
Ja toisen yhtdlén avulla eliminoidaan tiisti 63)5 !
1

Samoin saadaan

et
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Kahdesta viimeisestid yhtiilostd seuran dinh— dIn V., ja siis
h= ¢V gy, missi ¢ merkitsee @, :8té ja 04:sta riippumatonta lukua.
Kun timi 2:mn arvo sijotetaan 3 g:m lausekkeeseen, saadaan

2
¥ 3{/3:2(3925)

mikid  yhtili siis olisi voimassa jokaisella arvoparilla o, @y, joka
toteuttaa ehdon (64).

Tdmé tulos on kuitenkin mahdoton. Sills jos esim. asc-
tamme o3 =1 ja w; =14, niin ovat termit g3:n sarjassa (68) kak-
sittain vastakkaiset ja siis g3 = 0. Viimeksi saadun yhtilon mu-
kaan olisi silloin myts g, = 0, joten Jiskriminanttikin 95" —27 g,2
olisi =0, mikii on ristiriidassa epiyhtilon (71) kanssa.

60.  Olkoon nyt (@,, @) piste, joka toteuttaa ehdon (64) ja
jossa funktionalideterminantti (73) ei hiivid, ja vastaavat sarjain
(68) arvot olkoot g, ja 7,.

Koska ehto (64) toteutun pisteessi (0, M3), niin voidaan
madritd sellainen tdm#n pisteen ympirists (Cy, Cy), ettd mainittu
ehto toteutuu Iukuparilla (wy, ®g), kun se vain on (Cy, Cy):ssa.
Koska D (@,, ;) on £ 0, niin voidaan edelleen pisteiden g, ja g4
ympéri piirtid sellaiset ympyrat, etti ensiksi g,:n ja g5 ollessa
niissé moduliyhtalsilli (68) on yksi ja yksi ainea ratkaisu (o, w,)
Disteen (0, ®;) ympiristossi, ja etti toiseksi timi ratkaisu on
alueessa (Cy, C;). Niamii luvut o, ja o3 toteuttavat niin ollen ch-
don (64). Sentihden on olemassa elliptinen p-funktio (65), jolla
luvut ®, ja w; ovat puolijaksoina, ja tim#n funktion kisnteis-
funktio on integrali (72). Koska integralin jaksoniodulit m:on 57
mukaan muodostavat pm yhden alkujaksoparin, ja koska n:on 56

- mukaan moduliyhtdlst toteutuvat jokaisella alkujaksoparilla, . niin

saamme siis lauselman:
Kun (g,,95) on erddssi pisteen (G2, J3) ympiristissd, nin
toteutuvat yhtdlot (68) elliptisen integralin

Vid i

2 ad
i

%
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i Jaksomodulien i
i 3
i _f Vit —goz—g, 29,
| (75) g
{tl dz O o
| S = = '__':Ql_ 3 . 'r.
!f AV 425 —g,2— g, ot 1

puoliskoilla.

61. Annamme nyt integralissa (74) ¢,m ja g3 muuttua ‘
jatkuvasti siten, ettd diskriminantti (71) pysyy nollasta eroavana,

jolloin siis integrali koko ajan siilyy elliptisend. Tillsin liikku- |

|

|

vat myds Kkiertopisteet jatkuvasti ja pysyviit erilliin toisistaan.
Samalla annamme leikkanksien 4 ja B jatkuvasti muuttua, paeten
kiertopisteiden edessit ja niin, ctteiviit ne leikkaa itsedsin. Tilldin
Riemannin pinta siilyy yhdestiyhtendisend ja integralit (75) esit-
tavit koko ajan integralin (74) alknjaksomoduleita. Todistamme
nyt viittimén:

Kertoimien g, ja g, jatkuvasti muuttuessa, niin etti ehto
| 8 o (71) toteutuwu, pysywvit integralin (74) jaksomodulit (75) koko ajan
' ndiden kertoimien sidnnillisind analyyttising funktioina.

e e e e e ot ettt et it Tt

Olkoon (y,,7s) joku kertoimien arvopari, jolla diskriminantti '
72" —27 7% on 0. Koska Riemannin pinnan kiertopisteet ovat
g2 ja gym jatkuvia funktioita, niin voimme rajottaa pisteen
(92, 93) liikkumisen sellaiseen pisteen (74, 73 ympiristoon, ettd
kiertopisteet eivit joudu leikkauksille 4 ja B, vaikka nimi pi-
detddnkin munttumattomina. Jos (¢2, ¥5) on mainitussa (y,, y5)m
ympéristissi ja z leikkauksella A4 tahi B, niin silloin integralien
(75) integrandi on niiden kolmen muuttujan jatkuva funktio. Sitii .
paitsi on silli jatkuvat osittaisderivaatat go:n ja gam suhteen, I
mistd seuraa, ettit itse integraleilla (75) on Jatkuvat osittaisderi- .
vaatat niiden suhteen.') Integralit (75) ovat siis parametrien

e

e e

Y2 Ja g3 siinndllisid analyyttisii funktioita pisteen (72, ¥s) ympi-
ristossi, j. o. t.

62. Nyt voidaan todistaa pidiviittinei:

1) Ks. Oscoob, Lehrbuch der Funltionentheorie, siv. 282,
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Jos luvut y, ja y, tdyttdvit ehdon
}’23 il ;’32 # 0 2
nin totewtuvat moduliyhtilit (ks. 68")

e = Gy (0, @)
(76) s
s = G (0, 0y)
1 lagin elliptisen integralin
" daz

W= ] - = ==
L} V_i &t = :"2 z ?'3

2

(77)

jaksomodulien puoliskoilla.

Koska ehto (71) on tédytetty lukupareilla g, ¢35 ja 7a, 73,
niin on selviiii, etti g, ja gs:n voidaan antaa ybt’aikaa liikkua
pisteisti g, ja @ pisteisiin y, ja 7, erditd kiyrid L, ja L, pit-
kin, niin ettd ehto (71) koko matkan toteutuu. Tilloin on diskri-
nantin (71) itseisarvolla nollasta eroava alaraja, josta ilmenece, ettd
jokaisessa ¢,m ja gsm asennossa talli matkalla voidaan niiden
vipiri piirtdd samalla nollasta eroavalla siteelld sellaiset ympyrit
I’y ja I'y, joissa diskriminantti yhd pysyy nollasta eroavana, misté
edellisen n:on nojalla seuraa, etti integralin (74) jaksomodulit 2 2,
ja 2 Qg (ks. 75) ovat ympyrdissi Iy, I'; muuttujain ¢, ja ¢gs séén-
néllisia analyyttisii funktioita. I'y:n ja I'y:n siteet voidaan ottaa
vieli sellaisiksi, ettd jaksomodulit sdilyviit alueessa (I'y, I's) yksi-
kilsitteisini. Niistd seikoista piidtdmme, ettd jaksomodulit (75)
voidaan jatkaa analyvttiscsti pisteesti (¢,, ¢s) kiyrid Ly, L, pitkin
ympyriain Iy, I'; avulla pisteeseen (yq, v3) saakka.

Integrali (74) pysyy koko ajan elliptisendi. N:ossa 51 todis-
tetun viittdimin mukaan toteuttavat sentihden jaksomodulit (75)
vmpyriissic £y, I3 koko matkan ehdon (64).

Koska siis ©; ja Q; ovat alueessa (['y, I';) muuttujain g, ¢s
yksikiisitteisii analyyttisii funktioita, jotka toteuttavat ehdon (64),
niin vhdistettyjen funktioiden periaatteen mukaan ovat funktiot
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(78) Gy [ (92, 93), 82 (92, 3)] ja Gy [Q1 (G2, 93)y Qs (9, 93)]

(ks. 68") yksikisitteisiii, sainnollisii analyyttisid funktioita, Ikun

g2 Ja gs ovat ympyriissi Iy ja I'y, seki tulevat yht'aikaa £, :n
ja Q3 kanssa jatketuiksi pisteesti (92, 73) pisteeseen (7q, 7).

Funktiot (78) ovat n:on 60 mukaan eridssi pisteen (g5, ¢3)
ympéristossi identtiset ¢,:n ja ¢g;n kanssa. Yleisen funktioiden
identtisyysperiaatteen mukaan siilyy silloin tims identtisyys kai-
killa funktioiden (78) analyyttisilli jatkoillakin. Siis erikoisesti
pisteesséd (rq, 7s) on niilld funktioilla arvot 7, ja Vs, eli yhtalot
(76) toteutuvat integralin (77) jaksomoduleilla, kuten vaitettiin.

63. Olkoon nyt anmettu I lajin elliptinen integrali (77).
Kun muodostamme elliptisen p-funktion, jonka alkujaksoina ovat
integralin  (77) jaksomodulit 292, (y,,7,) ja 29Q, (Y2, 7s) (ks. 75),
niin sen kédinteisfunktio on n:on 56 mukaan I lajin elliptinen inte-
grali (72), jonka kertoimille edelld todistetun pidvaittdmin mukaan
saadaan sarjoista (68) arvot y, ja y,. Integralin (77) kddnteis-
funktio on siis 2, kertaluvun elliptinen funktio.

Vaikka olemme Kkiisitelleet vain Weierstrassin normalimuo-
dossa olevia integraleja, niin on tulos kuitenkin aivan yleispiitevi,
silld voidaanhan annettu cnsimmiiisen lajin elliptinen integrali

'dz
= | =
iz

_as+b
T et d

avulla palauttaa muotoon (77), jolloin alkuperiinen integrali on

linearisen muunnoksen

normalimuotoisen linearitunktio.

64. Suorittamallamme todistuksella on o-tunktion avulla
saadun kanssa yhteistii se, etti molemmat edellyttéaviit elliptisten
funktioiden alkeet tunnetuiksi. Muutoin eroavat ne periaatteiltaan
suuresti toisistaan. o-todistuksessa on argumentin variatiosddnti
ratkaisevana kohtana, tissii taas analyyttisen jatkamisen peri-

aate.




Eostn, lajin elliptisen integralin kitinteisfunktion yksikisitteisyys, 95
Tdmén ajatuksen mukaan suoritettu todistus tavataan Tax-
vERY'D ja Mork'in elliptisten funktioiden teoriassa.l) He Kkiisittele-
vit integralin
2
dz
" V(2% (1—k 2%

modulia % jaksomodulien suhteesta riippuvana, jolloin tullaan toi-
meeu yhden muuttujan’ funktioilla. Me olemme Kiisitelleet tehti-
vin edelld esitetyssi muodossa, koska Weierstrassin normalimuo-
toa kiayttdmilli tulemme toimeen vihemmilld alkuvalmistuksilla
elliptisten funktioiden puolelta.

1) 'TANNERY et Morx, Kléments de la théorie des fonctions elliptiques,
T 1L, Paris 1898, §§ 518—524.
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