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Geometria personifioituna naiseksi, joka opettaa joukkoa luostariveljii.
Alkukirjain Eukleideen Alkeiden kisikirjoituksesta, jonka lienee 1309-1316 kirjoittanut Bathin Adelard.



Esipuhe

Eukleideen (n. 325 - 265 eKr.) Alkeet oli kahdentuhannen vuoden
ajan mallina matemaattiselle tdsmaéllisyydelle ja yleensdkin matemaat-
tiselle ajattelulle. Siksi sitd kéytettiin myos ndiden taitojen opettami-
sen vilineend, vaikka Alkeita ei ole tarkoitettu oppikirjaksi eiké varsin-
kaan nuortenkirjaksi. 1800-luvulla lukuihin liittyv& matematiikka ohit-
ti geometrian tasmaéllisyydessd. Kun Eukleides menetti asemansa ylei-
send ajattelun mallina, Alkeet véhitellen syrjiytyi kanonisen koulu-
kirjan roolista. Tilalle tulleissa kirjoissa otettiin enemmén tai vihem-
mén onnistuneesti huomioon joko koululaisen vihittdinen oppiminen tai
matematiikassa tapahtunut kehitys, joissain tapauksissa molemmat né-
kokohdat. Pisimpéain Eukleideen kirja siilytti asemansa vanhoillisissa
Englannissa ja Ruotsissa — sekd Suomessa. Marten Stromerin (1707-
1770) kohtalaisen tarkka ruotsinkielinen kddnnos [?] oli t&alld kiytos-
si pitkélti yli vuosisadan. (M. Stromer: 6 ensimméistd kirjaa 1744,
koko teos 1748, yhteensi ainakin 15 painosta, joista yksi Kuopios-
sa 1846 ja viimeisin 1884.) Kun suomenkielinen lukio-opetus aloitet-
tiin Jyvéskylidssd 1858, alettiin tarvita suomenkielisid oppikirjoja. Stro-
merin ruotsinnosta oli jo kahdesti aikaisemmin alettu k#&ntda suo-
meksi. D. E. D. Europaeus [?] oli kddntényt Alkeiden ensimméisen
kirjan 1847. Kiddnnos on nihtévissid osoitteessa  http://koulut.etela-
karjala.fi/savilu/Europaeus/oppikirja/etusivu.htm . Seuraavana vuonna
oli ilmestynyt piirilddkéari Wolmar Schildt-Kilpisen [?] kéd#intdménd Al-
keiden nelja ensimméistd lukua, mutta suomenkielinen matemaattinen
sanasto oli vield kovin vakiintumatonta ja Kilpinen oli liiankin innokas
keksimédn uudissanoja. (Onnistuneita ovat mm. tiede, taide, jalkine ja
péételmi.) Niinpd Kuopion kymnaasin lehtori Peter (Pekka) Aschan [?]
kéansikin Jyvéaskyldn Lyseon tarpeisiin kokonaan uudelleen nelja ensim-
maisté kirjaa ja niiden liséksi vield viidennen ja kuudennen, kaiken kaik-
kiaan koko tasogeometrian. Néin oli suomennettu puolet Alkeista. Kirja
ilmestyi 1859 — tasan 150 vuotta sitten.

On kohtalon ivaa, ettd Eukleideen tasogeometria ilmestyi suomek-
si juuri, kun se oli jd&dmaéssd pois koulukirjakdytostd Suomessakin.
Aschan tosin puolusti kirjaa julkisesti mutta taipui sitten ja suo-
mensi korvaavan, alkujaan tanskalaisperdisen oppikirjan, "Mundtin
Eukleideen” [?] (C.E. Mundt: Laerebog i den elementaire Plangeo-
metrie, 1838, ruotsintanut ja osin mukaillut J. E. Bergroth nimelld
Elementarkurs i plana geometrin af C.E. Mundt, Helsingissd 1865.),
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josta sitten tuli geometrian perusoppikirja useimpiin alkuaikojen suo-
menkielisiin oppikouluihin.

Aschanin ké#dnnoksen kohtaloksi tuli siten jonkinasteinen unohdus —
ainakaan siitd ei tullut sellaista suurlevikkistd menestysteosta, joka
Eukleideen Alkeet on maailmalla muuten ollut. Taydellisid Eukleideen
Alkeita ei vielakain ole saatavilla suomeksi, eiké tasogeometrian osuut-
takaan ole kddnnetty uudelleen Aschanin jélkeen. Suomessa kiytetty-
jen geometrian oppikirjojen historiaa on selvitetty Aatu Nykésen véi-
toskirjassa [?] vuodelta 1945, joka on edelleen kirjastoissa hyvin saata-
vissa.

Alkeet ei ole geometrian alkeisoppikirja eiké sovi koulukirjaksi, mutta
sithen kannattaa kuitenkin tutustua, silld matematiikan yleinen esi-
tystapa ja teorian rakenne kisitteineen, todistuksineen, aksioomineen,
médritelmineen ja teoreemoineen on pitkélti perdisin téstd teoksesta
ja sdilynyt periaatteessa samanlaisena. Juuri geometria tarjoaa erin-
omaisen mahdollisuuden harjoitella sekd uskottavien ettd yllattaval-
td tuntuvien vaitteiden todistamista ja ymmértamista. Epédeuklidisen
geometrian olemassaolo vain lisdd motivaatiota tuntea ja ymméartas
my6s klassista teoriaa.

Kasilld oleva teos esittdd Fukleideen tasogeometrian kaikkine yksi-
tyiskohtineen, mutta ei aivan sanatarkasti. Néissd kansissa on jopa
kaksikin eri versiota, eikd kumpikaan ole tarkka k#&dnnos. Aivan
tarkkaa kaannostéd ei edes ole mahdollista tehdd. Eukleideen itsensé
kirjoittamat késikirjoitukset ovat tietenkin kadonneet jo kauan sit-
ten ja tietomme niistd perustuvat séilyneisiin kopioihin, ties kuinka
moneen kertaan jiljennettyihin. Alkuperdisten rekonstruoimiseksi
on n#dhty vaivaa jo vuosisatojen ajan. 1800-luvulla késikirjoitus-
ten vertailuun perustuva filologinen tutkimus nousi kukoistukseen
Euroopassa ja vuosisadan vaihteessa tanskalainen Johan Ludwig
Heiberg julkaisi sana sanalta huolellisesti ldapi mietityn Eukleides
-edition. 1900 -luvun alkupuolella englantilainen Sir Thomas Little
Heath tédydensi Heibergin tutkimuksia ja kirjoitti Eukleideen Al-
keista englanninkielisen version, jota yleensd pidetddan parhaana
laitoksena. Kun viittaan “Eukleideen alkuperiistekstiin” tai “ké&si-
kirjoituksiin” tai lyhyesti vain “Eukleideeseen itseensd”, tarkoitan
Heathin kirjaa. En kuitenkaan ole kd#ntényt Heathin editiota suo-
meksi, vield vihemmén etsinyt tieteen toistaiseksi viimeistd sanaa
siitd mika todistus on todella periisin Eukleideelta itseltdin ja mika ei.

Kuten kirjaa selaava heti huomaa, olen valokopioinut ja julkaissut
uudelleen Aschanin suomennoksen sellaisenaan. Fraktuurakirjasimiin
tottuu yhtd nopeasti kuin vieraaseen késialaan; harjoitusmateriaaliksi
olen kopioinut alkuperiisen esipuheen ja alkulauseen antiikvakirjasi-
min.

Aschanin teksti on "tarkka kainnos”, tosin ei tietenkidin Heathin kriit-
tisesté versiosta, vaan Stromerin laitoksesta, jota vield 1800-luvulla
kéytettiin kouluissa. Aschanin teksti poikkeaa kylld monin paikoin
teoksesta, josta se on suomennettu. Kaytossédni on ollut Stromerin kirja
vuodelta 1813, joten osa huomaamistani eroista voi olla peréisin myo-
hempiin painoksiin tehdyistd muutoksista. Paikoitellen Aschan kuiten-
kin kertoo tehneensé muutoksen itse. Héan on kirjoittanut sekaan omia
kommenttejaan, jotka ovat erityisen mielenkiintoisia siksi, ettd niistd
heijastuu, miten geometriaa on ymmérretty oikein ja véérin ja mihin
sitd on ajateltu tarvittavan. Lukemalla Aschanin tekstis saa vilitontéa
tuntumaa siihen, millaiseksi asiaksi matematiikka on mielletty kulttuu-
rissa, josta omamme on parissa vuosisadassa muovautunut.
Tarkoituksenani ei kuitenkaan ole vain tuoda vanhaa tekstid uudelleen
painettavaksi, vaan ennen kaikkea saada Eukleideen Alkeiden tunne-
tuin osa kohtuullisen helposti luettavaan muotoon. Siksi olen my6s kir-
joittanut ldhes kaiken uudelleen nykysuomeksi kiayttden moderneja ka-
sitteitd, usein myos lyhennettyjé ilmaisuja ja merkintéjd. Samalla olen
vertaillut kddnnosta ja Eukleideen alkuteksteja koettaen padtellda miten
kirja ymmérrettiin sithen aikaan, kun sitd kdytettiin koulussa. Kirjoit-
taessani en voinut olla ihailematta muinaisten kreikkalaisten korkeaa
tieteen tasoa — enkéd myoskéan sitd kehitysté, jonka tuloksena nykyisin
on kohtuullisella vaivann#olla mahdollista ymmértaa syvallisesti, mité
he oikeastaan keksivatké&n.



Alkuperidinen esipuhe

Jo on yksitoista wuotta kulunut siitd, kuin &itin kieltimme rakas-
tawa, opiltansa ja kunnoltansa jalo maamies, herra ladkitystieteen
tohtori W. Kilpinen, Suomalaisen Kirjallisuuden Seuran kustan-
nuksella ensin julkaisi suomeksi kafntaméanséd ”Neljd ensimméista
kirjaa ynni viidennen méiiritykset Eukleideen Alkeista mit-
taustieteessd.” Tamé kadnnos, ehki ensimmaisid kokeita suomen
kielen kdyttdmiseen suuretieteellisissd tutkistelemisissa, onnistui-
kin niin hywin, ettd se huoli, joka vield nidkyy pimittavéin yleison
tarkkaamista, kohta héwisi asian laitaa ymmartdwistd lukijoista,
nimittdin ettd ndmé& aineet olisivat aivan outoja ja korkeita suo-
meksi esitelld, koska kieli muka ei wield olisi kyllin taiwutettu niité
selittdm&dn. Mutta ettei kuitenkaan suuretieteellisid kirjoja enem-
maltd ole préntin kautta tullut julkisuuteen, sen on waikuttanut, ei
suomen kielen suotta soimattu kykeneméttomyys, waan sama syy,
joka on estényt kirjallisuutemme rikastumista useammista muista-
kin tieteen haaroista, se syy nimittédin, etteiwét tdmmoisia kirjoja
oppimattomat Suomalaiset ole paljon kaiwanneet, eikd edes siwis-
tyneempi herras-sédéty, jonka suurempi muukalais-ruotsinkieliseen
pukuunsa tottunut oppi ei itsessidnsid tuntenut halua k&dntymé&ain
suomalaiseen kirjallisuuteen, jota pidettiin wéhé&-arvoisena. Ja kuin
niistd ei ole ollut erinomaista puutosta, niin harwat mitdttomésan
kirjantekoon owat ryhtyneet, ehké useampi tatd kylli owat har-
rastelleet; silld suosittelematon lempi kylmenee hiljanki. Nytpé jo
ajat ovat entisistd muuttuneet sithen mé#drddn, ettei endén tulla
toimeen ainoasti suomen kielen suosittelemisessd, waan sitd jo
todella aletan waatia itsekultakin julkisissa wirantoimituksissa,
seké kouluissakin, ja se on siis, ehké wield ruotsin kielen rinnalla,
woittanut luonnollisen oikeutensa, olla wélikappaleena yhteisisséi
keskustelemisissa, ja opin sanansaattajana suomalaiselle nuori-
solle. Tamé suomen kielen arvon ja oikeuksien myonnyttdminen
matkaansaatti myos wiime kuluneinea aikoina, ettd selwd suo-
malainen oppilaitos perustettiin Jywéskyldn kaupunkiin, kaikille
maamiehille suurimmaksi iloksi ja ihanimmaksi toiwoksi. Ja onkin
koulu jo Lokakuun ensimméisené paiwéné alkawa tyonséd, niinkuin
se jo sitd ennen on warustettu opettajilla ja tarpeellisilla opetus

Clipube.

So on pffitoista wuotta Fulunut fiitd, Fuin aitin Feltdmme
rafastawa, opiltanfa ia funnoltanfa jalo maamied, Herra laa-
fitpstieteen tohtori W3, Kilpinen, Suomalaifen Kiriallifuuden
Seuran fustannuffella  enfin julfaifi fuomeffi faantamanfa
SNelja enjimdista Eirjaa ynna wiidennen madrityEiet
GuElideen alfeidta mittandtieteesf{d.” Tama faannds,
ebfa enfimdifia Fofeita fuomen Fielen fapttamifeen finntvetieteelli=
fisfa tutfistelemuffisfa, onnidtuifin niin bywin, ettd fe bHuoli,
jofa wield nafyy pimittdwan yleifon tarffaamista, fohta bawifi
afian Yoitaa pmmdrtdwisfd (ufijoidfa, nimittdin ettd ndma ai
neet olifimat aiwan outoja ja Forfeita fuomeffi efitelld, fosfa
fieli mufa el wield oliff Fpllin toiwutettu niita felittamadan.
Mutta ettei Fuitenfaan fuureticteellific Firioja enenmmaltd ole
prantin fautta tullut julfifuuteen, fen on waifuttanut, ei fitoz
men Fielen fuotta foimattu fpfenemattdmyys, waan fama oy,
jofa on esdtanyt firjalifuutemme vifagtwmista ufeammisfa mwuisd:
fafin tieteen baavoidfa, fe fyp nimittdin, etteiwadt tammiifia
firjoja oppimattomat Suomalaifet ole palion faiwanneet, eifd
ebed fiwidtyneempi berrad=fadty, jonfa fuurempi, muutalaig:
vuotfinfielifeen pufuunfa fottunut oppi ei itfedfanfa tuntenut
balua faantymadan fuomalaifeen Fivjallifuuteen, jota pidettiin
wihd-arwoifena. Sa fuin niidtd ei ole ollut erinomaista puu=
todta, niin barwat mitdattomadan Fiviantefoon owat ryhtyneet,
ebfa ufeamypi tatd fylla ovwat harrastelleet; filla fuofittelematon
lemypi Eplmenee bitianf. Nutpd jo ajat owat entifidtd muutz
tuneet fiiben mdaradn, ectet enadn tulla toineen ainoasdti fuo=
men Fielen fuofittelemifelld, waan fita jo todella aletan waatia
itfefultafin julfifisfa wirantoimituffisia, fefa Fouluisfafin, ia fe
on f{ii8, effa wielda ruotfin fielen rinnalla, woittanut luonnolli=
fen oifeutenfa, ofla wilifappaleena vhteifisia Fesfustelemutfisfa,
ja opin fananfaattajana fuomalaifelle nuorvifolle. Tama fuomen
fielen arwon ja  oifeuffien mydnnyttaminen matfaanfaatti
myss wiime fuluneina aifoina, ecttd fehwd fuomalainen oppiz
laitod perustettiin Spwadtylan faupunfiing, faifille maamiehille
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fuurimmatfi iloffi ja ibaninumabfi toiwoffi. Ja onfin foulu jo
Qofafuun enfimaifend paivdna alfawa tyonfd, niinfuin fe io
fita ennen on warudtettu opettajilla ia tarpeellifilla _op'etugaf‘gs
Tuilla. inoadti fuomalainen oppifiriasto on g{m wield hatd=
warainen, filld firioja ei fadwa fuin fienid Igpmnum}._y’qteqn
jalestd, waan aifaq woittain niitd fylla tehdaan hywidfin ja
puonomunat paraiten parannellaan f@it)tettmsya. &(Ifupeqapa
taban teoffeen on faman fuomenticlifen Foulun tarwe, jofa,
Herva  tobtori  Kilpifeltd efitelty, Suomalaifen tﬁ\z_r_xa[hfuu:
pen euralta on allefivioitetulle usfottu taptettawifii. Olen
epailemattd faynytfin tydhon fiing _r_vqﬁmtuf_feéfa, ettd, Fuin
on paljon phtaifaa jo fiiruulla tehtawand, myods fehnonmantin

on otollinen. )
s Mutta tofin ei taitaifi offa pldnyalttista fanelfa moniabta
fana itfestd firjastani ja mifa fitd fir;mgtazéfa on pidetty pad:
tarfoituffena ja filmamaarand, e minun aina oli muistet:
tawa, ettd firia piti tebtaman femmoinen, ettd fe f'e_I.pmﬁ,nuM
remypienfin foululaisten fafiin pantawaffi ja fiig ofifi yfinfer:
taifedti efitelty, juuri ypoifalapfien tiedon ja faidon mufaan,
Taman fopn tautta taptpi mun enfi aludfa hyljata Kilpifeltd
ja muilta faptetpt fuuretieteellifet merfit, joiden felittdminen
alfawaifille tefee melfein phta palio waiwaa fuin fifdlta Tufe=
minen. Zoifeffi oliwat fefa Ffaiffi maaritptfet tarfemmin raz
joitettawat, tiedefanain joufosdta fopiwanunat walittaroat ja_niiz
ben merfitpifet wigfisti madrattawdt, ettd erinomattain efittes
{siden tobistuffet niin faannettaroat, ettd felwdsti nabtdif,
mifa pitaifi toteen naytettdman ja miten niiden totuus polwi
polwelta feuraifi tobefii funnetuista laufeista, Mitd wiime
mainittuibin tulee, niin herra tobtori Kilpifen Firia todistuffienfa
puoledta on mitd paraita WBYtvd taitaa, 1a fen laufeet ja job=
tauffet felwasti, Ihykdifesti ja Faifin puolin typdytawasdti eteen
afetetut. Sitd olenfin feurannut, jos fobta en fanasta fanaan,
faifisfa, misfa en ole nabnd etuifemmalfi tyffanddn poifeta
toifelle polulle. Ne muidtutufet ja lifaykfet, jotfa fiella taala
owat teF8tiin litetyt, toiwomume puolustawan paitfanfa, fosfa ne
taifba vEfinfertaifesti felittawat fifallepitojen oifeata pmmarrpsta
ia jariestystd, taiffa efittelewat tarfeitd totunffia ja muita nuo-
vifon &lyn ja jarien teroituffen aineita, L

Nailla jobdesfanocilla jatan ustalluffelia Firiani pleifon tut
fittawaffi, Suopiodfa 20:md pdiwand Syypstuuta 1858,

Petfa Asdyan,

kaluilla. Ainoasti suomalainen oppikirjasto on osin wield hatdwarai-
nen, silla kirjoja ei kaswa kuin sieniéd lémpimén sateen jélestd, waan
aikaa woittain niitd kylla tehddin hywidkin ja huonommat parai-
ten parannellaan kaytettdissid. Alkuperdné tdhan teokseen on saman
suomenkielisen koulun tarwe, joka, herra tohtori Kilpiseltid esitelty,
Suomalaisen Kirjallisuuden Seuralta on allekirjoitetulle uskottu téy-
tettdwéksi. Olen epéileméttd kaynytkin tyohon siind wakuutuksessa,
ettéd, kuin on paljon yhtaikaa ja kiiruulla tehtdwéané, myos kehnom-
mankin apu on otollinen.

Mutta tosin ei taitaisi olla ylenpalttista sanella moniahta sana itses-
ta kirjastani ja miké sita kirjoittaissa on pidetty pasdtarkoituksena ja
silmdmé&drind. Se minun aina oli muistettawa, ettd kirja piti tehté-
mén semmoinen, ettd se kelpaisi nuorempienkin koululaisten késiin
pantawaksi ja siis olisi yksinkertaisesti esitelty, juuri poikalapsien tie-
don ja taidon mukaan. Témé&n syyn kautta tdytyi mun ensi alusta
hyljata Kilpiseltd ja muilta kdytetyt suuretieteelliset merkit, joiden
selittdminen alkawaisille tekee melkein yhtd paljo waiwaa, kuin si-
saltd lukeminen. Toiseksi oliwat seké kaikki ma#ritykset tarkemmin
rajoitettawat, tiedesanain joukosta sopiwimmat walittawat ja niiden
merkitykset wissisti médrattawét, ettd erinomattain esitteldiden to-
distukset niin saannetawat, ettéd selwiisti ndhtéaisi, mika pitéisi toteen
tdytettdméan ja miten niiden totuus polwi polwelta seuraisi todeksi
tunnetuista lauseista. Mitd wiime mainittuihin tulee, niin herra Kil-
pisen kirja todistuksiensa puolesta on mité parhaita 16ytdid taitaa,
ja sen lauseet selwésti, lyhykéisesti ja kaikin puolin tyydyttawésti
eteen asetetut. Sité olenkin seurannut, jos kohta en sanasta sanaan,
kaikissa, missé en ole ndhné etuisemmaksi tykkénéin poiketa toiselle
polulle. Ne muistutukset ja lisdykset, jotka sielld tdalla owat tekstiin
liitetyt, toiwomme puolustawan paikkansa, koska ne taikka yksinker-
taisesti selittdwét siséllapitojen oikeata ymmaérrystéd ja jéirjestysté,
taikka esittelewét térkeité totuuksia ja muita nuorison alyn ja jérjen
teroituksen aineita.

Niilld johde-sanoilla jatdn uskalluksella kirjani yleison tutkittawaksi.
Kuopiossa 20:né péaiwané Syyskuuta 1858.

Pekka Aschan.



Alkuperidinen alkulause

Mittaustiede on tieto suuruuksista, joiden rajat owat awaruudessa
ja joiden tunnusmerkkini owat itse awaruuden ominaisuudet, nimit-
tdin ulottuwaisuus pituudelle, leweydelle ja sywyydelle. Mittaustiede
tutkii nditd suuruuksia taikka erittdin, taikka toinen toiseensa wer-
rattuina, mittailee ja méériilee niité kaikin puolin, silld tuottaaksen-
sa niistd tdydellisen tiedon. T#t4 tehdessé seuraa hén tarkkaa jirjes-
tysté, alkaa madrdamalla, mitd milldkin ymmaéarretddn ja kuinka sita
toisesta eroittamalla nimitetddn, edespanee, mité siitd jo taidetaan
itsestinsd tietdd, ja tehden itseselwét tiedot perustuksiksi, paattas
kaikella todella, mité néistd taitaa seurata. Siis el mittaustiede ole
perustuksetta, sen tdytyy alusta pitdd wakaana totena yhté ja toista,
josta sitten wetédd wastaansanomattomia seurauksia. Sen wisseys riip-
puu kokonansa perusteiksi pannuista totuuksista. Jos owat semmoi-
sia, joita suotta epéileméttd woidaan myonnyttaéd ihmisjérjen mukai-
siksi, niin mittaustieteelld on kaikki se wisseys, kuin héneltd taide-
taan waatia. Mutta koska erityisid perustuslauseita woidaan walita,
ja néistd myoskin eritawalla seurauksia wetéé, niin ndhdéén, etté ko-
ko tieteen jérjestys taitaa monella tawalla luonnistua. Téssé kirjassa
seuraamme Euklidestd®, se on samoille perustuksille, kuin hén raken-
si kirjansa, juurtuwat tdssikin kaikki totuudet. Ainoasti pienempié
muutoksia ja lisdyksid, kirjan omituisen tarkoituksen mukaan, olen
katsonut luwallisiksi, wanhan mestarin arwoa wahentadméatta.

“EUKLIDEKSESTA on aiwan wahén tietoja jélelld. Sen waan tieddmme, ettd hin
300 wuotta ennen Kristusta eleskeli Alexandria nimisessd kaupungissa Egyptin
maalla, kuningasten Ptolemaios Lagin ja Ptolemaios Soterin aikoina, jakaen erin-
omaisella nerolla opetusta mittaustieteessd. Hanen ahkeralta kéddeltd on meilld
wield useampia jadnneitd, jotka ylistdwat tekidénsa, muiden seassa 15 kirjaa mit-
tautieteen alkeita. Naistd owat tdssd kuusi ensimméistd suomeksi kddnnetty. Se
kirja olikin ensiméinen tieteelliesti jarjestynyt teos mittaustieteesté, josta tekiata
on kunnia-nimelld alettu sanoa Mittaustieteen isdksi.

Altu-=lanje.

Mittanstiede on tieto funruntfista, joiden rajat owat
awaruudedfa ja joiden tunnustusmertfind owat itfe awa-
ruuden omaifuudet, nimittdin ulottu waifuus pitundele,
leweydelle ja fywyydelle. Mittaustiede tutfii nditd fuu-
runffia taiffa erittain, taiffa toinen foifeenfa wervat-
tuina, mittailee ja madrdilee niitd faifin puolin, filld
tuottaatienfa niistd tdydellifen tiebon. TAtd tehdes{d
feuraa han tavffaa jdrjestystd, alfaa madrdmald, mitd
millatin ymmdrvetddn jo fuinfa fitd toifesta evoittamalla
nimitetddn, edespanee, mitd fiitd jo taidetaan itfestdnfd
tietdd, ja tehden itfefelwdt tiebot perustuffief, padttdd
Faifella todella, mitd ndistd taitaa feurata. Siis ei
mittaustiede ole perustufetta, fen tdptyy alusta pitdd
wafaana totena yhtd ja toidta, josta fitten wetdd was-
taanfanomattomia feuvautfia. Sen wisfeys rippuu fofo-
nanfa perusteetfi pannnista totuntfista. Jos owat femmoi-
fia, joita {uotta epdilemdttd woidaan mydunyttdd ihmis-
jdrjen mufawiffi, niin mittaustieteelld on faikfi fe wisfens,
fuin bdneltd taidetaan waatia. Mutta Fosfa eritifid
perustuglanfeita woidaan walita, ja ndistd mydstin evi-
tawalla feuvautfia wetdd, niin ndhdadn, ettd fofo tieteen
jdriestys taitaa monella tawalla [uonnidtua. TASE

tirjasfa feuvaamme Gulidestd *), fe on famoille perustut-

*) Gutlideffedtd on aiwan wahan tietoia jalelld. Sen
waan tiedanumne, ettd han 300 wuotta ennen Kridtusta eleskeli
Werandria nimifesfa Faupungisfa Gayptin maalla, Funingas:
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fille, fuin han vafenfi firjanfa, juuvtuwat tagfakin Eaitti
totuudet. QAinoasti pienemyid muutotfia jo lifdvefid, fe-
jan omituifen tavfoitufen mufaan, olen Eatfonut (uvoal
lifi¢fi, wanhan mestavin arwoa wdbentdmdttd.

ten Peolomaeus Lagin ja Ptolomaens Goterin aifoina,
jafaen erinomaifella nerofla opetusta mittaudtieteedfa. Hanen
abferalta Faveltd on meilld wield ufeampia jaanneitd, jotfa
plistawat tefiaanfa; muiden feadfa 15 firjaa mittaustieteen alz
Feita. MNaista owat tasfa Fuufi enfimaista fuomefft fadannetty.
Se Firja olifin enfimdinen tieteellifesti jarestynyt teod mittauss
tieteesfd, josta tefiatd on Funniasnimeld alettu fanoa Mit=
taustieteen ifaffi.

Tiigfi firjosja fiytetyits merffii fo miten wiitd

janoigja Fadunetddn,

= phtd funri fuin.
> fuurvempi fuin.
< wabemypi Fuin,

oo joufun mufainen.

= jonfun fangfa yhtdfuuri ja mutainen, fe on

phteellinen.
+ lifdtty filld fuucuudella, jofa feuvaa merkfid.
— wdabhennetty feuraawala.
X fervottu fenvaawala.

jaettu fenraawalla.

/ Fulman merffi.
| fohtifuorasfa edellinen jalfimdidta wasdten.
A folmifulman merEi.
O nelidn mevti.
° " graabia, minunttia jo fefuntia.

Tassd kirjassa kiytetyitd merkkid ja miten niitd sanoissa
dannetién.

= yhté suuri kuin.

> suurempi kuin.

< wahempi kuin.

oo jonkun mukainen. (Nyk. yhdenmuotoinen.)
2 jonkun mukainen ja yht# suuri, se on yhteellinen. (Nyk.
yhtenevé(inen).)

+ lisétty sillda suuruudella, joka seuraa merkkié.
— wéahennety seuraawalla.

x kerrottu seuraawalla.

: jaettu seuraawalla.

£ kulman merkki.

1 kohtisuorassa edellinen jalkimmaistd wasten.
A kolmikulman merkki.

0 nelion merkki.

° ' " graadia (astetta), minuuttia ja sekuntia.



Ensimmaéiinen kirja

1.2. Miaritelmia. Toisin kuin nykyisessd matemaattisessa tyylis-
sé on tapana, Eukleides listaa kussakin kirjassa eli luvussa kdyttdméansa
médritelmét asianomaisen kirjan alkuun. Siksi etenkin ensimmaéisen kir-
jan méadritelmien luettelo on pitkéd. Alla esitetyt méaritelméit ovat hy-
vinkin tarkasti Eukleideen alkuperiiset, mutta kaikki muistutukset ovat
Aschanin tekemi# tai ainakin valitsemia — pitk#é traditiota noudattaen.
Noudatan itsekin samaa traditiota kommentoimalla sekd Eukleidesta etté
kadnnoksid. Olen muotoillut mééritelmét hieman uudemmalle suomenkie-
lelle ja kirjoittanut perdédn huomioni nailld pienilld kirjasimilla.

(1) Piste on se, jossa ei ole osia.
(2) Viiva on pituus leveydetti.

Ainoat Alkeissa esiintyvét viivat ovat suora ja ympyrd osineen, vaikka
Eukleides on varmasti tuntenut paljon muitakin kayria.

(3) Viivan péét ovat pisteité.

Pisteen mééritelmié on kaksi. Témén jélkimmaéisen, historiallisesti ilmei-
sesti vanhemman, variantteihin Eukleides joutuu turvautumaan teoriaa
rakentaessaan — yleensdhén pisteitd saadaan kahden suoran tai ympy-
ran leikkauspisteind. Vertaa médritelmééan 6, jossa kuvataan tasokuvion
reunat viivoiksi. Avaruusgeometriassa kappaleen reuna on pinta. Ajatus
ulotteisuuksien hierarkiasta eldd modernissa dimensioteoriassa.

(4) Suora viiva eli jana tai suora on sellainen viiva, joka kulkee
mutkittelematta alku- ja loppupisteensé valilla.

Eukleideen alkuperéinen mééritelmé on hieman erilainen, lyhyt ja tulkin-
nanvarainen eikd mainitse paédtepisteité.

Suoraa viivaa voi postulaatin (2) mukaan nimenomaan jatkaa tarpeen
mukaan kumpaankin suuntaan kuinka pitkélle tahansa, joten téssd tu-
lee todella mééritellyksi sekéd suora ettd jana. Kédytén tarpeen mukaan
kumpaakin sanaa.

Cuyimdinen Kivja.

.

Miiirityffid (Definitioner),

1. Piste on fe, jodfa ei ole ofia.

Muistutusd, WVisteeld ei ole pituutta, leweyttd, ei fy=
wpptta, ei ofia toinen toifenfa jatfodfa, joita jafamalia
woifit eroittaa. e fiid ei ole mifddn fuuruug; ofoittaa
ainoasdti jonfun paifan awaruudesfa.

2. Wiiwa on pituud leweybdettd.

M. Wiivaa woifit eroittaa pituudellenfa, woifit jatfa eli
Iphentaa mutta fosfa fila ei ole leweyttd, niin et fita Fuis
tenfaan Fafita ulfonaifesti, waan tajuat fen ainoasdti ym:
mareyffella. '

3. Wiiwan padt owat pisteitd.

M. a misfa hywanfa leiffaat wiiwan, faat pisdteen,

4. ©uora wiiwa on fe, jofa juoffee tafan (fe on:

—— mutfitta ja faarteitta) alfu- ja loppupis-
7 N teenfd wdalild,  Widvilji, eli mutfaifelji,
fanotaan fitd, jofa ei ofaffifaan ole fuora.

M, Tasdta ypnumdrretadan, eftei Fabden pisteen. walilla
woi olla ufeampia erindifid fuoria wiiwoja, Fuin waan Pk
Se on mypds Iphyin tie Fahden pisdteen, eli ypaifan walilld.
Mittaa fe, niin heidban walimatfan tiedatki.

5. Pinta on {e, jolla on ainoasdti pituutta ja le-

wepttd.

M. Yinnan taidat jofaa pitfittdin ia poifittain miten
tabdot, waan jos lohfaista aiwot, Hajoaa fe Fafistafi, filla
fiiben tarwittaifi paffuntta, eli fyvopyttd, jota pinnalla ei ole.
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Pinta on fii3, niinfuin wiiwatin, ainoasti ymmarryfella
tajuttawa,

6. SKufin pinta on ddritetty wiiwoilta, eli vajoilta,
joiben yli ban ei ylety.

7. Pintaa fanotaan tajaijefii (muufalaifella ni-
melld: plan), josfa taidetaan wetdd fuoria wiiwoja mihin
pdin bywdnfd, niin ettd ne yhdistywdt pinnan fansfa.
Pintaa, jofa ei ofaffifaan ole tafainen, futfutaan
epiitajaijefii.

*) Qappale vastaa muutalaista: solid figur) on fe,
jolla, paitfi pituntta ja leweyttd, mydskin on fywyyttd.

M.  Kappaleen tunnet ja eroitat niinfuin eritpifen muista
Pappaleista, Sita nimifin: ,fappale” ofvittaa, Mutta fosfa
mittaustieteedfd ainoasti awaruuden erindifet omaifuudet fu:
lewat tutfittamwiffi, niin mpds fappaleesia merfitaan ainoasdti
fen laajuus ja vajoituffet, Yufua pitamatta aineesta, jolta fe
taptetaan., SKuitenfaan ei fen ruumillinen olento Faton filld,
ettei buolita tietdd, mistd aineesta fe tehty on.

) Kappaleen tajat owat pintoja.

M. Sa pinnan rajat owat wiivoja, wiivwan rajat piss
teitd. Kappaleedfa fiig pinnat, wiiwat ja pidteet owat lon=
nollifesti phdistetpt ja ifaanfuin adrettomasta awaruudesta
eroitetut, Tasfa phtepdedfd Dheitd woith Fafittad, waan jod
eroitat ne fappaleesta, niin ne Fylla taidat pumartad, waan
et fuwailla eita muutten fuin waillinaifilla werfeilla,

8. Jo8 faffi wiiwaa tapaawat toinen foifenfa {a-
malla tafapinunalia, eiwdtfd ole yhtend wiiwana, fano-
taan wiiwain wdliaufeemaa tojafulmafii (plan angel),

M. Wiiwoja itfianfa Futfutaan fuliman Eyljitii, eli fi-
wuiffi, ja pistettda,” jodfa ne fattuwat toifiinfa, fulman
Eqrefii.

%) Niamd wmadrityfiet etwdt (Eydyfadn talld paitalla Gutliveen fir-
jasfa, waan tarpeel(ifia offen, (ifdtddn ne tihan.

Aschan mainitsee ilman perusteluja monenlaisia tdhén méaéritelméén kuu-
lumattomia suoran viivan ominaisuuksia, kuten etti kahden pisteen kaut-
ta kulkee vain yksi suora, ettd janalla on pituus ja ettd jana on kahden
pisteen vilinen lyhin tie. Hin méérittelee myos omatoimisesti, ettd muu
kuin suora viiva on kiyrd (wéird) ja piirtdd kuvan.

(5) Pinta on se, jolla on ainoastaan pituutta ja leveytta.

Viivat ja pinnat ovat toisaalta havainnollisia asioita, toisaalta teoreettisia.
Aschan on téstd opetuksen ongelmasta tietoinen ja kuvailee Stromeria
laajemmin pinnan ulotteisuuksia parhaansa mukaan korostaen toisaalta
myos pinnan abstraktia luonnetta.

(6) Pinnalla on reunaviivat, joiden yli se ei ylety.

Vertaa maaritelmain 3.

(7) Pintaa sanotaan tasoksi, jos se siséltdd kaikensuuntaisia suo-
ria.

FEukleideen mééritelmé siséltédéd ajatuksen, etté taso siséltdd kokonaan jo-
kaisen sellaisen suoran, joka kulkee ainakin kahden siihen kuuluvan pis-
teen kautta. Aschan méirittelee liséiksi omin péin, ettd muu pinta kuin
taso on kaareva. Hén méédrittelee ja kuvailee tésséd kohdassa Eukleidees-
ta tietoisesti poiketen my0s kappaleen kisitteen. Aschanin kirjassa ei ole
mukana Eukleideen Alkeiden avaruusgeometriaosaa, vaan tissi kohdassa
kyse on sinénsé ihan viisaasta myonnytyksestd kdytdnnon tarpeille.
"Kappaleiden reunat ovat pintoja”’. Taméntapaiset lausahdukset olivat
vield 1800-luvun puolivélisséd "totta” ja "selvid” useimpien matemaatikoi-
denkin mielestéd. Vasta analyysin tdsmentyminen ja siis esim. Cauchyn
ja Weierstrassin opetukset ja "patologiset” vastaesimerkit toivat yleisem-
péddn tietoisuuteen, ettd asiassa on ongelmia. FEukleides ei sano mitédén
niin epdmadraista.

(8) Jos kaksi saman tason viivaa kohtaavat toisensa, niin niiden
véliin jadvaa aluetta sanotaan tasokulmaksi.



Kulman, etenkin kéayréviivaisen, késite on vaikea asia. Monien muiden
tavoin myos Aschan poikkeaa tésséd Eukleideesta, joka méérittelee kulman
em. viivojen véliseksi kaltevuudeksi. Omana kommenttinaan Aschan lisé4,
ettd viivoja itsednsd sanotaan kulman kyljiksi ja yhteistd pistettd sen
karjeksi.

Kulman mééritteleminen néin johtaa siihen, etté ”oikokulmaa” ja sita suu-
rempia kulmia ei ole olemassa, ei tietenkddn myoskdain negatiivisia kul-
mia. Kuitenkin on jarkevai sanoa esimerkiksi, ettd "kaksi tylppda kulmaa
ovat yhteensd enemman kuin kaksi suoraa kulma”. Ndin Eukleides menet-
teleekin.

(9) Kulmaa, jonka rajaavat suorat viivat, sanotaan suoraviivai-
sekst kulmaksi.

Kayrdviivaisten kulmien yhtdsuuruus ja suorakulmaisuus pitéisi jossain
maéaritelld, mutta asia on hankala eivatkéd kayriviivaisia kulmia koskevat
pédttelyt oikein toimikaan, vaikka myOhemmin ainoa késiteltdvé kéyra
viiva on ympyri. Aschan vetoaa raja-arvon kaltaiseen havaintoon: "W#a-
rawiiwaista kulmaa méadratadn niinkuin juoksisiwat wiiwat suoraan sité
suuntaa, jota toinen toisestansa erotessa alkavat lihetd.” Aschanin ku-
vaus kulmien merkitsemistavoista on viehéttava: ”. .. Wilisté kirjoitetaan
kulman kainaloon joku pieni kirjain, jolla kulmaa nimitetdén.” Aschan sa-
maistaa kulman ja sen suuruuden. Ndemme pian, ettd Eukleides on paljon
varovaisempi.

(10) Jos suora viiva (puolisuora) leikkaa toista suoraa siten, etté
kummallakin puolen on yhtd suuret kulmat, niin sanotaan,
ettd nuo kulmat ovat suoria kulmia ja suorat toistensa nor-
maaleja.

Tassd kohdassa Aschan médrittelee samalla  vieruskulman, suple-
menttikulman eli taytekulman késitteen. Lisdksi hén ottaa muitta
mutkitta kdyttoon astemitan. Tama on kaytdnnon sovelluksien kannalta
ihan jéarkevédd, mutta kulmien ja muiden suuruuksien samaistaminen
mittalukuihin tekee melkein mahdottomaksi ymmértdd Eukleideen
2. kirjassa esitettdvdd geometrista algebraa ja 5. kirjassa esitetté-
véd suhdeoppia, joissa ideana on nimenomaan tulla toimeen ilman
numeroita — erityisesti ilman irrationaalilukuja. Aschan sen enempéi
kuin Eukleideskaan ei kerro suoraan, milla ehdolla kaksi kulmaa ovat yhté

4

7

i 9. SKulmaa, jota {uorat wiimwat

" veunailewat, fanotaan fuorawiitwaijetfi
/ M. Wadrdawiitvainen fulina on
% fii8 fe, jonfa vEfi, eli molenmmat fyljet owat

wadria. Kulman fuuruutta el maarata Fylfien pituudesta,
waan Deidan lewidmifesta toinen toifedtanfa. LWadrdwiiz
waista fulmaa madratdan niinfuin juobfifiwat wiiwat fuoz
ragn fitd fuuntaa, jota toinen toifedtanfa erotedfa alfawat
labted, — YFfindista Fulnaa nimitetddn tawalifesti fild firs
jaimelfa (A), jofa on Fulman faresfa. Mutta jod ufeampia
Fulmia pistad famaan Farfeen, niin Fufin eroitetaan fiten,
ettc ne Folme Firjainta, jotfa owat fulinan pmpdrila, mais
nitaan yerdttain ja fesfimaifend aina fitda, jofa feifoo Fulman
firesfa. Gfm. fanotaan (Fatfo feur. fumwaa) fulma wiiwain
Al ja IE walila AIE:Ffi, ei EIA:Ffi, ja wiiwoilta Al ja KI
reunailtua fulmaa AIK:Ffi, efi KIA:Ffi, Z0alistd firjoitetaan
fulman Fainalobon jofu pieni Firjain, jolla fulmaa nimitetdan,
PRI 10. J08 fuora wiiwa feifoo foifen
fuovan wiiwan padld ja tdtd wasten
fumpaifelefin puolelle tefee yhtdfunvet ful

E 7 mat, niin molempaa phtd fuurta fulmaa

fanotaan fuorafufmafii, ja wiiwaa fanotaan fohtijuorafii
(vertikal) toita wasten, jonfa padlld fe feifoo.

M. Nain wieretpsten olewia Fulmia Futfutaan tawalliz
festi jitoullififfi Fulmiffi, eli tapteulmityi (supplement-
anglar), @uora fulma on fiig fe, jofa on fivoullifenfa firus
ruinen. Sulmat ATH ja AIE owat fuoria, ja wiiwa AL on
fobtifuorasfa EH:ta wasten, jota merfitian nain: AL | EH.
Sitd, etta jofu Fulma on fuore, ofvitetaan ufein alfupuuss
taimella S, efim. Fulna AIH=S. ,S08 fobtifuora wiiwa
juoffee fuotifangan fuuntas, niin fitd Futfutaan pystyfuo:
rafji (vertikal), ja toidta wiiwaa, jota wasten fe feifoo,
waakafuorafii (horizontel), — Suoraa Fulinaa jod jaes
taan Faredtd ulodpdin 90:meen phtafuureen ofafulinaan, niin
iofaista Futfutaan muufalaifella nimelld graadiffi. Graadit
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wield jaetaan 60:neen iinnutti=Fullinan, ja minuntit 60:meen
feBuntiin, Naiden merfit owat (¢ ° "), joten Fulman
olledfa 10 graadia, 35 minuuttia ja 23 fefuntia fuuri, firs
joitetaan Iphyfaifeati 10° 25' 23", Riinmuodoin faadaan
fuoragta fulmasta mitta, jobon mwmitafin fulmnia fdy wers
taaminen, 7
11. SKutakin fulmaa, jofa on {uoraa fulmaa fuu-
vempi, fanotaan tyljifulmafii.
12. Feviiwitulmafii taas fanotaan fitd, jofa on
pienempi fuoraa Fulmaa.
M. Kuima KIE on tylfa, KIH terdawd, molemmat fios
ran fulman fubteen WinoEulmia, (Cbdel. fuwa).

13. Guoria wiiwoja fanotaan yhtajunntaiitii, jos

4 g ne famalla tafapinnalla juotfewat aina
. Ybtafaufaifena foifistanfa, eiwdtfd fum-
mallafaan puolella Hhoy, waitfa heitq pi-

"

tennettdifi fuinfa etddlle hywdn{d.

14. Kuwio on faifin puolin vajoitettu tila.

M. Kuwioita, joiden rajat owat famasdfa tafapinnasfa,
Futfutaan tafapintaiji€yi (plana), Naidfa alfeidfa faadaan
Iifea ainoasti tafapintaifista Fuwioidta, joiden mitannollista
efittelda pleifedti futfutaan tafapinta-=mitanno¥ji (plani-
metri) %), Kuitenfaan alfeidopillifisfa firioisfa, taiffa ,alz
paifedfa mittaustieteesfa”, ei tutfita faifenlaifia tafa-
pintaifia Fuwioita, waan ainoadti feuraawia.

£ 15. Ympyri Ccirke) on tafapins

tainen, wadrdn wiiwan filld tawoin va-

A  joittama fuwio, ettd Faiffi fuovat wii-
wat, jotfa famasta pisteestd Fnwion fi-

falid lanfeawat rajalle, owat yhtdfuncet.

H

*) @ana tafapintasmitanto’ merfitfee tas{d@ fuwioiben {efd tieteel-
(igtd, cttd mitannol(ista efitteldd. Mutta filld myss ufein uimitetidn ai-
noasti jalfimistd, eli ofoitusta fnvividen mittaamifeen.

suuret tai milld ehdolla kulma on toista suurempi. Aksioomissa yhté- ja
erisuuruuden ominaisuuksia kylld késitelldéin. Sen sijaan Eukleides todis-
taa kohdassa 1.11 huolellisesti, ettd suora kulma on olemassa.

(11) Suoraa kulmaa suurempi kulma on tylppd kulma.

(12) Suoraa kulmaa pienempi kulma on terdvd kulma.

(13) Tason suorat ovat yhdensuuntaiset, jos niilld ei ole yhteisia
pisteitd, vaan ne ovat aina yhtéd kaukana toisistaan.

Tamé on Aschanin méiritelmé. Eukleides méérittelee yhdensuuntaisuu-
den vasta mééritelméssd (23). Eukleideen vanhemmassa numeroinnissa
mééritelmé (13) sanoo hidmérdsti suunnilleen, ettd reuna on sama kuin
#éri. Olennaisempaa kuin ero numeroinnissa on, ettd Aschanin méiritel-
maén osa, jossa sanotaan suorien “juoksevan aina yhté kaukana toisistansa”
ei esiinny Eukleideella lainkaan, vaan euklidisessa geometriassa tdmé etéi-
syysominaisuus on yhdensuuntaisuusaksiooman avulla todistettava lause.
Hyperbolisessa epéieuklidisessa geometriassa (jossa muut aksioomat ovat
samat kuin euklidisessa mutta yhdensuuntaisuusaksiooma oletetaan véa-
riiksi) yhdensuuntaisten suorien etiisyysominaisuus ei pide. Kummassa-
kaan teoriassa se ei missdédn tapauksessa kuulu méaaritelmasn.

(14) Kuwvio on reunoin rajoitettu tila.

FEukleides on juuri ottanut kiyttoon reuna-késitteen ja mééarittelee nyt
sen avulla kaikenulotteiset rajoitetut kuviot, siis niin kappaleet kuin ta-
sokuviotkin, mutta ei hyviksy "rajoittamattomia kuvioita”, kuten puoli-
tasoa tai kulman aukeamaa. Aschanilla on mielessd vain tasogeometria.
Han ilmoittaakin kommentissaan, mitd hén tarkoittaa tasogeometrialla ja
alkeisgeometrialla, jonka hén rajaa opiksi seuraavissa kohdissa méaritel-
tavistd kuvioista.

(15) Ympyrd on sellaisen viivan rajoittama kuvio, ettd kaikki
janat samasta kuvion siséalld olevasta pisteestéd reunaviivalle
(eli ympyran kehdlle) ovat yhta pitkét.
(16) Mainittu piste on ympyrén keskipiste.
Aschan on lisénnyt méédritelméén, ettd janat keskipisteestd kehélle ovat
sateitd ja kehdn osat ovat kaaria.



Kaytéan viivojen suuruudesta sanontaa “janan pituus”. Aschan seuraa us-
kollisemmin Eukleidesta, joka puhuu vain "suorien viivojen suuruudesta”,
miké on sikéli tyylikdsté, ettd kaikenlaisille suureille yhteiset aksioomat-
kin puhuvat nimenomaan vain “suuruudesta”.

(17) Halkaisija on suora viiva, joka kulkee keskipisteen kautta ja
jonka pédt ovat ympyran kehélld. Halkaisija leikkaa ympy-
ran tasan kahtia.

Huomautus, jonka mukaan halkaisija leikkaa ympyrédn tasan kahtia, on
FEukleideen tekstisté ja sitéd tarvitaan seuraavassa kohdassa perustelemaan
puoliympyrén nimi. Eukleides ei todista tdtd véitettéd, jonka kerrotaan
olevan yksi Thaleen muotoilemista viidesti vanhimmasta teoreemasta.®
Aschan lisdé Eukleideen mééritelmén alkuun, ettd kaaren molempia péitd
yhdistédvas suoraa viivaa sanotaan jdnteeks:i ja méadrittelee sitten halkai-
sijan “keskinavatse” kulkevana jénteend.

(18) Puoliympyrd on kuvio, jota rajoittavat ympyrin halkaisija
ja puoli kehéa.

(19) Ympyrén lohko eli segmentti on janteen ja kaaren rajoitta-
ma tila.

Aschan korostaa, ettd jinteen kummallekin puolelle muodostuu segment-
ti, joka siis voi olla puoliympyraéd suurempikin. Eukleideella yleisen seg-
mentin médritelmé ei ole téssi paikassa, vaan vasta kolmannessa kirjassa,
koska sitd tarvitaan vasta sielld. Aschankin kiinnittd4 huomiota siihen,
ettd kolmannessa kirjassa palataan tutkimaan ympyraé ja erityisesti, etté
sielld méadritelldan ympyréan leikkale eli sektori.

(20) Suoraviivaisia kuvioita rajoittavat suorat viivat, joiden lu-
kumé&drdn mukaan puhutaan kolmikulmioista, nelikulmiois-
ta tai monikulmioista.

%Muut neljd ovat tasakylkisen kolmion kantakulmien samuus, ristikulmalause,
yhtenevyyslause KSK ja kehdkulmalause puoliympyréin tapauksessa.
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16. WAdrdd, ympyedtd vajoittawaa wiiwaa, fo-
notaan ympyrdn Yehaltii (peripheriy; pistettd, josta ne
phtdpitfdt wiiwat lanfeawat febddn, tesfipisteetii (cen-
trum), eli nawafji; nditd pbhtdpitwifia fuoria wiiwoje
jiteifii (radii), ja fuurvempia eli pienempid febdn yalai-
fia faarteifji (arcus).

17. Kaarteen fabta Loppupddtd yhdistiwdd fuoraan
witwaa futfutaan jinteetit (chorda). YPmpyrdn halfajia
(diameter) on jdnne, jofa juotfee fesfinawatfe molem-
min puolin Febddn. Se leitfaa ympyrdn Fesfeltd fabhtia.

M. Ympyrd fontyy, jos fuora wiiwa Al Faannafien paif:

fanfa pitawdn yaanfa pmypdri, funnes tulee entifelle fohdalz
Yenfa jodta [GFfi liffumaan, SKuwasfa napttaa AEHK pmypy:
ran rajoituffen ja on fen Feha. Yhtapitkiat wiiwat AI, EI,
HI, jotfa FesFipidtecsta [ lanfeawat Fehadn, owat fateit'd.
AE, EH ja HKA owat Fehin palaifia, eli Faarteita, ALH
on fesfinawatfe fulfewa janne, eli halfafia,

18. Puoliympyrd on fmwio, vajoitettn halfafialta
ja puolelta fehdalta.

19. Yumpyrin lohto (segment)"vn

/7 H jdnteeltd ia faarteelta vajoitettu pinta.
M. Mydsfin puolipmpyrda on pmppran
A

£ Yohfoffi fanottawa. Mutoin woipi lobfo olla
puolipmpyrdd  pienempi taiffa fuurvemyi, niinfuin fuwasfa
AEHI, — Ympyrian [eiffaleesta (sektor) luetnan 3:8fa
firiasfa.

20. Guorawiiwaijet fuwiot owat ne, jotfa vajoi-

tetaan {uorilta wiiwoilta.

M. Rajoittawia wiiwoja Futfutaan mpss fivonitfi, Kaif-
fia fivuja phteenfa Futfutaan Fuwion piivikyi (perimeter).
Suorawiiwaifet fuwiot jaetaan taiffa fiwujen taiffa fulnien
luwun jalfeen, josta fyntywit feuraamwaifet Fabtalaifet nimi=
tyffet. IMuuten on jofaifesfa Fuwiodfa phta paljo Fulmia Fuin
fiwujafin,

11
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91, Qolwijiwnifia fwioita, eli folmifulmia Cui-
anglar), owat ne, jotfa rajoitetaan folmelta fuoralta
witwalta;

M. Kolmifuhnan mertfi on A\

22, Melijiwuifin fnwioita, neligtulmia, ne, jotfa
vajoitetaan neljaltd fuoralta wiiwalta;

23. Monijiwnifia fuwioita, monifulmia, ne, jotfa
vajoitetaan ufeammalta fuin neljdltd fuoralta wiiwalta.

M. Monifiwuifia Fuwioita nimitetddn myosd ervittain

wiisfulmikfi, Eunsfulmifii i, n, e, Latwistajafii (dia-
gonal) futfutaan nelifiwnifisfa ja monifiwuifisfa Fuwioisfa
jofaigta fuoraa wiiwaa, jofa phdidtad Faffi Fulmaa Fuwiosfa.
SKuwioita, joisfa Faiffi fiwut owat phtayitfat, fanotaan Hh=
tafiwouififfi; niitd, joisfa faiffti Fulnat owat phdentofoifet,
fanotaan yhtatulmaifi€ii, ja niitd, joiden fefa faiffi fiwut
etta Fulmat owat phdentofoifet, fadnnslUififji (reguliera),
2%. Siwuinfa fubteen on fe Folmi-
Fulma yhtifiwninen, josfa faiffi folme fiwua
owat ybhtdpitiat. A.

A 25. e yhtifyltinen, josfa ainoasdti faffi
JE\ fiwua owat phtdpittit. E.

26. ©e erifiwninen, jodfa EFaiffi Tolme
A_ fimua owat eripitfat. H,

M.  Kolmifulmasfa (Ga muisfafin Fuwioisfa) weipi minfad
fioun bywanfa ottaa afesma¥yi, eli Fanna¥yi, jonfa padlle
fe ifdanfuin olifi perustettu. Sa ndin nimitetadnfin ufein
fimua, jota tabdbotaan toifista eroittaa. Yhtapitfia fiwuja
vheafylfifisfa Folmifulmisia fanotaan tawalifesti Eyliiji ja
folmatta fiwna afemati.

27. Kulmien puolesta on fe folmi-
fulma juorafulmainen, josfa on fuora fulma. I.

28. e tyljitulmainen, josdfa on
Aix ty({d fulma. K.

Aschan méérittelee saman tien monikulmion sivut, jotka yhdessd muodos-
tavat péirin. Lisdksi hin mainitsee, etté sivuja ja kulmia on yhtd monta.
Néin on syytéd tehdd suomennettaessa, silld kreikaksi esimerkiksi kolmi-
kulmiot ovat Eukleideen méaritelmééan sopivasti nimeltddn "kolmisivuja”
TpumAevpa. Eukleides pitdd huolta siité, ettd médritelmén monikulmiot
ovat yleisiéd, eikd esimerkiksi nelikulmiota sekoiteta nelioon. Seuraavat
médritelmét sisdltyvit Eukleideella edelliseen mééritelméén (standardi-
numeroinnissa 19), mutta Aschan numeroi ne erikseen.

(21) Kolmisivuinen monikulmio on kolmio.
(22) Nelisivuinen monikulmio on nelikulmio.
(23) Samoin mééritellddn (useampisivuiset) monikulmiot.

Téssé kohdassa Aschan méérittelee erikseen wiisikulmion, kuusikulmion
jne. Lisdksi hén kirjoittaa, ettd monikulmion ldvistdjid ovat kulmapistei-
den viliset janat, unohtaen sulkea pois sivut. Monikulmio, jonka sivut
ovat yhtd suuria, on tasasivuinen. Monikulmio, jonka kulmat ovat yh-
té suuria, on tasakulmainen. Monikulmio, joka on seké tasasivuinen etté
tasakulmainen on sddannéllinen.

Seuraavatkin médritelmét on paloiteltu ja numeroitu uudelleen. Hakasul-
keissa standardinumerointi.

(24) Erikoistapauksena edellisisté on tasasivuinen kolmio. [20]
(25) Kolmio on tasakylkinen, jos siind on (ainakin) kaksi yhtéa
pitkdd sivua. [20]
Tasakylkisesséd kolmiossa yhtéa pitkét sivut ovat kyljet, kolmas sivu eli kan-

ta on Aschanin kommentissa”asema”, mitd sanaa voi kidyttiad muustakin
sivusta — etenkin yleisessé kolmiossa.

(26) Muuten kolmio on erisivuinen. [20]

(27) Kolmio on suorakulmainen, jos siind on (ainakin yksi) suora
kulma. [21]

(28) Kolmio on tylppikulmainen, jos siiné on (ainakin yksi) tylp-
pé kulma. [21]

(29) Kolmio on terdvikulmainen, jos siind on pelkéstédén terdavid
kulmia. [21]



(30) Tasasivuinen suorakulmainen (kaikki kulmat suoria!) neli-
kulmio on nelid. [22]

(31) Suorakulmioksi sanotaan muuta nelikulmiota, jossa kaikki
kulmat ovat suoria kulmia. [22]

Nykyisin nelié yleensé lasketaan suorakulmioksi, mutta téssé ei.
Aschan sanoo téssi perusteluitta, ettd suorakulmiossa vastakkaiset sivut
ovat parittain yhtd pitkét.

(32) Vinonelidksi sanotaan nelikulmiota, jossa kaikki sivut ovat
yhta pitkid, mutta eiviit kaikki kulmat suoria. [22]

Vinoneli6 on siis tdmén mukaan tasasivuinen nelikulmio, mutta ei neli6.

(33) Vinokaiteeksi sanotaan nelikulmiota, jossa parittain vastak-
kaiset sivut ja vastakkaiset kulmat ovat yhtd suuret, mutta
joka ei ole suorakulmio eiké vinonelio. [22]

(34) Trapetsoidiksi eli epdikkddiksi sanotaan kaikkia muita neli-
kulmiota. [22]

Aschanin sanat "vinokaide” ja "epikés” ovat jadneet pois yleisestd kaytos-
ta. Téssa kirjassa ainakin vinokaidetta tarvitaan, koska Eukleides ei mééa-
ritelmissé mainitse yleistd suunnikasta®, vaan erottelee tésséd suorakulmiot
ja vinoneliot vinokaiteista. Aschan sanoo paremmaksi luokitteluksi sité,
jossa on mukana suunnikas, ja mééritteleekin kommentissaan suunnik-
kaan vaatimalla, ettd vastakkaiset sivut ovat parittain yhdensuuntaiset
(1) ja puolisuunnikkaan, jossa on yksi pari yhdensuuntaisia sivuja. Tata
varten hédnen on tdytynyt poiketa Eukleideen jérjestyksestd méarittele-
malla yhdensuuntaisuus jo edelld. Suunnikkaan Aschan olisi kylld voinut
maéaritelld vaatimalla vastakkaisten sivujen olevan parittain yhtéd pitkia,
mutta puolisuunnikkaan méaérittely ilman yhdensuuntaisuuden késitetté
el onnistuisi.

Puolisuunnikasta sanotaan toisinaan trapetsiksi, miké on syytéd erottaa
tdysin epasddnnollisestéd trapetsoidista. Aschanin "trapezier” on vaaralli-
nen.

%Eukleides ottaa suunnikaskésitteen kiyttéon vasta, kun tarvitsee sitd kohdassa
1.34.
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29. e teriiwitulmainen, josfa ainoasti
P\ on terdwid fulmia. P.

30. RNelifimuifista Fuwioista fanotaan fitd
i nelidffi (qvadrat), josfa Eaiffi neljd fiwua owat
|| ybtdfuuret jo fulmat {uovat; M.
M. Nelivn merfi on .
31. Cuorafulmiofji (rektangel), eli juora-
v | titeetfi, fitd, jonfa fulmat owat fuovat, mutta
ainoastaan wasdtatfaifet fiwut yhtafunvet; N.
32. Winonelistfi (thomb) fitd, jonfa fiwut
g owat phtdpitédt, mutta fulmat winosdfa; 0.
33. Wiinofaiteelji (thomboid) fitd,
jos{a ainoadtaan wastattaifet fiwut ja ful-
mat owat yhtafuuret. AEHL

4. RKaiffia muita nelifiwnifia fuoi-
K<>., oita futfutaan epiffiifji (trapezier). KOMN.
N

M. Nelifivuifia Fuwioita iaetaan paremmin talla tawala,
Nelistulmaa fanotaan fuunnifaakyi (parallelogram), jog fen
wastaffaifet fivout owat phtafuuntaifet; puoslifuunnitfaakii
(trapezium), jos waan faffi fiwua owat phtafuuntaifie, ia
epafEaiffi (trapezoider) faiffia muita nelifimuifia Fuioita.
Suunniffaat owat fitten {uoratulmia eli winotulmia,
fuorafulmat nelivitd eli fuorafaiteita, ja winofulmat twi-
nonelidita eli winofaiteita,

Mita muuta wield olifi madrattawand, tulee wasdta paiz
fallanfa merfittawaffi. :

A E

1 H

0

Waatimuffia (Postulater).

PWaaditaan: :

1. Gttd webdettdifi fuora wiiwa mistd pisteestd
tabtonfa mibin pisteefen tabtonfa; fe ow foifin: ettd yh-
Distettdifi FaFfi pistettd.
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2. Gitd pitennettdifi tietty fuora witwa Yli raja-
pistettan{d. .

3. Gttd piiveettdifi ympyed, jonfa fesfipiste ja
{dbe owat tietys{d.

M. Nabdaan fiis, ettei tasfa waadita muuta, fuin mitd
iofainen, wiiwaimen ja piirtofirffelin awulla, helposti woipi
fuorittas. Tabhdommute Fuitenfin Feboittad opyilaita jo alusta
alfaen totuttamaan itfenfd wayaalla fadelld, Foneita fapttd=
mattd, naita tefoia tapttamadn, Katewdifpys ja tarffa filmi
on monesia fohdbasfa Hybdyttawa ja erinomattain tarpeellinen,
{08 edbistpmistd mittausdtieteedfd tarfoitetaan., Samasta fypsta
wield muistutamne, etta Ffaiffi piivvoffet tehtafoon, mita
mabdolifesti tarfat ja felwdt; filla filnien todigtud opettaa
enenman Fuin (unlifimme tuntemaan fefd funruuden itfe
ndific omaifuuffia, ettd fen arwoa werrattuna foifeen fuu=
Tuttteen,

Selwiditd (Axiomer).

1. Saman fansfa, eli vhtdfunvien fansfa, yhtd-

funvet owat mydstin Fesfendnfd yhtdfuuvet.

2. 08 vhdenfofoifet phdistetadn yhdentofoifien

fansfa, niin yhdistetyt fumruudet owat yhdenfofoifet.

3. 08 yhdenfofoifet otetaan yhdentofoifista, niin

jddundifet owat yhdenfofoifet.

&. So8 erifofoifet yhdistetddan phbdenfofoifien fansfa,

niin yhdistetyt fuuruudet owat evifofoifet.

M. Nimittdin fe on fuurempi, johon fuurempi lastet=
tiin phteen.

5. 308 vhdenfofoifet otetaan evifofoifidta, niin

jadnndtfet owat erifofoifet.

M. Nimittain fe on fuuremypi, jofa jadapi fuurenumasta.

6. SRKabta fertaa fuuremmat Fuin yEfi, eli yhden-

fofoifet, owat Fesfendnfd yhdenfofoifet.

M. Mysskin ne, jotfa owat Folime, neljd, i. n. e. fertaa
funvemmat fuin pefi, eli phdenfofoifet, owat phafuuret; yleis

1.3. Vaatimuksia eli postulaatteja. Aristoteleelta periisin ole-
vassa terminologiassa postulaatit ovat oikeastaan tieteenalakohtaisia ak-
sioomia. Muut aksioomat ovat kaikille tieteille yhteisia "yleisié tosiasioita’”.
Eukleideen jaottelu ei kuitenkaan seuraa téta periaatetta, vaan geometri-
sia aksioomia on kummankin otsikon alla.

Vaaditaan
(1) ettd voidaan vetédd suora viiva misté pisteestéd tahansa mihin
pisteeseen tahansa.

Eukleides ei sano, mutta tarkoittaa, ettd on olemassa tasan yksi téllainen
suora. Aschan ilmaisee yksikiisitteisyyden vasta aksioomassa (10).

(2) ettéd janaa voi jatkaa kumpaankin suuntaan yli padtepistei-
densé.

(3) ettd pisteen ympéri voidaan piirtdd minkd tahansa toisen
pisteen kautta kulkeva ympyré.

Naissd Eukleideen postulaateissa on kuvattu viivaimen ja harpin kdyton
sdannot konstruktiotehtédvid varten. Eukleideella konstruktioiden tarkoi-
tus ei ole kdytdnnollinen, kuten voisi luulla, vaan konstruktioiden avulla
todistetaan tutkittavien objektien olevan olemassa. Esimerkiksi suoran
kulman olemassaolo todistetaan konstruoimalla sellainen — mééaritelmé-
hén sanoo vain, mitd suoralta kulmalta vaaditaan. Vertailun vuoksi voisi
maédritelld "viision” viisikulmioksi, jonka jokainen kulma olisi suora. Sellai-
sen konstruointi ei onnistu. Saédnnollisen viisikulmion Eukleides konstruoi.
Sadannollisen seitsenkulmion konstruktio on mahdoton tehtdva. Eukleides
ei sitd tiennyt eikd ota kantaa moisen olemassaoloon.

Postulaatti (1) sanoo, ettd on mahdollista piirtd4 suora kahden pisteen
kautta; sellainen suora on siis olemassa; pisteiden olemassaoloa Euklei-
des sentdén pitéé perusoletuksena, jota ei lausu déneen. Postulaatissa (3)
Aschan mainitsee "séteen”, mutta ei kerro mité silld tarkoittaa. Olen ylla
korjannut postulaatin Eukleideen ja Stromerin antamaan oikeaan muo-
toon. Seuraavat kaksi Eukleideen postulaattia eivét liity konstruktioteh-
tdviin vaan todistuksiin. Siksi ne toisinaan listataan aksioomina. N&in
Aschankin menettelee numeroiden ne aksioomiksi (11) ja (12).

(4) ettd kaikki suorat kulmat ovat yhtd suuria.
(5) ettd yhdensuuntaisuus- eli paralleeliaksiooma pitee.



1.4. Aksioomia eli selvibita.
(1) Saman kanssa yhtd suuret ovat yhta suuret.

Aschan lisdéd, ettd myos keskendén yhtd suurten kanssa yhtéd suuret ovat
yhtéd suuret. Tamé seuraa kuitenkin edellisesté.

(2) Jos yhté suuret yhdistetédéin yhtd suuriin, niin saadaan yhté
suuret.

Ei kerrota, mité "yhdistdminen” on, vaan sanaa pidetdan yleiskieleen kuu-
luvana. Vastaava pétee seuraavillekin aksioomille.

(3) Jos yhtd suuret poistetaan yhtd suurista, niin jaédnnokset
ovat yhtd suuret.

Seuraavat nelji “aksioomaa” (4)—(7) eivit sano mitdin uutta, mutta
Aschan luettelee ne tradition mukaisesti.

(4) Jos eri suuret yhdistetdén yhtd suuriin, niin saadaan eri
suuret.

(5) Jos yhté suuret poistetaan eri suurista, niin jiénnokset ovat
eri suuret, suuremmasta jad suurempi.

(6) Jos yhtd suuret kahdennetaan, niin saadaan yhta suuret.

(7) Jos yhtd suuret puolitetaan, niin saadaan yhta suuret.

(8) Kuviot, jotka voi siirtaé pééllekkiin niin, ettd peittévit ta-
san toisensa, ovat yhtéd suuret.

Kuten Aschankin sanoo, on téssé kahdeksannessa aksioomassa kysymys
yhtenevistd eli yhtenevdisistd kuvioista. Aksiooma sanoo yhtenevien ku-
vioiden olevan yhté suuria. Yhtenevyydelle on aikojen kuluessa esitetty
monenlaisia mééritelmid. Y1l olevaan aksioomaan upotettu méiritelmé
on siitd huono, ettd "péallekkéin siirtdminen” on méaritteleméatontia. Myo-
hemmasta kaytosta, kuten lauseesta 1.9, ndkee, ettd siirtdmiseksi hyvak-
sytddn tédssd myos kiertdminen ja jopa peilaus, méaritteleméattomia kéa-
sitteitd kylld namékin. Aschan joutuu selitteleméédn, ja Eukleides karttaa
siirtdmiseen vetoamista, kun hin sen vain voi valttda.

Aksiooma sanoo, etti siirrossa janan pituus siilyy, samoin esimerkiksi kul-
man suuruus ja kolmion ala. Toisistaan siirrolla saatavissa eli yhtenevissi
kuvioissa, erityisesti kolmioissa kaikki vastinosat ovat siis yhtéd suuret. Ny-
kyisin Eukleideen "siirtoja” sanotaan tason isometrioiksi ja yleensé todis-
tetaan, ettd kulman ja pinta-alan sdilyminen seuraavat janan pituuksien
eli pisteiden etiiisyyksien sdilymisestd. (Kulmien osalta tdméi on oleellises-
ti yhtenevyyslause SSS eli 1.8).
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festi ne, jotfa owat phtd monta Fertaa fuuremmat fuin pifi,
eli phvenfofoifet, ovat Fesfendnfa phdentofoifet. ,
7. Puolta pienemmdt fuin yEfi, eli yhdenkoloifet,

owat Fesfendan{a yhdentofoifet.

M. Kolnadz, neljasd: j. n. e. ofaifet, Yleifesti phta fuus
ret ofat phdestd, eli yphbentofoifista, owat Fesfendnfa yhden=
fofoifet. o

8. Me, jotfa padlettdin pantuina peittdwdt foi-

nen toifenfa, owat yhdenfokoifet ja tutfutaan yhteellijiti
(congruenta). i

M. Myoskin tafaperin Faypi padttad, ettd phteellifia
wiiwoja, Fuluia, Fuwioita, woidaan fowittaa padlleffain niin,
ettda me Faifin puolin peittawdt toinen foifenfa. SKuwioita,

" jotfa muuten waan alallenfa owat phdentofoifet, fanomme
yhtapitawiffi (aequivalenta), eli paremmin afian mufaan
phtapintaifiéii. MuLaifitfi futfutaan niitd fuwioita, jotfa
rajoituffienfa puolesta owat foinen toifenfa wertaifet, eli muo=
toifet, ebfei aina alallenfa phtafuuret, Yhteellifet Fuwiot
fiig owat phtapintaifet ja toinen toifenfa mufaifet. Fod mu-
Faifia Fawioita merfitdan oo, niin phteellifid merfittafoon 2,

9. RKofonainen on jofaista ofnania fuurempi.

M. SKofonainen on niin fuuri, fuin Faifki fen ofat ph=
teenfa; ja iofainen ofa on ypienempi Fofonaidta, johon fe
Fuulun, on yhta famaa, ainoasti toifin fanottu.

10. Kaffi fuoraa wiiwaa eiwdt woi vli ympdri

rajoittaa tilaa ja niinmuodoin tehdd Fuwiota.

M. Fama feuraa fiitd, ettei faffi fuoraa wiwaa woi
leifata toinen foifenfa ufeanumasia fuin phdesdfa pisteesdfd.
Gilla o3 mniilla olifi Faffi pbieista pisdtettd, niin wii=

wat olifimat jo tyffandan phdesfa, ettei phtadn tilaa jaifi

niiden walille.
11. Kaiffi fuorat Fulmat owat yhtafuuret.
12. Tamd felhwid tutaan pavaiten 17 efitelmdn
luettua jo tulee enfin 29:8fd efitelmdsd Edytettdwdtfi.
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1. Gjitelmd, Dehtiwi,

Kuinta tietylle, pitundellenjo maidriitylle juoralle wii-
walle wiiwatean Yhtifiwninen folmitulna?
Anomus. Olfoon AE pis

tuudellenfa mddrdatty fuora wii-
,, , N was fille wiiwattafoon yhidfi-
{ : ; wuinen folmifulma.
‘ Ofoitus. Ota A Fesfi-
-7 pisteeffi ja wiiwaa ympyrdn
3 Waat. KHE 1onfa feba fulfee E pisteen fautta,
isﬂ‘;;ggﬁt ota ﬁtten E fesfipisteeffi jo tee ympyrdn
1 cemis.  AHI pisteetfe A. a) Pisteestd H, josfa ym-
. 23 maait.  pyrdin Fehdt leiffaawat toinen toifenfa, wedd
tietyn fuoran wiiwan pdibin A jo E {uorat wiiwat HA,
HE, e) niin {yntywd folmifulma AHE on yhtdfivouinen.
Todistus. Gilld AE ja AH owat fdteet famasfa
ympyrds{d KHE ja niinmuodoin yhtdfuuvet; h) famaten
owat myds {dteet EA ja EH toifesfa ympyrds{d AHI
yhtafuuret. Mutta fosfa molemmat wiiwat AH ja EH
owat {aman wiiwan AE:n pituifet, niin ne owat fesfe-
ndn{dfin phtapittat. ) Sentdbhden owat Ffaiffi Folme
fimua AH, HE, EA, ybtdpittat, ja wniinmuodoin yhtdfi-
wuinen k) folmifulma AHE febty tietylle wiiwalle AE.
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2. Ejitelmi.  Tehtiwi,

Quinfa tietydtd pisteedtd wedetddn juora Wwiitva fie-
tyn fuoran wiiwan pituifefii ?

Anomus. Olfoon A ftietty piste ja EH tietty
fuova wiiwa; wedettdfddn A:8ta {uova wiiwa EH:n
pituifeffi.

Muistutuksessaan ~ Aschan  mééarittelee  téssd  kohdassa  alusta-
vasti myds “mukaiset”, nykykielelld yhdenmuotoiset kuviot sa-
nomalla, ettd ne ovat samanmuotoiset, mutta eiviat valttdmiatta sa-
mankokoiset. Kuten Eukleides myods Aschan lykkd#i yhdenmuotoisuuden
tarkan médritelmén kuudennen kirjan alkuun, koska siihen tarvitaan
paljon teoriankehittelya. Pitdad ennen kaikkea luoda suhteen kisite, jonka
avulla pystytddn osoittamaan esimerkiksi, ettd kaikenkokoisia annetun
kolmion kanssa yhdenmuotoisia kolmioita on olemassa. Asia ei ole it-
sestadn selvd. Hyperbolisessa geometriassa erikokoisia yhdenmuotoisia
kolmioita ei ole ollenkaan, ei liioin pallogeometriassa.

Seuraavat kaksi aksioomaa on antiikin ajoista liitetty Eukleideen luette-
loon, mutta ei ole varmaa, ovatko ne alkuperéaisia.

(9) Kokonainen on osansa suurempi.

Aschan liittd4 muistutukseensa ”"Claviuksen aksiooman”, joka sanoo, etta
kokonainen on osiensa summa.

(10) Kaksi suoraa viivaa eivit rajoita kuviota.

Tadmé on tapa ilmaista ensimmaéisen postulaatin yksikésitteisyysosa, siis
ettd kahden eri pisteen kautta kulkee vain yksi suora. Aschan huomaa
tdmén, mutta hdnen muistutuksensa sanamuoto jattda pimentoon, etté
yksikésitteisyys on aksiooma. Aschanin viimeiset kaksi aksioomaa ovat
Eukleideen neljés ja viides postulaatti:

(11) Kaikki suorat kulmat ovat yhté suuret.
(12) Yhdensuuntaisuusaksiooma pétee. (Ks. lause 1.29)

Aksiooma (11) eli Eukleideen 4. postulaatti on térke, koska se tekee mah-
dolliseksi kiyttiad suoraa kulmaa standardina, siis kulman yksikkoné. Nain
tehdddnkin eikd asteita teoriassa tarvita. Yhdensuuntaisuusaksioomasta
(12) eli Eukleideen 5. postulaatista mainittakoon téssé, etta siitd Strome-
rin ruotsinnoksessa kerrotaan seuraavaa: “Tatd lausetta ei varmaan voi
myontad todeksi ilman todistusta. On luultavaa, ettd Eukleides itse on sen
todistanut, mutta Todistus on kadonnut. Clavius kertoo, sen olleen jossain
arabialaissa kdsikirjoituksessa 28. lauseen jalkeen. Mutta koska Clavius et
itse ole ndhnyt tuota kdsikirjoitusta, on syytd epdluuloon, etenkin kun to-
distusta ei loydy arabialaisesta kdsikirjoituksesta, jota sdilytetddin Uppsa-
lan kirjastossa. Useimmissa editioissa lause on postulaattien joukossa. ..”



1.5. Lauseet ja tehtavit.
TEHTAVA 1.1. On konstruoitava tasasivuinen kolmio, jonka yhtend
stwuna on annettu jana.

Tehd&déan konstruktio "viivoittimella ja harpilla” ja perustellaan, miksi se
toimii. Niin todistetaan mainitun kolmion olemassaolo.

RATKAISU.

Tehtdvan ratkaiseminen alkaa nimedmilld annetut objektit ja sanomal-
la, mitd halutaan. Témén kohdan Aschan on otsikoinut "Anomus”. Suo-
mentamisen innossa hén on nimennyt pisteet ainoastaan suomenkielisin
kirjaimin A, E, H,I, K, . ... Tottuneena tavallisiin aakkosiimme en halua
noudattaa titd tapaa.

\/

Olkoon annettu jana AB. Tehtévéna on siis konstruoida tasasivuinen
kolmio, jossa AB on sivu.

Seuraa konstruktio, jonka Aschan on otsikoinut ”"Osoitus”.

Ota A keskipisteeksi ja piirrd ympyré, jonka keh# kulkee toisen pis-
teen B kautta [Postulaatti 3]. Ota sitten B keskipisteeksi ja piirrd
ympyri, joka kulkee A:n kautta [Post. 3]. Yhdistd ympyroiden leik-
kauspiste C' suorilla viivoilla pisteisiin A ja B [Post. 1].

Lopuksi Eukleides todistaa, ettd konstruktio antaa halutun kolmion, joka
siis on olemassa.

AB ja AC ovat séiteet samasta ympyréstéd ja niinimuodoin yhté suu-
ret [M&&r. 15]. Samoin ovat AB ja BC yhté suuret [Madr. 15]. Koska
AC ja BC ovat saman janan AB kanssa yhtd suuret ovat ne keske-
nadnkin yhté suuret [Aks. 1]. Kaikki kolmion AABC sivut ovat siis
yhté suuret, joten kolmio AABC on tasasivuinen [Maér. 23|. On siis
konstruoitu tasasivuinen kolmio, jossa AB on sivu, mité tehtdvissa
vaadittiin.

S 15
,v-/’ \
' \ Ofoitus. Tedd A:sta
t \ wiiwan padhan H {uora wii-
P i wa AH, a) jolle piited ph-
Moo\ tAfioninen Solmifulma AIH,
= /e) ja pitennd fen fiwut IH
B , ja TA wiiwan Al:n toifelle
N e A" puolelle. by Ota Hfesfis
o A

i

pistectfi ja wiiwaa tgmppg&
E:n fautta; fitten ota I fesfipisteetii 1o wii-

a. 1 Waat. _ )
e. 1 Giit. waa toinen ympyrd pisteen K fautta, josfa
b2 Waok - eneffifen pmpyrdn fehd leiffan wiiwan IK: D)

k. 15 Madeit, Niin on AM wedettdwd wiiwa.

L 3 Selwis. Tobistus. Silld fateet IM ja IK
m 1 Selwid. yunrdsfd KM owat phtdpittdt. k) Ndistd
jo8 otat yhtafiwuifen folmifulman IAH:n fiwuwiiwat IA
ja IH, niin jddnndEfet AM ja HK owat phtdfuuvet. ) Mutta
HK ja HE owat, niinfuin {ateet {amasfa ympyrdsid EK,
yhtapitédt. k) Sentdbhden owat myds AM ja HE phtd-
pitkdt, m) ja fii fuora wiiwa AM wedetty A:8ta wiitwan
EH:n pituifeffi~ .

3. itelmit. Tehtiwi.

Qo3 on Yafji eripituidta juoraa wiiwaa, fninfe pi-
temmiisti leifataan palanen Iyhemmin pituijefji?

e i Anomus. Olfoon AE ja H
i N faffi eripitnista witwaa; funvem-

A }" . masta AE leifattafoon pienemmdn
. N/ H:n pituinen ofa.
N Ofoitus. Wedd A:8ta fuora

2 Giit, wiiwa Al yhta pitfaffi fuin H. ) Otfa A
3 feskipisteetfi ja piived ympyrd IKM pisteen
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Nykymatemaatikon silmédn pistdd heti, ettd FEukleideella ei ole
Pjatkuvuus-” tai "taydellisyysaksioomaa”, joka takaisi ympyroiden leik-
kauspisteen olemassaolon. Alkeissa ei itse asiassa ollenkaan ole kohtaa,
jossa kerrottaisiin, milla ehdolla kahdella ympyralld on yksi, kaksi tai
el yhtddn yhteistd pistettd. (Vrt. 1.22)

TEHTAVA 1.2. On konstruoitava annetusta pisteestd alkava jana,
joka on yhtd pitkd kuin annettu jana.

Tehdédén jélleen konstruktio ja todistetaan, ettd se toimii. Eukleides
aloittaa taas "anomuksella”.

/\

RATKAISU.

Olkoon annettu piste A ja annettu jana BC. Tehtdvani on kon-
struoida A:sta alkava jana, joka on yhtéd pitkd kuin BC.
Vedé jana pisteestd A annetun janan péitepisteeseen C' [Post. 1]
ja konstruoi tasasivuinen kolmio AACD [1.1]. Jatka janoja DA
ja DC janan AC yli puolisuoriksi DA ja DC. [Post. 2] Ota C
keskipisteeksi ja piirrd ympyré pisteen B kautta [Post. 3]. Sitten
ota D keskipisteeksi ja_pi)irréi toinen ympyré sen pisteen E kautta,
joka on puolisuoralla DC' ja ensimmaéiselld ympyrélld [Post. 3].
Etsitty piste F' on oleva jilkimméisen ympyran ja puolisuoran DA

leikkaus, toisin sanoen BC ja AF ovat yhtd suuret. Olen ylli kiytté-
nyt Eukleideesta ja Aschanista poiketen sanaa puolisuora ja vastaavia

merkint6ja toivoen sen helpottavan todistuksen lukemista; ainakin néin
valtyin nimedméasta pari yliméaréista pistetté.

Konstruktiossa on sellainen puute, etté annettu piste A voi sijaita silld
tavalla suhteessa janaan BC, ettd pitadkin kayttdd puolisuoria AD ja
BD — tai jopa alkuperaisia janoja. Tahén on kiinnitetty huomiota jo
antiikin aikana ja Eukleides on itsekin huomannut asian. Hanen tyy-
liinséd kuuluu esittdd téllaisen tapausjaottelun esiintyesséd vain yhden,
yleenséd vaikeimman tapauksen mukainen todistus. Muiden tapausten
kasittelyn han jattaa lukijalle.

Saman ympyrén sidteind DE ja DF ovat yhtd suuret [Méiar. 15].
Kun né#istd poistetaan tasasivuisen kolmion ACAD yhtd suuret
sivut DC' ja DA, niin jad yhtd suuret palat AF ja CE [Aks. 3].
Mutta myos CE ja CB ovat saman ympyréin sidteind yhtd suuret
[Madr. 15]. Koska BC' ja AF ovat saman kanssa yhté suuret, ovat
ne myos keskenddn yhtd suuret [Aks. 1]. Siis on konstruoitu A:sta
alkava jana AF', joka on yhtd pitkd kuin BC. Té&ta tehtavissi
vaadittiin.

Tehtéavan 1.2 ratkaiseminen vaikuttaa ensi ndkemaéltd tarpeettomalta,
sanoohan aksiooma 3 suoraan, ettd pisteen A ympéri voidaan piir-
tdd minkédsateinen ympyra tahansa. Mutta tdmé tarkoittaa tarkkaan
ottaen ainoastaan, ettd voidaan piirtdd ympyré, jolla on annettu kes-
kipiste ja joka kulkee toisen annetun pisteen kautta. Eukleides ei esi-
td oletuksena mitédin sellaista, minkd pystyy todistamaan, silla hén
pyrkii minimoimaan aksioomajirjestelmén. Konstruktio osoittaa, et-
td séde voidaan siirtdd uuteen paikkaan olettamatta, ettd sdide sdilyy
harpissa, kun se nostetaan irti keskipisteestd. Jatkossa voi tehtdvadn
1.2 vedoten ajatella, ettd harpin saa siirtda. Siind misséd tehtdvan 1.1
konstruktio sattuu palvelemaan myos vaikka puusepdn kaytannollisia
tarpeita tehtava 1.2 on pelkastddn teoreettinen. Eukleideen kirjan va-
litseminen Jyviskyldn lyseoon oppikirjaksi ei Aschanin aikana ollut
sattuma, vaan siséilsi kannanoton teorian puolesta. Lukiossa oli tarkoi-
tus kasvattaa suomenkielistd sivistyneistod. Toisaalta on kylld vaikea
uskoa, ettd lapsen kannattaa aloittaa geometrian opiskelu néinkin sy-
vélliselld pohdinnalla.



TEHTAVA 1.3. On annettu kaksi eripituista janaa. Pitemmdstd on
leikattava lyhemmdn pituinen jana.

Yksinkertainen konstruktio ja tarkastus perustuvat tehtavéaan 1.2. Euklei-
des pitédd ilmeisend, ettd janan H kanssa yhté pitkid jana AK on lyhempi
kuin jana AFE, kun H on lyhempi kuin AFE. Vastaava ominaisuus yhté-
suuruudelle olisi aksiooma 1.

"Leikkaaminen” viittaa sithen, ettd konstruktion piste K on janalla AE
eli A:n ja E:n wdlissd. Ilmeisesti tamé johtuu siité, ettd AK on lyhempi
kuin jana AFE. Taté ei Eukleides selité, eikéd vilissdolosta puhuta muual-
lakaan. Lahimmés téllaisia tarkasteluja tulee varmaan aksiooma 8, joka
sanoo, ettd kokonainen on suurempi kuin sen osa. Eukleides ei téssd ve-
toa sithenk&#in, ja onkin epéilty onko aksiooma 8 ollenkaan alkuperéinen,
vaikka esiintyy kaikissa késikirjoituksissa.

LAUSE 1.4. (SKS) Jos kolmiossa ovat kaksi sivua erikseen yhtd suu-
ret kuin kakst sivua toisessa kolmiossa ja jos lisiksi mainittujen si-
vujen vdliset kulmat ovat yhtd suuret kummassakin kolmiossa, niin
kolmiot ovat yhtenevdt. Erityisesti kolmannet sivut ovat yhtd pitkdt
ja kaikkr vastinkulmat yhtd suuret.

Aschan seuraa Eukleidesta tarkasti niin tdmén lauseen muotoilussa kuin
sen todistuksessakin. Eukleides kirjoittaa lauseidensa todistukset yhté
systemaattisesti kuin konstruktiotehtévatkin. Todistuksen rakenteen mal-
liksi kdy miké tahansa niisté, erityisesti tdmé ensimméinen.

A

B

Todistus aloitetaan nimedmalld annetut objektit ja sanomalla, mitd halu-
taan todistaa. Namé kohdat Aschan on otsikoinut "Ehdotus” ja "Wéitos”.
Sana "kanta” esiintyy tésté alkaen Eukleideellakin, vaikka sité ei ole muo-
dollisesti méaritelty — Aschanillahan "asema” on maaritelty.
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po 15 it 1 fautta, ) jonfa fehd leiffaa witwan AE
VLR pisteed{d Ky niin AK on H:n pifuinen.

Todistus. Gilld {dteet AK ja AI owat phtdfun-
ret, h) Al on myds tehty Hn pituifefi; fentdhden owat
AK ja H phtdpittdt, ) ja ofa AK fiig leifattn AE:8td,
jofa on yhtdpited Fuin [ybhempi wiiwa H.

4. Cjitelmi, Wiittdma,

o8 folmifulmadja Yafft fiwna erifjeen owat fahoen
fiwnn pituifet toijesja folmifulmasia ja fulmat yhtéjume-
ten fiwnjen wililld fummasjafin folmitulmasja owat yh-
venfoloijet: niin owat myds molempien folmifulmain aje-
mat yhtipithit, folmifulmat itfe yheellijet ja muntfin ful-
mat toinen toijenja fansja yhdenfofoifet, nimittdin me,
jotfa feijoivat yhtdpitfia finje wasten,

Ehdotus. Jo8 Folmifulmisfa AEM ja IKH fiwut

A i1 AE ja IK fesfendn{d ja fiwut AM

' jo IH fesfendnfd owat yhtdApitkat,

jo wdlifet fulmat A ja T yhdenfo-

foifet: Wditds. niin afemat EM

E ¥ &7 ja KH owat yhtdpitkat, folmitul-

mat AEM ja IKH pbteellifet, ja Etulmat E ja K fesfe-

ndnfd, M ja H fesfendnfd, jotfa feifowat ybtdpittid

fiwuja wasten molemmisfa folmifulmisfa, owat ybh-
denfofoifef.

Todistus. Silld jo8 folmifulma AEM pannaan
folmifulman IKH:n pddlle, ettd piste A tulee L:n pddle
ja fiou AE pitfin IK:ta, niin piste E lanfeaqa pisteen K
pddalle, fosfa AE ja IK owat ybtdpitfit.. Siwou AM
afettun myds  pitkin IH:ta, Fosfa fulmat A ja I owat

"

phdenfofoifet, ja piste M pisteen H pddlle, fosfa AM ja

19
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IH owat phtapittdt. SKuin nyt piste E on pigteesfd K
ja M pistees{d H, niin afema EM taytyy langeta afeman
KH:n pddlle, muntoin faattaifi faffi fuoraq wiiwaa toinen
o 10 Gemmis.  toifenfa wdlille tehdd fuwion, jofa on mab-
e. 8-@ehwis. potonta. a) Sentdahden on afema EM afeman
KH:n pituinen. Kolmifulmat AEM ja IKH owat {ii8 faifin
puolin phteelifet, e ja myds fulmat E ja K FedFendn{d
ja M ja N festendn{d yhdenfofoifet, jotfa molemmisfa
folmitulmisfa feifowat yhtafunria fiwuja wasdten.

5, Ejitelmd, Wiittami,

Yhtityliijesii folmifulmasia owat afeman wiereijet
fufmat folmifulman fijiipuolella yhoenfofoijet; ja jos yh-

“denpituifet fiwut pitennetidn, owat myds ulfopuolijet ful-

utat afeman luona yhoenfofoijet.

- Ehdotus. Jo8 fiwut AE
ja AH folmifulmasfa EAH owat
pbtdpittdt ja pitennetddn afe-
u masdta nlodpdin a) niinfuin EM

o Y jo HK: Wditds. niin fulmat

A K AEH ja AHE fesfendn{d afeman

B I AN i i i i

TN wieves{d folmifulman fifdpuolella
// ”‘."‘ ' ja fulmat MEH ja KHE fegfe-

/I e, mAanfd ulfopuolela owat yhden-

£ Yoloifet.
T , .. , L en
ﬁ@é«ff Todidtus. Otawiiwalle EM piste I mis{d

b 1 Saut, ta[)a:xfa, tee AK witwan AL:n pituifetfi, e) ja
; 6. wedd fuorat wiiwat IH ja EK. h) RNdin {yntyy
-3 ‘?*‘“‘- fa.fﬁ ofittain pddletysten olewaa folmifulmaa
A"IH ia AKE,," !'otfa, yavemmin wield EdfittddEfemme, mitd
W8jd efitellidn, myds owat eviffeen fumwattuna.
Ko8fa nyt fiwnt AE ja AH, jo myds fiwut AI ja
2

Olkoot annetut kolmiot AABC ja ADEF, ja olkoot sivut AB ja
DFE yhté pitkédt ja myos sivut AC ja DF' keskendén yhtéd pitkét ja
olkoot kulmat L BAC' ja £ EDF yhté suuret. Viitén, ettd kannat BC
ja EF ovat yhtd suuret, kolmiot AABC ja ADEF ovat yhtenevét
ja loput kulmat ovat parittain yhtd suuret, nimittdin yhtd suurien
sivujen puoleiset, toisin sanoen £ ABC' on yhté suuri kuin L DEF ja
£ ACB on yhté suuri kuin L{DFE.

Lopuksi esitetédédn varsinainen péaéttely, jonka Aschan otsikoi modernisti
sanalla "Todistus”.

Jos kolmio AABC siirretdin kolmion ADFEF péélle siten, etti piste
A tulee pisteen D péille ja puolisuora AB puolisuoralle 3E, niin
piste B osuu pisteen F péiille, koska AB ja DE ovat yhtd pitkét.
Suora viiva AC' asettuu myGs suoran viivan DF suuntaan, koska
kulmat BAC ja EDF ovat yhté suuret. Edelleen C osuu pisteeseen
F, koska sivut AC' ja DF ovat yhtd pitkdat. Kanta BC ja siirretty
EF ovat siis samat ja yhtéd pitkdt. Kolmiot ovat siis kaikin puolin
yhtenevét, joten vastinkulmatkin ovat samat.

Kanta BC ja siirretty E'F' ovat samat, koska kaksi pistettd maarid suoran
(ja janan), miké on ilmaistu aksioomassa 9, johon Eukleides vetoaa.
Eukleideen todistus lauseelle 1.4 on epdméériinen, koska se kayttaa ak-
sioomassa 8 mainittua kuvion siirtdmisen periaatetta. Jo 1500-luvulla on
kirjoitettu kritiikkié, jonka mukaan siirtoperiaate olisi hyldttdvd mm. sen
takia, ettd sen salliminen téssé ja kieltdminen muualla on epédjohdonmu-
kaista. Esimerkiksi tehtdva 1.2 ratkeaisi helposti, jos sallisimme, etté jana
vain yksinkertaisesti "siirretdén” haluttuun kohtaan.

On pedagogisesti onnetonta, ettd juuri kirjan alussa on epéselvid kohtia.
Siisti ratkaisu lauseen 1.4 todistamisen ongelmiin olisi ottaa se aksioomak-
si. Ndin menetelldin mm. David Hilbertin aksioomajérjestelméssa 1900-
luvun alkupuolelta.

LAUSE 1.5. (Thaleen kantakulmalause eli Pappuksen lause)
Tasakylkisessd kolmiossa ovat kannan viereiset kulmat, kantakulmat,
yhtd suuret. Samoin ovat niiden ulkopuoliset kulmat yhtd suuret.

Aschanin k#dnnos seuraa uskollisesti Eukleideen alkuperiistd SKS-
lauseeseen 1.4 perustuvaa todistusta. Hieman nykyaikaistettuna, mutta
muodon séilyttden Eukleideen todistus etenee seuraavalla tavalla.



TobpisTus. Olkoon annettuna tasakylkinen kolmio AABC, jossa
sivut AB ja AC ovat yhté suuret ja olkoot BD ja C'FE janojen AB ja
AC suoraviivaiset jatkeet [Post. 2]. Viitén, ettd sisikulmat £ ABC
ja £ AC'B keskendin ja ulkokulmat £CBD ja £ BCE keskenddn ovat
yhté suuret.

Valitaan BD:lt4 mielivaltainen piste F. On olemassa piste G puo-
lisuoralla AE siten, ettd AG ja AF ovat yhtd pitkét [1.3]. Oletuk-
sen mukaan sivut AB ja AC ovat kesken#ddn yhtd pitkét, konstruk-
tion mukaan sivut AF ja AG ovat keskendén yhtd pitkét, ja kulmat
LFAC ja LGAB ovat periti samat. Siksi kolmiot AAFC ja AAGB
ovat SKS-lauseen 1.4 mukaan yhtenevét ja erityisesti kannat FC ja
G B ovat yhtd pitkat ja vastinkulmat L ACF ja £LABG sekd L AFC
ja £ AGB kesken#én yhté suuret [1.4]. Ja koska koko AF ja koko AG
on tehty yhtéd suuriksi, ja niissé AB ja AC ovat yhtd suuret, ovat
jadnnospalat BF' ja C'G nekin yhta pitkét [Aks. 3]. Kolmiot ABFC
ja ACGB ovat siis SKS-lauseen 1.4 nojalla yhtenevét ja erityises-
ti kulmat LFBC ja £GCB yhté suuret [1.4]. Tétd viitettiin. Sisé-
kulmat syntyvit vihentdmaélla ndistd keskendén yhta suuriksi tode-
tuista kulmista kulmat LCBG ja £ BCG, nekin samojen yhtenevien
kolmioiden vastinkulmina yht& suuret [Aks. 3]. O

Aschan nimed# muuten epihuomiossa "K7:ksi kaksi eri pistettd, ensin
“ehdotuksessa” Eukleideen E':n rooliin ja sitten "todistuksessa” G:n rooliin.
Kaiken kaikkiaan Aschanin tekstissd kuitenkin on himmaéastyttdvan vahin
painovirheité.

Jo antiikin aikana keksittiin helpompi ja ajatukseltaan hienostunut to-
distus tasakylkisen kolmion sisdkulmien yhtdsuuruudelle. Mitdan lisdku-
viota ei tarvita. Riittdd huomata, ettd kolmiot AABC ja AACB ovat
SKS-lauseen 1.4 mukaan yhtenevét.
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AK owat yhdenpituifet; niin on faffi fivua Al ja AH Fol-
mifulmasfa AIH evitfeen fabden fiwun AK:n ja AE:n pi-
tuifet folmifulmasfa AEK; wdlinen fulma A on ybtei-
nen molemmisfa. Sentdhden owat afemat IH ja EK
yhdenpituifet, ja Fulmat AHI ja AEK fesfendn{d, HIA ja
EKA fesfendn{d, jotfa feifowat yhdenpituifia fivuja was-
ten, owat phdenfofoifet. i)

Taad fosfa wiiwat Al ja AK owat tebty vhtdfuu-
riffi ja AE ebbotettiin AH:n pituifetfi, niin jaddnndgvii-
wat EI ja HK owat yhdenpifuifet. k) ~ Mutta fiwut IH
ja EK ja fulmat EIH ja UKE ndytettiin myd8 olewan
phtdfuuret. Siig owat faffi fiwua EI ja IH ynnd wd-
linen fulma EIH folmifulmasfa EIH, jofainen evifjeen,
phtdfuuret Fuin fiwut HK jo KE pund wdlinen fulma
HKE folmifulmadfa HEK. Sentdbden owat folmifulmat
EIH ja HEK yhteellifet ja fulmat IEH ja KEH fesfendnfd,
IHE ja KEH fesfendnfd yhdenfofoifet. »H Mutta 1EH ja
KHE owat ulfopuolifet fulmat afeman wieresid, jotfa
fiis, niinfuin wditettiin, owat yhdenfofoifet. IJa fosta
fofonaifet fulmat AHI ja AEK ndptettiin olewan feste-
ndnfd yhdenfofoifet, ja myds ofafulmat IHE ja KEH fed-
fendnfd ybhbenfofoifet; niin owat myds jadnnds-fulmat
AEH ja AHE, fe on fulmat fifapuolella afeman Iuona,
fesfendnfd phtafuuret. k).

Seuraud. Kaiffi folme Fulmaa yhtdfwnifisia

folmifulmisfa owat yhdenfokoifet.

6. Cjitelmi, Waittdamd,

Qoé folmifulmasja foffi fulmaa owat yhdenfolvijet, |

niin myds wasten jeijowat fiwnt owat yhtijunvet,

Ghdotusg. o8 tulmat ALE ja AEH owat yhden-

fofoifet folmifulmasfa AEH; TBAitds. niin owat myds
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4 fiwut AE ja AH yhbdenfofoifien fiwujen was-
tasfa yhtdpitfat.

Todidtus. Gllei fiwu AE olifi yh-

tapittd fuin AH, niin fe taiffa olifi fuu-

4 vempi taiffa pienempi AH:ta. Olfoon AE

a. 3 Giit. {unrempi, niin leiffaa fiitd, E:8td (dbtien,

S palanen EI foifen fiwun AH:n pituifetfi, a)

ja wedd fuora wiiwa IH.

Rosfa folmitulmisfa IHE ja AEH fiwu IE tetiin
fiwun AH:n pituifeffi, fiwu EH on yhteinen ja wdlifet
fulmat IEH ja AHE ebbotettiin olewan yhdenfofoifet,
niin on afema 1H afeman AE:n pituinen, myostin fol-

1 mifulma IHE folmifulman AEH:n {un-
ruinen. e) Siidpd fofonainen olifi niin

/\
/ \1 ; P .
”\ \  fuwei fuin ofanfa, jofa on mahbo-
L tonta. b Gentahden fiwu AE ei taida
\\\ olfa AH:ta fuuvempi. Se ei mydskddn
4
E H

taida olla pienempi; filld jod EA piten-
netddn ja wiiwa EI tehdddn AH:n pituis

"o

feffi ja I, H phdistetddn, niin famalla tawalla fuin enfin

naytetddn, tastdfin fenraawan mahdotonta. Sentdbhbden

AE:n pitdd olla yhtdpitfd Euin AH, fe on: ne fiout yhden-
fofoifet, jotfa feifowar phdenfufoifia Fulmia wasdten.

Seuraus. Jofainen pbhtafulmainen Folmifulma
on myds yhtafiwuninen.

M. Tasfa ei fuoradtaan naptetd toteen, ettd fiwut owat
phtafuuret; fitd wasdtaan mpdnnptetdadn, ettd woifiwat olla eris
yitfat, jodta naytetadn feuraawan mahdonta, fen lain mufaan,
ettd perusdtus, jodta wadaraa feuraa, on itfe wadrd, Siitd fitten
padtetadan, eftd fe fuin vditettiin on fofta. Fama todisdtus:
tapa, jota fanotaan epdfnorafyi (indirekt), taiffa mahdot:
tomiin {aattawaFji (apagogiskt), Fuuluu (ybyfaifesti nain:

SEURAUS. Tasasivuisen kolmion kaikki kulmat ovat yhtd suuret.

Seuraus ei esiinny alkuperéisisséd késikirjoituksissa, mutta kylldkin
Stromerill&.

LAUSE 1.6. (Thaleen kiinteinen kantakulmalause) Edellisen
kddanteislausekin pdtee: Jos kolmion kaksi kulmaa ovat yhtd suuret,
nin kolmio on tasakylkinen ja kulmat ovat sen kantakulmat.

Aschanin todistus on sama kuin Eukleideella, mutta héin on hieman tur-
haan kisitellyt symmetrisen tilanteen molemmat tapaukset.

TODISTUS.

B

Olkoot kulmat LABC ja £ACB yhti suuret. Viite on, ettd sivut
AB ja AC ovat yhté pitkét. Jos sivut AB ja AC olisivat eri suuret,

niin toinen olisi suurempi, toinen pienempi. Jos vaikkapa AB on suu-
rempi kuten kuvassa, niin valitaan siltd apupiste D siten, ettd BD ja
AC ovat yhté pitkét [1.3]. SKS-séénnon 1.4 mukaan kolmiot ADBC
ja ANACB ovat yhtenevit, silld kulmat K DBC = L ABC ja LACB
oletettiin yhté suuriksi, sivut DB ja AC konstruoitiin yhté pitkiksi
ja sivut BC ja C'B ovat sama. Yhtenevét kolmiot ovat yhtéd suuret.
Mutta téssé toinen on toisen osa, siis pienempi [Aks. 9]. Ta4mé on ris-
tiriitaista, siis mahdotonta. Olettamuksemme sivujen erisuuruudesta
on vaara! O
Aschan kiinnittdd muistutuksessaan huomiota siihen, etti tdssé on ensim-
méinen epdsuora todistus ja selittdd asiaa oppilailleen.

LAUSE 1.7. Piste mdadraytyy etdisyydestidn kahdesta kiintedstd pis-
teestd ja siitd, kummalla puolella niitd yhdistdvdd suoraa se sijaitsee.

Taméd kohta on ensi sijassa valmistelua seuraavalle lauseelle, jo-
ka on SSS-yhtenevyyskriteeri. Samalla tulee todistetuksi, ettd kohdan



1.1 konstruktio antaa vain kaksi ratkaisua, miki on sikéli tdrkeéda, etté
Eukleides aina todistaa, ettd hidnen mééaritteleménséd objektit ovat ole-
massa ja erottaa, milloin mééritelty objekti on yksikésitteinen ja milloin
taas méiritelmi tuottaa yleisemmin kisitteen.® Lauseen 1.1. konstruktio
antaa vain kaksi tulosta siksi, ettid tarkasteltavana on nimenomaan taso-
geometria — avaruudessahan tulokseksi tulisi kahden pallon leikkauksena
ympyra. Eukleides korostaa siis téssé, ettd suora jakaa tason kahteen puo-
leen, mutta ei erikseen kehittele télle asialle teoriaa. David Hilbert on sata
vuotta sitten tdydentdnyt aksioomia tdltd osin, mutta tdydentelyn tarve
ei merkitse Eukleideen tehneen varsinaisia virheita.

Téssé lauseessa korostuu lisdksi sellainen kaytannollisesti ja teoreettisesti
térked asia, ettd kolmioista koostuva rakennelma — vaikkapa Eiffel-tornin
kaltainen — on jaykka.

TODISTUS.

a) b) c)

Oletetaan, ettd A ja B ovat eri pisteitd ja janat AC ja AD ovat kes-
kendén yhtd pitkét ja myds janat BC ja BD ovat keskendén yhtid
pitkit. Viitetddn, ettd C ja D ovat joko sama piste tai eri puolilla
suoraa AB. Jos ne kuitenkin olisivat eri pisteitid ja samalla puolel-
la, niin piste D olisi joko kolmion AABC ulkopuolella, reunalla tai
sisélld, kuten kuvioon on hahmoteltu. Ensimmaisessd tapauksessa
piirretdén apuviiva DC (Kuva a)). Koska kolmio ACAD on tasa-
kylkinen, niin lauseen 1.5 mukaan kantakulmat {ADC ja {ACD
ovat yhté suuret. Vastaavasti ovat L BDC ja L BC D keskenéin yhté
suuret. Mutta £ BCD on osa kulmaa £ACD ja siis pienempi [Aks.
9]. Samoin £ ADC' on osa kulmaa £BDC ja siis pienempi [Aks. 9].
Yhdistelemélld ndmé tiedot huomaa aksiooman 1 avulla, ettd kul-
ma L ACB on seké pienempi ettd suurempi kuin £ BC'D, mikd on
mahdotonta. Samaan tyyliin p#ételldin, ettd kuvion c) tilanne on

%Aristoteles luokittelee miiritelmit oleellisesti tdméin perusteella.
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afian laita on miin, eli peri toifin. o8 olifi toifin, niin
fiita feuraifi mabdotonta; fentahden fe on niinfuin enfin
fanottiin.”

7. Gjitelmd,  Wiiittidm.

Guoran wiitvan phdestd padasta labtewid phtda-
pitfia fuoria wiitvoja ci faateta famalla puolella yh-
teen afettaa eripisteijiin ybtapitfien fuorien wiitvojen
fanéfc%, jotEa tiitvan toifesta padastd ottawat alfunia.

C&f)botus. %03 fuorat wiiwat AH ja Al, jotfa ldhtewdt
! A:3ta, owat phtapitfat ia E:8td labtewdt wiiwat
EH ja EI mysé owat phtapitfat: Waitd s, niin AH
ja EH, Al ja EI, eiwidt taida toifiinfa phtpd eri:
pisteisfa H ja 1 fawralla puolella wiimwaa AE:td.
Todidtus. 08 fe Ffuitenfin olifi mah=

4l £ pollista ja piste I lanfeaifi ulfopuolelle wiimwoilta
a. 1 ®aat.  AH jg HE fuwailtua fohnifulinaa AHE; niin phe
e. 3 Giir. bista H ja I, a).

h. 9 Selw.

Kosfa fiwut AH ja AL owat phtapitfat,
niin Fulinat AHI ja ATH owat phdenfofoifet. €) Ra fosfa fulina
AHI on fuurempi Fulmaa EHLtd, niin on mpdsd fulina AIH
fuurempi, ja fiig fuma EIH paljo fuuremypi, fuin EHL Zaas
fosta El ja EH owat phtayitfat, niin on fulma EIH phtafuuri
fuin EHIL e) Mutta asdfen naptettiin, ettd fe on paljo fuurempi
tata. it on fulina EIH phtaifaa phdenfofoinen ja fuurempi
fuin fulma EHI, jofa on mabdotonta, Sentihden AH ja EH,
Al ja El, myosfadan eiwidt taida phtyd toifiinfa eripisteisfa H
ja I ulfopuolella folmifulmaa AHE,
P Y o Piste I mposfadn ei taida langeta jolle:
fulle fiwuista EH eli AH, efim, EH:lle; filla
jod niin tapabtuifi, niin El olifi ofa EH:3ta
ja fii3 pienemypi fitd, h) jofa on mabhdotonta,
él £ fosfa molenmmat ehdotettiin olewan phtafutret.
Wiela olifi mahdollista, ettd I lanfeaifi Folmifulman AHE:n
fifapuotelle. pvista H ja T ja pitennd fiwue EI ja EH fille
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& - puolelle, jolla HI on, Kosfa firout AH
7 ja Aliowat ybhtapitfat, niin owat myss

K\ Fulmat AHL ja ATH yhdenfofoifet. €)
. A Mutta AIH on fuuremypi fulinaa KIH:ta:
= fiis on myos Fnlma AHI ja wiela enems:

min Fulma MHI fuurempi fulmaa KIH, Zaad fosfa phtapit-
fat fiout EI ja EH folmifulinasfa EHI owat pitennetyt toifelle
puofelfe afemaa HLtd, niin fulmat MHI ja KIH owat pbhden-
fofoifet. ) Mutta asfen naptettiin, ettd MHI on palio fuus
rempi KIH:ta: fentahden fe phtaifaa ofifi fuurempi ja phdens
fofointen, fofa on wmabdotonta,

Pigteen I paiffa ei fiid taida olla ulfopuolella eifd fifd=
puolella Folimifulmaa AHE:td, mydsfaan ei itfe fiwuilla pisteiten
H, A, ¢li H, E wilila. L& fii8 ei ole paiffaa muualla Fuin
H:sfa, niin ettd I ja H owat famasfa pidteesfa. Sentabhden
phtapitfat fuorat wiiwat AH ja Al eiwidt woi phtpa phtapittiin
fuoriin wiiwoibin EH ja EI eripisteisfa H ja I famalla puo=
lella wiiwaa AE, :

8. jitelmi. Wiittdmi.

Qo8 faiffi folme fitona folmifulniadja erifjeen owat
fiwunja fofoifet toifesja folmitulmasja, niin yhtipittien
fiwujen wilijet fulmat molemmisja Folmifulmisja myss
owat yhoenfofoijet ja Folmifulmat faifin puolin yhteellijet.
70 Ghbdotus, o Folmifulmisfa AEH
jia INK fiwut AE ja IN, AH ja IK, EH
fa NK, owat jofainen toifenfa FoFoifet:
Waitos, niin owat myds fulmat AEH

E 0 N ia INK, EAH ja NIK, AHE ja IKN,
toinen toifenfa fofoifet, ja folmifulinat EAHR ja NIK pbteellifet.

Lobistus. Panfaamume Folmifulina EAH Folmifulman
NiK:n ypaalle, ettd piste E tulee Nindan fa fimu EH pitfin

NK:ta; niin yiste H lanfeaa K:bon, filla EH ja NK
a7 Gfit.  gwat phtapitfat. Jo8 firout EH ja NK npt owat
€ 8 @elwid. ypoesfa, -miin piste A taptyy langeta pisteefen I,

&
X
|

mahdoton. Kuvion b) tilanne on mahdoton, koska BD ei voi olla yht&
pitkén janan BC' osa. Samalla tavalla pditelldéin, ettd kuvioiden b)
ja c) tilanteet ovat mahdottomia.

Aschanin ka#nnos on jélleen tarkka, jopa sana "paljo” on alkutekstissi.
Eukleides tosin késittelee vain yhden tapauksen, kuten minékin ylla, mut-
ta kahden paatapauksen kisittely on sekin vanhaa perua ja esiintyy Stro-
merin ruotsinnoksessa.

LAUSE 1.8. (SSS) Jos kahdella kolmiolla on yhti suuret sivut, kol-
miot ovat yhtenevit.

TODISTUS.

a) b) D

Oletetaan, ettd kolmioista AABC ja ADEF sivut AB ja DE, BC
ja EF sekd CA ja FD ovat parittain yhtd suuret. Viitetdin, ettd
kulmat L BAC ja £ EDF ovat yhté suuret, jolloin koko viite seuraa
SKS-kriteerista 1.4.

Jos kolmio AABC siirretain kolmion ADEF pédlle siten, etté piste
B tulee pisteeseen E ja sivu BC tulee puolisuoralle EF , niin piste C
osuu pisteeseen F', silld BC' ja E'F ovat yhté pitkét.

Piste A kuvautukoon siirrossa (oikeammin isometriassa, ks. aksioo-
man 8 selitykset) pisteeseen G, jonka voimme valita olevan samalla
puolella kantaa E'F kuin D (kuva a). Koska etdisyydet ja puoleisuus
sdilyvdt stirrossa, niin GE on yhté pitkd kuin AB ja siis oletuksen
ja siirron isometrisuuden nojalla yhté pitkd kuin DE; samoin GF on
yhté suuri kuin HF ja G ja D ovat samalla puolella EF:44. Pisteet
D ja G eiviét siis voi olla eri pisteita [1.7]. Kolmiot ovat yhtenevit ja
siis kaikki vastinosat kesken#én yhta suuret [Aks. §]. O



Aksiooman 8 siirroiksi” on téssé todistuksessa hyvaksyttiava myos suun-
nistuksen kéadntdvat kuvaukset, kuten peilaus. Muuten piste G kuvautui-
si valttamétta sille kannan E'F puolelle, jolla kiertosuunnista A, B, C' ja
G, E, F tulee samat.

Toisin kuin Stromerin ruotsinnos Aschanin kdannos siséltda toisenkin to-
distuksen, joka on periisin Bysantista ja vélttdéd lauseen 1.7 kdyton, mut-
ta ei siirtoaksioomaa 8, jota kiytetdin kuten ylla. Liséksi Aschan esittad
seuraavan kauniin seurauslauseen jéittden sen todistamisen lukijalle.

SEURAUS. Jos tasakylkisen kolmion kdrjestd vedetddn viiva, joka ja-
kaa kanman tasan kahtia, niin se myds jakaa kdarkikulman kahteen
yhtd suureen osaan ja on kohtisuorassa kantaa vastaan.

TEHTAVA 1.9. Annettu suoraviivainen kulma on puolitettava.

RaTkAISU. Olkoon annettu kulma £ BAC'. Tehtdvani on jakaa se
kahteen yht& suureen osaan.

L7

Valitaan mielivaltainen piste D kyljeltd AB. Olkoon FE kyljelld AC
siten, ettd AFE ja AD ovat yhtd pitkét [1.3]. Konstruoidaan janalle
DE [Post. 1] tasasivuinen kolmio ADFEF' [1.1]. Yhdistetddn A ja F.
Todistetaan, ettd AF jakaa kulman BAC kahteen yhtd suureen osaan
eli ettd kulmat L DAF ja £LFEAF ovat yhtd suuret. Koska AF ja
AD ovat yhtéd pitkdt ja myos F'E ja F'D ovat yhtd pitkiat ja AF
on yhteinen kolmioille AEAF ja ADAF, ndmé kolmiot ovat SKS-
sdannon 1.4 mukaan yhtenevit ja siis vastinkulmat L DAF ja A EFAF
ovat yhtéd suuret. O

Eukleides tekee ilmeisesti em. konstruktion hieman toisin kuin yleensé on
tapana vélttéddkseen jo esitetyn konstruktion toistamisen.

Aschan esittdd ilman yksityiskohtaisia todistuksia kaksi “seurausta”
lauseelle 1.9:
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fila wiiwoja EA ja HA, jotha owat Fumpifin wiwanfa Nin
ja KLn pituifet, ei woida pbteen afettaa eripidteefen O, etti
ne phdistyifivat niinfuin efim, wiiwat NO ja KO, a) Mutta
fosfa A ja I owat famasfa pisteesid, niin on myss fion EA
fimun NLn padafa ja fiow HA fioun Khn paala. e) &iis
on fuwio EAH faifin puolin fopiwa Fuwiolle NIK, fa Fulmat
EAH, AEH ja AHE Fulmille NIK, INK ja IKN, Niinnuo=
boin owat Ffolmifulmat phteellifet ja ndiden Fulmat phtafuurten
fiwujen walilfa phdenfofoifet.

Toifella tawalla, T:td efitelmdd Edyttdmdattd, to-
distetaan wdittdmda ndin:

Todigtug Panfaamme folmifulma EAH Folmi-

/ fulmalle NIK, ettd piste E tulee

Nonddn ja fiwu EH pitfin

A
A
/ ' NK:ta; niin piste H [anfeaa
/ . . K:how, filld EH ja NK owat
= N

E

pbtapittat. Kolmifulma EAH
fddntytoon  toifelle  puolelle
phteistd afemaa NK, toifelle

0 jddfdon Folmifulma NIK, niin
pigte A joutun jobonfubun paiffaan 0, folmifulma EAH
fuin folmifulma NOK ja fiwut EA ja HA fuin fiwut
NO ja KO. 9Dpdistd I ja 0. a)

Kosta {iig folmifulmasfa NIO Eyljet NI ja NO mwat
o 1 gaat.  DDEADILEAL, niin owat fulmat NIO ja NOI yh-
e. 5 Gfit.  Denfofoifef. &0 Samasta fyypstd owat ful-
iy 25‘{:‘“- mat KIO ja KOI ybdenfofoifet. Sentdhden
’ © owat myds Fofonaifet fulmat NIK ja NOK,
fe on fulma EAH, yhdenfofoifet. h).

Mutta fosfa Folmifulmasfa EAH faffi fiwua EA
ja AH owat eriffeen fiwunjen NLn ja IK:n pituifet fol-
mifulmasfa NIK, ja ndiden wdlifet fulmat EAH ja NIK
owat yhoenfofoifet, niin folmifulmat owat yhteellifet,

f
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ja fulmat AEH ja INK, AHE ja IKN, jotfa feifowat ph-
tdfuuria fiwnja wasten, owat yhdenfokoifet. i).

Seurausd. José phtafylfifen folmifulman Edves-
td wedetddn {uora wiiwa, jofa leiffaa afeman fesfeltd
fabtia; niin fe myds8 jafaa fulman ybtdpitkien fwoujen
waliltd fabteen yhidfuuveen ofaan ja on fobtifuorasfa
afemaa wasten.

9. Cjitelmi. Tehtiwi,

Kuinfa tiettyd fuoraiviiwaista fulyaa leifataan fof-
teen yhtijuureen ojaan?

g e - YAnomus. Kulma EAH on fes-
feltd Fabtia leifattawa.

Ofoitus. Ota wiiwalle AE jofu
piste I ja tee AK wiiwan ALn pitui-
feffi. &) Webdd fuora wiiwa IK, jolle
- piired yhtafiwuinen Folmifulma INK. e)
a. 3Gt Ybdistd A ja N; niin fulma EAH leifataan
Y ;’ ggé‘. fesleltd fabtia fuoralta wiiwalta AN,

. : Todigtus. Kolmifulmasfa AIN owat
Eaiffi Folme fiwua eviffeen fiwujen Fofoifet toifesfa fol-
mifulmasfa AKN, nimittdin AI ja AK, IN ja KN phtd-
fuuvet, ja AN pbteinen fiwu. Sentdbden owat myds
fulmat IAN ja ‘KAN phdenfofoifet, h) ja fulma EAH niin-
muoboin leifattn fabteen phtafuuveen ofaan.

1 @euvaus. Jos fulman puolisfot jaetaan Fah-
?een yhtdfunveen ofaan, ja ndmd taas fesfeltd fabtia
1. e, niin fofo fulma filld tawalla tulee leifatuffi
4:i&dn, 8:aan i. n. e. phtdfuuveen ofaan. Mutta Fuinta
woneen htdfuuveen ofaan hywdnfd ei woida fulmaa
lafaa ainoasti fuoran wiiwan ja ympyedn awulla.

SEURAUS 1. Kulman voi jakaa tasan myos 4, 8, jne. osaan.

SEURAUS 2. Jos tasakylkisen kolmion yhtd suurien kylkien vilinen
kulma puolitetaan, niin kulman jokava suora leikkaa myds kannan
kahteen yhtd suureen osaan ja on sen mormaali.

Seuraukseen 1 Aschan liittédé, ettd kulman jakaminen mielivaltaisen mo-
neen osaan ei ole mahdollista harppi-viivoitinkonstruktiolla. Hén ei esita
télle vihapatoiseltd vaikuttavalle huomautukselleen mitédéan perustelua ei-
ké erikseen korosta, ettd jo mielivaltaisen kulman kolmijako oli klassinen
probleema ja ettd se on mahdoton tehtéavé, vaikka tésté syvéllisestéd kek-
sinnosté juuri on kysymys.

”Seuraus” 2 ei seuraa siitd, ettd kulman puolittaminen on mahdollista
[1.9], vaan SKS-lauseesta 1.4. Se on siis véérissi paikassa.

TEHTAVA 1.10. Annettu jana on puolitettava.

RATKAISU. Olkoon annettu jana AB. Tehtdvini on jakaa se kah-
teen yhtd suureen osaan. Konstruoidaan janalle AB kummallekin
puolelle tasasivuinen kolmio [1.1]. Olkoot ne AABC ja AABD. Lei-
katkoot AB ja CD pisteessi F.

Osoitetaan, ettd AFE ja EB ovat yhtd suuret. Kolmiot AACD ja
ABCD ovat SSS-lauseen [1.8] mukaan yhtenevit, erityisesti vastin-
kulmat L ACD ja £ BCD ovat yhté suuret. Siis SKS-lauseen 1.4 mu-
kaan kolmiot AACE ja ABCE ovat yhtenevit, erityisesti sivut AF
ja EB ovat yhta suuret. [l

Y1l4 oleva Aschanin esittdmé konstruktio on perdisin Apolloniokselta (n.
245-170 e. Kr.). En tiedi, mistd Aschan on sen 16ytinyt. Stromer esit-
tda Eukleideen alkuperiisen todistuksen, joka perustuu edellisen lauseen
kéyttoon, ei sen todistuksen toistoon. Néin:

Cc

A D

Konstruoidaan janalle AB tasasivuinen kolmio AABC [1.1]. Konstruoi-
daan kulman £AC B puolittaja [1.9]. Olkoon D puolittajan ja AB:n



leikkauspiste. AD ja DB ovat yhtd suuret, koska kolmiot AACD ja
ABCD ovat SKS-lauseen 1.4 mukaan yhtenevit.

TEHTAVA 1.11. Annetulla suoralla olevan pisteen kautta on kon-
struoitava normaali.

RaTkAisu. Olkoon C suoralla AB. Tehtédvina on konstruoida suo-
ra, joka kulkee C:n kautta ja on AB:n normaali.

Valitaan suoralta AB jokin C':sté eroava piste D ja sen jélkeen jat-
ketaan janaa DC pisteen C yli janan C'D pituuden verran pisteeseen
E [1.3]. Muodostetaan tasasivuinen kolmio ADEF' [1.1].
Osoitetaan, ettd C':n kautta kulkeva suora CF on AB:n normaali eli,
ettd vieruskulmat L DCF ja LECF ovat yhtd suuret [Maar. 10].
Kolmiot ADCF ja AECF ovat SSS-lauseen 1.8 mukaan yhtenevét,
erityisesti kulmat £ DCF ja L ECF ovat yhtd suuret. 0

Tehtévan 1.11 konstruktiolla on tietenkin kayténnollinen merkityksensa,
mutta Eukleideen teorian kannalta oleellista on, ettd se ratkaisee kysy-
myksen suoran kulman olemassaolosta. Olemassaolon ohella kiintoisaa on
yksikésitteisyys. Aschan huomauttaakin muistutuksessaan, etti suorien
kulmien yhtésuuruusaksiooman [Aks. 11 eli Eukleideen Post. 4] mukaan
on olemassa korkeintaan yksi tehtédvan 1.11 ehdot tayttéava suora.

TEHTAVA 1.12. Annetun suoran ulkopuolella olevan pisteen kautta
on konstruoitava normaali suoralle.

RATKAISU. Olkoon AB suora ja olkoon C sille kuulumaton piste.
On konstruoitava suora, joka kulkee C':n kautta ja leikkaa AB:n suo-
rakulmaisesti.

Valitaan jokin piste D, joka on eri puolella suoraa AB kuin piste
C. On olemassa C-keskinen ympyré, joka kulkee pisteen D kautta
[Post. 3]. Ympyri leikkaa suoran AB kahdessa pisteessd — olkoot
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9 Seuraus. Jod yhidpitkien foujen wAlilld
olewa fulma ybhtdtyItifes(d folmitulmasfa leifataan Fes-
feltd fabtia, niin fuora wiiwa, jofa jafaa fulman, leif-
taa myds afeman Fabieen yhtdfuuveen ofaan ja on foby
tifuorasfa {itd wasten.

10, Ejitelmi, Tehtitwd,

Quinfa pitundellenja midviitty juora wiiwa leifa-
taan fabteen yhtijuureen ojaan?

Anomusg. Tietty {uora wii-
wa AE jaettafoon fabteen yhtdfuu-
veen ofaan.

Ofoitus. Wiiwaa faffi ym-

naytelmdas{d tebtiin, ja ybhdista pis-
teet H ja K, josfa FTebdt [eiffaa-
wat toinen foifenfa, niin {uora
wiima HK jafaa wiiwan AE fes-
a1 Giit.  feltd Fabtia.

en O Todistus. Wedd {uorat wiiwat AH,
' " HE, AK, EK, niin AHE ja AKE owat yhtd-
fiwuifet folmifulmat. 2y Mutta Fosfa fiout AH ja
HE owat vhtdpittdt, HK on phteinen ja fiwut AK ja
KE myd8 whtdfuuret, niin folmifulmat AHK ja EHK
owat yhteellifet, ja fulmat AHK ja EHOK yhdenfoloifet. e
Rolmifulmisfa AHI ja EHI owat {ii8 fivut AH ja HE
yhtafuuret, HI on yhteinen ja wdlifet fulmat AHI ja
EHI ndytettiin myds olewan yhdenfofoifet. Sentdhden
owat afemat AI jo EU ybdenpituifet, b) ja wiima AE
niinmuobdoin leifattu Fabteen yhtdfuuveen ofaan.

pyrdtd KEH ja KAH, niinfuin 1:8{d -
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M. Gi ole tarpeellidta wiiwata ympyriita fateilld, jotfa
owat Fofo wiiwan AE:n pituifet; fuin waan fateet owat phtas
pitfat ja fuuremmat puolta wiiwaa, ettd Febit leiffaawat
toinen toifenfa, niin efitehna on warfin famalla tawalla teh:
tawa ja toteenndptettawd, Fuin edellifedfd nabtiin.

Seuraus. Suora wiiwa HK, jofa yhdistdd Fe-

bien leitfaudpisteet, on Fobtifuoradfa wiiwas AE:td
wasdten.

11, Ejitelmi. Tehtiwi.

Quinfa fohtijuora wiia wedetiiin tiettyd Juoraa
wiiwaa wodten wiiwalla olewasta tietysti pisteedti?

N Anomus. Olfoon AE tietty
N fuora wiiwa ja H tietty piste fen
N paald ; wedettatddn H:8ta Fobtifuora
4 7 H K F wiiwa AE:t4 wadten.
o 3 Git. Ofoitus. Ota jofu toinen piste I wii-

e. 1 Giit. walle AE ja leiffaa HK toifelle puolelle yhtd-
b8 Gt pittdffi fuin HI. a) Wiiwaa IK:Ue yhtdfi-
i 10 Madrit, . , .

. wuinen folmifulma INK, e) ja yhdistd HN,
min on NH anottu Fobtifuora wiima.

Tobdistus. Kosfa faiffi folme fiwua Folmiful-
masfa-IHN owat eviffeen yhtdfunuvet fironjen fansfa fol-
mifulmasfa KHN, nimittdin HI jo HK, IN ja KN fesfe-
ndnfd yhtafuuret ja NH yhteinen molemmis{a; niin owat
fulmat THN ja KHN yhdenfofoifet, h) ja molemmat fto=
vat fulmat. ) HN on fentdhden wiiwa, wedetty H:8ta
fobtifuorasti AEtd wasten. i).

M. Gttei famasdta pisteedtd wiiwan paali faateta
‘ wetdd ufeampia fuoria wiiwoja Fuin pifi, jotfa olifiwat fob:
tifuorasfa tiettpd wiiwaa wasten, feuraa jo 11:5ta felwisstd.

ne E ja F. Olkoon G janan EF keskipiste [1.10]. Viitetdédn, ettéd
CG on AB:n normaali. F'G ja GE ovat yhtd pitkdt. CG on yhtei-
nen kolmioille ACGE ja ACGF, joiden kannatkin, nimittdin C'F ja
CF, ovat yhté pitkdt [M&ér. 15]. SSS-yhtenevyyslauseen 1.8 nojalla
kolmiot ACGE ja ACGF ovat yhtenevit, joten erityisesti kulmat
LCGFE ja £LCGF ovat yhtéd suuret. Mutta ne ovat vieruskulmat, jo-
ten ne ovat mééritelmén 1.10 mukaan suoria kulmia, toisin sanoen

CG on AB:n normaali. O

Aschanin todistus on jélleen sama kuin Eukleideen esittdmé eikd Aschan
kommentoi sitd mitenkdédn. Mutta tédssi todistuksessa on tietenkin saman-
tapainen sanaton jatkuvuusoletus kuin tehtdvan 1.1 ratkaisussa: pidetdén
selvand, ettd ympyré, jonka keskipiste ja jokin kehépiste ovat eri puolilla
suoraa AB, leikkaa suoraa — vieldpé kahdesti.

Euklidisen geometrian historiassa térkein tutkimuskohde on epiilemétta
ollut kysymys, onko yhdensuuntaisuusaksiooma [Aks. 12 eli Post. 5] riip-
pumaton muista aksioomista vai voiko sen todistaa. Yhdensuuntaisuusak-
siooma on yhtéapitdava sellaisen véitteen kanssa, ettd annetun suoran ul-
kopuolella olevan pisteen kautta on olemassa tasan yksi yhdensuuntainen
suoralle. Kéyttamalld edellisid lauseita 1.12 ja 1.11 voi konstruoida aina-
kin yhden tuollaisen yhdensuuntaisen [1.31], joten yhdensuuntaisuusak-
siooman sisdlloksi jaa sen yksikésitteisyys, Playfairin aksiooma.

Lauseen 1.12 sisdlto on, ettd annetun suoran ulkopuolella olevan pisteen
kautta on olemassa normaali suoralle. Analogia yhdensuuntaisuusaksioo-
man kanssa tekee mielenkiintoiseksi kysymyksen, onko tuo normaali yk-
sikésitteinen vai voisiko niité olla useampia. Vastaus on, ettd normaa-
li todella on yksikésitteinen, mutta Eukleides ei todista sitd vield téssé
vaan vasta kohdassa 1.17 (Seuraus 4). Heti tdhén paikkaan sopivaa to-
distusta kehiteltiin kylla jo antiikin aikana, mutta sellainen on ilmeisesti
keksitty vasta myshemmin. Mielenkiintoista on kuitenkin, ettd normaa-
lin yksikésitteisyys todistetaan ilman yhdensuuntaisuusaksiooman kayt-
tod. Taméahdn merkitsee sitd, ettd normaali on yksikésitteinen euklidisen
geometrian lisiksi myods hyperbolisessa geometriassa, jossa Playfairin ak-
siooma ei piade. Sen sijaan pallogeometriassa, jossa suorien roolissa ovat
isoympyrét, voi saman pisteen kautta kulkevia normaaleja olla paljonkin
— esimerkiksi kaikki pohjoisnavan kautta kulkevat isoympyréit ovat péi-
vantasaajan normaaleja.



LAuse 1.13. (Vieruskulmalause) Vieruskulmat voivat molemmat
olla suoria kulmia ja jos eivdt ole, niin ne muodostavat joka tapauk-
sessa yhteensd yhtd paljon kuin kaksi suoraa kulmaa.

Muistettakoon, ettd jo aksioomia asetettaessa on kaynyt selviksi, etta
“kulmilla yhteensd” tarkoitetaan vierekkéin asettamalla syntyvéa kuviota,
ei lukujen yhteenlaskemista. Itse asiassa euklidisessa geometriassa ei ole
ollenkaan puhetta luvuista jonkun "suureen mittana”. Luonnollisia lukuja
esiintyy kylla puhuttaessa esimerkiksi annetun janan jatkamisesta vaik-
kapa viisinkertaiseksi tai konstruoitaessa sdannollinen viisikulmio. Vaikka
Aschan kidyttaid téasta valittdméattd mittalukuja monessa kohdin muistu-
tuksissaan, han yleensa kdantad Eukleidestaan tarkasti. Esimerkiksi seu-
raavassa todistuksessa ei esiinny kulma-asteiden summia.

Palautamme samalla mieleen, ettd mééritelmén [Méadr. 8] mukaan kul-
maksi ei kelpaa nollakulma eikd oikokulma (180°), saati sitd suurempi.
Kulmien “summaa” ei siis ole olemassa kulmana, jos se ylittéisi oikokul-
man”. Téstd aiheutuu mutkikkuutta seuraavaan todistukseen.

TobisTus. Tehtdvan 1.11 mukaan tutkittavaan pisteeseen A voidaan
piirtdd normaali suoralle BC.

A

Olkoon A suoralla C'D ja B sen ulkopuolella, jolloin muodostuu
vieruskulmat £ CAB ja L BAD. Jos ne ovat yhté suuret, niin ne ovat
médritelmén 10 mukaan suoria kulmia. Muuten piirretdén normaali
AEFE suoran CD pisteeseen A [1.11], jolloin kulmat L{CAFE ja LEAD
ovat suoria. Kulma £ FAD on sama kuin kulmat { EAB ja { BAD
yhteensi. Liséitddan kulma {CAFE, jolloin suorat kulmat LCAE ja
A EAD yhteensi ovat yhta paljon kuin kolme kulmaa {CAE, K FAB
ja £BAD yhteensd [Aks. 2|. Vastaavasti {CAE ja {FEAB ovat
vhdessé kulma £C AB, josta lisddmalld kumpaankin puoleen £ BAD
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12,  Cjitelmi,  Tehtiiwi,

Quinfa fobtijuora wiiwa iwedetidin tiettyd ddve-
tontd fuoran wiivea iasten tietydtid pisteestd wiiwan
ulfopuolella?

A Anomus.  NAdrettdmdd

./ I~/ fuoraa wiiwaa AE:td wasten we-

NS L S ertdfden Fobtifuora wiia pis-
) teestd H ulfopuolella wiiwaa.

Ofoitus. Ota mydskin toifelle puolelle AE:td jofu
piste I. Wiiwaa ympyrd, jonfa festipiste on H:8fa ja
fehd menee pisteen I [dpi. PDmpyedn febd leiffaa
o 10 g, AE:mn fabbesfa pisteed{d K ja M, fervan
e. 15 Maarit.  [adei8faan toifen noustesfaan. Ndiden
y 13 g;ﬁ:ém wdlinen wiiwa KM jaettafoon fesfeltd
"R fabtia pistees{d N, ) ja HN yhdistettqtdon;
niin on HN FPobtifuorasfa AE:td wasten.

Todigtus, IWeda HK ja HM. Kolmitulmasfa
HKN owat fivout fiwuinfa pituifet toifedfa folmifulmasia
HMN, nimittdin HK jo HM, e) KN ja MN owat yhtafuu-
vef ja HN on phteinen. Sentdbhden owat fulmat HNK
ja HNM phdenfofoifet, b) molemmat fuorat ja HN {iig
feifowa fobtifuorasia AE:td wasten. k)

13,  Cjitelmd. Wiittama,

J08 fuora wiita feijoo toifen juoran wiiwan padli
jo tefee fummallefin puolellenja fulman, nitn firwullijet
fulmat oiwat Yhteenjd fahden juoran fulman fofoijet.

Ky 4 Ehdotus. Jos AE fummallefin puo-
| lellenfa wiiwaa HL:td wasten tefee fulmia
,/ AEH jo AEL; ditds. wiin fulmat AEH

TTE 7 -+ AEI owat Eabden fuovan Eulman fofoifet.
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7

Fodistus. Jo8 fulmat AEH ja AEI owat yhden-
foboifet, niin fumpaifetfin owat fuoria fulmia. ) Mutta
o 10 Mgt 08 on foifin, niin wedd E:std HI:td wasten
e 11 Gfit.  fobtifuora wiiwa KE. &) SKulmat KEH ja
b. 2 @o. KR owat {iis faffi fuoraa fulmaa. Mutta
fulma IEK on yffin yhtdfuuri fuin fulmat IEA ja AEK
phteenfd. o8 molemmin puolin lifdtddn fulmalla KEH,
niin fulmat IEK jo KEH ybteen{d owat phtdfuuvet fuin
Faiffi folme Fulmaa IEA, AEK ja KEH yhteenfd. by Siis
owat Faiffi folme fulmaa IEA, AEK ja KEH phteenfd
fabbden fuovan fulman wertaifet. Taasd on fulma AEH
pifin niin fuuri fuin molemmat fulmat HEK ja KEA
phteen; lifad molemmin puolin fulmalla AEI, niin fulmat
AEH ja AEI pbteen{d owat ybhtdfuuret fuin faiffi folme
fulmaa HEK, AEK ja IEA yhteen{d, h) jotfa teFewdt faffi
fuoraa Bulmaa. Sentdhden owat myds Fulmat AEH ja
AEI yhteenfd Fabben fuoran Fulman Fofoifet.

1 Seuraus. Jos fiwullifista fulmista vEfi on fuora,
niin toinen on myds fuova, jos vEfi on tyl{d, niin toinen on
terdwd, ja jos yEfi on terdwd niin toinen on ty(fd.

2 Seurauns. o8 faffi fuovaa wiiwaa leiffaawat
toinen toifenfa, niin faiffi neljd fulmaa faman pisteen
vgnpditi’[.ld t;femc'it phteen{d 4 fuoraa fulmaa. Io8 ufeam-
pia wiwoja wedetddn faman pisteen [dpi, niin Faiffi
fulmat, uiin monta Fuin Beitd on, owat yhteenfd 4 fuo-
van fulman fofoifet. . :

14.  Gjitelmi.  Whittimi,

J0g fatji rinnatusten feifowaa fulmaa owat yhteenfi
fahven juoran fufman fofoijet, niin fulmien toijet fiwut
owat Yhtend fuorana wiiwana,

Chvotus. 08 L AEH + / AEI yhteenfd owat

saadaan, ettd kolme kulmaa L{CAF, L EAB ja A BAD ovat yhteensi
yhté paljon kuin kulmat L{CAB ja £ BAD [Aks. 2]. Mutta olemme
todistaneet, ettd myos LCAFE ja £ EAD ovat yhteensd yhtéd pal-
jon kuin ndmé kolme kulmaa. Aksiooman 1 nojalla siis vieruskulmat
£CAB ja £{BAD ovat yhteensd yhtd paljon kuin kaksi suoraa kul-
maa LCAF ja LFEAD. O

Aschan esittdé taas todistuksitta kaksi omaa kdytdnnonldheistéd seuraus-
lausetta. Ne eivit liene perdisin Eukleideelta, mutta ainakin jalkimméi-
nen esiintyy jo varhaisissa késikirjoituksissa. Perinteisesti ne on yleensé
esitetty vasta seurauksina ristikulmalauseesta 1.15.

SEURAUS 1. Jos vieruskulmista toinen on suora, niin toinenkin on suora,
jos toinen on tylppd, niin toinen on terdvd ja jos toinen on terdvd, niin
toinen on tylppd.

SEURAUS 2. Jos kaksi suoraa leikkaavat toisensa, niin muodostuvat neljd
kulmaa ovat yhteensd neljd suoraa kulmaa ja jos saman pisteen kautta kulkee
useampia suoria, niin muodostuvat kulmat ovat silloinkin yhteensd nelji
suoraa kulmaa.

LAUSE 1.14. (K#inteinen vieruskulmalause) Jos kaksi vierek-
kdistd kulmaa muodostavat saman kuin kaksi suoraa kulmaa, niin
reunimmaziset stwut muodostavat suoran vitvan.

Tobistus. Kéytdmme edellistéd lausetta epésuorassa todistuksessa
seuraavaan tapaan:

Oletamme, ettd C ja D ovat eri puolilla suoraa AB ja kulmat £ ABC
ja £LABD muodostavat yhteensid kaksi suoraa kulmaa. Vaitdmme,
ettéd pisteet C, B ja D siséltyvit johonkin suoraan.

Jos ne eivit sisdlly mihinkddn suoraan, niin valitaan janan CB
jatkolta piste E, jolloin C, B ja E ovat samalla suoralla. Edellisen
lauseen 1.13 mukaan kulmat £ ABC' ja £ ABFE muodostavat yhteensé



kaksi suoraa kulmaa, kuten oletuksen mukaan my6s kulmat £ ABC
ja £LABD, siis kumpikin pari yhteensid yhta paljon [Post. 4 ja Aks.
1]. Vahennetdén kummastakin parista £ ABC. Yhtd suurista sama
vahentdmalld saatavat jadnnokset, siis kulmat L ABFE ja L ABD ovat
aksiooman (3) mukaan yhtd suuret. Mutta toinen on toisen osa, joten
tilanne on aksiooman (9) mukaan mahdoton. Todistus on valmis! [J

Lause 1.15. (Ristikulmalause) Kahden suoran leikkauspisteen
luona vastakkaiset kulmat eli ristikulmat ovat yhtd suuret.

TobisTus. Ristikulmalause seuraa vieruskulmalauseesta 1.13 ja
aksioomista (1) ja (3). O

SEURAUS. Jos ristikulmista yksi on suora, ovat kolme muutakin suo-
rien leikkauspisteeseen syntynyttd kulmaa suoria kulmia ja suorat siis
toistensa normaaleja.

Seurauslause esiintyy Stromerilld, mutta ei ole periisin Eukleideelta.

LAuse 1.16. (Ulkokulmaepéyhtild) Kolmion A(ABC) ulkokul-
ma kohdassa C' on suurempi kuin kumpikaan sisdkulmista kohdissa

A ja B.

TODISTUS.

—~
C

Olkoon kolmion AABC sivu BC' jatkettu pisteeseen D. Viitetéin,
ettd kulma £ ACD on suurempi kuin kumpikaan kulmista £CBA ja
£BAC.

Konstruoidaan apukuvio: E on janan AC' keskipiste [1.10]. F' on suo-
ralla BE yhté kaukana E:std kuin B [1.3].

[ faffi fuoraa fulmaa: Wditds. niin HE

| ja EI owat phtend fuorana wiiwana.

G Todistus. Gleiwdt HE ja EI olifi
7 £ 1 phtend wiiwana, niin olfoot HE ja EK
13 i, pbtend wiiwana.  Siis owat fulmat AEH ja

. 1 @ew. AEK phteen{d Faffi fuoraa fulmaa; a) mufta

?. 3 @elw. fy(mat AEH ja AEI ebbdotettiin olewan faffi

e fuoraa fulmaa: fentabhden owat fulmat HEA

1a AEK phteen{d niin fuuret fuin HEA ja AEI phteen{d. e)
308 phteinen fulma HEA ofetaan poi8 molemmin puolin,
niin jadpd fulma AEI on yhtdfuuri fuin jddpd fulma
AEK, h) fe on: Fofonainen olifi ofanfa fuurninen, jofa
on mabdotonta. i) Sentdhden ei EK, eifd mifddn mun
wiiwa, faata olla yhtend fuovana wiiwana HE:n fansfa,

paitfi ainoadtanfa EIL

15, Gjitelmii, Wiiittim.

Qo8 fafji fuoraa wiiwaa leiffaatvat toinen toifenja,
niin wastapiijet fulmat owat yhdenfoloijet,

Madritys. Ndaitd wastapdifia fulmia (vers
tikal-anglar) taidettaifi fopiwasti fanoa vistifulmifji.

A , Ghdotus. IJosd {uorat wiiwat HI

>< ia AE leiffaawat toinen toifenfa: Wdi-

v & tos. niin rvistifulmat owat yhdenfofoifet,
* /AKH= /IKE ja / AKI= / HKE,

a. 13 Gfit. Todistus. Silla L AKH-+ £ AKI owat
e. 1 @ew. Faffi fuoraa fulmaa, &) ja £ AKI+ £ IKE
h 3 @ ndg faffi fuoraa fulmaa. a) Sentdhden on
/ AKH+ / AKI= £ AKI+ L IKE. e) ©Ota yoid mo-

Temmin puolin yhteinen £ AKI, niin on jddpd £ AKH=
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ZIKE. b Samalla tawalla ndytetddn, ettd ristituls
mat AKI ja HKE myd8 owat phdenfofoifet.

' Seurausd. Jos yffi fulmista on fuora, niin owat
myds Faiffi muut fulmat fuorat ja wiiwat fobtifuorasia
toinen toistanfa wasten.

16. Cjitelmi, Wiittam,

90

Qoé jofu fiton folmifulmagja pitennetddn, niin nlfo-
fulma on juurempi fumpaa waostaffaista fijafulman,

A, (o Wditvs. Ulfofulma AHI on
INE7 fuuvempi Fuin wastattainen fifdfulma

<1 EAH, ja fuurempi fuin wasdtatfainen
. fifdfulma AEH, *),
“ 4 Todigtus. Leiffaa fiwu AH
s, resfeltd fabtia K:8fa. 2 bhdistd EK ja

,,,,,

a. 10
e. 3Giit. pitennd fen niin etddlle, ettd KM — EK.
> '2 gft" NDHdistd MH ja pitennd AH.

Kosfa fiwu AK =KH, fiwu EK =KM ja
wdlinen / AKE= / HKM, fillé ne owat ristifulmia; h)
niin folmifulmat AKE ja HKM owat yhteellifet ja ~ EAK
=/ KHM. i) Mutta ~ AHI ont {uurempi ofaanfa KHM:
fentdbden on £ AHI myds8 fuuvempi fuin / EAH, —
Jo8 EH leitataan fesfeltd fabtia j. n. e., niin famalla
tawalla ndytetddn, ettd ~ EHN on fuuvempi fulmaa
AEH. Mutta / EON= £ AHI, h) fii8 on mydskin
Z AHT fuurempi fulmaa AEH.

, *) Oppifas [ifatfdon tihin chdotuffen. Tastd [dhtien jo aletaans
fin, misfd pidetddn fohtuullifena, Heittad yhta ja toista oppilaan omaan
tarffaamifeen, mydsfin tievemerffejd Finttad fanain fiasfa, mikin niita
toaan hammennylfettd woidaan pantaa.

Konstruktion mukaan AE on yhté suuri kuin £C ja BE on yhté suu-
ri kuin F'F. Ristikulmina LAEB ja LCEF ovat yhtd suuret [1.15],
joten SKS-sédnnon 1.4 mukaan kolmiot AAEB ja ACEF ovat yhte-
nevét ja erityisesti kulmat L BAFE ja AFCFE ovat yhtd suuret. Mutta
LACD siséltaa kulman LFCE ja on siis aksiooman [Aks. 9] nojalla
suurempi kuin LACF ja siis my6s suurempi kuin BAE eli L BAC
[Aks. 1]. Vastaavalla tavalla todistetaan, ettd LACF > LCBA. O

Aschan alkaa téstd eteenpéin kayttda alussa madrittelemidén symboleja
=,>,<,..., ’kun niitd vain hdmmennyksettd voidaan pantaa’. Teemme
samoin.

LAUSE 1.17. Kolmiossa kahden kulman summa on aina alle kakst
suoraa kulmaa.

TobisTus. Edellisessid todistuksessa havaittiin, ettdi {BAC =
AECF ja LECF < LECD, joten £BCA + {BAC = {BCA +
LECF < ABCA+ LECD = kaksi suoraa kulmaa [1.13]. O

SEURAUS 1. Jos yksi kulma kolmiossa on tylppd tai suora, niin toiset
ovat terdvid.

SEURAUS 2. Tasasivuisen kolmion kulmat ovat terdvid.
SEURAUS 3. Tasakylkisen kolmion kantakulmat ovat terdvid.

SEURAUS 4. Suoraa vasten voidaan piirtdd vain yksi normaali sen
ulkopuolisesta pisteesti. (Toisin sanoen kolmiossa ei voi olla kahta
suoraa kulmaa.)

Lauseen 1.12 konstruktio antaa suoralle yhden normaalin sen ulkopuo-
lisesta pisteestd. Téasséd todistettiin, ettd muita ei ole, vaan normaali on
yksikésitteinen.

Aschan on kiinnittéinyt huomiota siihen, etti Eukleideen yhdensuuntai-
suusaksiooma on oikeastaan kdanteistulos lauseelle 1.17. Aksioomahan
sanoo suurin piirtein, ettd ”jos kahden sisdkulman summa on alle kak-
si suoraa kulmaa, niin muodostuu kolmio”. Siksi Aschan on valinnut
tekstissdédn juuri tdmén kohdan yhdensuuntaisuusaksiooman esitté-
miseen — KEukleideellahan 1. kirjan aksioomat ovat kaikki jo alussa.



Yhdensuuntaisuusaksioomaa ei toisaalta kiytetd vield seuraavan lauseen
todistuksessa vaan vasta kédnteisessd vuorokulmalauseessa 1.29. Teemme
silti kuten Aschan; esitémme yhdensuuntaisuusaksiooman téssé. Aschanin
kdannos on uskollinen alkutekstille. Emme toista sitd, vaan lausumme
aksiooman asian nykyaikaisemmin.

Aschan ei korosta yhdensuuntaisuusaksiooman mullistavaa merkitysté,
vaan esittid sen aika lailla vahin &4nin. Voisi ajatella, ettd syyné vahét-
telyyn on, ettei ehki 1800-luvulla ajateltu muiden kuin filosofien ja mate-
maatikoiden koskaan joutuvan tekemisiin yhdensuuntaisuusaksiooman to-
distusyritysten, niihin kohdistuvien epéilyjen ja viime kadessi epaeuklidi-
sen geometrian kanssa. Stromerin ruotsinnoksessa Eukleideen viides pos-
tulaatti esitetdén toisaalta aksioomana, toisaalta todistetaan ldhtien vaih-
toehtoisesta “vaikeuksitta todeksi myonnettidvistd” aksioomasta, jonka
mukaan suora, joka leikkaa toisen kahdesta yhdensuuntaisesta myos leik-
kaa toisen. On hyva muista, ettd Stromer eli 1700-luvulla, jolloin epéeukli-
dista geometriaa ei ollut olemassa ja geometrian aksioomia pidettiin tosi-
na.

Aksiooma 12  (yhdensuuntaisuusaksiooma eli Eukleideen
viides postulaatti)

A

Be = C
Jos suora vitva AB leikkaa kahta muuta suoraa AD ja BE pisteis-
si A ja B siten, ettd D ja E ovat samalla puolella AB:td ja kulmat
£ABAD ja £ABE owvat yhteensd (aidosti!) alle kaksi suoraa kulmaa,
niin suorat AD ja BE leikkaavat toisensa ja leikkauspiste C on sa-
malla puolella AB:td kuin D ja F.
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17.  Cjitelmi, Waittdma.

Qs miten ofetaan foffi fufmaa yhteenji folmiful-
masja, niin ue aina owat fahta juoran fulmaa pienenumit.
) Waitds. Kolmifulmasia AEH owat

faffi fulmaa yhteenfd, efim. £ AEH
-+ £ AHE fabta fuoraa pienemmadt.
L Todistus. Pitennd fiwu EH,

o 16 git.  jofa on fulmien AEH:n ja AHE:n wdlilld,
e. & &ew. niin ulfofulma AHI on {uurempi fifatulmaa
h-43 Gft. ARH. a) Qifdd ndibin £ AHE, niin £ E
-+ / AHE on pienempi fulmaa AHI 4 / AHE. e) Mutta
/ AHI+ / AHE =2 fuoraa fulmaa. h) Sentdlhden on
/ E+ / AHE pienempi Fuin faffi {uovaa fulmaa.

1 Seurand. o8 vEfi fulma folmitulmasia on
fuova, eli tylfd, niin foifet faffi fulmaa owat terdwid.

92 SGeurausd. Ybhtafiwuifisia folmitulmisfa owat
faitti folme fulmaa terdwid.

3 Seuraus. Afeman wieveifet fulmat yhtakyl-
fifisid folmifulmisfa owat tevdwid.

4 Seurausd. Suoraa wiimaa wadten taidetaan
wetdd ainoasti vEfi fobtifuora wiiwa famasta pisteestd
witwan ulfopuolela.

12 Gelwid on oifeastaan 17 efitelma tafaperin {a-

nottu ja ymmdvretddn pavaiten tdmdn yhteydesid. Se
funluu ndin:

———  f{uoraa wiimaa (EI ja HA), tehden fa-
manpuolifet fififulmat (EH ja AHE)

— phteenfd pienemmitii fuin faffi fuoraa
fulmaa; niin {uorat wiiwat (EI ja HA),

tarpeetfi pitennetyt, vhtywdt toifiinfa filld puolella, jolla

308 wiima (EH) tapaa Eakfi muuta
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ndmd fulmat feifowat, jotfa yhteenfd owat pienemmdt
fuin faffi fuoraa fulmaa.

18.  Eitelmit. Wiittimi,

Qofaijesja folmifulmagja on fe fulma fuuvempi, jofa
wadtaa junrenmpata firwna,

4 J08 o fiwu AH > fiwua AE; niin £ AEH
l i on fuurempi £ AHE:tq.

Leiffaa AH:8ta palainen Al= AE, a)
z 7 ja yhvistd EL
o 3 Gfit. Ulfofulma AIE on nyt fuuvempi was-
e. 16 Gifit. tatfaidta fifdfulmaa IHE, eli AHE. &) Mutta
?- g g& / AIE = / AEI, fosfa fimu AE=AI h)

Sentdhden on mydstin £ AEI>> / AHE:{d,
ja fitd enemmin £ AEH> / AHE. i)

19, @jitelmd, Wiittimd,

Jofaijesja folmifulmasja on fe fiwn fuuvempi, jofa
wastan juuvempata fulmaa,
Olfoon folmitulmasfa AEH fulma

A
. E {uuvempi fulmaa H; niin on fiwy
H// : AH> fiwua- AE.

= Gllei AH olifi {uuvempi fuin AE,
- 12 gﬁt niin fe jofo olifi yhtafuuri fuin AE, eli pie-
' © nempi fitd. Mutta jos AH olifi = AE, niin
LE=/H, a) jota toifin ehdotettiin; fentdhden AH ei
0!2 =AE. 308 taad AH olifi < AE, niin olifi /E
bienempi fuin £ H, e) jota myds toifin ehdotettiin; fiispd
foou AH ei ole < fiwua AE. Sa fosfa fiwn AH ei ole
D?tﬁfuuri, eitd pienempifddn fuin fiwu AE; niin AH
tayty olla fuurempi AE:td.

LAuse 1.18. Kolmiossa on suurempaa sivua vastassa suurempi kul-
ma.

Tobistus. Todistus perustuu lauseeseen [1.16]:

D
C

Jos AC' > AB, niin leikataan AC:sta palanen, jolla AD = AB
[1.3]. Kolmion ABCD sisdkulma £DC B on pienempi kuin ulkokul-
ma £ADB [1.16]. Thaleen kantakulmalauseen 1.5 mukaan {ADB
on yhté suuri kuin tasakylkisen kolmion AABD toinen kantakulma
£LABD, joka on kulman £ ABC osa ja siis sité pienempi [Aks. 9]. Siis
£DCB on pienempi kuin £{ABC. O

B

LAUSE 1.19. Kolmiossa on suurempaa kulmaa vastassa suurempi si-
VU

Lause 19 sanoo saman asian kuin lause 18 — lauseethan ovat selvéstikin
loogisesti ekvivalentit. Tamén on ensimméisensd sanonut julki vasta De
Morgan 1847 [Formal Logic, s. 25]. Aikojen kuluessa on lauseelle 1.19
keksitty monenlaisia todistuksia, erityisesti myos suora todistus, mutta
Aschan on omaksunut Eukleideen epédsuoran todistuksen. Oma versiomme
on minimalistinen:

TODISTUS. Seuraa lauseesta 1.18. O

SEURAUS 1. Annettua pistettd C lihin kohta D suoralla AB loytyy
tunnetulla projektiolla eli piirtdmdalld normaali pisteestd tuolle suo-
ralle. Lahin kohta D on siis yksikdsitteinen. Jos suoralla AB piste
F on lihempdnd pistettd D kuin piste G, niin CF < CG.

SEURAUS 2. Suoralla ja ympyrdlld on korkeintaan kaksi yhteisté pis-
tetta.

Seuraukset 1 ja 2 on liitetty Eukleideen tekstiin joskus mychemmin.
Aschan ei todista niité, mutta luettelee seurauksen 1 todistukseen tarvit-
tavat lauseet. Esitdn oman todistuksen ensimméiselle. Jalkimmaéinenhén
saadaan sitten helposti.



TODISTUS.

A G F D e ©
Lauseen 1.12 mukaan on olemassa mainittu normaali ja siis myos leik-
kauspiste D. Jos F on jokin muu suoran AB piste, niin kolmiossa AEDC
on LDEC < £LEDC, koska L EDC on suora ja kolmion kahden kulman
summa on alle kaksi suoraa kulmaa [1.17]. Edellisen lauseen 1.19 nojalla
on siis EC' > DC. Jos oletuksen mukaisesti piste F' on ldhempéné pis-
tettd D kuin piste G, ja samalla puolella D:té, niin ovat edelld sanotun
mukaisesti LCGD ja £LCFD terivii ja erityisesti siis {CF'G terdvan kul-
man vieruskulmana tylppé [1.13]. Kolmiossa ACGF on siis LG terdvi ja
A F tylppé. Siksi edellinen lause soveltuu jélleen ja CF < CG. Lopuksi
huomataan, ettd kun pisteet E ja F ovat eri puolilla D:td, mutta yhta
kaukana, niin kolmiot AEDC ja AFDC ovat SKS-sdannén 1.4 mukaan
yhtenevét ja siis CE = C'F, joten CE < CG. O
Aschan méarittelee seurauksen 1 yhteydesséd luonnollisella tavalla pisteen
etdisyyden eli "wilimatkan” suorasta. Téssd hén on luultavasti ajatellut
oppilaidensa kdytdnnon tarpeita ja siksi tulkinnut, etté etéisyys on luku.

LAuse 1.20. (Kolmioepidyhtild) Kolmion sivu on pienempi kuin
kahden muun summa.

Janojen summa on klassisessa geometriassa jana, joka syntyy siirtdmélla
ne perdkkéin toistensa jatkoksi. Janojen siirtdmisestd puolestaan puhut-
tiin jo Alkeiden ensimmaéisissé konstruktiotehtavissi.

TODISTUS.

Jatketaan tutkittavan kolmion AABC sivu b = AC pisteen C yli

32
1 Seurans. Kaifidta fuoridta wiiwoista, joita

webetddn famasdta pidteestd {uoralle wiiwalle, on fobti

" fuora wiiwa [ybhyin ja ofoittaa pis-

/ teen ja wiiwan wdalimatfan. Loi-

fista fuorista wiiwoidta on fe pie-

/ nempi, jofa on fobtifuoraa wiimaa

litempdnd, jo {amasta pisteesta

£ ei woida fuoralle wiiwalle wetdd

yhdenfofoifia fuoria wiiwoja ufeampia fuin faffi, yii
yhbdelle, toinen toifelle puolelle fobtifuoraa wiiwaa. *)

92 SGeurvaus. Suora wiiwa ei taida leifata ym-

pyrdn fehdd ufeammisfa fuin Fabdesfa pistees{d.

20, Ejitelmi, Wiittimi,
Qofaifesja  Tolmifulmasja owat foffi fiona folmatt

furemmat, jo3 fuinfa ofetaan,

/\:8f{a AEH owat fiwut AE + AH>
EH, AH-EH> AE ja EH-+ EA> AH.
Olfoon AE + AH> EH.

Pitennd EA fille puolelle, josfa {e

AN M K 1

~

N
\
PR N

\
\
\
\
\
\,
R
\

% i tapaa fiwun AH, ja tee AI=AH. a)
. 3 Gft. PDhdista HI. )

e. 5 Gjit. Kosfa AI=AH, niin on /1=
h. 9 Selio. / AHI &) Mutta /£ EHI> / AHI:td: h)
5 fentdhben ~/ EHI myds on > /I Rosfa

folmifulmasfa EIH / EHI > /1, niin
on fiwu El > fiwua EH. i) Mutta EI=AE + AH; k)
fii¢ owat fiout AE -+ AH> fiwua EH. Samalla ta-
walla todistetaan muistafin fiwuista, ettd faffi, fuinfa
Bywdnfd otetaan, owat yhteen Folmatta fuuvemmat.

¥) Tovistus pevustarffe 17 efit., 19 efit., 13 efit. ja fen 1 feur.,
3 efit. ja 4 cfit. :
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M. Tamdn jo pmmartda jofainen itfedrinfa; fila EH
ei tee pheafadn polwea Ein ja A:n walilla, mutta EAH tefee

polwen A:har.
Seurausd. Jos fakfi fiwua ybhteenfa owat folmatta

funremmat, niin fiitd feuvaa, ettd mitd fiwou Hywdnfd
on fuurempi Fuin jddnnds toifien fioujen wdlild. Sild
jog efim. AE -+ AH>EH, ja molemmin puolin ofetaan
poi8 AH, niin faadaan AE > EH — AH.

21, @fitelmd, Wiittimi,

Qo3 fofji fuoren iiiwoea wedetddn ajeman péisti
jomaan pisteejen folmifulman fijilld; niin juorat wiiwat
yhteenji owat piewemmit fuin folmifulman toijet jiwnt
yhteen, mutta fe fulma, jonfa ne tefewit wilillenjd, on
junvempi fitoujen wiilifulmaa folmifulmasja,

" TAasfd wditetddn efttd El4-IH <<

'\ EA+AH, mutta /EIi> / EAH:ta.

/o Ritennd EI fiffi, ettd tapaa fioun

S AH pisteesfd K.

£ “ Kolmifulmasia EAK owat fivout EA -+
a. 20 Giit. AK >EK. a) J08 KH [lifdtddn molem-
-t %‘.ft’” min puolin, niin owat EA 4+ AK + KH >

EK + KH, eli EA + AH >.EK + KH. e)
Taas owat folmifulmasia IKH fiwut HK + KI>IH; a)
jo8 IE lifatddn molemmin puolin, niin owat HK -+ KI+
IE > IH + IE, eli HK +KE>IH+IE. ) 98Ein ndy-
tettiin, ettd EA + AH>KE + HK: {ii8 owat fitd enem-
min EA+ AH>IH -+ IE,
Loifekfi, fosta fofmitulmasia IHK ulfofulma EIH >
wastaffaista fifdfulmaa IKH, b) ja folmifulmasia EAK
ulfofulma EKH> fififulmaa EAK; h) niin on / EIH

baljo > / EAK:ta.
3

pituuden a = CB verran pisteeseen D. Tasakylkisen kolmion ABC D
kantakulmat ovat yhtd suuret, joten kolmion AABD kulma D on
pienempi kuin kulma B, ja siis lauseen 1.19 nojalla sivu AB eli ¢ on
lyhempi kuin AD, joka on b + a. O

Aschan kiinnittdd huomiota siihen, ettd kolmioepiayhtdlé on sama asia
kuin toinen kolmioepdyhtdld, jonka mukaan kolmiossa jokainen sivu on
suurempi kuin kahden muun erotus.

Kolmioepdyhtiloon liittyy myos Aschanin muistutus, jossa hin korostaa
tuloksen "itsestddnselvyyttd” vetoamalla aikaisemmin esittdméansa peri-
aatteeseen, jonka mukaan jana on lyhin tie pisteesté toiseen. Mitédén t&l-
laista ei tietenkain kuulu Eukleideen systemaattiseen esitykseen, mutta
jo epikurolaisten filosofien tiedetdin moittineen aikansa matemaatikoita
siité, ettd ndmé olivat todistavinaan asian, joka on selvio paitsi ihmiselle
jopa aasillekin, joka kylld kulkee rehunsa luo suoraan eikd kulman kautta.
Kolmioepayhtéld on Eukleideen jarjestelméssa térked lause, mutta viela
tarkedmpi se on nykymatematiikan ndkckulmasta, sanoohan se, etta eukli-
disen ja itse asiassa my0s epédeuklidisen geometrian tasopinta on metrinen
avaruus ja siihen voi siis standardimenetelmin ottaa kéyttoon jatkuvuu-
den kiésitteen. Todistamalla, ettd suorat ja ympyréat ovat jatkuvia kiyria
voi sitten nykymenetelmin tarkastaa, ettd ympyré todella leikkaa suoraa,
jos suoran ldhin piste on ldhempéné ympyrén keskipistettd kuin ympyran
kehé. Vastaava pétee kahdelle ympyrélle. Pelkké kolmioepéayht&ls ei tosin
riitd téllaisen todistuksen pohjaksi - tarvitaan myos tdydellisyysaksiooma.

LAUSE 1.21. Olkoon D kolmion NABC sisallid. Tdalloin janat AD ja
DB ovat yhteensd vihemmdn kuin sivut AC ja CB. Lisdksi kulma
LADB on suurempi kuin £LACB.

PN

Sivua AD voidaan jatkaa, kunnes se leikkaa sivun BC' jossain pis-
teessd E.

Kolmioepayhtilo takaa, ettd AE on lyhempi kuin AC' ja C'E yhteen-
sé. Samoin E'B on lyhempi kuin DFE ja EB yhteensi.

TODISTUS.




Kulmien vertailua koskeva véite havaitaan todeksi kayttadméalla ulko-
kulmaepéayhtdloéd ensin kolmion AACFE sisdkulmaan £C' ja ulkokul-
maan £ AEB ja sen jidlkeen kolmion ADBE sisdkulmaan £ DEB =
£ AEB ja ulkokulmaan £ AC'B. O

Aschan muistuttaa tdméankin tuloksen ”itsestddnselvyydestd’, tilla kertaa
pelkistain havaintoon vetoamalla. On vaikeaa nahdé téllaisen muistutuk-
sen esittdmiselle muita syitd kuin pedagoginen virhearvio.

TEHTAVA 1.22. (Kolmion konstruktioehto) Kolmioepdyhtilst
toteuttavista kolmesta janasta voi koota kolmion.

RATKAISU.

Olkoon annettuna kolme janaa a, b ja ¢, jotka toteuttavat kolmio-
epayhtilon ehdon. Tehtévina on siis konstruoida kolmio, jossa BC
on yhté pitkéd kuin a, C'A on yhté pitkd kuin b ja AB on yhté pitka
kuin ¢. Ohje on seuraava: Piirréd pisteestd D alkaen suora ja leikkaa
siitd perdakkain janat DC, CB ja BFE, jotka ovat yhtd suuret kuin ja-
nat a, b ja c [1.3]. Piirrd ympyré, jonka keskipiste on C' ja joka kulkee
D:n kautta ja toinen ympyré, jonka keskipiste on B ja joka kulkee

E:n kautta [Post. 3]. Yhdistd B ja C' ympyroiden leikkauspisteeseen
A.

Todistetaan, ettd konstruktio antaa halutunlaisen kolmion, jollainen siis
on olemassa.

Ympyran méaritelmén mukaan janat DC ja C'A ovat yhtd suuret,
mutta DC = b, joten CA = b [Aks. 1]. Vastaavasti BA = c¢ ja suoraan
konstruktion mukaan CB = a. U

34

M. Myosd tamdafin efitelnd melfein on itfefelwd; filld
fen pmmartaa jofainen, etta EA ja AH pbhteenfa tefewit
Em ja Hin walille fuuremman polwen fuin EI ja 1H pp:
teenfa. Mutta Futa pitempi polwi, fita jyrfempi Faannos,
Sentabden fulma EAH, jofa on faannoffen paifalla A:sfa,
pitad olla yienemypi Fulmaa EIH, jofa on faannos El:std
IH:bHot,

22, Cfitelmd, Tehtiwi.

Quinfa folmifulma tehdiiin Yolmedta tietystd fuo-
radta wiiwagta, joista fakjt, Tuinfa hywinjd otetaan, owat
yhteen folmatta junremmat ?

J08 fuorat wiimat A,
E, H, tayttdwdt 20:8t0 efi-
N telmastd feuraawan waati-
oy / \ v oy x muffen, ettd faffi yhteenfd,
S i fuinfa otetaan, owat fol-
E ' matta fuuremmat; niin tee

.

"""" e beista folmifulma.
a 3 Gt Webdd fuora wiiwa 1K, Leiffaa fiitd
e. 3 Waat. IM'=A, MN=E ja NO=H. 2y Ota M
b 15 KL fesfipisteetfi ja wiimaa ympord IP pisteetfe

L. &) Ota fitten N fesfipisteetfi ja tee ym-
pyra OP. e) Phdistd MP ja PN; niin MPN on anottu
folmifulma.

Kosta MP = MI, h) ja MI = A, niin on MP=A. i)
Ja fosfa NP =NO, h) ja NO=H, niin on NP =H. i)
Myds on MN=E. &iig owat Faiffi fiwut MP, MN, NP,
Folmifulmasfa MPN eriffeen ybtd{uuvet fuin A, E, H:
ja fiig ndista tehty folmitulma.
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23. Cjitelmi.  Tehtiwd.

Quinfa tietyn wiiwan wiereen jo filli olewaan pis-
teefen pannaan juorawiiwainen fulma, jofa on tietyn ful-
man fofoinen?

A 4 Tebtdfoon pisteefen A fuoran
/ | wiiwan AE:n wiereen / EAM, {uo-
/ \ rawiiwaifen tietyn  IHK:n fo-
/ V. EOifEfﬁ.
7 K E o

Ota misfd bywddn Fulman
a. 22 Git.  Hun Eyljille pisteet I ja K ja wedd IK. Tee
o 8 G- fitten AE:Ne /\AEM, josfa AE = HI, AM —
HK ja EM=IK; a) niin A on anottu fulma.

Kosta Faifti fiout A\:8{a EAM eriffeen owat firou-
jen fuuruifet A:8fa IHK; niin A\ EAM ja A\ IHK owat
yhteellifet ja L A= /H. e).

Seurausg. Kuinfa folmifulma wiiwataan, jos
faffi fiwna ja ndiden wdlinen fulma, eli faffi fulmaa
ja wdlinen fiwn owat tietys{de

24, Cijitelmi, Wiittdmi,

Jo3 folmitulmagja fafji fiwna erifieen owat fahden
fiwun juurnijet foifesfa folmifulmasdja, mutta wilinen
fulma Yhdesjd on fuuvempi fuin wilinen fulma toijesfn;
uiin on funremman fulman wastaffainen ofema funrempi
fuin pienemmin fulman wostaffainen afema,

Jog  folmifulmisfa AEH
ja IKM fiwn AE=1IK ja fiwn
. AH=IM, mutta wdlinen /A >
- — & = 4\ wdlistd ~ KIM; niin fiwy EH

i funrempaa Fulnaa wasten on

"o

funvempi fiwna KM pienempdd fulmaa wasten.

Jo varhaisissa Eukleides-késikirjoituksissa, kuten Prokluksen editiossa
vuodelta 450 on huomattu, ettd Eukleides ei perustele, miksi ylla ole-
van konstruktion ympyrat leikkaavat toisensa jossain pisteessi A. Asiaa
voi parantaa huomaamalla, ettd kolmioepdyhtédlon ehdosta seuraa, etté
jalkimmaéainen ympyré leikkaa suoraa DFE pisteen E lisdksi myos toisessa
pisteessi, joka on janalla C'B ja itse asiassa ensimméisen ympyrén sisalld.
Piste E puolestaan on sen ulkopuolella. Jos hyvéksytdan jatkuvuusperi-
aate, jonka mukaan ympyré leikkaa toista, mikéli silld on piste sekéd toisen
sisé- ettd ulkopuolella, niin todistus on oleellisesti valmis.

TEHTAVA 1.23. Kulma on siirrettivd haluttuun kirkeen siten, ettd
kylkend on stitd alkava annettu puolisuora.

RATKAISU.

C

A G B E

Olkoon annettuna suora AB ja kulma DCE. Pitdi konstruoida sel-
lainen piste F', ettd L BAF = LECD.
Valitaan suoralta AB piste G siten, ettd AG = CFE [1.3]. Sitten
— menetellen kuten edellisessi tehtédvissd — konstruoidaan kolmio
ANAGF, jossa AG = CFE ja GF = ED [1.22]. SSS-lauseen 1.8 mukaan
kolmiot AAGF ja ACED ovat yhtenevit, joten myos L{GAF =
AECD. Tamé onkin viite, silld kulma £ GAF on sama kuin £ BAF'.
O

Aschan esittids seurauksena, ettd kolmion voi konstruoida, kun on annet-
tuna joko kaksi sivua ja niiden vélinen kulma tai kaksi kulmaa ja niiden
vélinen sivu.

Eukleides ja Aschan jdattdvit kumpikin huomiotta, ettd kulma voidaan
siirtdd kummallekin puolelle puolisuoraa. Seuraavan lauseen todistuksessa
on valittava oikein.



LAUSE 1.24. Olkoon kolmioissa NABC ja NA'B'C’ kaksi sivua pa-
rittain yhtd suuret, siis esim. AC = A'C' ja BC = B'C’', mutta
nitden vdliset kulmat eri suuret, siis esim. LACB > LA'C'B’. Til-
loin suuremman kulman vastainen sivu on suurempi kuin pienemmdn
kulman vastainen sivu, siis AB > A'B’.

TobpisTus. Siirretdén kulma £ ACB kirkeen C’ siten, ettd yhteni

kylkené on siitd alkava puolisuora CTA7 ja vapaa kylki on samalla
puolella kuin piste B’ [1.23]. Leikataan vapaasta kyljestd janan C'B
mittainen pala, jolloin 16ytyy apupiste P siten, etti C'P = C'B’ ja
LACB = £A'C'P [1.3]. Nyt kolmiot AABC' ja AA’PC’ ovat SKS-
sédnnon 1.4 nojalla yhtenevit. Todistus viimeistelldan lauseita 1.19,
1.21 ja 1.23 kéytellen eri tavoin riippuen siitd, onko B’ samalla vai eri
puolella suoraa AP kuin piste C’, tai ehki tuolla suoralla. Jos B’ ja C’
esimerkiksi ovat eri puolilla, kuten kuvassa, niin £C'PB’ > £ A'PB’
ja siis kolmion AB’C’P tasakylkisyyden vuoksi £C'B'P > £ A'PB’
[1.5]. Niinmuodoin £ A’B’'P > L A’PB’ eli kolmiosta AA’B’P kulma
£ A'B'P on suurempi kuin kulma £ AP B’ [Aks. 9]. Lauseen 1.19 mu-
kaan siis A’P > A’B’. Mutta AB = A'P, ja siis AB > A’B’, kuten
vaitettiin. Muut tapaukset késitelladn samalla idealla. O

Toisin kuin vanhimmat Eukleides-késikirjoitukset (ja min#d) Aschan esit-
tad koko todistuksen kaikissa tapauksissa. Tapaukset eroavat toisistaan
hiukan; erityisesti kannattaa huomata, ettd kolmannessa tapauksessa kéy-
tetddn lauseen 1.19 sijasta lausetta 1.21.

36
a. 23 Git. Pane pisteefen 1 fioun IK:n wiereen
;" Z gi:‘:’ /KIN= /A, a) Tee IN=AH, eli = IM. e)
o sop.  Dhoistd KN, niin piste M lanteaa faiffa ul-
k. 9 Gv.  fopuolelle, taitfa fifdpuolelle A IKN:uaq,
1.

19 Gt yoitfa fioun KN pddle. Jo8 fe lanfeaa
" ulfoyuolelle, niin wedd MN.

Siig on A\ EAH = AKIN ja fiou EH=KN. b
Sa fosta fiwn IN=1IM, niin on £ INM = ZIMN. D
Mutta ~ INM > / KNM: k) fii8 on £ IMN> / KNM
jo niinmuodoin £ KMN paljo >/ KNM. Kosfa nyt A\:8fa
KMN fulma KMN > fulmaa KNM, niin on fivo KN>KM. D
Waan EH=KN: fentdhden on myds EH>KM.

A 7 I8 taas M lanfeaifi
i i Z . KN:lle, niin on felwd, ettd KN,
E 0 KA
"N
H

v Mutta jos Folmannetfi M
Tanfeaa fifapuolelle, niin fivout
IN + NK > wiiwoja IM +
MK. m) ©ta molemmin puo-
lin poig phtdfuuret IM ja IN,
niin jddpd KN, jofa on= fiou
EH, on funvempi jddpdd KM. entdbden on aina fen
fuuremman wdlifulman wasgtafainen afema fuuremyi
afemaa, jofa feifoo pienemmdn wdlifen fulman wastasia.

., jofa on = EH, aina on {uu-
N rempi fuin KM.
I

25,  Ejitelmd, Wiittamd,

Qos folmifulmasfa faffi fawna evifjeen owat fahden
fiwun funruijet toijesja folmifulmasia, mutta ofema tot-
jesja on toifen afemas fuuvempi; uiin on junvenuman
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afeman wastaffainen fulnta fompi pienemmin afeman was-

taffaista fulmaa. _
08 AE =IK ja AH = IM, mut-

ta EH > KM; niin on L/ A> /1.
Gllei LA ole> 1, niin LA

Al t
/ \ on yhtafuuri Euin I, taiffa pienempi
E 3 b fitd. Jo8 LA olifi = Z1, niin

olifi myds afema EH=KM, a) jota
a 22 Giit.  toifin ebdoteftiin: fentdhden £ A ei ole =
« 2O /1 308 taas LA olifi < /1, niin olifi
myds afema EH<<KM, e) jofa myds foifin ehdotettiin:
fiis £ A ei ole pienempifddn fulmaa I. RKosfa LA
fiid ei taida olla yhtafuuri, eifd pienempifddn fuin LI,

"n

niin £ A pitdd olla fuurvempi fulmaa 1.

26, Ejitelmd, Waittama.

o8 faffi fulmaa folmifulmasjo erifjeen owat faf-
den Tulman fofoifet toifesja Yolmifulmasfa ja yiji fion
yhoesji on fiwunja funrninen toijesfo folmifulmasa, yh-
tifuuret fiwut offoot jofo tiettyjen Fulmien wilisfd, eli
hhdenfofoifien fiwujen wasdtagja; niin Folmifulmat owat
Yhteellifet, ja muntfin fiwnt ja fulma yhoesjd fiwminfa
in tulmanja jnuenifet toijesja folmifulmasja,

J08 LE=/IKM, LH= /M ja enfin fivu
EH——- fiwn KM, jotfa owat tiettyjen fulmien wd-
Ligfd; niin folmifulsuat AEH ja IKM owat faifin puolin

A I bhteellifet: fiis mydskin fiwn
AE=IK, AH=IM AN —
/ KIM.

S Cllei fiwu AH olifi =1M,
K niin toinen niistd olifi ifompi.
Olfoon IM> AH. Leiffaa MN =AH, a) ja yhdistd KN.

“ 7

LAuse 1.25. (Kédnteinen tulos lauseelle 1.24) Olkoon kolmiois-
sa NABC ja NA'B'C’ kaksi sivua parittain yhtd suuret, siis esim.
AC = A'C’ ja BC = B'C’, mutta kolmannet sivut eri suuret, siis
esim. AB > A'B’. Tilléin tuon sivun vastaiset kulmat ovat eri suuret
samoin pdin kuin kulmatkin, sits LACB > L A'C'B’.

Tobpistus. Lause 1.25 on loogisesti yhtépitdva lauseiden 1.4 ja 1.24
konjunktion "1.4 ja 1.24” kanssa, siis jo todistettu. (I

LAUSE 1.26. (KSK ja KKS) Kaksi kolmiota ovat yhtenevdit, jos
niissd on yksi yhteinen sivu ja kaksi yhtd suurta kulmaa siten, ettd
joko (KSK) sivu on kummassakin kolmiossa mainittujen kulmien vd-
lissi tai (KKS) sivu on kummassakin kolmiossa yhtd suuren kulman
vastapdinen.

Tobistus. Tarkastellaan aluksi tilannetta KSK, jossa yhteinen si-
vu on yhteisten kulmien véalissé.

C

A N 1N
Elleivit C'B ja C' B’ ole yhté pitkét, on toinen niisté pitempi. Olkoon
se esimerkiksi C'B’. Valitaan C’:n ja B’:n vilisti piste P siten, etti
PB’ = CB. Tillsin kolmiot AABC ja AA’B’P ovat SKS-lauseen 1.4
mukaan yhtenevit, joten LCAB = LPA'B’ eli L{C'A'B’ = {PA'B’,
mikid on mahdotonta, koska jilkimméinen on osa edellista [Aks. 9].
Ristiriita todistaa, ettd C'B ja C'B’ ovat yhté pitkét.

Tarkastellaan nyt tilannetta KKS, jossa yhteinen sivu ei ole yhteisten
kulmien véilissd, vaan esimerkiksi A-kulmaa vastassa.

C




Jos AB = A’B’, niin kolmiot AABC ja AA'B'C’ ovat yhtenevit
SKS-lauseen 1.4 nojalla, joten riittda tutkia tapaus, jossa AB #
A'B’, esimerkiksi AB > A’B’, kuten kuvassa. Siini tapauksessa lei-
kataan sivusta A’B’ janan AB pituinen pala B'Q [1.3], jolloin SKS-
lauseen 1.4 nojalla kolmiot AABC ja AQB'C’ ovat yhteneviit, erityi-
sesti LCAB = £C'QB’. Mutta oletettiin, etti LKCAB = LC'A'B’,
joten £C'QB' = £C'"A’B’, miké on kolmiossa AC’A’Q ulkokulma-
lauseen 1.16 vastaista, siis mahdotonta. O

Olisi houkuttelevaa tyytya todistamaan lauseesta 1.26 vain toinen puo-
li, esimerkiksi KSK, ja vedota sitten siihen, ettd kolmion kulmien summa
on aina sama, joten kaikki kulmat tunnetaan, kun kaksi niistd on annet-
tu. Kolmion kulmasummaa ei kuitenkaan ole vield téssd vaiheessa joh-
dettu, eikéd Eukleides sitéd halua vield tehddkain, silld kulmasummalause
perustuu yhdensuuntaisuusaksioomaan, jota ei vield ole kidytetty kertaa-
kaan. Eukleideen lauseiden jérjestys on valittu siten, etté todistetaan ensin
ne, jotka eivit edellytd yhdensuuntaisuusaksiooman voimassaoloa. Naiden
lauseiden muodostamaa kokonaisuutta sanotaan neutraaliksi geometriak-
st, koska se siséltyy niin euklidiseen kuin epdeuklidiseenkin geometriaan.
Lauseen 26 voisi tietenkin todistaa samaan tapaan kuin SKS-lauseen 1.4,
siis "kolmiota siirtdmélld” ja aksioomaan 8 vedoten. N&in Eukleides ei
tee, koska kiytossd on parempi todistus. (Vrt. lauseen 1.3 todistuksen
kommentteihin.)

Lause 26 on ilmeisesti jo kauan ennen Eukleidesta ollut egyptildisten pyra-
midinrakentajien tiedossa ainakin suorakulmaiselle kolmiolle, ja kreikka-
laisista matemaatikoista jo varhaisimman, Thaleen, kerrotaan todistaneen
sen.

Eukleidesta myohemmissd geometriankirjoissa on tédsséd kohdassa usein
luettelo kolmioiden yhtenevyyslauseista. Yleensd mukana on myos tapaus
SSK, jossa yhté suuria ovat kaksi sivua ja toisen vastainen kulma. Talloin
tosin tarvitaan lisdehto, esimerkiksi sellainen, etté toisten yhté suurien si-
vujen vastaiset kulmat ovat molemmissa kolmioissa terdvét, molemmissa
tylpét tai molemmissa suorat. Aschan seuraa Eukleidesta eiki esité lain-
kaan SSK-s#éntod. Sen sijaan hén esittdd lauseen 1.26 seurauksen, jonka
mukaan tasakylkisen kolmion kérjestéd kannalle piirretty korkeusjana ja-
kaa sekd kannan ettd kirkikulman tasan kahtia.

38
a. 3 Giit. RKosta EH=KM jo AH=MN, jo LH=
5 gg‘; ZM; niin AAEH ja A NKM owat yhteel-
Cioop lifet: o) fiis £ E= £ NKM. Mutta LE

ofettiin = ~ IKM: fentdhden on £ NKM =
Z IKM, ofa fofonaifenfa fansfa, jofa on mabdotonta. h)
@iig fiwu IM ei ole > fiwua AH, waan molemmat owat
yhtafunret. Ja fosfa fion EH=KM, fivu AH=IM ja
wdlinen / H= /M; niin on myds A\ AEH faifin puo-
lin yhteellinen A:n IKM:n fansfa. e).

Olfoon toifetfi fiwut AH=IM, jotfa feifowat
phdentofoifia fulmia wasten; niin A AEH ja AIKM
owat faifin puolin phteellifet, ja fiis fiwu EH=KM.

4 IN Gllei nyt fiwu EO olifi
\ =KM, niin yEi niistd olifi
funcempi. Olfoon KM > EH.
Fee OM =EH, a) jo wedd 10.

Tas{datin todistetaan, niin-
fuin enfimdifesfd tapautfesfa, ettd A\ AEH ja A IOM
owat Ffaifin puolin yhteellifet ja £ E= Z10M. Mutta
Z E otettiin = £ IKM: fentdbden olifi £ 10M= / IKM:
ulfofulma olifi wastatfaifen fifdfulman fofoinen, jofa on
mabdotonta. i) Niinmuodoin fiwut EH ja KM eiwdt ole eri-
fuuret, waan yhtdfuuret. Sitten ndytetddn famallq
tawalla Fuin enfin, ettd myds A AEH ja AIKM owat
faifin puolin yhteellifef.

Seuvausg.  Jos yhtdky(Eifen folmifulman Edvesta
Fobtifuora wiiwa wedetddn afeiiiaa wasdten, niin fe feit-
Faa fefa afeman ettd fulman festeltd fabtia.

27, Cjitelmd. Waittami,

SRRy T

H Kk © M

Qs fuora wiiwa leiffady fahto munte fuaron Wiis

waa jomalla tofapinnalle, tehden wiin janofut wuoro:
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Enlmat yhtafunifii; niin ne foffi fuoraa wiivaa owat
yhtijunntaijet.
émdat. St“ul‘mia AMK ja MKI, jotfa owat wiimain
AE:n ja HLn walild eripuolella Yeiffaawaa wiiwaa
MK, fanotaan wuorofulmifii. Wuorotulmia owat myds
EMK ja MKH,

I8 fii§ / AMK = / MKI, eli

y ZEMK= /MKH, niin on AE pj.
tafuuntainen fuin HI,

’ ' ) Cleimdt AE ja HI olifi b=
ta'fuuntmfet, niin tdytyifwdt fattua yhteen toifella taiffa
toifella puolella, jos ne Eyllin pitennetddn. J08 piten-
nettyind Yhtyifiwdt N:8{d, niin MNK on folmifulma, josfa
ulfofulma AMK pitdd olla > fifdtulmaa
) MKN, a) jofa on mabdotonta; filld ~ AMK
otgttun =/ MEN. entdbden eiwdt wiiwat AE ja HI
ta}ba fattua yhteen N:6fd eifd famasta {hystd mis{ddn
toifella puolella wiiwaa MK. Siis owat ne phtdfunntaifet.

a. 16 Gfit.

28.  @jitelmi. Waittimi,

308 juora wiiwa leitfan fahta munta juoran wii-
waa, tehden jofo ulfofulnan. fomanpuolifen wastaffaijen
fijdftman juurnijetii, efi molemmat fomanpuokijet fijitul-
mat yhteenji  fahden fuoran Fulman Yoloififli; niin ne
fafji juoraa wiiwaa owat Yhtajuuntaijet,
N J08 en{iffi jofu ulfofulma, e. m.
& £ NME on famanpuolifen wastakfaifen
fififulman MKI:n fofoinen, niin AE ia

i, HI owat yhtdfuuntaifet.
, & “  Rosfa L NME ofettiin = / NKI
10 £ NME = wastapdinen vistifulman{a

LAUSE 1.27. (Vuorokulmalause) Jos oheisessa kuviossa vuorokul-
mat « = LEFD ja = LAEF ovat yhtd suuret, niin suorat s = CD
jat = AB ovat yhdensuuntaiset, s || t.

A E B
) G
s A

TobIsTus. Jos ei s || t, niin yhdensuuntaisuuden mééritelmén 13

mukaan on olemassa niiden leikkauspiste G, joka on jommalla kum-

malla puolella leikkaavaa suoraa F'FE, esimerkiksi samalla puolella

kuin D, kuten kuvassa. Télloin syntyy kolmio AEGF, jossa ulko-

kulma £ AEF on yhtd suuri kuin sisikulma £ FF'G, miké on vastoin

ulkokulmalausetta 1.16 ja siis mahdotonta. Siis s || ¢. O
Itse asiassa vuorokulmalause 1.27 ja ulkokulmalause 1.16 ovat loogisesti
yvhtéapitavit samaan tapaan kuin mm. lauseet 1.18 ja 1.19 kesken#én, joten
uusi todistus on tarpeeton.

LAUSE 1.28. (Vuorokulmalauseen toisia muotoja)
a) Jos kuvassa kulmien o ja v summa on kaksi suoraa kulmaa, niin

suorat s ja t ovat yhdensuuntaiset.
b) Jos kuvassa kulmat o ja § ovat yhtd suuret, niin suorat s ja t ovat

yhdensuuntaiset.
A{ t

I2E

TobpisTus. Lause seuraa edellisestd yhdistettyné ristikulmalausee-
seen 1.15 ja vieruskulmalauseeseen 1.13. O



Vuorokulmalauseesta alkaa Eukleideen 1. kirjan toinen jakso, jossa kési-
tellidn yhdensuuntaisuutta — alkuosassahan pééakohteena olivat kolmiot.
Molemmat asiakokonaisuudet yhdistetddan 1. kirjan kolmannessa osassa,
jossa tutkitaan kolmioiden kokoa eli pinta-alaa suunnikkaiden avulla, sel-
vitetddn milloin kaksi kolmiota ovat yhtd suuria olematta véalttdméatta
yhtenevié ja todistetaan lopuksi Pythagoraan lause.

Useiden aikaisempien lauseiden ka#nteinen muoto oli helppo seuraus al-
kuperéisestd lauseesta, mutta vuorokulmalauseen osalta asia on toisin.
Kéédnteinen vuorokulmalause 1.29 on itse asiassa riippumaton kaikesta
tahdn mennessi todistetusta ja sisélloltddn periaatteessa sama asia kuin
yhdensuuntaisuusaksiooma 12 eli Eukleideen 5. postulaatti, joka on esi-
telty lauseen 1.17 yhteydessé.

LAuse 1.29. (K&#nteinen vuorokulmalause)

Jos s || t, niin o« = B, & = § ja a ja v ovat yhteensd kaksi suoraa
kulmaa.

Vieruskulmalauseen 1.13 ja ristikulmalauseen 1.15 nojalla riittda tieten-
kin todistaa, ettd « ja v ovat yhteensé tasan kaksi suoraa kulmaa. Euklei-
deen yhdensuuntaisuusaksiooman mukaan s ja t leikkaisivat toisensa, jos
« ja 7y olisivat yhteensd vihemmén kuin kaksi suoraa kulmaa. Toisaalta
« ja vy eivit ole yhteensd myoskddn enemmén kuin kaksi suoraa kulmaa,
silla silloin niiden vieruskulmat § ja e olisivat yhteensé alle kaksi suoraa
kulmaa, jolloin s ja t leikkaisivat toisensa kuitenkin.

Koska yhdensuuntaisuusaksiooma eri muodoissaan on asia, joka erottaa
euklidisen geometrian epaeuklidisesta, korostamme sitd esittamalla kdan-
teisen vuorokulmalauseen alkuperiisen todistuksen nykysuomeksi, vaikka
Aschanin ka#nnoskin on hyva.

a
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a. 15 6fit.  AMK, &) niin on / AMK = / MKI. &) Mutta
b or e AMK ja MKI owat wuorofulmia: fiis owat
i 13 gie. AE ja HI phtdfuuntaifet. h).

J08 toifekfi famanpuolifet fifdfulmat
EMK + MKI = 2 {uovaa fulmaa, niin AE ja HI owat
yhtafuuntaifet.
. Kosfa £ EMK + / MKI owat = 2 {uoraa fulmaa,
Ja ZEMK + / AMK =2 fuoraa; i) niin fulmat EMK +
MKI= fulmat EMK + AMK. e) 308 {ii8 yhteinen / EMK
molemmin puolin otetaan pois, niin wuorofulmat AMK
ja MKI owat yhoenfofoifet. Sentdhden owat nytfin AE
ja HI phtdfuuntaifet.

29, Ejitelmd, Whittdmd,
J05 fuora wiiwa leffaa fahta munte yhtdiuuutaiste

fuoraa wiiwaa; niin wuorofulmat owat yhoenfofoifet, ul-
fofulma on jomanpuolifen wastaifen {ijafulman funeninen
jo ne fafji jamanpuolijet fijafulmat yhteenji fafji fuoraa
fulmaa,
N J08 NO [eitfaa ne yhtdfuuntaifet
¢ Wwiiwat AE ja HI, niin enfiffi owat
wuorofulmat AMK ja MKI yhdenfofoifet.
Gllei £ AMK olifi = / MKI, niin
" yEfi beidtd olifi ifompi. Olfoon AMK
ifompi. Lifdd £ KME molemmin puo-
: :g gﬁ; lin, niin £ AMK + / KME > / MKI +
- iai:“?(&ﬁt. Z KME.  Mutta fulmat AMK -+ KME
owat =2 fuoraa fulman: a) fii8 owat
fulmat MKI 4+ KME < 2 fuoraa fulmaa. Sentdbhden
pitdd wiiwain AE ja HI, jog ne tavpesEfi pitennetddn,
fattua yhteen, e) jofa on mahdotonta, foska owat yh-

H
0

a o

-2
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tafuuntaifet. Niinmuodoin £ AMK ei faata olla > £ MKI,
waan molemmat owat ybhtdfuuret.

Toifeffi on ulfofulma NME = fi{dfulma MKI;
fild molemmat owat £ AMK:n fofoifet. h).

Kolmannetf{i owat famanpuolifet fifdfulmat
EMK + MKI=2 f{uoraa fulmaa.

Silld fosfa £ AMK = / MKI, niin jo8 [i{ddt mo-
lemmin puolin / EMK, owat £ AMK + / EMK =
ZMKI+ /EMK, OMutta AMK -+ EMK = 2 fuoraa ful-
maa, a) fiis owat myds MKI 4 EMK = 2 {uoraa flmaa.

1 Seuraus. o8 ulfofulmista, fifatulmista, eli
wuorofulmista waan vEfi on fuora, niin owat myds faitki
muntfin fuoria. RNiinmuodboin fuora wiimwa yhtaifaa on
Fobtifuorasfa molempia yhtdfuuntaifia wiimwoja wasten.
; 2 Geurausd, Jos ufeampi wiis

woja (NK, OR, PM) webdetddn yhtdfuun-
L taigten wiiwain (AE, HI) wdlille fobti-
’ fuorin foifesta toifeen, niin fobtifuos
rat wiiwat, yhtdfuuntaisten Fesfelld, owat 1) yhtdfunn-
taifet ja 2) yhtdpitfdat. Myds owat yhtdfuuntaisten
palaifet (NO ja KR, OP ja RM), Fobtifuorain wiiwain
wdlilld, yhtapitkdt. *).

3 Seuraus. Saman -pisteen Ffautta ei woida
wetdd ufeampia Fuin yEfi fuora wiiwa tietyn fuoran wii-
wan fandfa yhtafuntaifetfi.

4 Senraus. Kaffi fulmaa (AEH ja

/" /’ IKN), joiden Eyljet owat yhtdfuuntaifet,
K

H N o P

4 K i

/., owatFesfendn{d yhdenfoloifet. — Silld
. —“r"“ , 108 pitenndt 1K:n, funnes leiffaa Fyl-

jen HE, niin £/ IKN = / KMH = / AEH,
Sentdhden on myds L IKN = / AEH.

*) Todistetaan 28 ja 26 efitelmdin perusteille,

TobisTus. Leikatkoon suora EF yhdensuuntaisia suoria AB ja
CD. Viitetdén, ettd vuorokulmat L AGH ja £GHD ovat yhté suu-
ret, kulmat £ EGB ja L{GH D ovat keskendéin yhté suuret ja saman-
puoliset sisikulmat L BGH ja £ GH D ovat yhteensé yhté paljon kuin
kaksi suoraa kulmaa.

Néin on, silld jos kulmat L AGH ja AGHD ovat erisuuret, niin toi-
nen niistd on suurempi. Olkoon LAGH suurempi. Lisétdin kum-
paankin sama kulma £BGH (ja huomataan, ettd) kulmat LAGH
ja £ BGH ovat yhteensd enemmién kuin kulmat £ BGH ja L{GHD.
Mutta LAGH ja £{BGH ovat (vieruskulmia ja siis) yhteensd kaksi
suoraa kulmaa [1.13], joten L BGH ja £GH D ovat yhteensé viihem-
mén kuin kaksi suoraa kulmaa. Niin ollen suorat AB ja C'D koh-
taavat yhdensuuntaisuusaksiooman nojalla toisensa; mutta ne eivét
voi kohdata toisiaan, koska ne on oletettu yhdensuuntaisiksi. Siksi
kulmat L AGH ja LGHD eivit olekaan erisuuret vaan yhta suuret.
Nyt kulmat AGH ja EGB ovat (ristikulmina) yhtd suuret [1.15],
joten kulma £EGB on yhté suuri kuin £4GHD [Aks. 1]. Lisétaén
kumpaankin kulma £ BGH (jolloin huomataan, ettd) kulmat £ EGB
ja ABGH ovat yhtd suuria kuin kulmat K BGH ja {GHD. Mutta
LEGB ja £ BGH ovat (vieruskulmia ja siis) yhteensé kaksi suoraa
kulmaa [1.13]. Siksi LBGH ja £GHD ovat yhteenséd kaksi suoraa
kulmaa. U

Aschan esittdd vuorokulmalauseelle ja k#dnteiselle vuorokulmalauseelle
nelja seurauslausetta, joita ei ole Eukleideella.

SEURAUS 1. Jos suora leikkaa toisen kahdesta yhdensuuntaisesta
suorakulmaisesti, niin se leikkaa toisenkin suorakulmaisesti.

SEURAUS 2. Jos kahdelle yhdensuuntaiselle piirretidn kummallekin
normaali, niin normaalit ovat keskenddn yhdensuuntaiset ja niistd
alkuperdisten suorien vdliin jadvdt osat ovat yhtd pitkdat. Tdssd mie-
lessd kaksi yhdensuuntaista suoraa ovat kaikista kohdista yhtd kau-
kana toisistaan.

Aschan viittad virheellisesti, ettd tdmé& kohta olisi seuraus vuorokulma-
lauseesta 1.28 eiké lauseesta 1.29. Liséksi hidn on tuskin huomannut esit-
tdvansi téssd lauseena asian, jonka on FEukleideesta poiketen siséllytté-



nyt yhdensuuntaisuuden méaéaritelméén. Vastaavia loogisia virheita on va-
litettavasti nykyisissékin oppikirjoissa.

SEURAUS 3. Annetun suoran ulkopuolisen pisteen kautta kulkee enin-
tadn yksi annetun kanssa yhdensuuntainen suora.

Tamé on yhdensuuntaisuusaksiooman tunnetuin esitystapa, Playfairin
aksiooma.

SEURAUS 4. Kaksi kulmaa, joiden kyljet ovat yhdensuuntaiset, ovat
yhtd suuret.

Sanomatta jii, ettd kyseessd voi olla myods annetun vieruskulma.

LAUSE 1.30. Saman suoran kanssa yhdensuuntaiset suorat ovat kes-
kendadnkin yhdensuuntaiset

TobisTus. Viite seuraa vuorokulmalauseesta 1.27 ja sen ka#ntei-
sestd lauseesta 1.29. O

Sisalloltdan lause 1.30 on sama kuin Playfairin aksiooma, silla se, etté
eri suorat s ja r ovat molemmat suoran s suuntaisia, mutta leikkaavat
toisensa jossain pisteessd P, on sama asia kuin ettd pisteen P kautta
kulkee kaksi suoralle s yhdensuuntaista suoraa, nimittdin ¢ ja r. Lause
1.30 kieltda néistd asiantiloista toisen ja Playfairin aksiooma toisen.

TEHTAVA 1.31. On piirrettdvi annetun pisteen kautta annetun suo-
ran kanssa yhdensuuntainen suora.

RATKAISU. Olkoon A annettu piste ja s = BC' annettu suora. Teh-
tdvinéd on 10ytdd A:n kautta kulkeva BC':n suuntainen suora. Vali-
taan suoralta BC mielivaltainen piste D. Siirretddn kulma £ ADC
kérkeen A siten, etté sivuna on siitd alkava puolisuora zﬁ ja vapaa

A
E F

s
B D C

— —
kylki AE on samalla puolella kuin piste B [1.23]. Jatketaan AFE' pis-

42
30. Ejitelmd, Wiiittima,

Saman  wiiwan fangja yhtdfuuntaifet wiiwat owat

feafendnjafin yhtajuuntaijet,
; e J08 wiiwat AE ja KM jouffemqt
Y /3 . famaa fuuntaa fuin wiwa HI, niin
ne owat fesfendnfd vhtafuuntaifet.
. Webd {uora wiiwa NP, jofa
leffaa Faiffi Folme wiiwaa AE, HI ja
a. 29 ®it. KM, Kosfa nyt AE ja HI owat yhtdafuun-
e 27 Giit.  tgifet, niin wuorofulmat ANO ja NOI owat
yhdenfofoifet; ja fosfa HI ja KM owat ybhtdfuuntaifet,
nitn ulfofulma NOI-= famanpuolinen fifafulma OPM. a)
Sii8 on £ ANO= / OPM, ja ndiden ollesfa wuovoful-
mia, owat niinmuodoin witwat AE ja KM yhtafuuntaifet. e)

31, Cjitelmi, Tehtiwd.

Quinfa tietystd pisteestd wedetddn juora wiitva tie-
tyn juoran wiiwan fansja yhtajuuntaijetii?

K A__H A:8ta wedettdfodn fuora wiiwa
phtafinmtaa fuin EH.

Wedd tietystd pisteestd A fuora
wiiwa AL mibin hywdanfd tietylle wii-
a. 23 Giit.  walle EH. Pane pisteefen A witwan Al:n
e 2T Gft yyieveen L IAK= / AIH, a) ja pitennd KA,
niin KM ja EH owat yhtdfuuntaifet.

Silla wuovofulmat AIH ja IAK owat tehty phden-
fofoififfi. e).

1 Seuraus. RKuinfa {uora wiiwa wedetddn tie-
tylle fuovalle wiiwalle tietystd pisteestd wiiwan ulfo-
puolella, ettd Fulma wiiwain walilld on tietyn {uova-
witwaifen fulman {unruinen?

K

/
/
/

E 1 H
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2 Seuraus. Kuinfa folmifulma wiiwataan, jos Fakfi

fulmaa jo jofu nditd wasten feifowa fwou olifi tietysfd?

32, fitelmi, Wiiittdmi,

Qo3 jofu fiton Yolmifulmasdja pitennetddn, niin nl-
fofulma on yhtajumri fnin molemmat wostatfaijet fijiful-
mat yhteenjidi, Ja Iudjafin  folmifulmasjia owat [faiffi
folme fulman yhteenji fahden juoran fulman fofoijet,

Pitennd efim. fiwu EH, niin
ulfofulma AHI= wastakfaifet fifd-
fulmat E+ A, Ja faiffi folme
fulmaa E + A + AHE = 2 {uoraa

fulmaa.
a. Z:; ggt. MWedd HK yhtafuuntaa fuin EA, a) niin
b 13 G, ©Of wuovofulma A=/ AHK, ja ulfofulma

A K ;

E i

KHI = {amanpuolinen fijdfulma E. o) Sen-

tahden on £ A+ / E= / AHK 4 / KHI, jotfa yhteenfd
tefewat folmifulman ulfopuolifen ./ AHI,

Kosta fiis LA+ LE= / AHI, niin lifdd mo-
lemmin puolin £/ AHE, Siidon LA+ LE+ / AHE=
Z AHI+ Z AHE. Mutta A AHI+ £ AHE = 2 {uoraa
tulmaa: b) Sentdhden on myds8 LA+ LE+ L AHE=
2 {uoraa fulmaa. ‘ ,

1 Seuraus. Kusfakin Folmitulmasdia owat Faiffi

folme fulmaa yhteenfd yhtdfunvet fuin Faiffi folme ful-
maa yhieen toifesfa Folmitulmasia.
‘ 2 Seuraus. Jos faffi fulmaa folmifulmasia,
mfo eciffeen eli yhteen{d, owat fahden fulman Fokoifet
toifesfa Folmifulmasfa, niin on folmas fulma folmans
ten fofoinen molemmis{a folmifulmisfa.

teen A yli suoraksi EF. Nyt vuorokulmat { FAD ja L ADC ovat
yhté suuret, joten vuorokulmalauseen 1.27 nojalla suorat BC ja EF
ovat yhdensuuntaiset. O

Konstruktio ja todistus olisi voitu tehdé jo kohdassa 1.27, jossa on vuoro-
kulmalause, siis ilman yhdensuuntaisuusaksioomaa. Lause esitetdéin vasta
téssé siitd syysté, ettd vasta nyt tiedetdéin kddnteisen vuorokulmalauseen
perusteella, ettd ratkaisu on yksikésitteinen. Playfairin aksiooma sanoo
tdman eksplisiittisesti.

Aschan esittdé seuraavat Eukleideelta 16ytyméattomét tehtévét:

SEURAUS 1. Annetun suoran ulkopuolisen pisteen kautta voi kon-
struoida suoran, joka leikkaa annetun suoran annetussa kulmassa.

SEURAUS 2. (KKS-konstruktio) Kolmio voidaan konstruoida, kun
tunnetaan kaksi kulmaa ja toisen vastainen sivu; tdmdhdn seuraa
edellisestd seurauksesta.

LAuse 1.32. (Kulmasummalause) Kolmion ulkokulma on yhtd
suuri kuin kahden muun kdrjen sisakulmat yhteensd ja kolmion kaik-
kien sisdkulmien summa on kaksi suoraa kulmaa.

E

B
c D

TobisTus. Tarkastellaan kolmion AABC ulkokulmaa «ACD.
Konstruoidaan pisteen C' kautta yhdensuuntainen suoralle AB [1.31].
Kéédnteisen vuorokulmalauseen 1.29 mukaan vuorokulmat £ BAC ja
L ACE ovat yhtéd suuret. Kédnteinen vuorokulmalause sanoo myos,
ettd kulmat £ ABC ja L ECD ovat kesken&dn yhtd suuret. Kulmien
LACE ja £ECD summa £ACD on siis yhtd suuri kuin kulmat
£BAC ja LABC yhteensi, eli ulkokulma kérjessd C' on yhtéd suuri
kuin sisdkulmat £A ja 4B yhteensi, kuten viitettiin. Kulmasum-
maa koskeva viite seuraa téstd ja siité, ettd vieruskulmien L BC'A ja
LACE summa on kaksi suoraa kulmaa [1.13]. O



Kolmion kulmasumma on ollut kdytéannossé tiedossa kauan ennen Euklei-
desta, mahdollisesti jo muinaisessa Egyptissid. Eukleideen todistusta tun-
netumpi on Pythagoraan todistus, joka yleensé esitetddn geometrian op-
pikirjoissa ja jossa apuviivana on yhden sivun suuntainen, vastakkaisen
kérjen kautta kulkeva suora. Aikojen kuluessa on koetettu keksid yhden-
suuntaisuuden teoriasta kokonaan riippumattomia todistuksia, mutta sel-
laista ei voi olla olemassa, silld yhdensuuntaisuusaksiooma on todistetta-
vissa, jos kolmion kulmasumma oletetaan tunnetuksi. Itse asiassa vihem-
pikin riittdé: 1800-luvun alussa todistettiin, ettéd jos edes yhden kolmion
kulmasumma on véhintdan 180 astetta, niin yhdensuuntaisuusaksiooma
on voimassa.

Aschanin Eukleides-versiossa kulmasummalause korostuu ansionsa mukai-
sesti, sill4 siité esitetéddn peréti yhdeksén téarkedd seurausta. Todistuksia ei
ole, eikd mikéadn korollaareista taaskaan esiinny vanhimmissa Eukleides-
késikirjoituksissa, vaikka ne ovat tietenkin olleet tunnettuja. Viisi ensim-
méistd ovat Stromerin ruotsinnoksesta. Seuraus 6 liittyy yhteen geomet-
rian historian kuuluisimmista ongelmista: miten voisi jakaa mielivaltaisen
kulman kolmeen yhtd suureen osaan harpilla ja viivoittimella. Seuraus
8 puolestaan liittyy kuvioon, jonka avulla kulmasummalauseen véiite on
luultavasti alun perin keksitty suorakulmaisen kolmion tapauksessa. Tés-
sé pisteet B, C ja D ovat samalla A-keskiselld ympyrankeh#lld ja tilanne
on sama kuin Thaleen lauseessa, jonka mukaan puoliympyrédén liittyva
kehdkulma on suora. Seurauksen 7 kuviota taas kaytetdén koulukirjoissa
toisinaan Pythagoraan lauseen todistamiseen. Sellainen todistus perus-
tuu kolmioiden yhdenmuotoisuuteen — aiheeseen, jota Eukleides késitte-
lee vasta Alkeiden 6. kirjassa.

SEURAUS 1. Kaikissa kolmioissa on sama kulmien summea.

SEURAUS 2. Jos kaksi kulmaa kahdessa kolmiossa ovat yhtd suuret,
on kolmaskin.

SEURAUS 3. Suorakulmaisessa kolmiossa terdvien kulmien summa
on suora kulma.

SEURAUS 4. Jos tasakylkisessd kolmiossa kylkien vdilinen kulma on
suora kulma, niin kantakulmat ovat kumpikin puolet suorasta kul-
masta (eli 45°).
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3 Seuraus. 308 vEfi fulma Folmifulmasdia on
fuora, niin teferodt foifet faffi fulmaa yheenfd fuo-
ran fulman,

& Seuraunsd. Jos phtdfyltifis{d folmifulmisfa Byl-
fien wdlinen fulma on {uora, niin fumpainen afeman
wiereifistd fulmista on puoli fuoraa fulmaa, fe on 45°.

5 Seuraus. Sofainen fulma ybtafiwuifisia ol
mitulmisfa on folmad ofa Fahdedta fuovasta fulmasta,
eli 3 ofaa yhbestd {uovasta Fulmasta, fe on 60°.

6 Seuvans. SKuinfa fuora fulma leifataan Fol-
meen phtd{uureen ofaan. _

7 Seurdus. Jod A\:8{a AHE

: {fuovan fulman Fdvestd H wedetddn ol

/ %l tifuora wiiwa HI wastattaifelle fivoulle

I__Ng AE, niin fuora fulma tdltd leifataan

fahteen ofaan AHI ja IHE, jotfa owat

winofulmain fofoifet Folmifulmasfa,

fumpifin ofa nimittdin fen fulman fofoinen, jofa on

toifella puolella fohtifuoraa wiiwaa: £ AHI= Z AEH
jo £ IHE = / HAE. :

1 8 Seuraus. Jos tafakyltifen Fol-

/ mifulman AHE:n yEfi EylEi pitennetddn

B fdrestd eteenpdin, ettd HI=HE, ja IE

' yhdistetddn, niin £ AEI on fuora ja

Z/E IE_ | AE.

3 Gilld /A= /ABH jo /1=
ZHEL: a) fiid on £ A + £1=AEH+
/ HEI, {fe on = Z AEL &) Mutta Faiffi
folme fulmaa A+ I+ AEI=2 fuoraa ful-
maa: fentdbden on £ AEI= fuora fulma ja IE_L AE. h).

9 Geurand. NMonifiwuifisfa fuwioisfa tefewdt
faifti fulmat vbhteen faffi fertaa niin monta fuoraa

a. B Gjit.
e. 2 Gelw.
h. 10 Madrit,
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fulwaa, fuin on fiwuja fuwiosfa, wahennetty 4:0& fito-
vala fulmalla. 8-fulmasfa owat efim. Faiffi fulmat
phteenfd 16 — 4 =12 fuoraa fulmaa.

Gilld jog otat jonfun pidteen Fuwiosfa ja weddt
fuoria wiiwoja jofa fulman Eacfeen, niin fuwio jactaan
ndiltd niin moneen folmifulmaan, fuin on fiwouja fu-
wiodfa. Ndiden yhdistetyt fulmat tefewdt 2 Fertaa
niin monta fuoraa fulmaa, fuin on folmifulnia. Mutta
ne fulmat, jotfa feifowat pisteen ympdri fuwiodfa ja
tefewdt yhteen 4 fuovaa fulmaa, a)
eiwdt ole fwwion fulmia ja pitdd fiis

[

ofettaman fulmien padluwusta.

a. 2 Geur. 13 Gjit.

33, @jitelmd, Wiittimi,

308 faffi fuoran wiiwaa owat Yhtijuuntaijet ja yh-
tijunret, niin owat myds juorat wiiwat, jotfa jamalla puo-
lella yhdistiwdt ndiden piit, yhtafuuntaijfet ja yhtafunret.

J08 wiiwat AE ja HI owat yh-
tafuuntaifet ja yhtd{uuvet; niin owat
mydstin wiiwat AH ja EI, jotfa fa-
malla puolella yhdistAwdt ndiden
. padt, yhtafuuntaifet ja yhidfuuvet.

: edd AL Rosfa AE ja HI owat yh-

tdfuuntaifet, niin owat wuorofulmat EAL ja
AIH ybdenfooifet. ay Myt on fiwu AE=HI, fiwn Al
on phteinen ja wdlinen / EAI= / AlH. Gentdhden
folmifulmat EAI ja AIH owat yhteellifet, fiwon AH=EI

A E

H 1

=0 ®

o)
~N O
& &R &
===

.2

ja L AIE= ZI1AH. ) Mutta fulmat AIE ja IAH owat

wuorofulmia: fii6 owat AH ja EI phtdfuuntaifet. h)
Riinmuodoin on AH pbtafuuntainen ja yhtafuuri fuin EI

SEURAUS 5. Tasastvuisen kolmion kulmat ovat kukin % suorasta kul-
masta (eli 60°).

SEURAUS 6. Suora kulma osataan jakaa harpilla ja vitvoittimella kol-
meen yhtd suureen osaan.

SEURAUS 7. Jos suorakulmaisessa kolmiossa piirretiin normaali
suorasta kulmasta sen vastakkaiselle sivulle, niin syntyvissd kahdessa
osakolmiossa on yhtd suuret kulmat kuin alkuperdisessa.

/éEC\
A D B
SEURAUS 8. Jos tasakylkisen kolmion AN(ABC) kylki jatketaan kdr-

jen A yli oman pituutensa verran kohtaan D, niin A(CBD) on suo-
rakulmainen silld tavalla, etté CD 1L BD.

;\
C A D

SEURAUS 9. n-kulmion kulmien summa on (n—2) kertaa kaksi suoraa

kulmaa.

LAUSE 1.33. Jos kaksi janaa ovat yhdensuuntaiset (eli yhdensuun-
taisilla suorilla) ja yhtd suuret, niin ovat myds niiden samanpuolisia
padtepisteitd yhdistdvdt janat yhdensuuntaiset ja yhtd pitkdt.

A B




TobisTus. Olkoot janat AB ja C'D yhdensuuntaiset ja yhté pitkét
ja B ja D eri puolella suoraa AC. Osoitetaan, etti AD | BC ja
AD = BC.

Kaanteisen vuorokulmalauseen 1.29 nojalla £ BAC = LACD, ole-
tettiin AB = CD ja tietenkin on AC = AC'. Siksi kolmiot AABC
ja ACDA ovat SKS-lauseen 1.4 mukaan yhtenevit ja siis AD = BC
ja lisiksi LACD = £LBAC, josta vuorokulmalauseen 1.27 mukaan
seuraa AD || BC. O

Aschan on kirjan alussa méaéritellyt suunnikkaan nelikulmioksi, jolla on
kaksi paria yhdensuuntaisia sivuja. Hin muistuttaa téssd kohdassa, ettd
nyt on todistettu, ettd nelikulmio, jolla on yksi pari yhdensuuntaisia ja
yhté pitkid sivuja, on suunnikas.

LAUSE 1.34. Suunnikkaassa vastakkaiset sivut ja kulmat ovat yhtd
suuret ja ldvistaja jokaa suunnikkaan kahteen yhtenevddn osaan.

TODISTUS.
A E

[N/

Cc D

Suunnikas on mé#éritelty nelikulmioksi, jossa vastakkaiset sivut ovat
yhdensuuntaisia. Olkoon AC suunnikkaan JABCD lavistdja. Ole-
tuksesta AB || C'D seuraa kiénteisen vuorokulmalauseen 1.29 nojal-
la, ettd L BAC' = LACD. Vastaavasti myos £ BCA = £LDAC. Mut-
ta tietenkin AD = DA, joten kolmiot AACD ja ACAB ovat KSK-
lauseen 1.26 mukaan yhtenevét, erityisesti AB = CD, AD = BC
ja LABC = LCDA. Viite LDAB = £BCD voidaan todistaa joko
vastaavasti tai huomauttamalla FEukleideen tapaan, ettd ndméa kul-
mat muodostuvat kahdesta osasta, jotka kolmioiden yhtenevyyden
takia ovat parittain yhtd suuret [Aks. 2]. O

Aschan esittdé lopuksi pedagogisesti hyvin perustellun muistututuksen:
Edellinen lause pétee kdantdenkin: "perivastoin on nelikulmio suunnikas,

kunhan sen vastakkaiset sivut tai vastakkaiset kulmat ovat parittain yhta
suuret”.
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M. Tama tabtoo foisten fanoa, eftd nelifiwuinen Fu:
wio, jodfa on Ffaffi vhtafuuntaista ja phtafunrta fivua, on
fuunnifas.

34, Gjitelmi, Wiittami,

Smnniffaagja owat wastaffaijet fiwut jo fulmat
yhoentotoijet, jo liwistiji jofaa fen Feafelt fabtia.

E Suunniffaasfa AEIH, jonfa [dpi
Al juoffee, on fiwu AE = HI, AH =EI,
/ EAH= /EH ja ZAEI= / AHI;
o 7 mydstin on A\ AEI= A AHL

e

a. 29 Giit. Rosta fivut AE ja HI owat phtdfuun:
. 26 St taifet, niin wuorofulmat EAI ja AIH owat yb-

penfofoifet, a) ja fosfa fiwut AH ja EI owat
yhtafuuntaifet, niin HAL ja AIE owat fesfendn{a vh-
penfofoifet wuorofulmat. a) Siid owat faffi fulmaa
EAI ja AIE A:8fa AEI fulmainfa AL ja HAI fofoifet
toifesfa A\:8fa AHI, fiwu AI on yhteinen, jonfa tdhden

- A EAI on = A\ HAI, fiwy AE = HI, fiwu EI = AH ja

/ AEI= / AHL &) Mydsfin fofonainen L HAE = fo-
fonainen / HIE, fosfa ne ofittain owat toinen toifenfa
fansfa yhtdfuuret, by / HAI= Z AIE ja Z EAI= Z AIH.

M. Periwastoin faatetaan padttad, eftd nelifiouinen

Fuwio on fuunnifag, iod fen wastaffaifet fulmat, eli fiwut,
owat phdentofoifet. '

1 Seurvaus. So8 yffi fulma funnniffaasdia on
fuova, niin owat Eaiffi Fulmat fuoria ja fuunnifas
{uoratulmio. e

9 Seuransd. Suunniffaan faffi lawistajaa ja-
Faawat toinen toifenfa fesfeltd f_ch)tia. . o

3 Genrausd. Jos [dwistdjdn fesfitfe wedetadn
{uora wiwa miten hywdnfd fuunnitfaasia, niin fuun-
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] Y7 nifad taltd jaetaan niin, ettd ofafu-
- =/ wiot owat yhteellifet.
Gilld A NKI= A AKM, A IKE 22
41t /AAKH ja AMKE A HKN.

4 Seuraus. Suorafulmaifen {uunniffaan [(4-
wistdjdt owat phtdfuuret, winofulmaifen evifumcet. Sa
pdain wastoin on fuunnifad fuorafulmainen, eli wino-
fulmainen, fen jdlfeen Fuin [dwistdjat owat yhtdfuuret
eli evifuuvet.

Silld fiwut HI ja IE A\:8fa HIE (Fatfo edell. fuwaa)
owat eriffeen yhtdfuuret fiwujen AE:n ja ELn fansfa
A\8fa AEL.  J08 nyt < HIE ja £ AEI owat fuorat ja
. fii8 ybtdfuuret, niin on fiwy HE = AL a)
e of G, Deutta jod L HIE on fevdwd ia fii8 £ AEI

tylfd, niin fiwy HE <f{iwua AL &) Toifen-
puolinen wditds todistetaan 25 efitelmdn perusteelle.

5 Seurausd. Pbtdfiwuifen fuunnitfaan ldwistdjit
owat fobtifuorasfa toinen toistanfa wasten ja leitfaamwat
fesfeltd fabtia Fulmat, joiden [dpi menewdt. Grifiwuifen
fuunniffaan [dwistdjdt owat wastattain winosfa ja tefe-
wdt ainoasti wuorobulmat phtdfuuriti. Edelifes{d owat
Faiffi molemmilta lawistdjiltd fynnytetyt Folmifulmat
phteellifet, [dlfimdifesfd ainoasti wasdtakEaifet.

6 Seurauns. Suunniffaat owat, niinfuin folmi-
Fulmatin, phteelifet, jos Eaffi fioua ja wdlinen fulma,
eli faffi fiwua ja yhdistdwd ldwistdid owat yhdentokoifet.

7 Seuraus. Nelidt owat yhdenfofoifet, joiden
fiout owat yhtdfuuret. Ja pdin wastoin owat yhtd-
funrisfa nelidisfd myds fiwut yhvenfofoifet.

Ghelligtd woidaan belposdti toteen ndvpttdd. Gttd
myds jalfimdifesid wditoEfesfd on totuus, ndytetddn
feuraawalla tawala.

Aschanin kddnnoksessé seuraa jilleen pitké rivi omia korollaareja, joista
vain numerot 4 ja 7 on todistettu. Seuraus 7 vaatii erityistd huomiota, on-
han tdmé ensimméinen kerta, kun Aschan mainitsee jonkin kuvion, téssi
nelion, kaksiulotteinen suuruus eli pinta-ala. Todistus on alla nykysuo-
meksi. Kannattaa huomata, ettd Aschanin kirjaan painettu kuvio, sama
kuin Stromerin laitoksessa, on mittasuhteiltaan harhaanjohtava vaikka ei
virheellinen.

SEURAUS 1. Jos suunnikkaassa on yksikin suora kulma, niin se on
suorakulmio.

SEURAUS 2. Suunnikkaan ldvistdjit puolittavat toisensa.

SEURAUS 3. Jos ldvistdjin keskipisteen kautta vedetddn suora viiva
missd hyvinsd suunnassa, niin se jakaa suunnikkaan kahdeksi yhte-
nevdksi monikulmioksi.

SEURAUS 4. Suorakulmion ldvistdjit ovat yhtd pitkdt. Muun suun-
nikkaan ldvistdjat ovat eripitkdt.

SEURAUS 5. Vinonelion ldvistdjit ovat suorassa kulmassa toisiaan
vasten ja puolittavat vinonelion kulmat.

SEURAUS 6. (Suunnikkaiden SKS-lause) Suunnikkaat ovat yhte-
nevdt, jos niissd on samoja kaksi sivua ja nitden vdlinen kulma.

SEURAUS 7. a) Neliot ovat yhtd suuret, jos niissid on yhtd suuret
sivut.
b) Yhti suurissa nelidissd on yhtd pitkdt sivut.

H G
c D |C D

...............

A B A=E B F

TopISTUS. a) Seurauksen 6 mukaan neliot ovat suorastaan yh-



tenevit ja siis aksiooman 8 nojalla yhtd suuret, jos niilld on yhtd
suuret sivut. b) Olkoon neliossd (JABCD pienempi sivu kuin ne-
liossd JEFGH. Osoitetaan, ettd nelio JABCD on pienempi kuin
neliv OFFGH. Leikataan janalta EFF janan AB pituinen osajana
EB’ [1.3]. Merkitdin E = A’ ja konstruoidaan nelis JA'B'C'D’ sa-
malle puolelle suoraa EF, jolla neli6 EFGH on. Koska neliolla
OA'B'C'D’ on yhté pitkéd sivu kuin nelislli JABC D, ndmé neliot
ovat seurauksen 6 nojalla yhtenevét ja siis yhtd suuret. Mutta nelio
OA’'B’C'D’ on annetun nelién OEFGH osa, siis sitd pienempi. Siis
my6s JABC D on pienempi kuin OEFGH. O

LAUSE 1.35. Jos kahdella suunnikkaalla on yhteinen sivu ja sen vas-
taiset sivut ovat samalla suoralla, niin suunnikkaat ovat yhtd suuret.

Téssa Eukleides itse ensimmaéisen kerran puhuu tasokuvion suuruudesta
eli pinta-alasta. Aikaisemmin esiintyneilld suureilla, siis janan pituudel-
la ja kulmalla ovat yhtenevyys ja yhtdsuuruus sama asia, mutta téssi
tarkasteltavat suunnikkaat eivéit ole yhtenevid, vaan muuten vain yhté
suuria.

Todistuksessa  tulee  kasiteltdvaksi eri  tapauksia.  Eukleides-
kasikirjoituksissa (ja alla) todistetaan vain hankalin, mutta Aschan
noudattaa mychempéad traditiota késitellen kaikki.

Todistuksen ideana on paloitella tukittavat yhteneviin osiin. Néin saa-
daankin suunnikkaan alaa ja siten myos sen puolikkaan eli kolmion ko-
koa koskevat tulokset johdettua. Saattaisi kuvitella, ettd vastaavalla ta-
valla voisi johtaa myos kolmiulotteisen eli avaruusgeometrian kaavoja,
vaikkapa pyramidin tilavuuden. Téssé ei kuitenkaan ole onnistuttu, vaan
1900-luvulla on péainvastoin voitu todistaa, ettéd ei ole olemassa mitdéin
paloittelu- ja kokoamistapaa, jolla yleisen nelisivuisen pyramidin tilavuus-
kaava voitaisiin johtaa. Avaruusgeometria on siis téssé suhteessa oleelli-
sesti erilaista kuin tasogeometria.

Tobistus. Olkoot HABCD ja OEBCF suunnikkaita, joilla on sa-
ma kanta BC ja joilla AD ja E'F ovat samalla (kannan suuntaisella)
suoralla. Osoitetaan, ettd ne ovat yhtd suuret. Lauseen 1.34 mukaan
sekd AD ettd FF ovat yhtd pitkid kuin BC ja siis my06s keskenédén
yhtéd pitkid. Téastd seuraa, ettd myos AE = DFE, silld ne saadaan
AD:std ja EF:sté lisidmalla niihin jana DE. (Kuvan tapaus a)).
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7 / ' Gllei fivou AE olifi = fiwu KM,
niin pffi Beistd olifi fuurempi,
Olfoon KM > AE ja niinmuodoin
B EJ ; myds KN > fuin AH. Tee KP =

P ¥ KS=AE ja fuwaa P:Std ja S:6td
funnniffaan SP, jofa fyntyy nelidffi. Nelid AEIH on
fiid = nelid KPRS, fosfa fiwut AE ja KP owat phtd{uu-
ret. SMutta AEIH = KMON, fentdbhden on myds KPRS =
KMON, ofa fofonaifen fansfa, jofa on mabdotonta.

34

Siispd KM ei {aata olla > AE, waan pitdd olla = AE.

35,  Efitelmd.  Wiittimi,

Guunniffaat jamalle ofemalle jo jomain Yhtafun-
taisten wiiwain wililli owat yhtipintaifet,

Jo08 fuunnitfaat AEHI ja KEHM famalla afemalla
EH owat famain ybtdfuuntaisten wiiwain EH:n ja AM:n
wdlilld; niin AEHI=KEHM, %),

ik By TAgfd woipi enfin tapabtua, ettd

fulma K on ulfopuolella fulmaa I:td.
v Kosfa AH on {uunnifad, niin on
AI=EH; a) ja fosfa myds EM on fuun-
s nifas, niin EH=KM. a) &iig on Al=
MK. e) 308 IK lifdtddn molemmin puo-
a. 34 Gfit.  [in, niin on AK =1IM. h) Mutta myds AE =
T e TH, ) jo wlinen /A= /HIM. ) Gen-
i o9 &it.  tdbden owat Folmifulmat AEK ja IHM yh-
:n g gﬂ:;ﬂ teellifet. k) o8 phteinen A\ INK otetaan

molemmin puolin pois, niin on jadpd epdfds

*) Suunniffata fuin nimitat, niin luettelet Faiffi neljd Firjainta
fuwion Ymparilla, efi ainoasti ne faffi, jotfa feifowat wastaffaigten ful-
main firjisfd. Nitnmuodoin fanot AEHI, eli waan AH,
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AENI = epdfis KNHM. ) Sa jos fitten ~\ NEH [ifd-
tddn molemmin puolin, niin fuunnifas AEHI= fuun-
nifas KEHM.

w Toifetfi taitawat K ja I langeta

A KT

T—_—T—;7 padleEtdin,

/ | Gilloin fen fobta ndfee, ettd fuun-
/S

£ H

nifad AH on faffi fertaa niin fuuvi fuin
A\ KEH, a) ja {uunnifad EM mydstin Eafji
fertaa niin fuuri fuin A\ KEH; ) jodta feuraa, ettd fuun-
nifag AH= fuunnitag EM.

Kolmannef{i K taitaa langeta fifd-
puofella I:td.

Riinfuin enfimdifes{d tapautfes{d to-
distetaan tas{afin, ettd A\ AEK = A\ IHM,
PREE | Jo08 fitten lifatddn molemmin puolin epdf-
fdalld KEHI, niin on fuunnifad AH= fuunnifas EM.

M. Kosta fuunniffaat owat phtafuuntaisten wiivwain wi=

lilfa, niin niiden forfens on fama Fuin wiiwain wali toinen toi=
festanfa. Sentabden woidaan mypvs fanoa, ettda fuunniffaat
famalla afemalla ia Forfeubdella owat phtapintaifet. Tama
muistutugd fosfee phta hywin myos tulewiin efiteliniin.

36, Cjitelmd. Wiittamd,

Summiffant yhtajunrilla afemilla ja jamain Yhtdjmin-
taigten wiiwain wililld owat yhtiapintaifet,

308 afema EH=NO, ja EO ja
AM owat yhtd{uuntaifet; niin on funn-
nita8 AH= {uunnifag KO.

PDhdistd EK ja M. Kosfa EH
ofettiin =NO, ja NO=KM; a) niin
a 3% gi. EH=KM. e) Mutta EH ja KM owat yhtd-
e 1 @eto.  fuuntaifet: fentihden owat EK ja HM myds

A 4

A_K I A

A DE F A D F A ED F
B C B Cc B C
a) b) c)
Toisaalta myts AB = DC ja lisdksi yhdensuuntaisiin suoriin liitty-
vét vuorokulmat £ EAB ja £LFDC ovat yhta suuret [1.29]. Siksi kol-
miot AEAB ja AFDC ovat SKS-lauseen 1.4 mukaan yhtenevit ja
siis yhtd suuret. Poistamalla kummastakin sama kolmio ADFEG saa-
daan yhté suuret puolisuunnikkaat JABGD ja OFCGE. Lisdamal-

18 ndihin kumpaankin yhtd suureen kuvioon kolmio ABC'G saadaan
suunnikkaat (JABCD ja OEBCF, jotka siis ovat yhtd suuret.  [J

LAUSE 1.36. Suunnikkaat ovat yhtd suuret, jos niilld on pari vastak-
kaisia sivuja samalla suoraparilla ja ndmd ovat kummassakin yhtd
pitkid.

TobisTus. Olkoot suunnikkaissa JABCD ja OEFGH sivut AD
ja EG samalla suoralla ja BC ja F'H keskendiin samalla suoralla ja
yhta pitkdt. Osoitetaan, ettd suunnikkaat ovat yhtd suuret. Oletus-
ten ja lauseen 1.34 mukaan AD = BC = FH = EG ja BC || EG,
joten nelikulmio JEBCH on lauseen 1.33 nojalla suunnikas. Koska
suunnikkailla OFBCH ja JABCD on sama kanta BC' ja sen vas-
taiset sivut ovat samalla suoralla AD, suunnikkaat ovat lauseen 1.35
mukaan yhtd suuret. Samoin perustein ovat UEBCH ja OEFGH
yhté suuret, misté viite seuraa.

A D E G




Lause 1.37. Kolmiot, joiden kanta on sama ja joiden kolmas kulma
on samalla kannan suuntaisella suoralla, ovat yhtd suuret.

TODISTUS.

B C

Olkoot AABC ja ADBC kolmioita siten, ettd AD | BC. Olkoon
E sivun AC suuntaisen, pisteen B kautta piirretyn suoran ja suoran
AD leikkauspiste ja olkoon F' sivun B D suuntaisen, pisteen C' kaut-
ta piirretyn suoran ja suoran AD leikkauspiste [1.31]. Lauseen 1.35
mukaan suunnikkaat JEBC' A ja DD BCF ovat yhté suuret. Lauseen
1.34 mukaan kolmio A ABC on puolet suunnikkaasta [(1E BC A ja kol-
mio ADBC on puolet suunnikkaasta (JDBC'F. Siksi ne ovat yhté
suuret [Aks. 7]. O

Eukleides on luonnollisesti ollut tietoinen kolmion alan lausekkeesta: puo-
li kertaa kanta kertaa korkeus. Tulosta ei Alkeissa muotoilla n#in, silld
esitettdvd geometria on riippumaton luvuilla laskemisesta eikéd pituuden
yksikoité tai mittalukuja esiinny. Kolmion alan tunnetun kaavan %ah voisi
kuitenkin ilmaista muodostamalla suorakulmion, jolla on sama kanta kuin
kolmiolla ja puolet sen korkeudesta. Eukleides ei kiirehdi. Itse asiassa hé-
nelld on mielessé laajempi tavoite: muodostetaan nelid, jolla on sama ala
kuin tutkittavalla kolmiolla. Neliitdhéan voi luontevasti pitéd tasokuvioi-
den suuruuden eli pinta-alan standardivertailukohteina. Tahén traditioon
liittyy kysymys minké tahansa tasokuvion, erityisesti ympyrdn neliéimi-
sesta.

Jo tdhin mennessé esitetyilld suunnikkaan ja kolmion aloja koskevilla
lauseilla on tietty pedagogis-yleissivistivd merkitys, johon kiinnitettiin
huomiota jo antiikin aikana. Niistdhén kéy ilmi, ettd monikulmion, eri-
tyisesti jo kolmion, ympérysmittaa voi kasvattaa kuinka suureksi tahansa
ilman ettd kolmion pinta-alaa tarvitsee suurentaa — siirretdéin vain kér-
ked kauas pitkin kannan suuntaista suoraa. Isdnté, joka kehuu tiluksiensa
olevan niin suuret, ettd niiden ympéri kidvelemiseen kuluu koko paivi, ei
siis ole sanonut mitddn maidensa laajuudesta.

50

h. 33 Gfit.  yhtdfuuntaifet, b) ja niinmuodoin KEHM {uun-
BBG yitas. Myt on {uunnifad AH=EM, i) fa-
maten fuunnifa8 KO=EM, i) Gentihden on {uunni-
fa8 AH=KO. e).

37, Cijitelmd, Wiiittimi,

Solmifulmat fomalla afemalla jo fomain yhtijumn-
toigten witwain wililli owat yhtapintaijet.,

" o . 308 EH ja Al owat ybtdafuun-

- / taifet, niin famalla afemalla EH fei-

/" fowat Folmifulmat AEH ja IEH owat
NN/ ybbenfofoifet.

: a Pitennd AL molemmin puolin,
31 gie.  J0 wedd EK famaa fuuntaa fuin AH ja HM
.35 &fit.  {amaa fuuntaa fuin EL 2.

‘3’; ‘éﬁe‘[;v Siig owat HK ja EM phtdfuuret funn-

" niiffaat. e)  Mutta A AEH on puoli fuun-
niffata HK ja A IEH puoli fuunniffata EM, filld Idwis-
tdjdt AE ja IH [eiffaawat {uunniffaat festeltd fabtia. b
Sentdbben A\ AEH = AEHIL. i).

Seurausg. Kuinfa folmi-

i
' /\\/b fulma tehdddn tietyn fuorafiwni-

s
,

S /\ fen monifulman fuuruifefi?
o b !
J

e B¢ @ B

Olfoon AEHIK tietty fuo-
rafiwuinen monifulma. Pitennd
fion TH molemmin puolin, phdistd AH ja Al ja wedd
E:8td ja K:8ta wiiwat EM ja KN phtdfuuntaifitfi wiiwain
AH:n ja AL:n fansfa. YHdistd AN ja AM, niin A\ AEH =
A\ AHM ja A AKI = A ANI; niinmuodoin A\ ANM =
monifulma AEHIK,

H 4
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38. Cjitelmd.  Wiittimi.

Solmifulmat yhtiajunrilla ajemille jo jamain yhti-
fmmtaisten wiiwain wililld owat Yhtipintaijet,

o . J08 afema EH = HK ja EK ja
‘ i AL owat yhtdfuuntaifet; uniin A\ AEH
i on ybtafuuri fuin A\ IHK.
| N Ritennd Al molemmin puolin,
Eo# K 4a wedd EM famaa fuuntha fuin HA
31 6. 10 KN famaa fuunta fuin HI. a).
e. 36 Giit. Molemmat fwwiot MH ja HN owat {iis
b (C;ﬁ; vhtafuuria {uunnitaita. e Mutta A\ AEH
FOOEM o puoli fuunniffata MH, ja A IHK puoli
{unnniffata HN, fild [dwidtdjdt AE ja IK leiffaawat
fuunniffaat fesfelta ¥abtia. h) Sentdhden A\ AEH =
AIIK, 1.

1 Seurausg. SKuinfa tietty folmitulma jaetaan
fabteen ybtafuureen ofaan?

2 Geuraud. Kuinfa tietty fuunnifad jaetaan
neljddn ybhtdpintaifeen folmitulmaan2

3 Seuraus. Kuinfa tehdadn yhtdtylfinen Folmi-
fulma evifiwnifen folmifulman fofoifeffio

4 Seuraug. Jod folmifulmasfa fiwu on fiounfa
fuurvuinen toifesfa folmitulmasfa, jofu foinen fiwu mo-
lemmis{a yhteinen ja wadlifet fulmat yhteenfd Faffi
fuoraa fulmaa, niin folmifulmat owat yhtdpintaifet.

5 Geurausd. Jod fabdesfa Folmifulmasdfa on
fama forfeus, mutta afemat owat evifofoifet, niin fe
folmifulma on {uuvemyi, jodfa on fuurvempi afema, ja
niin monta ferfaa fuuvempi, fuin fen afema on fuu-
vempi toifen afemaa. Sama myds fuunnitain fansfa.

Aschanin kirjassa on tésséd kohdassa seuraava korollaari, jonka todistus
hahmotellaan konveksin viisikulmion tapauksessa. Kyseessé on pikemmin-
kin harjoitustehtédva kuin teoreema, joka kylla sopisi osaksi Eukleideen yl-
14 kuvailtua "neliGimisohjelmaa’. Eukleides kisittelee monikulmiota koh-
dassa 1.45.

SEURAUS. Monikulmiosta pystyy harpilla ja viivoittimella tekemddn
kolmion, joka on yhtd suuri.

RATKAISU.

Viisikulmiosta ABC D FE poistetaan kulma kerrallaan seuraavalla me-
nettelylld. Aluksi siirretdéin kérked B halkaisijan AC suuntaisesti,
kunnes se on sivulla DC kohdassa F'. Sitten toistetaan menettely
esim. siirtdmalla E halkaisijan AG suuntaisesti kohtaan G. Lauseen
1.37 mukaan ala ei muutu néissé siirroissa, joten on saatu alkuperéi-
sen viisikulmion kokoinen kolmio AAGF . O

LAUSE 1.38. Kolmiot, joiden kannat ovat yhtd pitkdt ja samalla suo-
ralla ja joiden kolmas piste on samalla kannan suuntaisella suoralla,
ovat yhtd suuret.

TobisTus. Olkoot AABC ja ADEF kolmioita siten, ettd kannat
BC ja EF ovat yhté pitkit ja samalla suoralla ja AD || BC.
G A D H

VAN

B C E F

Olkoon G sivun AC suuntaisen, pisteen B kautta piirretyn suoran ja
suoran AD leikkauspiste ja olkoon H sivun BFE suuntaisen, pisteen
F kautta piirretyn suoran ja suoran AD leikkauspiste [1.31].



Lauseen 1.36 mukaan suunnikkaat (JEBC A ja ODBCF ovat yh-
td suuret. Lauseen 1.34 mukaan kolmio AABC' on puolet suun-
nikkaasta (JEBCA ja kolmio ADBC on puolet suunnikkaasta
ODBCF. Siksi ne ovat yhtéd suuret [Aks. 7]. O

Aschanin kirjassa on pieni puute: kuviossa kolmioiden kannat on piir-
retty ja my0Gs ajateltu suoraan toistensa jatkoksi.

Esitettivit seuraukset ovat jdlleen harjoitustehtdvan luontoisia. Seu-
rauksessa 5 on kuitenkin oltava tarkkana ja olen selvyyden vuoksi li-
sannyt tehtavaan pari vilivaihetta samalla kun olen nykysuomentanut
sen.

SEURAUS 1. Kolmion voi jakaa harpilla ja viivoittimella kahdeks:
yhtd suureksi osaksi.

SEURAUS 2. Suunnikkaan voi jakaa harpilla ja viivoittimella nel-
jaksi yhtd suureksi kolmioksi.

SEURAUS 3. Harpilla ja vitvoittimella pystyy tekemddn tasakylki-
sen kolmion, joka on yhtd suurt kuin annettu kolmio.

SEURAUS 4. Jos kahdella kolmiolla on yksi yhteinen sivu ja li-
sdakst yhtd pitkd sivu ja jos eri kolmioissa yhteisen ja yhtd pitkan
stwun valiin jddvien kulmien summa on kaksi suoraa kulmaa, niin
kolmiot ovat yhtd suuret.

C

A B

SEURAUS 5. Jos kahdella kolmiolla on sama korkeus, mutta eri-
pitkd kanta, niin isompaa kantaa vastaa isompi kolmio. Jos isompi
kanta on kaksi kertaa pienemmdn kannan kokoinen, niin isompi
kolmio on kaksi kertaa pienemmdn kolmion kokoinen. Vastaava
patee, kun isompi kanta on n kertaa pienemmdn kokoinen. Vas-
taavat lauseet pdtevit suunnikkaille. (n on tdssd luonnollinen lu-
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Taitava lukija onnistuu melko helposti osoittamaan, ettd n voi edella
olla miké rationaaliluku tahansa. Kokonaan eri ongelma on néiyttai, et-
td seuraus 5 pétee mille tahansa suhdeluvulle n, siis irrationaalisellekin.
Sellaisenaan seuraus 5 vain vihjaisee, ettd kolmion ala on verrannolli-
nen kannan pituuteen. Suhteen vastatessa irrationaalilukua sanomme,
ettd kannat ovat yhteismitattomat. Kreikkalaisen matematiikan suur-
saavutus oli yhteismitattoman suhteen tarkka mé&arittely ja késittely-
taito. Eukleides omistaa verrannollisuuden teorialle viidennen kirjansa
ja todistaa luvussa 6 ensimmaéisend teoreemana seurauksen 5 viitteen
tapauksessa, jossa kantojen sallitaan olevan yhteismitattomat.

SEURAUS 6. Jos useammoalla kolmiolla on sama korkeus, niin ne
yhteensd ovat yhtd suuret kuin kolmio, jolla on sama korkeus ja
kantanaan jana, joka on yhtd pitkd kuin annettujen kolmioiden
kannat yhteensd.

LAUSE 1.39. Jos kahdella yhti suurella kolmiolla on yhteinen kan-
ta, niin niiden kdrjet ovat samalla kannan suuntaisella suoralla tai
eri puolilla kantaa.

TODISTUS.

B C

Olkoot kolmiot ANABC' ja ADBC yhtd suuret ja A ja D sa-
malla puolella suoraa BC'. Osoitetaan, ettd AD | BC. Piirre-
taédn pisteen A kautta BC:n suuntainen suora [1.31]. Jos ei ole
AD || BC, niin piirretty BC'n suuntainen suora ei ole sama kuin
AD, vaan leikkaa suoran BD jossain pisteessi F, joka ei ole D.
Kolmiot AABC ja AEBC ovat lauseen 1.37 nojalla yhtd suu-
ret, silla AE || BC. Oletettiin, ettd AABC ja ADBC ovat yhta
suuret, joten AEBC ja ADBC ovat yhté suuret. Mutta tdmé on
mahdotonta, koska toinen on toisen osa. Siis AD || BC. O
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6 Seuraus. Jod ufeamilla Folmifulmilla on
fama forfeus, niin faitfi yhteen{d owat phtafuuvet fol-
mifulman Fansdfa, jolla on Folmitulmien Fovfeus ja jonfa
afema on niin funri fuin faiffi folmitulmien afemat
pbteenfd. Sama myds fuunniffain fansfa.

39. Cjitelmd, Wiiittimi,

Yhoentofoijet folmifulmat, jotfa jeijowat jamalla afe-
malla, jomalla puolella, owat jomain Yhtdjmuntaisten wii-
wain walilld,
7 " J08 A\ AEH= A\ AEI {amalla afe-
malla AE ja famala puolella; niin wii-
wat AE ja HI, joidben wdlilla folmiful-
mat feifowat, owat phtafuuntaifet.

Gllei HI olifi yhtdfuuntainen AE:n
a. 31 Giit.  fangfa, niin wedd H:8fa {uora wiiwa HK {a-
:. "Z, (é‘::;v' maa fuuntaa fuin AE, a) funnes tapaa fiwun

AL 9)bdistd KE.

A\ AEH on fiis=AAEK. ) Mutta A\ AEH eh-
botettiin = A\ AEL. Riinmuodoin olifi A\ AEK = A\ AEI,
ofa fofonaifenfa fansfa, jofa on mabdotonta. h) Sen-
tahden wiiwat AE ja HK eiwdt faata olla yhtafuuntaifet.
Samalla tawalla ndaytetadn, ettei mifadn muu H:8ta
wedetty wiiwa, fuin HI, {aata olla AE:n fansfa yhtd-
fuuntainen,

|
1
|
i

A E

40, Cjitelma,  Wiithimi,

Yhdenfofoifet folmifulmat, jotfa feijowat yhtajuurilla
ajemilla, jomalle puolella ja wiiwalla, owat jamain yh-
tijuuntaisten witwain walilld,

J08 A\ AEH= AKIM yhtdfuurilla afemilla AE ja
KI ja famalla wiiwalla Al famalle puolella; uiin wii-

Kirjoittamani todistus eroaa jonkin verran alkuperdisestd, mm. viimei-
nen lause "Siis AD || BC” korvaa pitemmén perustelun. Aschan k&antad
Fukleidesta sanatarkasti ja huomaamme hénen olettavan, ettd E on ja-
nalla BD eli B:n ja D:n viilissé, jolloin nimenomaan AEBC on ADBC'n
osa. Vaihtoehto, jossa E on janan BD jatkeella D:n takana, kuitataan to-
distuksen lopussa hieman hdmérilla paattelylld: ”"Sentdhden suorat AE
ja BC' eivit voi olla yhdensuuntaiset. Samalla tavalla naytetddn, etté ei
mikddn muu A:n kautta kulkeva suora kuin AD voi olla BC':n suuntai-
nen.” Siilyneissd Eukleides-késikirjoituksissa on niilld paikkeilla muu-
tenkin puutteita tai virheitd, mm. seuraava lause on ilmeisesti lisatty jél-
keenpéin. Sen todistus on olennaisesti sama kuin lauseella 1.39.

LAUSE 1.40. Jos yhtd suurilla kolmioilla on yhtd pitkd kanta, kannat
ovat samalla suoralla ja kolmiot samalla puolella yhteistd kantasuo-
raansa, nitn kdrjet ovat samalla kannan suuntaisella suoralla.

Aschanin kddnnos ilmaisee kahden edellisen lauseen asiantilan sanomal-
la, ettd “kolmiot ovat yhdensuuntaisten vélissd”. Samaa tarkoittaisi tdsséa
vhteydessi, ettd kolmiot ovat yhta korkeat.

Lause 1.40 on todennékoisesti antiikin aikana lisétty Eukleideen tekstiin
siksi, ettd tuntui johdonmukaiselta esittai kddnteistulos myos yleisemmél-
le lauseelle 1.38, kun kerran kd#nteistulos on johdettu edelliselle lauseel-
le 1.37. Aschan on varmaan ajatellut samoin, silla hian on liittédnyt tdhén
kohtaan oman muistutuksen, jonka mukaan myo6s suunnikkaan kokoa kos-
keville lauseille ovat voimassa vastaavat osittaiset kaénteislauseet. Liséksi
héan huomauttaa siité, ettéd osittaiset kéddnteislauseet voisi muodostaa toi-
sinkin, nimittidin todistamalla, ettd yhtd korkeiden samankokoisten kol-
mioiden tai suunnikkaiden kannat ovat yhté pitkét. Eukleides itse jattaa
tassdkin samantapaiset tapaukset kasittelemétta.

LAUSE 1.41. Jos suunnikkaalla ja kolmiolla on yhteinen kanta ja
nitden muut kulmat ovat samalla suoralla, niin suunnikas on kaksi
kertaa niin suuri kuin kolmio.

TobisTus. Olkoon kolmion ABCFE kérki F suunnikkaan JABC D
sivun AD méadradamaélla suoralla. T#ll6in kolmiot ABCFE ja ABCA



ovat yhtd suuret, koska niilld on sama kanta BC ja AE || BC [1.37].
A D E

B C
Mutta suunnikas JABCD on kaksi kertaa niin suuri kuin kolmio
ABCA, silla AB on sen lavistéja [1.34]. O

Kuten Aschan muistuttaa edellinen lause ei ole yleisin mahdollinen —
riittdisihén olettaa, ettd kolmiolla ja suunnikkaalla on yhté pitkéd kanta ja
korkeus. Oikeastaan 1.41 ei edes tuo mitéén varsinaisesti uutta, vaan on
kertausluontoinen. Mutta téastd alkaa teoreemojen ketju, joka tdhtad mm.
“kolmion nelidimiseen”, siis annetun kolmion kokoisen nelion konstruk-
tioon. Tam4 linja hamértyy hieman, koska Aschan esittaé téssd kohdas-
sa pienen harjoitukseksi sopivan lisiyksen méaaraamalld puolisuunnikkaan
alan. Ratkaisu on sinénsé elegantti:

B F C

Maaratdadn puolisuunnikkaan JABCD toisen kyljen C'D keskipiste E
[1.10] ja piirretdédn sen kautta yhdensuuntainen sivulle AB [1.31]. Nyt
kadnteinen vuorokulmalause osoittaa, ettd kolmiot AE DG ja AECFE ovat
KSK-lauseen 1.26 nojalla yhtenevit ja siis yhtd suuret, mistd seuraa, ettéi
puolisuunnikas JABC'D on yhté suuri kuin suunnikas JABFG.

TEHTAVA 1.42. Tehtdavindg on piirtdid annettuun kulmaan suunnikas,
joka on annetun kolmion kokoinen.
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wat Al ja HM, joiden walilld fol-
mifulmat feifowat, owat yhtd-
fuuntaifet.

Gltei HM olifi yhtdfuuntainen
AL:n fansfa, niin wedd H:8ta fuora
a. 31 Git.  wiiwa HN famaa fuuntaa fuin AL, funned
o 3O tapaa fivun KM. 2) Dfdistd NI

Giig on A AEH=AKIN. &) Muita
/\ AEH ehbdotettiin = A\ KIM, niinmuodoin oliff AKIN=
A KIM, ofa fofonaifenfa tansfa, jofa on mabbdotonta. h)
Gentdbden wiiwat Al ja HN eiwdt taida olla ybtd-
fuuntaifet. Samalla tawalla ndytetddn, ettei mifddn
mun H:8ta webdetty wiiwa, fuin HM, faata olla Al:n
fansfa phtafuuntainen.

M. Mita tasfa ja edelifedfa efitelmasfa on pubuttn
folmifulmista, taidetaan phta hywin fanoa fuunniffaidtafin,
Dieifesti fiis vhoenfofoifet Folmifulmat ja fuunniffaat myss
owat phtaforfeat. Naidtd mpds taidettaifi waittas, etta ph=
denfofoifien ja phtaforfeain folmifulmain, eli fuunniffain afes
mat mpo3 owat phtafuuret, mutta fe on melfein felwa
fiita, Fuin jo on pubuttu,

41, Ejitelmd, Wiittdmi.,

Qo8 fummmnifad ja folmifulma feijotwat jamalla afe-
malla fomain yhtafuuntaisten wiiwain wililli, niin fuun-
nifad on faffi fertaa niin juuri fuin folmifulma,

Suunnifad AEHI on Eaffi fevtaa niin fuuri
fuin famalla afemalle EH ja famain yhtd-
fuuntaigten wiiwain EH:n ja AK:n wdlilld

i X

LNy feifowa folmifulma EHK.

Lo PDodistd AH, niin A\ AEH = A\ EBK. a)
Mutta fuunnifad EI on faffi fertaa niin fuuri fuin
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a. 37 Giit. A\ AEI: e) fentdbden fe myds on Faffi fer-
e« 3V & taq niin fuuri fuin A EHK.
M. Samaten jod fuunniffaalla ja folmifulinalla on ph=
tafuuret afemat,

1 H N Lifdys. Puolifuunnifas (AEIH)

; \ 7 on fuunniffaan fofoinen, jolla on fama

/ s & Yorfeus fuin puolifuunnitfaalla ja afe-

/ £\ mana yhtdfuuntaisten fiwujen fesfeinen
4 ¥ E ywitwa puolifuunnitfaasia.

Qeiffaa HE fesfeltd Fabtia ja wedd NM pisteen
K:n [Gpi famaa funntaa fuin fiwu AL Pitennd IH, niin
fuunnifad AMNI= puolifuunnifad AEHI.
a 29 Giit. Kodta wuorofulma HNK= /KME, a)
e. 15 Giit. wastapdinen / HKN = / MKE, e) ja fiwu
b, Qg §ﬁ§' HK =KE; niin A\ HKN=2 A KME ja {iwu
TS HN=ME. b Lifad molempiin fuwio AMKHI,
niin {unnnifad AMNI= puolifuunnifas AEHI. i) Suun-
nifas AMNI feifoofi famain yhtafuuntaisten wiiwain AE:n
jo IN:n wdlilld, ja fen afema AM=NI on yhtd{uun-
taigten fiwujen AE:n ja I:n fesfeinen wiiwa; filld
AE+IH =2 fertaa AM, fo8fa ME = HN.

42, Ejitelmi.  Wiiittdmd,

Suinfa tietyn folmitulman fofoinen funnnifad tehddin,
jolla on fulma tietyn juorawiiwaijen fulman funrninen,

R S Olfoon AEH tietty foimifulma
/\ / ja I tietty fulma; fuinta tehdddn
/ /L’__ on fulma = /1.

E— K H Leiffaa afema EH fsfeltd fab-

fuunnifas A\ AEH:n fofoifeffi, ja jolla
fia K:8{a. 2> Pane pisteefen K wiiwan KH:n wiereen

RATKAISU.

Olkoon annettu kolmio AABC' ja kulma £ D. Puolitetaan kolmion
kanta BC' keskipisteelld E [1.10]. Kopioidaan kulma £ D pisteeseen

F siten, ettd toinen kylki on EC ja toinen kylki on samalla puolel-
la kuin A [1.23]. Piirretédén sivulle BC yhdensuuntainen pisteen A
kautta [1.31]; olkoon F piste, jossa se leikkaa em. kulman vapaan kyl-
jen. Piirretdén kyljelle EF yhdensuuntainen pisteen C' kautta [1.31];
olkoon G piste, jossa se leikkaa suoran AF. OF ECG on mééritel-
mén mukaan suunnikas ja lauseen 1.41 mukaan kaksi kertaa niin suu-
ri kuin kolmio AAFEC, joka puolestaan on lauseen 1.38 perusteella
puolet kolmiosta AABC, koska F puolittaa kannan BC'. Koska seki
kolmio AABC' ettéd suunnikas OOF ECG ovat kaksi kertaa niin suu-
ria kuin kolmio AAFEC ne ovat keskendan yhté suuret, kuten piti.
Liséksi kulma ACFEF on yhti suuri kuin annettu kulma £ D, kuten
myos vaadittiin. ([l

LAUSE 1.43. Suunnikkaassa kummatkin taytteet suunnikkaille ldvis-
tagan ympdrilld ovat yhtd suuret.

G H |

/ Tayte
D

=
=7/

Tobistus. Lauseen 1.34 mukaan ldvistdjd jakaa suunnikkaan tasan
kahtia. Sovelletaan téta kaikkiin kolmeen halkaistuun suunnikkaaseen
ja huomataan, ettd kumpikin tdyte syntyy vahentamalld alkuperéi-
sen suunnikkaan puoliskosta molempien pienempien suunnikkaiden
puoliskot. (Il



"Téyte” on Aschanin suomennus sanalle "komplementti”. Harmi, ettei se
ole vakiintunut suomenkieleen. Eukleides ei ndhtévéasti ole kokenut tar-
vetta esittdd madritelmad télle késitteelle vaan on mieltédnyt sen sivisty-
neeseen yleiskieleen kuuluvaksi.

Todistus oli helppo, mutta lause 1.43 on Alkeissa aivan keskeinen. Sen
avulla voi nimittdin muuttaa suunnikkaan — erityisesti suorakulmion —
sivun pituutta siten, ettd ala séilyy. Tdmé& on avain 2. kirjan geometri-
seen algebraan, jossa kertolaskua edustaa a- ja b- sivuisen suorakulmion
muodostaminen annetuista janoista a ja b. Suorakulmion ab neliinti vas-
taa silloin nelibjuuren v/ab méirismisti. Samassa mielessi jakolasku on
konstruktiotehtdvé, jossa on annettuna suorakulmio S ja jana a ja on
loydettéava toinen jana b niin, ettd suorakulmio ab on yhtd suuri kuin
S. Tulojen yhteenlaskussa on taas annettuna kaksi suorakulmiota ja on
16ydettava uusi suorakulmio, joka on yhtd suuri kuin annetut yhteensé.
Jakolaskuongelman ratkaisu siséltyy tehtdvadn 1.44 ja tulojen yhteenlas-
kuongelma ratkeaa tehtdvén 1.45 menetelmélld. Palaamme késitteleméan
“geometrista algebraa” toisen kirjan alussa.

TEHTAVA 1.44. Tehtdvdind on piirtdd annetun kolmion kokoinen
suunnikas, jolla on annetun janan pituinen sivu ja annettu kulma.

RaTkAisu. Konstruktio 1.42 antaa annetun kolmion kokoisen
suunnikkaan, jolla on annettu kulmakin, mutta ei vélttdméatta halut-
tua sivua. Konstruktiotehtdvéksi jaa suunnikkaan korjaaminen niin,
ettd sille saadaan haluttu sivukin, mutta kulma ja koko siilyvét.
Edellinen lause tarjoaa tdh&n nerokkaan ratkaisun:

Olkoon HABCD suunnikas ja FF jana. On konstruoitava
LABCD:n kokoinen suunnikas, jolla on kulma £ ABC' ja sivu EF.
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a. 10 Gfit.  /MKH= /1. &) Bedd A:8fa wiimwa AN
v e famaa fuuntaa fuin EH ja H:sta foinen
i 38 git. wiiwa HN {amaa fuuntaa fuin KM; h) niin
ko4 Git.  {uunnifa8 KN= /\ AEH,
L gaci: Dhvistd AK. Rosfa EK = KH, niin
A AEK = AAKH, D ja fiis AAEH faffi fertaa niin
funri fuin AAKH. Mutta fuunnifad KN on myds
faffi Fertaa niin {uuri fuin A AKH. k) Sentdbden on
funnnifad KN = A AEH. I) &illd on myds / MKH
phtdfuuri fuin £ L
M. Suunniffaalla fiis on afemana Folmifulinan puoli afe
maa ja forfeutena folmifulman tapfi forfeus, Tasdta nabhdadn
myos, miten fuunniffaan Fofoinen Folmifulina on tehtdwa.

43, Ejitelmi,  Wiittamd,

Qofaijedia |umuniffaosja owat tiytteet juunniffaille

lawistdjin yhpivilli yhoentofoijet.

Madrit. Jos fuunnitfaan ldwistdjdlle AL ote-
taan jofu piste K ja fuorat witwat MP ja NO yede-
tddn fiitd fiwujen fansdfa famaa fuuntaa; niin fu-
wio jaetaan neljddn fuunnifaafen, joista faffi-MN ja
OP {eijowat liwistijin ympirilld ja toifet faffi IK ja
KE owat ndiden tiytteiti. :

AN E Gfitelmds{d wditetdan, ettd tdyte

k L IK=EE,

Gilld A AIH=/\ AEH, a) Sa
fosfa A\ HOK = A\ HPK, a) ja A AMK
on ybhtafuuri fuin A ANK; a) niin

. i, A\ HOK -+ A AMK = A HPK + /A ANK. ¢€)
: g @ev. - I08 ndmd molemmin puolin oteraan yhtafuu-
3 @l yigta folmifulmista AIH ja AEH, niin jddpd
tdyte 1K = jadpd tdyte KE. h).
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4. Cjitelmii, Tehtiwd,

Quinfa tietylle juoralle iwiiwalle piiveetddn tietyn
folmifulman fofoinen juunnifas, jolla on Fulma tietyn
juorawiiwaifen flman junrninen,

Olfoon AE tietty fuora wiiwa,
H tietty Folmifulma ja I tietty
fulma. RKuinfa AE:0e piivvetddn
fuunnitas, jofa on =AH, ettd
filld on fulma = £1?

i Pitennd AE ja tee A\ANET=
0 4 n A\ H. a) Tee pigteefeen E wiiwan
/H\\ 1/ EK:n wiereen / MEK = / 1. )
Leitfaa ET fesfeltd fabtia K:8{a.

MWedd K:8ta ja N:8td yhtdfuuntais

.22 Giit.  {et wiiwat ME:n ja KE:n fansfa, niin fuun-

e. 23 Giit. pnifa8 MK = A NET= A H. h . "
h 42 Giit A AH. by Pitennd
k
1.

plipdey NM ja wedd A:8ta AO phtdfuuntaa fuin EM,
.29 git. ¢li KN, ) ja pbbistd OE.

1,‘% Selw, Kosfa wiiwat NK ja OA owat yhtdfuun-
m A3 G faifet, niin on £ KNO 4+ / AON = 2 fuoraa
fulmaa; L fiis on £ KNO+ / EON <2 fuovaa fulmaa,
ja NK ja OE fatuttawat toinen toifenfa, jod ne fyllin
pitennetddn. 1) Pitennd beitd fiis, Ffunnes tapaawat
toinen foifenfa P:8fd. Wedd PR famaa fuuntaa Ffuin
KA, eli NO, ja pitennd ME ja 0A, fnnnes yhiywdt wii-
waan PR; niin AS on anottu funnnifas.

Kosta ORPN on fuunnitas, jonfa [Awistdjd on OP,
niin tayte MK = tdyte AS. m) Mutta MK tebtiin= A\ H:
fiig on fuunnifas AS = A H. Sa fosfa / AES = / MEK,
jo £ MEK = / 1, niin on fuunniffaasfa AS £ AES
phtafuuri fuin /1.

Jatketaan sivua DC' annetun janan verran pisteeseen G [1.3]. Piirre-
tadn G:n kautta yhdensuuntainen sivulle AD [1.31]; leikatkoon se si-
vun AB jatkon pisteessid H. Suorat HC ja AD leikkaavat toisensa jos-
sain pisteessé I, silld ne eivit ole yhdensuuntaiset. (Kolmion ACHB
sisikulmat £ CH B ja £CBH ovat yhteensé alle kaksi suoraa kulmaa
ja ka#nteisen vuorokulmalauseen 1.29 mukaan A TAH = LCBH, jo-
ten LTAH + £C'HB on alle kaksi suoraa kulmaa ja voidaan soveltaa
yhdensuuntaisuusaksioomaa [Aks. 12].)

Piirtdmalld annetun suunnikkaan sivujen suuntaiset suorat pistei-
siin H ja I ja lisd&dmélld niiden leikkauspiste J ja vield IJ:n ja
BC:n leikkauspiste K saadaan suunnikas [JAH JI, jonka ldvisté-
jin pisteeseen C liittyvit tédytteet ovat annettu suunnikas ABCD
ja OCGJK. Jalkimmaiselld on konstruktiossa vaaditut ominaisuu-
det, silla JABCD ja OCGJK ovat yhté suuret lauseen 1.43 nojalla,
£JGC = LKCD = L ABC kianteisen vuorokulmalauseen 1.31 no-
jalla ja CG = E'F konstruktion nojalla. O

Toisin kuin Eukleides (ja mind) Aschan toistaa todistuksensa aluksi
lauseen 1.42 konstruktion — ilmeisesti saadakseen esitettyid koko ratkai-
sun yhtenéaisesti.

Oman todistusversioni sulkeisiin merkitty kohta, jossa perustelen mik-
si HC' ja AD leikkaavat toisensa, on ldhelld Aschanin Eukleideelta
kaintamia perustelua, jossa péadtellddn, etti ACHA < AGHA ja siis
LACHA+ADAH < {GHA+ ADAH, joka on kaksi suoraa kulmaa. Kum-
massakin muodossaan péaittely on ihmeen mutkikas. Asiahan on niin, ettd
jos olisi HC' || AD, niin HC olisi C'n kautta kulkeva AD:n suuntainen,
siis yhdensuuntaisuusaksiooman nojalla sama suora kuin BC'| jolloin H
olisi sama kuin B ja vastaavasti myos G olisi C, mikd on mahdotonta.
Eukleides on ehkd halunnut arvioida kulmia voidakseen kéyttdd yhden-
suuntaisuusaksioomaa siind muodossa, jonka on itse sille valinnut.

TEHTAVA 1.45. Piirrd annetun monikulmion kokoinen suunnikas,
jolla on annettu kulma.

Aschan esittdé tehtéiville kaksi ratkaisua, joista ensimméinen on lyhyt,
mutta perustuu lauseen 1.37 seuraukseen, jota ei ole Eukleideella. Jal-
kimmainen, Eukleideen ratkaisu, perustuu edellisiin konstruktioihin, an-
taa pinta-alojen systemaattisen yhteenlaskun edellisen lauseen mielessé ja
sopii siis tekstin tdhin kohtaan.



RATKAISU. (Aschan) Muunnetaan monikulmio ensin samankokoi-
seksi kolmioksi, kuten lauseen 1.37 seurauksessa. Kolmion muunta-
minen edelleen halutunlaiseksi suunnikkaaksi tapahtuu kuten tehta-
véssd 1.42. U

RATKAISU. (Eukleides) Jaetaan annettu monikulmio kolmioiksi
ANqy .., 0y (Kuvassa on n = 2, Ay = AABD ja Ay = ACBD.
Eukleides kisittelee vain tdmén perustapauksen.) Lauseen 1.42 mu-
kaan on konstruoitavissa Aj:n kokoinen suunnikas (OJFGHI, jos-
sa lisiksi L HIF on annetun kulman £F suuruinen. Konstruktio
1.44 antaa suunnikkaan OGH K J, joka on /As:n kokoinen ja jossa
AKHG = LHIF. Osoitetaan, ettd LJFIKJ on suunnikas, joka on
yhtd suuri kuin A; ja Ay yhteensd. Ainakin I, H ja K ovat samal-
la suoralla, silld kddnteisen vuorokulmalauseen 1.29 nojalla L HIF
ja £LITHG ovat yhteensd kaksi suoraa kulmaa, joten myos £GHK
ja LTHG ovat yhteensé kaksi suoraa kulmaa [1.14]. Vastaavalla ta-
valla néytetdén, ettd myos F', G ja J ovat samalla suoralla. Siis
AKIF = AHIF = AFE. Suorat IK = IH ja FJ = FG ovat yh-
densuuntaiset, koska [JI H F'G on suunnikas. Suorat IF ja KJ ovat
yhdensuuntaiset, koska kumpikin on HG:n suuntainen. OFIKJ on
yhté suuri kuin osansa, suunnikkaat OF I HG ja JGH K J yhteensa,
mutta ndmé ovat kolmioiden A; ja /Ay kokoiset, joten JFIKJ on
yhtéd suuri kuin A ja Ay yhteensé.

Vastaavalla tavalla lisdtdin saatuun suunnikkaaseen kolmioiden
As, ..., A\, kokoiset jatko-osat.

F G
A D J
5 c ! H K

O
Lause 1.45 antaa erityisesti menetelmén muuntaa miké tahansa monikul-
mio samankokoiseksi suorakulmioksi, vieldpéa standardileveiksi siiné mie-
lessé, etté yhden sivun pituus on annetun standardijanan mittainen (siis
"yvkkonen”, jos asia kuitenkin haluttaisiin ilmaista luvuin ja mitoin). Té-
mén jilkeen monikulmioiden (pinta-alojen) yhteenlasku on yhté leveiden

suorakulmioiden asettelemista perédkkéin, siis olennaisesti samaa kuin pi-
tuuksien yhteenlasku.
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45, Cjitelmi.  Tehtiwd.

Suinfa tehdidin fuorafiwnifen. monifulman juurninen
junnnifag, jolla on tietyn juorawiiwaifen fulman fofoi-
wen fulma,

Olfoon AEHI fuorawiiwainen

Y——%  monifulma ja K tietty fulma; teh-

tatoon fuunnitad AEHLn tofoifelfi,

s jolla on LO0= /K.

0
V\ & Fee enfin folmifulma = fuwio
N "X AEHI, a) ja wiimaa fitten Folmi-
A »  fulman fofoinen {unnnifas, jolla
on fulma = ZK; e) niin fuunni-

fa8 on tebty, jota anottiin.
. Seur. 37 Giit.. :

a

e. 42 Gft. Guflidbeffen tawallg. febtiwd -fuoritetaan
b. 44 Giit. feuraawasti.

i 29 Gifit. )

k. 14 Giit. Sa’a Fuwio AEHID folmifulmiin, Ree

fuunnifad MN = A\ AEH, jolla on / O —
/ K. e) Suwaa PN:lle toinen fuunnifag PR = A\ AlH, jotta
LPNRZLO, eli = /K, h),

Kosfa / PNR = / O, niin / PNR 4 /PNO= /0
/ PNO, Mutta / O+ / PNO=2 fuoraa fulmaa: i) fen-
tabden on / PNR 4 / PNO = 2 fuoraa fulmaa, ja ON ja
NR phtena wiiwana, k) Taas fosta / PNR = / MPN, i) niin
/ PNR -+ / NPS= / MPN- / NPS, Mutta / PNR +
/ NPS = faffi fuoraa Fulinaa: i) fentabden on / MPN 4
/ NPS = fqaffi fuoraa Fulmaa, ja MP ja PS phtend wii-
wana. k) — Kosfa fiisg MS ja OR owat phtafuuntaifet, ja MO
ja SR mpos ybhtafuuntaifet, filla molennat juoffewat famaa
fuunte Ffuin wiima PN; niin ORSM on fuunnifad ja = fus
wio AEHI, Yosfa OP tehtiin = /\ AEH ja NS = A\ AHL
Suunnifaalla ORSM on mypss / 0= LK,
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46. Cjitelmi, Tehtiwi.

313

Quinta tietylle juoralle wiiwalle piivretddn nelid?

K ‘ Olfoon AE {uora wiiwa; fille piiveet
H ; tatddn nelid.

Wedd A:8ta Fobtifuora wiiwa AE:fd

wasten, a) ja fee AH =AE. ¢) edd
H:8ta wiiwma HI famaa {uunfaa fuin AE
ja E:8ta wiiwa EI famaa fuuntaa fuin AH; h)
AL Gt giin AEID on nelid.
_3‘:’ §§§; Suunniffaasfa Al owat wasdtatfaifet
34 Gfit. fiwut yhtafuuret, nimittdin AE=HI ja AH=
.29 Git.  EI i) Mutta AE = AH: fentdhden owat
faiffi fiwut AE, EI, HI, AH ybtdfuuvet, ja AI yhtdfi-
wuinen {uunnifad. Taad fosfa AE ja HI owat phtd-
{uuntaifet, niin on £ A+ Z AHI =2 {uoraa fulmaa. k)
Mutta / A on {uora fulma: fentdhden on £ AHI {uora
jo wastataifet fulmat E ja I myds fuoria. ) &Siig
on {uunnifad Al phtdfiwoninen jo fuorafulmainen, fe
on nelid.

4

=

o

47, Ejitelmi,  Wiittdmd, *)

Qo8 yiji fulmae folmifulmasja on fuora; niin nelis
juovan fulmen wostaffaifella fioulla on Yhtajmni fuin
neliot yhteenjd fiwnilla, jotfa veunailewat juoraa fulmaa,

Madritys. Siwuja fuorafulmaifesfa folumitul-
masdfa nimitdmme IybyEdifesti Juoran fulman) wasdtat-

%) Timd on melfein Faiffein Ffunluifin fefjintd mittaustictees{s fa
nimitetdin tawallifesti Feffijan{d nimen jdlfeen theorema pythagoricum,
fe on Pytagoran waittamd.

Mainitsimme edellé, ettd pinta-alojen vertailun voisi toisaalta tehdd myos
kidyttaméattd mitddn standardijanaa, nimittdin "nelisimé&lla” vertailtavat
alat. Tatd ongelmaa emme ole vieléd ratkaisseet, mutta jos neliGintid ale-
taan kédyttédd, niin silloin olisi pystyttdva mahdollisimman helposti kon-
struoimaan neli6, joka on yhté suuri kuin kaksi annettua neliotd yhteensa.
Téhén tarjoaakin keinon Pythagoraan lause, joka johdetaan ensimmaéisen
kirjan péadtteeksi.

Tehtévilld 1.45 on luonnollinen k#dnteisongelma: miten konstruoidaan
annetun monikulmion muotoinen, annetun suorakulmion kokoinen mo-
nikulmio. Témé&n ongelman asettaminen edellyttdd yhdenmuotoisuuden
késitteen kayttoonottoa ja ratkaisussa tarvitaan suhteiden késittelya, siis
Eukleideen viidennen kirjan siséltoa.

TEHTAVA 1.46. On konstruoitava nelid, jolla on annettu sivu.

RATKAISU. Olkoon AB jana. Konstruoidaan nelio JABCD. Piirre-
téadn aluksi normaali janalle AB pisteeseen A [1.11], sitten leikataan
siitd AB:n mittainen osa AD [1.3]. Piirretdén pisteeseen B yhden-
suuntainen AD:lle ja pisteeseen D yhdensuuntainen AB:lle [1.31] ja
nimetdin niiden leikkauspiste C:ksi. (Leikkaamisen varmistamisessa
on takana yhdensuuntaisuusaksiooma.)

Osoitetaan, ettd [JABCD on nelio. Ainakin se on suunnikas, koska
vastakkaiset sivut konstruoitiin yhdensuuntaisiksi. Koska AD = AB
ja suunnikkaan vastakkaiset sivut ovat yhté pitkét [1.34], kaikki neljd
sivua ovat yhté pitkdt. Kulma £ A on konstruktion mukaan suora ja
kadnteisen vuorokulmalauseen 1.29 nojalla £ A ja £ B ovat yhteensé
kaksi suoraa kulmaa, joten my6s £ B on suora; samoin perustein £C
ja 4D ovat suoria kulmia. O

Sanomme, etté edellisessé tehtdvissd 1.46 konstruoitu nelié on sivun AB
nelid.

LAUSE 1.47. (Pythagoraan lause) Suorakulmaisessa kolmiossa on
suoran kulman vastaisen sivun nelid yhtd suuri kuin kahden muun
stvun neliot yhteensd.

MAARITELMA. Suoran kulman vastaista sivua sanotaan hypote-
nuusaksi ja viereisia sivuja kateeteiksi .



TODISTUS.

D

] E

Olkoon ABC kolmio, jossa kulma £A on suora. Osoitetaan, etti

hypotenuusan BC nelio OBCDFE on yhtéa suuri kuin kateettien AB
ja AC neliot OABFG ja OACTH yhteensa.

Ainakin tutkittavat nelit ovat olemassa [1.46]. Leikatkoon pisteesta
A suoralle BD tai C'E piirretty yhdensuuntainen suoran DFE pistees-
si J [1.31].

Pisteet A,C ja G ovat lauseen 1.14 mukaan samalla suoralla, sil-
14 kulmat CAB ja BAG ovat suoria, joten niiden summa on kaksi
suoraa kulmaa. Samoin ovat B, A ja H samalla suoralla.

ADBA = LCBF, koska kumpikin saadaan kulmasta £CBA lisdi-
mélld sithen suora kulma [Aks. 11 ja Aks. 2]. DB = CB ja BA = BF,
koska nelion sivut ovat yhté pitkid. Siksi kolmiot ADBA ja ACBF
ovat SKS-lauseen 1.4 mukaan yhtenevit, erityisesti yhtd suuret. Kos-
ka DB || AJ, on kolmio ADBA lauseen 1.41 nojalla puolet suun-
nikkaasta (JDBK J. Samoin on kolmio ACBF puolet suunnikkaasta
UOBAGF, joka on kateetin AB neli6. Siksi kateetin AB neli6 on yh-
td suuri kuin suunnikas (1D BK J, joka on hypotenuusan BC' nelioén
siséltyva suorakulmio. Vastaavalla tavalla todistetaan, etté toisen ka-
teetin nelio JACTH on yhté suuri kuin suorakulmio JJECK. Hypo-
tenuusan nelio JDECB on yhté suuri kuin suorakulmiot ODBKJ
ja OJECK yhteensa eli neliot HBAGF ja HACTH yhteensa. g
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Baifef{i jo wieveifit{i fiwuitfi. Wastaifen fivoun
muufaloinen nimityd on hypothenusa ja wiereifien nimi-
ty8 Kkatheter.

46 Giit.
3 Gfit.
. 14 Giit.
11 &elw,
2 Gelw.
& Giit.

m. 41 Gfit.

n.

6 Selw.

J08 {iis Folmifulmasia AEH
» ZEAIL on fuova; niin nelid
-7 EH:Ula = nelidt vhteenfd AE: (4
ja AH:la.
Wiimaa  folmifulman fi-
= wuille nelivt EK, EN ja AP, a)
Wedd A:8ta wiiwa AR {amaa
fuuntaa fuin EIL eli HK, ¢) ja
phdistd Al, MH, AK ja EP.

j EAH
| H,___% Kosta / ja / EAN

owat faffi fuoraa fulmaa, niin
on HA ja AN yhtend wiiwana. h) Samwoin
ndaptetddn, ettd EA ja AO owat yhtend wii-
wana. Nyt on LIEH= / MEA; i) ja jos
lifatddn molemmin puolin / AEH, niin on
ZIEA= /MEH. k) Mutta fiwvu ME = AE
ja fiwn IE =EH: fentdhden on A\ IEA 2
AMEH. D Mutta CIEN on faffi fertaa

niin fuuri fuin AMEH, m) jo fuovafulmio ER on faffi
fertaa niin funei fuin AIEA. m) Sentdhden on {uova-
fulmio ER=[]EN. 1) SGamalla tawalla todidtetaan,
ettd {uorafulmio R =[]AP. &ii8 on fofo [ JEK=
[JEN+ [1AP.

1 Seuraus. Kuinfa wiiwataan nelid fahden tie-
fyn nelidn {uuruifeffi?

2 Seuraus. Wiereifelle fioulle tehty nelid on
yhtafuuri fuin nelid wastaifella fiwulla, wdhennetty
nelidlla, jofa tehdadu foifelle wiereifelle fiwulle.
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3 Senrausd. Kuinfa wiiwataan nelid, jofa on
phtafuuci fuin jaanndsé tietystd nelivstd, wdbennetty
toifella tietylUd nelidlldo

4 Seurausd. Jos melidn [Awistdjdlle wiiwa-
taan  nelid, niin fe on faffi Ffertaa fuuvempi fuin
itfe melid.

5 Seuraus. Nelid puolella [Awistdjdlld nelids{d
on puoli nelidd.

6 Seuraus. Jod faffi fiwua fuorafulmaifesia
Folmifulmasfa eviffeen owat yhtafuuret fiwuninfa fansfa
toifedfa fuorafulmaifesfa folmifulmasfa, ja ybtafuuvet
fimut molemmisfa folmifulmisfa owat toinen toifenfa
ja fulmien fubteen famasfa jdrjestyffes{d; niin folmi-
Fulmat owat vhteellifet.

48, @jitelmd, Wiittimd.

Qod folmifulmasia nelis, wiiwattn yhdelle fiwulle,
on Yhtijuuri fwin molemmat nelist yhteen toijilla ji-
wuilla; niin niiden wilinen fulma on juora,

o 1 E Olfoon folmifulmasia AEH ne-
T 1id, fuwatty fiwulle EH, yhtdfunri
fuin nelivt yhteenfd AE:Ud ja AH:[q;

Rl

niin /£ HAE on: {uora fulma,

a. 11 Gfit. TWedd Al | AH:ta wasten. a) Tee Al=
© 36T AR, e) ja webd I Rosta Al = AE, niin

3 Git. [ ALUG =[] AE:(4. by Lifdd molemmin
i AT Gitt. yuolin AH: (e tehdylld nelidlld, nitn [ AL UG +
koSO AH:Mla = [ AE:04 + (] AH:0a.  Mutta
CJIH:0a = [JALUG 4 [JAH:la, D ja (JEH:0a ehdotet-
tiin =] AE: (@ + [] AH:lla. Sentdbden on [J1H:(la =
CJ1EH, ja uniinmuodoin fiwn IH = fiwn EH. by Kodta

Esitettya todistusta pidetdédn Eukleideen tdhén tarkoitukseen itse keksi-
méné. Toisin kuin vanhemmissa todistuksissa téssd ei tarvita yhdenmuo-
toisuuden kisitettd, joka voidaankin méiritelld vasta 6. kirjassa.

Aschan korostaa Pythagoraan lauseen merkitysté alaviitteell, jossa julis-
taa sen nimen “theorema pythagoricum eli Pythagoran waittama”. Lisaksi
héan luettelee seurauslauseita, jotka esittelevét lauseen erikoistapauksia ja
KAy ttoa.

SEURAUS 1. Osataan piirtid nelié, joka on yhtd suuri kuin kakst
annettua neliotd yhteensd.

Tamaé oli yksi tavoitteista!

SEURAUS 2. Kateetin nelio on hypotenuusan nelion ja toisen kateetin
nelion erotus.

SEURAUS 3. Osataan piirtid nelid, joka on yhtd suuri kuin kahden
annetun nelion erotus.

SEURAUS 4. Nelion ldvistdjdalle piirretty nelio on kakst kertaa niin
suuri kuin alkuperdinen.

Jos jokin jana on valittu yksikoksi, niin osataan siis konstruoida lukua /2
vastaava jana. Pituuksien suhteena /2 siis "esiintyy geometriassa”. Télli
on merkitysté, silli koska v/2 ei ole rationaaliluku, nelién sivu ja lavistéja
ovat yhteismitattomat. On siis olemassa ja voidaan konstruoida yhteis-
mitattomia janoja. Tadméa on syyni sille, ettd viidennen kirjan mutkikas
suhdeoppi on tarpeellinen.

SEURAUS 5. Nelion ldvistdjin puolikkaan nelio on puolet alkuperdi-
sestd neliostd.

SEURAUS 6. Suoralle kulmalle pdtee yhtenevyyden SSK-sddnto: Jos
kahdessa suorakulmaisessa kolmiossa on yhtd pitkd hypotenuusa ja
toinen kateetti, niin kolmiot ovat yhtenevdt, sillé kolmas sivu mdd-
raytyy Pythagoraan lauseesta. (Sama pdtee SKS-sddnnon nojalla, jos
kolmioilla on yhtd pitkdt kateetit.)



LAUSE 1.48. (Kéinteinen Pythagoraan lause) Jos kolmiossa yh-
den sivun nelio on yhtd suuri kuin molempien muiden sivujen neliét
yhteensd, niin ensin mainitun sivun vastainen kulma on suora kulma.

TODISTUS.

B A D

Olkoon kolmiossa AABC sivun BC' nelié yhtd suuri kuin kahden
muun sivun neliét yhteensa. Osoitetaan, ettd £ BAC' on suora kul-
ma. Piirretddn sivulle CA normaali kohtaan A [1.11] ja leikataan
siitd AB:n mittainen jana AD sille puolelle suoraa AC, jolla B ei ole
[1.3]. Koska AD = AC, niin molempien neliétkin ovat yhtd suuret.
Lisdtadan kumpaankin AC':n nelio, jolloin saadaan yhté suuret. Kos-
ka syntyvd kolmio AACD on suorakulmainen, on C'D:n nelié Pyt-
hagoraan lauseen 1.47 mukaan yhtd suuri kuin AC:n ja AD:n neliot
vhteensi. Mutta AD = AB ja C'B:n nelio on oletuksen mukaan yhté
suuri kuin AC:n ja AB:n neliot yhteensé, joten CB:n ja C'D:n ne-
liét ovat yhtéd suuret. Siis CD = CB. Kolmioilla AABC ja NADC
on siis yhté pitkét sivut — onhan AC yhteinen — joten SSS-lauseen
1.8 mukaan ne ovat yhtenevit. Kulma £ BAC on siis yhta suuri kuin
vieruskulmansa £ DAC' eli suora kulma. 0
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uyt fiwn Al = AE, AH on phteinen jo IH = EH, niin
on A\ IAH A EAH ja ZIAH= / EAH. k) Mutta
Z 1AH on {uora fulma: fii8 on mvdsfin £ HAE fuora

fulma.
R o —
Toinen Kiria.
Madritytjia.
A B 1. Jofainen fuorafulmainen fuun-

i |-nifas, eli {uorafulmio, fifalletddn
| | fuorilta wiiwoilta, jotfa fuwiosfa veu-
7'"*7# n- nailewat faman fuoran fulman.
M. Tamd on. min ymmarrettawd, ettd fuorafulmion
pintazala [Bydetidn, 08 phden fiwun pituudmadra ferrotaan
1 G ¢ foifen foun pituudmadrdla, jofa on
[ fuorappstyifend enfimaista wasten. Cfin,
108 fiwu AE = 6 peufaloa ja Al =3
yeufaloa ja fuwio jaetaan peufaloneliviz
I 1 bin, niin niita oty Fuwiodfa 6 X 3 =
18 fappaletta. Sentautta merfitaanfin mitannollifedti fuo-
rafulmio, jonfa fiwut faman fuliman ymypdrilla owat a ja h,
fertomerfilla a X h.  Nelivn, eli phtafiwuifen fuorafulmion,
pintazala on fiid =a X a (eli niinfuin tawallifemnmin firjoiz
tetaan =a2), jog a on fen fiwu,
A B & 2. Mutfio (gnomon) on fuunnif:
/ ,,/,/'/n faisfa toinen niista fuwioidta, jotfa
" 777 feifowat lawistdjdn ympdrilld, ynnd
/7 /] wmolemmat taytteet. Muttioita owat
X7y fmwiot KAEPON ja ATINMPI.
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T&ssd on vain ensimmaéinen kirja. Jos haluat muutkin, ota yhteyttd Lauri.V.Kahanpaa@jyu.fi




