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tuus nykymielessikiiin ole hiku, vaikka niilld kisitteilld onkin yhteys.
Léhtokohtaisesti pitdisi tyytyd vertailemaan janoja tai aloja ja sanoa,
ettd jos suorakulmion sivut a ja b ovat jonkin samnan janan kokonaisia
moninkertoja, siis @ = nx ¢ ja b = m x ¢, niin suorakulmio on yht# suuri
kuin nm kpl. e-sivnisia nelisiti yhteensi. Janan ¢ voi kylli tilapiisesti
nimetd "mittayksikoksi” pituudelle, jolloin on aika luonnollista nimeté
c-sivuinen nelié pinta-alan mittayksikéksi. Jos halutaan, cttid mittalu-
vut ovat, kokonaislukuja, on tarvittaessa vaihdettava pienempéin mit-
tayksikkdon sikali kun ollenkaan on olemassa sellainen mittayksikks,
ettd janat a ja b ovat pituudeltaan sen kokonaislikumoninkertoja. Jos
on, niin janoja a ja b sanotaan yhteismitallisiksi, kuten jo mainittiin
ensimméisessé kirjassa. Tamé tarkoittaa, cttd niiden pituuksien suhde
on rationaaliluku. Euklidisen geometrian tirkei piirre on mittakaavain-
varianssi samanlaiset kuviot voi piirtii minkd kokoisina tahansa.
(Epéeuklidisessa geometriassa tai vaikka pallon pinnalle piirretticssi
on toisin, esimerkiksi kolmion kulmien summa riippun kolmion koos-
ta.) Siksi enklidisessa geometriassa esiintyy yhdenmuotoisia kuvioita.
Eukleideen viidennessi ja kuudennessa kirjassa tutkimksen kohtce-
na ovatkin viime kddessi pitunksien, kulmien ja alojen suhteet. Mo-
nikerrat ovat sellaisia suhteita, jotka yll4 esitetysss miclessd vastaavat
lnonnollisia lnkuja. Yhteismitalliset suhteet vastaavat, rationaaliluku-
ja. Yhteismitatonta, siis irrtionaalista suhdetta joudutaan arvioimaan
yhteismitallisilla eli rationaalisilla suhteilla. Koko ongelman huomaa-
minen on koulnttamattomalle ihmiselle, etenkin lapselle ylivoimaisen
vaikeaa ja palaamme sithen vield useaan kertaan. Suhdeoppi oli mui-
naisen Kreikan matematiikan ja koko antiikin ticteen suursaavutus,
vastaahan klassisella tavalla médritelty irrationaalinen suhde oleelli-
sesti reaalilukna esimerkiksi Dedekindin leikkauksen mielessi. Onkin
tapana leikillisesti kinastella siitd, tunsivatko kreikkalaiset modernin
reaalilukukisitteen.

Euklcides ci siis toisen kirjan alussa missiin mielessi pyri antamaan
laskusidntod snoraknlmion pinta-alaluvun laskemiseksi. Ei ole tarkoi-
tus ajatella lukuja, vaan kisitelld geometrisia objekteja itsedin. Tassi
yhteydessi kahden janan tulo kerta kaikkiaan on niiden virittima suo-
rakulmio tai sen kanssa yht4 suuri kuvio.

(2) Mutkio on jainnds suunnikkaasta, kun toisesta passti
poistetaan kuvan mukaisesti pienempi suunnikas, jonka
vapaa kirki on ldvistajalla.

"Mutkio” ja kohdassa 1.43 midiritelty "tiyte” ovat hauskoja suiioja,
joiden ei soisi katoavan lopullisesti suomenkiclesti. Mutkio, kreikalsi
gnomon, on Bukleideella ja koko antiikin ajan matematiikassa hyvin
tirked kuvio. Syy kily ilmi tuotapikaa.

2.2. Lauseet ja tehtdvit. Nykymatematiikan kielelld ilmaistu-

na Alkeiden toinen kirja kisittelee algebrallista jarjesteliniié, jousa on
kahdenlaisia objekfejn jn kaksi laskntoimitnsta, yhteen- ja kertolasku.
Ensimmiisen objektilnokan mnodostavat janat, tai oikcammin janojen
ekvivalenssiluokat, jossa on samaistettn yhtii pitkiit (ts. yhteneviit) ja-
nat. Toisen luokan ohjektit ovat tasokuviot, joistn yhtd sunret samais-
tetaan. Tassi "tasokuvioiksi” voisi elikd tyytyd hyviksymian pelkis-
tdfin suorakulmiot, mutta kaikki monikulmiot kelpaavat edustamaan
tasokuvion kokoa, siis pinta-alaa, koska lause 1.45 osoittaa, ettd moui-
kulmion voi aina korvata yhis suurella snorakulmiolla.
Summa a + b on midritelty, kun a ja b ovat molemmat joko jano-
ja tai tasokuvioita. Janojen summa muodostetaan valitsemalla toisclle
samanpitninen edunstaja, joka on toisen jatkona ja yhdistamilld janat,
toisin sanoen liittAmill4 janat perdkkiin, Tasokuviot summataan valit-
semalla kummankin edustajaksi yhtd leved suorakulmio siten, ettd ne
ovat vierekkiin ja mmodostavat yhdessi nuden suorakulmion. Kahden
Jjanan tulo on niiden virittima suorakulmio - oikeastaan sen edustama
luokka eli pinta-ala. Janan ja tasokuvion tuloa ci ole méaéritelty taso-
geometriassa kuten ei myéskéiin kahden tasokuvion tuloa. Monikerrat
eli luonnollisella luvulla kertomiset midritelldan tietenkin yhteenlas-
kun avulla (2¢ = a + a jne.). Vihennyslasku miédritelldin summan
avulla niissi tapauksissa, joissa erotus on olemassa. Muuten crotusta
ci madritelld ollenkaan, silli negatiivisia janoja ei ole. Snorakulmion
jakaminen janalla oli tehtivi 1.44.
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Alkeiden toisessa kirjassa johdetaan geometriasta kymmenend cnsim-

méisené lanscena néille laskutoimituksille scuraavat laskulait:

(1) (a+- -+ an)b=a1b+ -+ axb.
(2) (a+b)a-+ (a+b)b=(a+b)?
(%) ala+b) = a2+ ab.
(4) (a+b)? =2ab+ a? + b2
(5) (a—b)(a+b)=a®-b.
{(6) (a—b){a +b) + b = a.
(7) (a+b)? = 2ab+ a® +b? ja 2ab— (a — b)? = a? + b2

(8) (a+b)? - (a—b)? = 4dab

(9) (a+b)%+ (a—b)?=2(a?+ b?) = 2a2 + 2b2.

(10) (a+b)2 + (b—a)? = 2(a® + b?) = 2a2 + 2b°.

Jokaisen todistuksen yhteyteen on kirjoitettu lista kiytetyistd apu-
lanscista. Listoista nikee heti, oftii Alkeissa ositetédéin kaavoille (1)
(10) toisistaan tdysin riippumattomat todistukset, jotka siis kiyttivit
kukin crikseen vain ensimmiisen kirjan tictoja. Vain yksi valhiapitoi-
nen poikkens "vahvistaa sidnuon”. Lisidksi Eukleides kdyttid vain osaa
kaavoista jilkcenpéin ja joitakin on jo todistettu ensimmiisessd kirjas-
sa. Toisen kirjan tarkoituksena ci varinaan olekaan rakentaa kudosta
kiyttokelpoisista tecorcemoista, vaan esitellii inctodi, jolla geometrias-

ta saadaan tarvittacssa tillaisia tictoja. Samalla esitelliin geomelrisen
" A —————————

algebran kaavojen visnaalinen erkitys. Esimerkkeja. on niinkin mon-
fa sk syysti, ettd merkin puolesta tolsistann croaville kaavoille tulee
cri tulkinta, silld negatiivisilla snurcilla ¢l ole geometrisia vastineita.
Fukleideella ei siis ollut kiiytossi negatiivisia lnkuja eikd tietenkdidin
algebrallista merkintitapaamme. Algebrallinen ajattelu kehittyi tisti
huolimatta jo antiikin aikana, ja Alkciden toisen kirjan lausecille laa-
dittiin jalkcenpéin todistuksia, joissa kaavat (2)-(10) johdettin kaavas-
ta (1). Tamahin on nykyisin helppoa algebrallisin manipulaatioin, siis
"laskemalla kirjaimin”. Témiin Aschankin toteaa ja tekee muistutuksis-
saan. Liahtokohdaksi kaavojen algebralliselle johtamiselle tarvittaisiin
(1)m liséiksi joitakin "itsestdfinsclvid” peruskaavoja, kuten ainakin las-
kutoimitusten vaihdannaisuus a +b = b+ a ja ab = ba ja listdnndisyys
(a+b)+c=a+(b+c) ja (ab)e = a(bc) ennen kuin voidaan esimerkiksi
(3) todistaa laskemalla  siis vaikkapa néin:

ALKEET

(a + b)a+ (a + b)b = (aa + ba) + (ab + bb) = aa + (ba 4- ab) + bb =
(aa + ba) + (ab+bb) = (a+b)a+ (a4 b)b = (a+ b)(a+b) = (a+ b)?.
Esitin ylld abstraktin tulkinnan geometrian laskutoimituksille, Reaali-
lukuihin tottuncelle inisclle voi kuitenkin olla paljon luonnolliseinpaa
tulkita geometrisen algebran laskutoimitukset sillid tavalla, ctté sitten-
kin otetaan kiyttoon geometrian lisiksi reaaliluvat, ja ilmaistaan niiden
avulla pituudet ja pinta-alat scké myts kulinat. Tédllainen moderni me-
nettely on tosin yllittivin tyolds, mutta se on toteutettu téisimillisesti
uscassa nykyaikaisessa geometrian jirjestelmissi, esimerkiksi vanhim-
massa niistéa, Hibertin oksiormaattisesse geometriassa.

Koska tarkoituksenamme on esitellid Eukleideen Alkeita suomennoksi-
ncen, csitimine scuraavassa lauseisiin (1) (10) liittyvien kuvioiden li-
sitksi lausciden alkuperiiiset geomnetriset todistukset, ensimmdiset, tar-
kasti, muista piikohdat.

Toisen kirjan aluksi Eukleides esittéi ja johtaa geometrisesti perusta-
valaatuisen osittelulain (@p + - + ap)b = a1+ - - - + anb. Bukleideen

jirjestelmiissi kaava merkitsee, etti janojen yhiteenlaskun ja alojen yh-

teenlaskun valilld vallitsce timé yhteys, vaikka ne ovat eri laskutoimi-
tuksial Todistus ci milldin tavalla kiyté sité tictoa, ctti lukujen lasku-
tolnituksilla on samautapainen osittelulaki. Oletuksena on vain, etti
alan yhteenlasku tehdéin luonuollisella tavalla, siis yhdistamaélld paloja

aivan kuten janojen ja kulmien yhteenlaskukin, Muistetaan samal-
la, ettd aksiooman 8 mukaan yhtenevit kuviot ovat yhti suurct. Kaik-
ki téimd toimii ilman minkééin lukuarvon liittéamistd suorakulmioon.
Mutta Aschan korostaa moncn edeltijinsi tavoin yhteyttd vihintiin-
kin luonnollisiin lukuihin kirjoittacssaan muistutuksen: "Jos suorakul-
mioin pinta-alasta lasketaan luku, niin se kohta nédhddin, ctti suora-
kulimio FO = suorakulmiot EP+ TR KQ. Olkoon EI = 7 kyynirii,
1K = 2 kyyuirdd, KH = 4 kyynirid, siis koko FH = 13 kyynarié, ja
olkoon A = EN = 6 kyyndrii, niin 13 x6=7x6+2 x+4 X6, s¢ on
78 kyynirinclioa = 42 + 12 + 24 kyynérinelioi. Jos viivain lnkuméi-
rit merkitiin samassa jirjestyksessii ET = a, IK = e, KH = h; siis
EH =a+e+h,ja A=k niinon (at+e+h)xk =axk+exk+hxk.
Tdastd ndhdddn, cttd tulot kahdesta howusta, kervottu toinen toisella,
owat yhtd suuret, josko lwwut kerrotaan kokonaisina, cli toinen koko-
naisena toisen luwun jokaiselle osalla.”
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Senraavassa tehtivissid pyydetiin jakamaan jana kultaisen leikkauksen
subteessa. Konstruktio on ensi yrittamilli kaikkea mimta kuin itsestiiin
selvi.  lukija yrittdkasn itse keksid sen, jos i tnnine ratkaisua comestiiin.
Timi tehtiva on merkittiavi monestakin syystd, Insimiikin kyscessi on
sddanndllisen viisikulimion konstruoinmin olenmainen kohta., Toiscksi tissi
on prototyyppi sille, miten yleensiikin geonmetrisessa algebrassa ratkais-
taan toisen asteen yhtils. Kimupikin ongelima on vanha, ratkaisut arvat-
tavasti jo Dythagoraan koulnknnnan tuntemia, chki keksimiikiu,

TeuTAvA 2.11. (Kultainen leikkaus) On jeettava nelion sivu
kahteen osaan x ja o — x siten, ettd toisen osan nelié on yhtd suuri
kuin suorakulmio, jonka sivuina ovat toinen osa ja alkuperdinen sivu.
Torsin sanoen on konstruoitava ratkaisu toisen asteen yhtilolle

22 = a(a - )

D C
2c(Pctb)
cb ‘?cb Wihe
A E B F
- )‘\.__Y_ ;V 4
t c b

RATKAISU.  Puolitetaan aluksi jana a = AB kohdassa F2 (Kuvassa
on merkitty %a = ¢.) ja konstruoidaan nelic ABCD. Valitaan F
janan AD jatkeelta siten, etti EF = F(C'. Ltsitty jana x on yhtd
pitka kuin B,
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fuuret fuin faffi fevtaa CIKM:04. Mutta CIKN:NG =
(I MN:U4 + [CIJKM:N4, 5) Sentdbhben [ KN:Ud=2 fer-
taa [JKM:04,  Waan KM = HI: p fii8 on I KN:(4
myds = 2 fevtaa (1 HI:0K. Hstdin todistettiin, ettd
[CIAK:lla =2 Terfaa CIAH: g, Sentdbben on [CIAK:Ha -+
CIKN:d =2 tertaa (AH:(a + CIHENE,  MMutta nes
lid AN: & =[J AK:Ua+CIKN:{4. 5) Siis on [ AN:0f =
2 Pertan- (] AH:lla ++ ] HI:ME, © Onpa [ ALK -
[0 IN:08 = [0 AN:(I4, ) ja niinmuoboln [ ALK -
CIN:0& =2 fertaa [JAH:Na -+ [ H:AK. - Mutta tuin
EL=IN, niin on wiimein D ALUR + DI EL0& = 2 terlaa
CTAH:[la - [ HI: (K.

M. Otfoon AH = HE = 9 Pypniirit ja Bl = § fyp:
nirdd: fiis Al==23 ja HI=14 ondrdd; niin on, efitels
mih mufaan, 23% 4 52 =2 X (9% |- 142), fe on: 529
25 = 554 Pypnaviinelisd = 2 X (81 +- 196) =2 X 277 fyps
nirdnelisn, No8 AH = HE = hja HI =43, nilnon (a - h)*
4 @—=h)* =2 X a® 4 2 X W, nlinfuln 9184 efis
telniisfe, jofa onti tamin Pansfa phteeinen, niln eted wos
Teimnat woitaijiin fanottas ndint . 0é Palfi fitoraa wiiwaa
oflfi ticfpsfd, niln nells pbbiseervilld whiwolla phna nells
wiioafla, jofa Jadpi plenennin@n feitattua funreninasta, owat
2 Fectan nelide pbreenfa motemniiffa wiiwollfa,”

11,  Efitelmd, Zebtiwd,

Suinta tietty fuota witwa leifataan fahteen ofaan,
jotta fuorafulmio, f{ifdfletty fofonaifelta wiitwalta fa tof-
felta ofalte, on uelidu funeninew foifella ofalfa,

Olloon AE fuora wiiwa. Rawaa file nelid Al a

; 6'.0_1 ’ Celffan AH festeltd fablia K:ofa. o) b+
o 10 afr. 1, DIBtE KE ja pitennd HA, tunnes KM =
hoa'efn 1. KE. b) - Tee AM:lle nelid MO, a) ja pie

81
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ik A tennd NO wiigalle 1y ntin AE on 0:8fa
i leltattu Pabteen ofaan, jolta fuoratuls

. mio. AE X OE = AQ®.

Ap— LE Rodta AH on Teifattu festelts tabs
1 1 Ha ja toinen wilwa AM on [itetty fii-
e 1 ben yhbetfi wiiwalfly niin fuoratulinio,
o fifdletty HM:(8 ja AM:[td 4 T KA:(a
SR S R phidfuuct tuin [J KM:04, 5 Mutta

CIKM: M8 =[] KE: 0§, fil§ KM=KE: k)
i. 6afin 9. fentdbben fuorafulmio, fifdlletty HM:(t] jo
Ky 3‘: gﬁ""-' AM:It& ~+ [ KAilla = ] KE:0G.  %aan
187 o, 4. KA+ [CTAE: I = [C]KE:(&: 1) fii on

: fuovatulmio, fiffetty NMM:(td jo AM:(t& -
CIKA:lla =] KA:(la-+[] AE: 04, Ota yhteinen CIKA:(a
poid molemmin' puolin, niin o fuovatulmio, fifdMetty
HM:U{d ja AM:ItG = [JAE:04.  Putta MP on fuoratul.
mio, jola fijMetddn HM:[(5 fa AM:[t§, toska AM = MN,
ja Al on nelid AE:UR. @entdbben on fuorafulmio
MP = []AL. Dta poi8 molemmin puolin vhteinen fuos
vatulmio AP; niln on jddpd nelid MO = jddpd {uora.
fulinio OI.  Mutta MO ot nelid AO:Ua ja O fuoras
tulnto, fifdletty AE:[t& jo OE:ltd, fild AR =EI. Gens
tabben on fuovafulutlo, fij&Metty AE:(t§ ja OE:ltd =
(] AO:Ua.

12, Gfitelt, Wit
Enlfﬂtuimui[eﬁfa tolmitulmasfa on nelid tylfiin ful-
man wodtaflatfelln fiwulle niin junct huin neltit yhteenfi

wierel [l fiwnilla- yund falfi ertoa fuoratulmio, jola i
fiilletddn toijelta wiereifeltd fionlta jn fen nllopuolijelta

ATLKERT

Nykyaikaiscmpi todistus jatkuisi huomaamalla, ctti Pythagoraan lause
kolmioon A(FCB) antaa
e2 4 (20)F = (¢ B2 == % 20 4 B2,

joten 4¢? = 2cb + 6% cli a? = ab + b2, kuten pitiidkin, Bukleides korvaa

néamé laskutoimitukset vastaavilla geometrisilla pitittelyilli. Katsomme

hicruan yksityiskohtia, koska todistuksessa on miclenkiintoinen piivre: las-

kutonituksin vastaavia tarkasteluja lyhennetdin kiyttamélli kerrankin

jotain tictoa Alkeiden toisen kirjan lauscista:
Lauseeu 2.6 inukaan suorakulinio JAFGI ja (kuvaan piirtdmaton)
nelis 52 oval, yhtcensi yhti suuret kuin (kuvaan piirtaméaton) ne-
li6 EF?. Mutta EI" = EC, joten Ef? = LC?, josta Pythagoraan
lauscen 1.47 wmukaan EF? = EC? = FB% 4 BC?. Siis suorakulmio
OAFGT on yhti suuri kuin BC? eli AB%. Vihentamilld yhteinen
osa, suorakulmio [(JABH I, paitelldiin, etti snorakulmio CJABH I on
yhté suuri knin nelic BI™%, mika onkin viite. O

Lausk 2.12. (Kosinilause tylpéille kulmalle)
B

P7d C b A

Tylppakulnaisen kolmion tylppdd kuliaa vastassa olevan sivun nelio
(¢?) saadaan lisdimdlli molempien muiden sivujen nelididen sum-
maan (a? + b?) kaksi kertae sellainen sworakulmio, jonka toisena si-
vuna on toinen kolimion lyhyemmistd sivwista ja toisena etdisyys si-
ti vastaavan korkeusjanan kantapisteestis (kuva!) tylppadn kulmaan
(2bd).

[

1
Th

i




| ALKEET

TobpisTus.  Pythagoraan lanseen 1.47 nojalla saadaan kolmioista
APCB ja APAB kuvion merkinngin A2 +d? = a? ja h? + (d+b)? =
c2. Janojen summan nelislle on edelld todistettu binomikaava 2.4,
jolla saadaan h? + d? 4 2db + b = 2. Kaiken kaikkiaan:
. = h2+d®+2db+ b = a® + 2bd + b
. 0
Alkeissa ei tictenkddn kidytetd lyhyiti algebrallisia moerkintitapoja, jotka
on keksitty paljon myshemmin. Todistus on kniteukin sama kuin ylla
) esitetty, kuten voi hnomata likemalla Aschanin tekstii, joka on tissikin
kohdassa hyvi ja sanatarkka kidnnos.
Aschan liittad kosinilanseen periiin muistutuksen, jossa olennaisesti esit-
telee kosinifunktion ominaisuuksia: Jos tylppd kulina £C' 1dhestyy suoraa
knlmaa, niin korkeusjanan kantapiste P ldhestyy kirked C ja suorakul-
mion ala bd(= ba cos C) lihestyy nollaa. Kin £C on todella suora kulina,
niin d = 0, ja siis bd = 0. Lauscen viiite saa modon ¢ = a? + b2, joka on
Pythagoraan lanseen 1.47 kaava. Aschaniu mukaan tisti nidhdiin, otti
lanse 2.12 on yleisempi totuus kuin 1.47 ja "pitid sisillinsd myds senkin®.
Tamihdn ci pidid paikkaansa ihan kirjaimellisesti lause 2.12 ¢l sano
mitddn suorakulimaisesta kohiniosta, vaan tylppiknlmaisesta.

-_— = o =

LAause 2.13. (Kosinilause teriiville kulmalle) Jokaisessa kol-
miossa saadaan terdvdd kulmaa vastassa olevan sivun nelié (¢?) sum-
maamalla kulman molempien kylkien neliot ja viahentamalla sum-

' masta (a® + b?) kaksi kertaa sellainen suorakulmio, jonka toisena si-
vuna on toinen kyljistd ja toisena sitd kylked vastaavan korkeusjanan
kantapisteen etdisyys alkuperdiseen kulmaan (2bd).

B
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ofalta tulman jo tobtifworen: witwan wHIIN, webetty fille

tondten feifotvar Wlmon fivestles. < ,

E J08 Z EAH on ty[(], ja BI webes
tddn tobtifuovaan pitennetyile wiereifelle
fitoulle H1; a) nlin HE® = EA® 4 AY{*
22X (AD X AD),

g \ - Gid [ I e = (1A 0a -+ nelid
ARl A+ Palfi fevtan fuovatulimfo, fifdre
s 12 @ik o, lethy AH:lta jo TA:Ita. @) 444 molemmin
"o an 3 puolin CIIR:(Id; iin CII: M - (] 18:fta =
o0 DAl -+ 0 1Al = (0 1E:04 + Fat
fertan fuorafulmio, [fdMetty AH:Ita ja TA[ta. Mutta
todta Z EIH on fuora, nifn [ EN:Nla =[] 1H:Na[] IE:(1d,
jo [ EAlla %= ] 1Alla 4 CIIEAA: by © Gentbben on
CIER:Ua = CJAHlla + [JEAta 4 faffl fertan fuoralul-
mio, fifalletty A:lta jo ALItS., -

M, Ruta fitennin Z BAH tulee’ fitoran Pulinan., funs
riteen, fitd fifemmin wpss piste 1 lanfean pidtetta A ja
fies piencinpt o fuoratulinlo, fifietty AHilta ja ARfta,
30 Io8 ficten £ EAH ofifi fuora Fulina fa Iffe fiwu BA Pops
tifuoradfa AHita wasten, niln 1A ofifi = 0 ja fii8 fuorabule
tio, fiflletty AH:lta fq IAseq = 0. Siffoln olifi [ Bl =
[J EAilta - [T AHGlf, nilnfuin 47 Gfit, enfinifesfs Hee
jasia jo mavtertiing fosta nuGbaAN, ettd fAmnd efitelnd on

pleifenpl totuus, fin 47 Gfit. 1, ja ffdanM pitas
WYo8, fenfin, = =

il _13;' :'_(_ﬁﬁt:elp_iii.'-_ﬂisﬂmﬂlnﬁ.- o
_ dofaifesfa Tolmitulmasfa o welid terbwitie hilbnan
tongtaffaifella fiwnlla wiin fuuek fuin weltst yhteenfd suies
veifilld fiiouiflo, toihennetty - falii testan: fuovatufuiolla,
ln{q fifdettdn toifelta. wierelfetti fliontta fa- wasten fei-
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fomnta tulmaeta webetyt Ioftifnoran wiitoan fa terﬁmdn
fulman wiilifelts wifwaltes -

%08 AAEH tolmitulmadia EAH
ot terfmd {a- AL webet&dn Aséta tobs
+ tifuoraan wiereifelle fioulle EH; a) nitn

~ AH® = AE® + EHs — 2 X (EH X ED),
| eiltd O Edille -+ D ELOE = uelid
txdis CIH:Mla - 2-Pertan fuorabulmio, fifdl-

2 19 Gft. 1. letﬁ} EH:{ta “ja EL(t&. &) 8if84 molem-
e 708 2. win: puolin [0 ALAA; siin CJEH:.00 4 ne-
oA 1 9 BN ] ARIE =[] 1Hilla +CJALOA -+
S 2 Fertaa {uovafulmio, fifR0etty EM:lta ju
EL(t], DMutta T AENA = CIELUE 4 CIALIE, ja nes
0D AM:lla = (CJIL({a 4 [ ALIE, RIIA £ AIE ja /£ AIH

otoat fuoria. h) - Sentdbben on I EHilla +- D EAlla =.

[JAIEIa + 2 Pectan {uovafulmio,  fifd0etty Ef:lta ja
ELItd. Ota pois molemmin puolin fuoratulmio, fifal.
letty EH:lta jo ELItd; nlin on CJAM0a = D EH:0a +
[JEA:la — 2 Pertaa {uorafulutlo, fifiletty EH:lta ja

EL:(td, 1).

m. Tima ef telmit - on ebemren werfainen, ja fama
muldtucus, joba feuraa fitd,: PosPee tabantin,

14, Gfitelnt, Tefttiod,

Suinte tehbddn nelid tetyn fuorawiiwaifen tivion
funruifelff?
Tee nelid = Fuwio A.
Whiwan enfin fuovatulmio El = fuwio A, a) S0
nyt EK olifi = KI, nlin [CJEI oliff jo teh-
v an t ty=Ttuwlo A, Baou ellei EK = KI, nfin

. ‘l 13
w10 &f. 1.  pitennd EK ja tee KN=KI, ¢) Qeittaa

ALKEET

Lause 2.13 on wuotoiltn koskenaan miclivaltaisen kohnion terdviis kul-
maa, ntta vanhoissa kiisikirjoituksissa sanotaan himAriperiisesti, cf-
td tutkitaan terdodkulimaisessa kolmiossa terdodin kulman vastaista sivua.
Lause pitee joka tapanksessa kaikissa kolinioissa, kunhan tarkastellaan
terivid kalmaa, Todistukscen tulisi kylld pienid eroja.

Topisrus.  Kuvan merkinnéin on todistettava, ettd ¢ = a* + b2 —
2bd. 'Todistus on idealtaan samanlainen kuin tylpan kulman tapauk-
sessa. Seuraamme Alkeiden jérjestystd: Olkoon AABC terivikul-
mainen, erityisesti kulma 7 terdvi. Konstruoidaan apuviivaksi kor-
keusjand BP eli h.
]dn()j( n erotuksen nelidlle on edelld todistettu kaava (a — b)2 + 2ab —
a? + b% |2.7]. Sovelletaan sitii valiten a:n rooliin kuvion b j ja b multm
d, jolloin saadaan (b—d)?+2bd = b2+ d?. Lisitdan kumpaankin vield
nelié h? ja saadaan
(b—d)? + h® + 2bd = b2+ h? 4 d°.
Pythagoraan lauseen 1.47 mukaan h? + d? = a2 ja (b—d)? + h% = ¢?,
Jjoten
e 4 20d = b% 4 o2,
misté véite seuraa vahentéélli puolittain 2bd, siis samoista samat.
Tylppikulmaisen kolmion tapauksessa tilanne on jommmankumman
oikeanpuoleisen kuvion mukainen ja suorakulmainen tapaus on Pyt-
hagoraan lauseen tilanue kuten Aschankin lyhyesti mainitsee. 1
Nykymerkinuiin lasku olisi lyhyt:

Wl —d* =h* = ? —(b—d)? = — b4 2d — d?.
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TEHTAVA 2.14. Konstruoi annetun monskulmion kokoinen nelid.

3]

E F

RATKAISU.

c D

Konstruoidaan aluksi annetun monikulmion A kokoinen suorakulmio
UBCDE [1.45]. Jos se on nelis, on tehtidva ratkaistu. Muuten jat-
ketaan pitempéi sivia — olkoon se BE -- lyhemmin sivun verran
pisteeseen I ja konstruoidaan nidin saadun janan BF keskipiste G.
Piirretdan G-keskinen (¢ F-sidteinen ympyri, jolla myds B on. (Koska
(7 on janan BF keskipiste, BF' on ympyrian halkaisija ja muodostuu
puoliympyré, kaksikin.) Suora ED leikatkoon (valittua) puoliympy-
rid pisteessa H. Viitetdan, ettd £ H? on vaaditunlainen nelio.
Binomilauseen version 2.5 mukaan (BFE x EF) + GE? = GF?, mis-
sd merkintd (BE x EF) edustaa suorakulmiota, jonka sivut ovat
pituudeltaan BE ja EF, siis esimerkiksi (monikulmion A kokoista)
suorakulmiota [IJBCDFE, silla EF = ED. Tietenkin GF? = GH? ja
Pythagoraan lanseen 1.47 mukaan GH? = GE? + EH?,

(BE x EF) + GE? = GF? = GH® = GE? + EH”.
(BE x EF) = EH?.
O

Aschan ei kommentoi konstruktiota mitenkédan, vaikka Fukleides on sijoit-
tanut sen komeasti toisen kirjan loppuun, koska se ratkaisee monikulmion
nelidimisen ongelman.

Ongeliman ratkaisun olemassaolo merkitsee, ottéd jos halitaan abstrak-
tin geometrisen algebran kuvastavan kaikkia harppi-viivainkonstruktioita,
niin sen laskusidintoji tulee laajentaa vihintddnkin aksioomalla, joka sa-
noo cttd jokaisclla pinta-alatyyppisclla alkiolla on nelidjuuri, joka on
pituus- eli janatyyppinen alkio.
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S EN fedteltd fabtia O:8{a, B fa
= wiiwan puolipmpyrd, jonfa teskis

=" pidte on O ja Febd ¥y i jo Nedn
A o (Api. Pitennd IK tehdlle EMN;
_ / 3 nlin KM on fiwu’ nelidle, jofa on
KR a KN btﬂfuurt fuin fuwio A,
Dodvistd OM, Fosla fuora wilwa
CEN on jaettu Fabteen phiafuureen
§ @i, 2, ofaan oarn fo abteen evifuuveen ofaan
T Gur Kigfay nifn fuovatulinio, fijddetty EK:lta
i by an 1 Ja KNG < [OKe(la = [ ON:(A, i) Mute
ta El on, fuorafulmio, fifdlletty EKilta ja
KN:(lt, filld KN = Ki; wilnmuoboin on fuorafulinfo
El + [JOK:lla = CION:IId, -eli = (] OM;l(&, fo8fa ON =
OM, k) Baan (] OM:TId = (] OKslla + [IMKsl(a, tosk
Z OBM on fuora, 1) Seitdhben on fuoratulmio El4-
olla=[] OK:l(n-t-EIKMIIh! Ota yhteinen [JOK:lla
molemmin puolin pois, niin jAdpd fuoratulmio EI =
CIKM:E,  Mutta fuoratulmio EI on tebty = fuwio
At fii8 on CIKM:ALA = fuwio A, -

et e————

o







