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Wieldpd on neljdnnetfi talma, veunaiftu faoee
teelta EMA jo fuoralta wiimattn AH {unrempl fuoran
tulmaa EAH, fa fulina, veunalltu AH:lta ja faavteelta
AOH pienempi fuoraa Bulmaa KAH, .

82, Gfitelmi,  Q0AiHHHm,

Jod fuora witwa fiwnaa ypyrifit fo fonnto-pise
teedtlt ivebetitin foinen fuora wiiwa, jola leitfaa Yinpy-
v, wiin fumpifin. fulwe, jonta Teiffaafa tefee fiwinfon
tandfa, ow yhtifuuck Muin Ilna, feifowa yupyedn Yofs
Tosfa toifella puolelln leiftanfata,

S ~Jo8 HI fimuaa ja KE Teittaq yus
pyedtd famasfa pistees(d E, nitn tulima
x KEI fa Z KEH owat ybtdfunret fuin
- tulmat, jotta feifowat ympyvdn (oh:
¥ fodfa toifella puolella EK:ta.
: Jv8 EK on fobtifuorasfa fiwujata
‘ HL:t8 wasten, niin fe on vmpyedn
o 19.Git, 3. palafia. &) Dntta Culmat puolivmpys
b 11 erm 1, TAIBFA owat fuorat: o fentdbben owat
i. 32 ap. 1. fulnat leiffaajan jo foujan walids yoid.
kB G 3 fuuret tulinien tansfa puoliympyedisia. ny
LGSR Rutte jo8 EK feifoo winvsfa Hi:td was-
ten, wiin webd E:8td wiiva EA L fiwujalle HI, jota fiis
ienee pnpyrdn tedlipisteeife. a) PhHisId AK, Ota
jotu pidte M Yaavteelle EMK ja wedd EM ja KM,

fosta AKE on puoliympyrd, tlin £ AKE on fuora. e)
Sentdhben owat £ KAE + £ ABK = fuora fulma, i) ja
nilminuoboin - ybtdfuuret tuin £ AEL . Ota poid mos
lemmin puolin yhtelnen £ AEK, niin on £ KEl = / EAK,

-

Iota. felfoo. toifella puolella EK:ta [obtosfa EAK. Sa

tosta £ EAK + Z KME owat =2 fuoraa tulmaa, ja.

ALKIET L(/ KJA 3
_.-—-—-—-—%— _—

sel sisikulinat yhteensi, siis
LCAF = dEBA+ ABCA=LEAB + {EAC = {BAC.

LBAC on siis midritelmin mukaan suora kulma, kuten viitettiin.
Koska kolmion AABC kaksi kulmaa ovat yhteensi kahta suoraa kul-
maa pienemmit [1.17] ja £ BAC on suora, on £CBA pienempi kuin
suora kulma. Koska nelikulmion ABCD kérjet ovat ympyralla, sen
vastakkaiset kulmat £{CBA ja £CDA ovat yhteensi kaksi suoraa
kulmaa [3.22], joten £C'DA on tylppi.
Lopuksi on osoitettava, ettd (kiirjessi A) kaaren ABC ja vastaavan
janteen AC vilinen (kiyriviivainen) kulma on tylppé ja kaaren A DC
ja janteen AC viilinen (kdyrdviivainen) kulma on terdvi, mutta ndmi
viitteet ovat ilmeisid, koska ensin mainittu kulma sisiltii suoran
kulman £CAB ja jalkimmiinen sisdltyy suoraan kulinaan £CAF.
1

LAUSE 3.32. Tungentin ja janteen vilinen kulma on yhtd suuri kuin
saman janteen kehdkulima toisella puolella.

E

Topisrus.  Olkoon DB jénne ja BT tangentti kohdassa B ja pisteet
nimetty siten, ettd D ja F ovat samalla puolella suoraa AB. On
osoitettava, etld janteeseen littyvien kahden lohkon kehikulmat ovat
yhtd suuret kuin jinteen ja tangentin viiliset kulmat.

Koska saman lohkon kehékuhnat ovat yhté suuria, riittéd tutkia yh-
té kulmaa kummassakin lohkossa. Isomman lohkon kehikulman kér-
Jeksi A valitaan B:sti alkavan halkaisijan toinen pii, jolloin L FBA
on suora [3.19]. Pienemmiin lohkon kehikulman kirki C valitann va-
paasti. ‘I'haleen puoliympyrilauseen 3.31 mukaan myés kulma BDA

on
£
Sii
£l
Y
el
ed

i

11

an

R/
da
L1
Lec
(s
Os
kes
che
SK
A,

ja

La




.
-
m

en

cLed

Al
(!
A
u
I,
L)

R

el
n
al

ALKEET

on suora. Kulmasummalauseen 1.32 mukaan ovat siis £BAD ja
£ DBA yhteensi suora kulma, joten £ BAD + {DBA = {ABF.
Siis {BAD 4+ ADBA = LABF = LA FBD-- {DBA, joten LBAD =
LFBD, kuten viitettiin. Lisikst neliknlmion A BCD kérjet ovat ym-
pyrin kehélla, joten £ BAD 4 £BCD on kaksi suoraa kulmaa [3.22]
eli yhté paljon kuin vieruskulmien £ FBD ja £DBE sunma. Siispé
edellisen nojalla

LBAD \ £{BCD = {FBD \ {DBE = ABAD + {DBE,
Inisti samat vahentimilla saadaan £ BC'D = £ DB eli toinen vii-
te. ]

Aschan kisittelee todistuksen aluksi erikoistapanksen, jossa annelti jinue

on halkaisija. Eukleides-kisikirjoituksissa se sivautetaan.

TENTAVA 3.33. On konstruoitava lohko, jolla on annettu jinne jo
annetun kulman suuruwinen kehdkulma.

RATKAISU. Olkoon annettuna terdva kulma €' ja jana AB. Kopioi-
daan kulma C konstruktion 1.23 mukaisesti janan paahéan A kulmaksi
£BAD. Olkoon (3 piste, jossa leikkaavat toisensa D A:n normaali pis-
teessd A ja A B keskinormaali eli normaali keskipisteessa I". Olkoon
G A jatkettn pisteeseen I siten, ettd GE = GA.

Osoitetaan, ettd G on pisteiden A, B ja ) kantta kulkevan yipyran
keskipiste ja ettii sen AB-kantainen lohko BF A toteuttaa vaaditun
ehdon £ BEA = £C'. Snorakulmaiset kolmiot AAFG ja ABIG ovat
SKS-ehdon 1.4 nojalla yhtenevit, joten GE = GA = GB eli pisteet
A, B ja E ovat samalla G-keskiselld ympyrilli. (Koska AD L A(.‘
ja G on keskipiste niin AD on ympyrén tangentti [3.16 seuraus|.)
Lauseen 3.32 mukaan £ BEA = LBAD = £C. 1
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ZKEl+ Z KEH myds owat =2 juoras tlinaa; k) nlin
/ BAK + / KME= ZKEI+ / KEH. ©Ota molemmin
puolin pois phtdfuucet timat EAK ja KEI, niin Z KEH
on phtafuuri fuln £ KME, jota feifoo t)mpt)rdu Tobtosln
toifella puolella EK:ta,

: 33, Cfitelmi, Tehtitvi,
Sniuta tietylle {norafle witwalle pitevetdin ympyein
loI;tn, jola fifdltdd tiethyn lnan funeuifen lman?
“So8 AE on tletty {wora wiiwn jo
H tletty Fulma, niin (eltiaa AE less
teltd fabtla Ni8{d, jodta wedd wiwa
E NO | wilwalle AE, = Pane platecien
AN A wiiwan AE:t wiereen / IAE=
N0 S L H, 8 ja webd AK Pobtifuovean
: AL:(fe. So8fa nyt AK ja NO tapaa-
o. 93 Giit, 1. wat toinen foifenfa, nimittdin pisicesfd O,
" o ant o Mt wedd fuora witwn Exben.
Kodta fil8 AN=NE, NO on phteinen
jo wilinen £ ANO'= £ ENO, niint on AO==0E,e) Dfa

0 festipisteetit jn piisrd pmpyrd pidteitfe A jo B, Bi-.

tennd AO Tebddn ja vhoiatd KE; niin £ JAE= Z AKE. b
Mutta / IAE tebtlin = £ H. Sentdhben on myds tulima
AKE= / H, ja niinmuoboin ympyrdn lohto tzl;n; AE; L,
josfa on tulma AKE = tietty Z H.

Seutaus.  Kuinta tcbbﬁﬁn t)mw;t&n Io()to tletyn
Tobton fansfa \)[)teeuifetﬂ?

34, « Efitelmi,” Tehtiwd.
Quinta tietyatd ppyediath Teitataan Toblo, ineia
fulma on tletyn tulman funeniven?
© Qobtafe ympyrdstd AEH ol‘a, josfa on Eu[ma 9[;.
tﬁfuuri tuin Al :

Lid
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Bedd jotu fiwujn KO pmpyrdle, a)

#_fo pane fiwnntopisteefen E froujan EO:n

wiereen ZHEO= /1, ) Ota pidte

A febdlle HAE toifella puolella HE:t4,

_______ jo ubbistd AH fa EA; niin EAM on
7 anottu lobfo,

Kosta KO fiwuan jo EH lefttan

pupyedtd famasdfa pistees{d E, niin

2 gg;‘t- f: 4!!EO=AEAH. by MMutta L HEO fehe

w32 o, 9. =1 fentdhben on myds L EAH=

Z1, ja fiis lobfo EAH leifatty ympyrdstd,
jo8fa £ A== tietty £ 1,

35, Cjitelmi,  Wiitttmi,

308 tfit fuoran wiiaa feiffanwat toinen foifenfa
ympyrisjd, wiie fuorafulmio, fifilletty toifen ofilta, on
Yt tuiu fuoratulurio, fififfetty foijen ofifta,

Jo8 wmolemmat wolfs
wat AH ja 1E menewdt
festipidteetife K, niin ne
leifataan Eesteltd Pabtia
K:8fa, jollotn fuoratul:
miot nﬁlta fijd0etddn [Atelltd, jo fiis owat
phidfunret nelidt, a)

Mutta eleiwdt witwat wene teatipis.
feetfe, uiin etfi leStipiste 0. o) Giitd

-—

ko B Giil. 3. webd ON L AH:lle ja OM L ELle, by ja
L 47 GRt 1. yobistd OR, OK, OH,

Gils on EM=MI ja AN=NH, i) Sa tosta AH
on jaettu tahteen phtdfuureen ofaan N:6{d ja tabteen
erifuureen ofaan K:8fa, niin on fuorafulmio, fif&letty

ALKEET

Aschanin todistuksesta punttun sulkeisiin merkitty kohta. Lisiksi jddiviit
kokonaan kisittelomdtti tapaukset, joissa knlina £C on suora tai tylppi.
Todistukset voi saada clencindin sauasta sanaan samalla tavalla kuin ylla,
kunhan piirtia hicman erilaiset kuviot; tilanne on siis samantapainen kuin
todistettacssa lausetta 3,25, Bukleideen teksteissd on kuitenkin erilliset
todistukset kaikille tapauksille.

TEHTAVA 3.34. On konstruoitava annetusta ympyrédstd lohko, jolla
on annelun kulman suurwinen kehédkulma,.

b P & I

RATKAISU.  Olkoon annettuna kulma ¢ ja ympyrid. Konstruoi-
daan ympyrille tangentti B0 johonkin pisteeseen B |3.17]. Kopioi-
daan kulma 7 konstruktion 1.23 mukaan janan paihin B kulmaksi
£DBA. Nyt AB-kautainen lohko, joka on eri puolella kantaa kuin
D, antaa lauseen 3.32 nojalla L ABD:m ja siis my6s £C'n suuruiset
kehakulinat. [

Ratkaisu i ole helpoin mahdollinen, mutta edellisen kanssa. yhteensopiva

kyllikin.
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Lause 3.35. Jos kaksi (saman ympyrdin) jinnetti leikkaavat toisen-
sa, nitn kummankin osista muodostetut sworakubmiot ovat yhtd suu-
rel.

c

Top1sTus.  Leikatkoot janteet AB ja D toisensa pisteessi E. Vii-
tetdin, ettd AL x BB = C'E x ED, missi tulon merkilla x on sym-
bolisoitu sellaisen suorakulmion alaa (toisen kirjan mielessi), jonka
sivut ovat "kerrottavien” janojen mittaiset,.

Jos leikkauspiste 12 on keskipiste F', on viite ilmeinen.Jos kumpi-
kaan janteistd ei ole halkaisija, niin nimetéén keskipisteestd F jin-
teille piirrettyjen normaalien [1.12] kantapisteet G:ksi ja FT:ksi knten
kuvassa. Nyt. AG = GB ja C'Il == HD [3.3]. Lanseen 2.5 mukaan

Al x EB + EG? - GR.

Lisaamalla puolittain G F? saadaan
AE x EB+(BG? 1+ GF?) = GR* 1 GF?,
joka on Pythagoraan lauseen (.47 nojalla sama asia kuin
AE x EB + EI" = BF? = pC?.

Vastaavasti

CEx ED + FE? = I'C*,
joten

AE x EB | EF? = CE x ED -+ FE?,

mistéd viite seuraa vahentimalla puolittain £ 2,
Tapaus, jossa toinen janteistd on halkaisija, kiisitelliin samaan ta-

paan.

W]

AK:[ta ja KH:lta + ne-
[i0 NK+fla =[1NH;illa. k)
4t &84 [ NO:lla molems
win puolin, niln {uera-
flmio, [faletty AK:lta
jo KH:[ta -] NK; [Ia-l—[] NO:la =[] NH;Ha [ KO:Ua.
ﬁﬁutta (JOK:lla = [CINK; la + [ NO:lln, ja [ OH;Ma=
[CINH; (o + CINO:fa: 1) fentdbben fuovalulmio, fifdfletty
AK:lta jo KH:(ta 4 C1OK:(a =[] OH:llg. Mutta ne-
1d OM:lla==[JOE;N4, fil§ OH=OE: a) i on {uora-

~ tulmio, fifffletty AK:Ita ja KH:{ta 4] OK:lla =[] ORNA.

@amalin tawalla toditetaan, ettd fuoratulmio, fifletty
IK:lta ja KE:(td + (] OK:la = [C] OE:0ld. Gentdhben
on fuoratulmio, fifdletty AK:(ta ja KH:ita - [JOK:lla
phtafuuri tuin fuoratulmio, fifaletty 1K:Ita ja KE:Ut& +
(I OK:(a. Sta molemmin puoli poid whtelnen (] OK:la,
nitn on fuovabnlmio, fifidetty AK:lta ja KH:lta == fuo-
enfulmio, fifadetty IK:lta ja KE:t&; fe on: fuovatuls
miot ofilta owat yhidfuuvet,

M. No8 vifl wiivoldta menifi Pesfipidteetfe, tolnen fen
ulfopuolitfe, taitfa jod folnen wiiwa leifataan Feslelth Pabtin,
toinen el, niin {id waan  tobiBtus Iybentpy elfd ity
tolfeffi.

36.  Gjitelnil. iﬁﬁmﬁmﬁ.

o8 Malfi fnoroa wilwaa lanfeewat ympyrille pis:
teedtds nlfopuolella Tehiit jo toinen {itvuan, toinen leitaa
ympyiitit; nitn fnoratulinio, fifiUetty tnlonal[elta Ieifloa-
jolta o few uffopuofifelta ofaltn, pidteen ja fel;ﬂn wit-
T, on yhtitfunet Tuiw nelid fiwnjalle,

Sea Al flwnaa ]a AE - (elttaa pmputdtd niin
AEXAl=AH*,
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J08 enfitfi leltfanja
AE menee Tesfipistecte K,
niin yhbistd K ja fwunto:
piste H, @ils o LH=
fuora fulma. a) Myds on
{uoralulmio, fifdlletty AL:(t4
jo AL IS =+ (K108 == nelid
a 18 Gt 3. AKilla, ). Mutta Kl== KH, Sentdbbden
& 4;‘ 32:' f- on fuoratultio, fifddetty ALt ja ALIE +-
i 1an 3 LJEHMUe={]AK:0a. Dtutta [JAK:(q=
o2 e 4, [ AH:la 4 (D KH:0a. by  ©entdhden on
L3 e 3. fuoratulnio, Ffdletty AE(ItA jo ALt +
() BK:fla = ) AH:0a 4 CJ HK: o, Dta molemmin puo-
in poi8 yhteinen CIKH:Ua, nifn on fuorafulmio, fifdl:
letty AE:[td ja ALUtE =([JAB:lla.

- @llei tolfet(i A menifi teRipisteetfe, nitn etfi

testipiste K, D ja webd KO | AE:(le. k) Dbbistd
KH, KI, KA.

Kosta uyt EO =01, 1) niin on {uoratulmio, fifdl
letty AE:Itd ja ALUK -+ (] OLR& =[JA0. e) . gijéd

molemmin puolin CIKO:Ma, niln on fuovatulmio, fifdls -

Tetty AE:[td jo AL Tt& +OI:lId+E_10K:lIa=DAO=[la i
[C10K:fa. Mautta [ OL:0A 4 (1 OK: (o = [JKLAK, h)
ja [JAO:Ma +- (] OK:Mla == [T AK: (g, h) entdhden on
fuoralulinio, fifdMetty AE:U& ja ALURGH CIKLOG=

CTAK: (o, SRutta ] AK: Mo =] AH;0a - C) Kilila, by fo

(KA =[] KH; (o, filld K1 == K11, iig on fuoratulnio,

fijdletty AE:Itd jo ALTE - nelid KHMa=[JAH:la + -

CIKIG(e.  Ote molemmin puolin pois [IKH:Ma, uiin
fuoratulmio, fifdNetty AE:d jo ALItd = [JAlL(a, .

Senrand.  Jod ufeampia fuoria witwoja mebe-:
tidn famasta pisteestd ulfopuolella ympyrdtd leiftaa- ,

ALKEET

LAUSE 3.36. Ympyrdin ulkopuolisesta pisteesti A ympyrdlle piirretty
sekantti leikkaa ympyrdn siten, etld suorakulmio, jonka sivwinag oval
etdisyydet A:sta sekantin ja ympyran leikkauspisteisiin, on yhtd suuri
kuin A:sta ympyrdlle piirretyn tangentin nelid, toisin sanoen kuvassa

on AC' x AB = AD?,

‘Tobistus.  Olkoon ympyrélle piirrettynd pisteesti A tangentti AD
Ja sekantti AC' ja kuvio tdydennetty ja pisteet ja janat esityksen hel-
pottamniseksi nimetty kuvion mukaisesti, erityisesti merkitty a = BE,
d = AK jar = KB = KD. Viite kuuluu a(a + 2b) = t2. "Todis-
tus perustuu siihen, ettd tangentin ja sitd vastaavan-sidteen vilil-
18 on suora kulma [3.18] seké Pythagoraan lauseen 1.47 kiyttoon.
On hyvd muistaa, ettd merkinndissimme a,b ja ¢ eivit ole luku-
ja, vaan edustavat tietynpituisia janoja. Geometrinen laskutoimitus
a(a + 2b) = (a + 0)2 — b? on tarkastettu luvalliseksi kohdassa 2.6.
Tapaus, jossa sekantti kulkee keskipisteen kautta on helpompi. Kasi-
telladn vain perustapaus.
alat20) B (@ b)? 02— Ap? — 52 AT gp2 g g

= d2 . (,'2 _ b2
=AD" ARt kp? o g2 2

2= kB U g g 2 g2

Muuta ei tarvital O

Aschan kiinnittid scurauksessa huomiota sithen, cttii jos A:sta piirretiiin
b

ympyrille kaksi sckanttia tai uscampiakin, niin jokaisessa on etiiisyyksion

tilo yhté suuri.

ll,'
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LAUSE 3.37. Jos ympyrdn ulkopuolisesta pisteestd A ympyrdille piir-
retty sekantti leikkaa ympyrdn siten, etti suorakulmio, jonka sivuina
ovatl etdisyydel A:sta sekantin ja ympyrdn leikkauspisteisiin, on yh-
ti suuri kuin A:sta johonkin ympyrin pisteeseen P piirretyn janan
nelid, nitn tuo jana on ympyrdan tangentti jo P sen sivuamispiste.

Topisrus.  Esitdn oman todistukseni® Muussa tapauksessa P olisi
jollain sekantilla, siis I” olisi lauseen 1.36 kuviossa B tai . Edelli-
sen lauseen seurauksen nojalla olisi siis AB x AC = AP?, joka olisi

oletuksen mukaan AB? tai AC?. Kumpikin on mahdotonta, koska
sekantilla B £ (. [

Aschanin esittAmi erilainen todistus on hyvii ja sama knin Eukleideen
alknperdinen. Eukleides lienee tuntennt molemmat, todistikset.

®Monien keksimin,

112

it ompyrdde, niin Eaiff fuoratulmiot, fifdMetyt tobos

nalfilte witwotlta ja ulfopuoleifitta ofilta pisteen ja tes
Bin wAlild, owat phbentotoifet,

37, - Gfitelut,  Tittm,

308 Toffi fnoran wiwan webdettdn pisteests ympye
wiin ulfopnolelle, joista toinen Teiffan ympyrits, toinen
filhen waan fattun; fa jos filloin fuorahulmio, fijiletty
Tofonaifelta Teiftonjaltn ju fen nffopuoleifelta ofalta pis-
feen ja Tehin twAliL on Yhtdfuned Tuin nelid Tehdi fos-
Tewalla wiiwalfas wibn fimd witwe fiwnee ympyratd,

4 Jo8 EA X Al = AH?*, nlin AH fis
wuaa pmpyratd,

N ;o Tedd A:sta fuora wiiwa AK, ettd
~7N e fivuaa ympyrdtd EHI, 8) Gt yme
pyrdlle Tedtipiste 0, o) ja yhbdistd KO,

04, OH, &ii8 on £ AKO fuora tulma. b)
¥

paret . Ko8la AE leiffaa fa AK fiwuaa
o gg:- 3 ympyrdtd EHL niin on fuosatutmio, fir
18 Gie, 3, faletty ARt ja ALIK = [ AK:fla. D
36 @ir. 2. Mutta fuoralulmio, fifdletty AE:lt§ jo
31 'gf;‘:*- o ALUG ebbotettlin =[] AH:la. Sentdhben
). 8 aft 1, on CIAK:a=[JAH:0a, ja niinmuoboin
m. 16 Gfit, 3. AK=AH, k) Mufta OK=0H ja A0 on
bhteinen: fil8 on A AKOR A AHO, ja / OKA = fulma
OHA. I) Mutta £ OKA on fuoras fentibbden on myds
Z OHA fuora fula, ~ Jo8 AH fil8 pitennetddn, nitn fe
fiwuna pmpyrdtd, m) jola olifin todidtettawy.
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