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Eunkleideen Alkeiden neljis kivja kiisittelee s@innollisia monikuhnioita, Vi

) ctenkin nitden konstruointia harpilla ja viivoittimella. Kiinnostava ja vai-
ﬁeliag ﬁivia. keudestan Imolimatta vanliaa perua on viisikulimion konstruktio, joka pe- R

rustuu kultaisen leikkauksen kiyttoon. Sadnnsllisills inonikulmioilla on

s : ollut. werkitystd antiikin téhtiticteessii ja n-kulmio on klassinen viiline

ﬂnadﬁmtﬁh‘ ypyrin pinta-alan arviointiin, siis w:n laskemiscen. Neljds kirja ou ly-

1. Suorawifwainen funwio on piittett\; fol: Iyt ciké se juuri sisilla kiintoisia oivalluksia, cllei sellaiscksi lasketa. siti,
feenw fuovawiiwaifeen Luwioon, jos-fen Ealtfi tul. cttii kun p ja g ovat alkulukuja, niin n-kuliniosta ja m-kulmiosta voi kon-
mat l‘oﬁfemnt Fmvion faittia fouja, johou fe on )Jhttettl) struoida nm-kuhnion. Esitys on jérjestehuillinen ja kity 1ipi ympyroiden
oy _.. 2. Mutta fuorawliwatuen fu. ja mouikulinioiden piirtimisct toistensa siséin. 0

/3
/ wio on pifvvetty toifen fuovawiis b
A watfen fuwion ympdei, jos fen taitti 4.1. Madritelmis. k;
fiwont tostewat Fwoton Paiffin Fulmia, (1) Monikuhmio on piirretty toisen monikulmion sisddn, jos en- I
___w jonfa pmpdri fe on phirvetty. simiméisen kaikki kulinat ovat jalkimméisen vastaavilla si- Al
an. Tasti arwaa jofatnen, ettd olemmigfa fumwloisfa vuilla eli koskevat niiti. ((|
tyo ofla yhta monta fwua, . . . . : : N ’
Habiey vo 3. Guovawiiwainen fuwio on (2) Monikulnio on piirretty toisen monikulmion ympdri, jos en- "
P e piteretiy ympyeddn, jos Baitei fon ful- sinnnéisen kaikki sivut koskevat jalkimméisen vastaavia kul- )
£1)00% ‘ Y
‘ ‘ mat owat ympyedn fehdsid. ng.
\\_,_______ 4. Mutta fnwio on piirteltg Hms Jéalkimindiuen on siis piivretty edellisen ympiéiri tasan silloin, kun cusim- IR
Pt pordn ympdri, jod fen Eaifti fiwut fiwu- miédinen on piirretty jalkimnidisen siséiéin. Tilanteet ovat samal., mutta kon-
BtE wat ympyrdtd. ' struktio eri jirjestyksessii.
l/ 5. Samaten fanotaan ympyydn ole- (3) Monikulm . S S
ilrvetyn Tuorawiiwaifeen fu- : onikulinio on parretty ympyrdn sisddn, jos sen kaikki kéir-
A Al ARLVRS Sk J jel oval ympyran kehélla.
/ wioon, jo8 fen ftehd leiffaamatia todfee :
e foittia twwion fimufa, jolta fe fuljetaan. (4) Monikulmio ou pirretty ympyrdn ympdri, jos sen kaikki si-

6. Mutta ymppedn fanotaan olewan pilvretyn vut ovat ympyrin tangentteja. o
T“Otﬂmiim“{fe“‘!!|m(°" pmpdri, jod fen tehd ostee (6) Ywmpyrid ou piirretty montkulmion ympéri, jos monikulmio . i
taiftia fuwlon. hl[il"“:”w“'“ ynpdrilld fe on, . on pitrretty yinpyrdn sisadan. £

7. ©uoran wiiwan fetotaan olewan fowis _ " . o : . (
tetun ympyrddn, jod fen padt owat ympyedn tebds(a (6) Yinpyréd on piirretty monikulmion sisddn, jos monikuhnio Q

I 3 o T . l’a

m. Samnofnen ymppraan fowitettn fuora twiine on on parretly ympyrdn ympdr. O.

vmppran Janne, nlinfuin jo enfimalfen Flrian mddricpffisfa (7) Jana on sovitettu ympyrdidn, jos se on ympyrin jaune, eli .
tdtd mainietiin, s kun sen pédtepisteet ovat ympyran kehalla. k',]
8 3
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4.2, Lausect ja tehtdvit.
TEHTAVA 4.1, Annettuun ympyrddn on sovitettava annetun pituinen
jana, joka ei ole ympyrin halkaisijaa pitempi.

RATKATSU.

Olkoon annettuna jana A ja ympyri, jonka halkaisija on BC' > A. Jos
BC = A, niin BC tdyttias tehtavin vaatimuksen. Muuten valitaan
halkaisijalta, siis janalta BC', piste E siten, ettd C'F on yhtd pitki
kuin A; tdmA on mahdollista, koska halkaisija on janoista suurempi
[1.3]. Piirretdsn C-keskinen C'F-siiteinen yinpyri; missi se kohtaa
alkuperiiisen ympyran, siina olkoon piste ). Nyt A = CF = C'D ja
C'D on sovitettn ympyraan [Madr. 4.7]. O

TEWTAVA 4.2, Annettuun ympyrddn on piirrettdvd kolmio, jolla on
yhtd suuret kulmal kwin annetulla Eolmiolla.

RATKAISU.

Olkoon annettuna kolmio AABC ja ympyri. Piirretidsin ympyrille
tangentti /I johonkin kehédpisteeseen D [3.17]. Kopioidaan kulma
LABC kulmaksi £ FDH siten, ettd vapaa kylki on ympyrin puolella;
toinen leikkauspiste ympyran kanssa olkoon juuri /1 [1.23]. Samalla
tavalla kopioidaan £ ACB kulmaksi £ EDG.

Osoitetaan, etth AKGH on halutunlainen. Ainakin se on piirretty
annetun ympyrén sisdédn. Lisdksi lanseen 3.32 ja konstruktion mu-
kaan A DGH = LFDH = LABC ja {DHG = AEDG = LACB.
Kulmasummalanseen 1.32 mukaan siis myos LCAB = LHDG. [

‘a8 Giit. 1.
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L. Giitelmt,  Tehtitwi,

Stuinfa tiethyhu ympyeddn fowitetnan ety wiie
wan. pituinen fuora wiiwa, fola fitenfann ei faata olla
funeempi tuin Galfafta ympyriisfs?

o ~ Oltvon 1 fietty fuora wilva
_jo EAN fietty wmpyrd, jonta pal-
i tafia EH. ei ofe pienempi wilwaa
1. 308 EH ==, niin EH on haettu
i* fuora  wiiwa, Mutta jos ENH
5 ou=>1, niin Ieittaa EK =1, a)
©ta E Tedtipisteetfl jo wiiwan ympyed pis-
;- "; 3",,5‘:" ‘1‘ teetfe K. Dbdistd EA, niin EA on ympy.
i1 G 1. tAAN fowifettn fuora wihwa, e) joba on
phtdpittd fuin 1,
X - ©illd EA=EK; h) mutta EK tebtlin =1, fiid on
A=1, i),

2,  Efitelmi,  Tehtiwd,

Ruinta tiettyyn  ympyrddn  piieretiin Tobmilulma
yhtttulmaifelfi toifen tietyu fofmifufman Tansja?

3 Ao -Le_-{-\uf'. OTFoon KN tietty folmifulma

: ia AHE "tietty ympyrd,  0edd

_ | jofu- fiwufa MO ympyrdfle. a)
s o J Tee LOAH= LK jo L MAE=
¥ i £ N, o) DObISLAE ja H, niin

3 ;;’:gg"- 3. A AEH on yhtatulmainen” fuin. A KN,
% s, SRo8ta £ ABI= £ OAH; by ja Z OAH =
b2 €mn ZK, niin on ZAEH= /K, Gamaten
326 1. on £ ANE =/ MAE, h) ja ZMAE=/N:

fiis on £ AHE = £ N, @enitdbben on myds folmas

ZEAL= /1, k) ja nfinmuoboin A IKN phtitulimainen

tuin A AHE, jofa on plivvetty yinpyeddn AEH.
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3. Cfitelmit.  Tehtiwi,
Sutnta tletyr Ympyrin  ymplivt  piiceetddn Yolni-
hulma, jofa on tictyn Iolmifulman tansfa yhtitulmainen.
R Ofoon MIK fietty tolmifulma
/) W' o ABTL tietty ympved. Pitennd 1K
P
;

\

i RS \ molemmin puolin, etfi testipiate P
Xr Al Jf{*rﬁ pmpyrdlle, a) ja webd fabe PE, Tee
A )\ Z EPA =/ MIN ja / EPI =Hul=
w 7 ma £ MKO. o) Tedd [itten pis-
a. LGt S teltfe A, B ja I fimujaf ympyrale, by niin
P Gk s ARST on yhtdtulmainen fuin A MIK.

i. 18 @it. 3. Sig taitti fulmat A:8fa, Ei8{d ja
ko9 @ mgfa owat fuorle Bulmia, 1) Ja fosta
L eme 1 taifti Enfmat nefifwnifesfa fuwiosfa ASEP
w. 2 g, bbieenfd owat 4 fuoraa filmaa, Ky mutta
826ft. ./ PAS+ / PES=2 fuoraa fulmaa, niin
L EPA+ /8§ =292 fuoraa fulmaa. Dutta £ MIN+
Z MIK =2 fuoraa tulimaa: 1) fentdfden £ EPA 4 / 8=
ZMIN+ Z MIK, Ota pois molemmin puolin vhtdfunvet
fulmat EPA ja MIN, niin on £ 8= Z MIK, Samalla ta-
walla tobistelaan, ettd £/ T= / MKI. &il8 on folmas
Z R=Iolmad ZM, m) ja nlinmuoboin A MIK yhtdEul,
mainen tuin A RST, jofa ou pivretty AEH:n wmpdvie.
@eutaus. Jo8 phtdfiwuinen folnifulina piivve-

tddn ympyedadn, foinen phtafiwuinen folmitulma ympy-
tdn ympdcille, niin enfimdifen fou on puoli jaltimdifen
fioia, mutta fuurund on neljds ofa toifen funrnubesta.

4, Cjitelmd, - Tehtfiwi,
Stuinta ympyett pitveetdin tiettyyn Tolmitulmaan?
Oltoon AEI tietty Polmifulma, jobon piirvetddn
hmpyed.
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TedTAVA 4.3, Annetun ympyrdan yinpdri on piirrettivd kolmio, jolla
on yhtdi suuret kulmat kwin annetulla kolmiolla.

RATKAISU.

L

Olkoon annettuna kohnio AABC ja yinpyri. Jatketaan kolmion si-
vua AC molemmin puolin janaksi DF |1.3] ja etsitddn ympyrin kes-
kipiste F' {3.1]. Valitaan ympyriilti kehipiste (. Kopioidaan ulko-
kulma £BAD kulmaksi LG H, missi vapaan kyljen nimetty piste
H on kohta, jossa se leikkaa ympyrin [1.23]. Kopioidaan sitten sa-
malla tavalla toinen ulkokulma £ BCE suoran F'G toiselle puolelle
kulmaksi £GI'I. Lopuksi piirretééin tangentit pisteisiin G, H ja I ja
nimetédén niiden leikkauspisteet kuvan mukaisesti J, K, 1. [3.16].

Osoitetaan, ettd AJK L on halutunlainen. Ainakin se on piirretty
annetun ympyran ympéri. Liséksi lauseen 3.18 mukaan tangenttien
ja sateiden valiset kulmmat pisteissis G, I ja I ovat suoria. Lauseen
1.32 seurauksen 9 inukaan nelikulbinion OFGK H kulmien summa on
nelji suoraa kulmaa, joten {GFH ja LGKH ovat yhteensd kaksi
suoraa kulmaa eli yhtd paljon kuin vieruskulmien summa [1.13]. Siis
LGIH - AGKH = ABAD + £BAC. Mutta konstruktion mukaan
AGIH = ABAD, joten £CIKKCH = £ BAC. Vastaavalla tavalla tar-
kastetaan, ells £GJ1 = LBCA, jolloin kulmasummalauseen 1.32
nojalla nyés LILH = £ ABC. O

SEURAUS. Jos saman ympyrdn sisddn jo ympdri piirretddn tasasivus-
set kolmiot, niin ympari pitrretyn kolmion kukin sivu on kaksi kertaa
nwiin pithd kwin sisddn piirretyn.

— - ~ = n ~
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Aschanin tissi esittdmi sourans punttin alkuperdisisti Alkeista. Viii-
Lo hmomataan todeksi piirtamalld yinpyrin sisiéin tasasiviinen kolinio ja
sitten tangentit kirkipisteisiing jolloin syntyy tasasiviinen, neljiin alkn-
perdisen kanssa yhteneviin osaan jacttu kolmio.

Leiftan tulmat AEH ja AHE fesfeltd
fabtia fuorilla wiiwoilla El ja HI. 8
Rosta £ AEHH 2 AHE <<2 fuoran tuls

TEHTAVA 4.4. Annetun kolmion sisddn on piirrettiod ympyrd. 3
b ympy moa, o) niin fitd enemmin on £ IEH 4+

RATKAISU. ZIHE < 2 {uovaa fulman. Sentdhben
_ tapaawat EI ja HI toinen toifenfa josfain,
s 9 Gfit. 1. pidteedfd I, h) TBedd pisteestd I Ffobti-
::; iﬁ,'{,,.",, fuorat wivat 1K, 10 ja IN folmifulman
i 11 @, 1. fiouile, niin 1K, 10 ja IN owat phtdfuu-
5 ‘;’66 g\:‘ll- ; et ja fdteet pmpyvdlle, jofa on pifrrettdnd
LIk M s, folmitulmaan AR,
Kodta L IEK = / 1E0, £ IKE =
Olkoon annettuna kolmio ABC. Puolitetaan sen kulmat £CAB ja ZI0E, D) jo fiwu El on yhteinen, niin 1K on =10. k)
LCBA [1.9]; puolittajat leikkaaval toisensa yhdensuuntaisaksiooman Gamalla tawala todistetaan, ettd 10 =IN. &fis owat
nojalla jossain pisteessd 1), silla kahden kuliman puolikkaiden summa Paitfl folme 1K, 10 fa IN pbidfunvet wiiwat, Jos fils
on vain puolet kulmien snmmasta, joka sekin on lauseen 1.17 mukaan L otetaan Festipisteetfi, niln faman ympprdn KON;n tehd
alle kaksi snoraa kulmaa. Piirretiin D:sti normaalit kolmion sivuille menee pisteitfe K, 0, N, jn Fosfee folmifulman fiwui.
ja nimetddn niiden kantapisteel kuten kuvassa. Viitetidin, etta D- bin feitfaamatta, tosta tulinat Ki8fa, O:8fa ja N:GI'&*,
keskinen D E-siiteinen ympyri on piirretty kolmion AABC sisiiin, owat fuorat. 1)~ Nifnmuodoin on ympyrd KON pileretty
toisin sanoen ettd DE = DG = DF ja eltdi AB, BC ja C'A ovat tolmitulmaan AEH, m),
ympyran tangentteja. ; e
%/(onstruktion nojalla LFAD = LGAD ja suorina kulmina L AED 5, @ﬁtelmdo ztbthmh. :
ja £ AGD ovat yhtd suuret. Lisiksi sivu AD on kolmioille AAED © Quinle plireetidn ympyei tietyn tolmitn{man ympiri?

ja AAGD yhteinen, joten kolmiot ovat KSK-ehdon 1.26 mukaan yh-
tenevit ja siis DE = DG. Samoin DIV = DF. Konstruoitu ympyra
kulkee siis pisteiden £, F' ja (7 kautta. Koska kulmal niissi pisteissi
ovat suoria, kolmion ABC sivut ovat lauseen 3.16 mukaan ympyrian
tangentteja kuten vaitettiin. 1

Pifved tHetyn Folmifulman AEH:n ympdri ympyrd.

 Reittan fout AE ja AH Fesfeltd tabiia 1:6(% jo
Ki8fa,a> TWedd 1:8t4 IN_LAE:(le ja Kidta KN |, AH:[le. )

Perustelu sille, ettd kulmien puolittajat leikkaaval toisensa, punttin
sukleideen alkuperiisistd kirjoitiksista.

Aschan ei hunomauta siité, etti samalla perinaticella voi yleisestikin kon-
struoida kolmea annettna suoraa sivitavan ympyrin, kunhan suorat civiit
kaikki ole yhdensimintaisia.
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o 10 @t 1. ISR IN ja KN tapaawat toifenfa N:8f4,
v ’1 gg:: }: fllfd webd fuorat wiimat NA, NE, NI, Fuls
main factiin, niin ndmd owat phedfunret
ja fateet vmpyralle, jofa on piiveettdwd Folmitulman
ympdrille.
fosfa Al=TLI, IN on yhteinen jo £ AIN= / El¥,
niin AN=EN. b) Samalla tawala todistetaan, ettd
AN=NII, &fi8 owat faiffi foline witmaa AN, EN, NH
phtdfuuvet. ©Ofa N fesFipisteetfi, niin fanman ympyrdn
AEH:n feb& Enlfee pisteltfe E, A, H. &ild on ympyrd
AEH pliveetty A\ AEH:n pimpdri.
Gentaud. Jos fulma EAH on terdiod, nthn wii-
wat IN jo KN phipiodt tolmibulman fifdpuolela cfuwa 1)
jo8 tulma EAH on tyIfd, niin IN ja KN ybtowds folmi
fulman ulfopuoledafwa 3), ja-jos fulima EALL ont fuova,
niin wiiwat yhtywdt fuoran Eulman wastattaifela fis
wulla (fuwa 2).
M. Tasfa  efitelndsfa waadlitaan famaa Fuln 2:8fa
feurauffesfa 1 efit. 3, nhmlttain, ettd wilwataan pinpyrd
Folinen tietyn pisteen (apl, '

6. @jitelmd. Tebtiiwd.
Sninta tiettyyn yinpyrddn piicvetidn nelid?
4

AN Wedbd tletyd(d  ympyvdsfd . ABHI
tafit tolnen toidta wasten tobtifusran
otk haltaflaa BT ja AL 8) DEbisld AE,
EH, HI, Al

e Kodta nyt KE=XKI, 8) KA on yb-
a1 Gt 9. teinen jo wdllnen £ AKE = / AKI,
1: 11; glﬁ_*_- 1'1 nlin on AE=AL h) Samaten on Al=
w pap 1, JHi0 AE=HE. ilé on nelistulma ABHI

i 8t oft. 3. yhtdfimouinen. Se on myds fuoratulmats

ALKEET

TEHIAVA 4.5, Annetun kolmion ympdri on pitrrettdvd ympyrd.,

RATKAISU.

Olkoon annettuna kolhinio ABC.
Olkoot sivijen AB ja AC keskinormaalien |1.10] kantapisteet D ja £

ja leikkauspiste 7. Viitel@déin, ettd I on etsityn ympyrén keskipiste.

Koska AD = DB, kulma £ADF ou snora ja sivu DF on yhteinen,
kolmiot AADI ja ABDF ovat yhtenevit ja siis BF = AF. Samalla
tavalla todistetaan, ettd CF = AF, joten AF = BF = CF, kuten
viitettiin. O

Todistuksessa i perustella, iksi keskinormaalit leikkaavat  toisensa.
Aschan huoniiltaa, ettd 4.5 on sama kuin lause 3.1, mutta niiin i ole:
uyt on Inovuttn oletuksesta, ctti aunctut koline pistetti olisivat jonkin
yinpyrin kehilld  tdindlidn todistetaan. Siksi keskinormaalien leikkans-
pisteen olemassaolo on tarkeii,

Alkeiden alkuteksteissii kisitelliin criksecen kuvan mukaiset tapaukset,
joissa. F'oon kolmion AABC sisiilli, reunalla tai ulkopuolella. Aschanin
kirjassa tapanksia ci critelld, mutta kuitenkin on kolme kuvaa. Niisti va-
scumuaupyoleinen on pahaksi onncksi piirretty melkein siinnolliscksi kol-
rujoksi, jolloin oun vaikecaa nihdi, ctti sivajen keskinormaalit civiit viiltti-
miittd kulje kirkien kautta. Aschau Littéad lausceseen seurauksen, jonka
ukann yupiri pirretyn ympyréin keskipiste on kolmion sisilld, reunalla
tai ulkopuolella sen mukaan, onko kolmio terivi- snora- vai tylppiikul-
mainew. Téaiind oi alun perin kunlu Alkeisiin.

TERTAVA 1.6, Annetun ympyrin sisddn on piirrettdvd nelid.

RATKAiISU.  Olkoon aunettuna ympyria. Ftsitddn sen keskipiste

%Hyperbolisessa geometriassa on kolmioita, joiden keskinormaalit ovat yhden-
suuntaisia. Niiden ympiri el voi piirtai ympyraa.
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K [3.1]. Piirretiifin pisteen K kautta snora ja sen normaali [L.11], jot-
ka leikatkoon ympyrin pisteissi A, B, C' ja D nimettyni kuvan mu-
kaisesti. Viitetddn, ettd OABCD on annettuun ympyréain piirretty
nelié.

Nelikalmion TIABCD kérjet. A, B,C ja D ovat annetun ympyrin
kehdlld, joten riittdd tarkastaa, ettd JABCD on nelis. Ympyrin
madritelmin nojalla KA == KB, suorina kulmina L AKB = £BK(C
ja sivi KB on yhteinen, joten AAKB®ABK(' SKS-lauseen 1.4
nojalla. Erityisesti AR = BC. Samalla tavalla todistetaan, etti
BC = D = CA, joten nelikulmion UABCD kaikki sivut ovat yhta
pitkat. Liséksi se on suorakulmio, silli kaikki sen kulmat ovat Tha-
leen puoliympyrilauseen 3.31 mukaan suoria. 0

TEHTAVA 4.7. Annetun ympyrdn ympdrille on pitrrettiod nelié.

G a __F
8 £ D
H = |

RATKAISU.  Olkoon annettuna ympyri. Etsitiin sen keskipiste [
[3.1]. Piirretaan pisteen £ kautta suora ja sen normaali [1.11], jotka
leikatkoon ympyrin pisteissd A, B, C ja D nimettyni kuvan mukai-
sesti. Piirretadn tangentit pisteisiin A, B, ja D ja nimetdén niiden
leikkauspisteet, kuvan mukaisesti [3.16]. Viitetdin, ettd FGH /I on
annetun ympyrin ympéari piirretty nelio.

o
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nen, filld Wfin txlmidfa AER, EHI, HIA ja 1AE feifoo

puoliymyvedsfd. i !Runmuobolu on nelid AEHI piirs
reffy Yympyrddn,

{1 @ﬂtelmh zcl;thmh.

Sninfa tiefym l;mpt)tiht hmpiiville piivvetdidn nelit ?

o /,_-s _x Db taffi tolnen toista wasten
e \ fobtifuoran Baltafiaa " tiettyyn ympys

_dx Y, vGdn AEHI, a) T0edd fitten plstelstd
A, E, H, 1, fuovat wliwat MN, MO,
OP, PN, jotfa fiwuwat wpinpordtd, e)

U W # . niln MOPN on ympyrdn ympdrile piice
a1 Gt 3 {a vetty nelid,

11 @it 1. : v
e 16 Git. 3. Nitmnuodoin owat tulmat pisteisfd
I, ;g gﬁt ~|‘ A, E, H, I, fuoria. h) Myda owat
Lsnianial Ealffi neljd K:bon pistAwdd Pulmaa
1o, 3% Dase. 1. fuovla. Sodta fii8 £ AKE + £ KEM =
w. 34 @iit. 1.

2 fuoras fulmaa, niln AH ja MO owat
- yhtdfuuntaifet. ) Sa tosla L AKI--
ZKIN=9 fuovaa fulmaa, niin AH ja NP owat ybtd.
funntaifet. i) @ent&l}beu owat myd8 MO ja NP foinen
tol[enfa fuuntaﬂ’cl k) Samalla tawala todistetamn,
eftd MN ja OP owat yhtafuuntaifet. Niinmuodoin owat
MP, MH, AP, MI ja EP fuunnittaita, 1) fiié MN==0pP
MO NP ja MN = EL m) Mutta Bl = AH, fild ne owat
Balfafioita; fentdbben on MN= Al Mutta A= MO, m
ja {8 MN==NO. Gentdbden on faiffi neljd - ﬂmuu
MN, MO, OP, NP ybtdfuuvef ja niltmuoboin nefigfulma
MOPN ybt&ﬂmuinen ‘@e ont mpds fuorafulmainen; fld

n, & Madvii. 4.

£ M= wastatfainen £ OHA fuunnittanéo MH, m) jota

o
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15 G@ﬁt_g_lmﬁ.' erﬁimﬂ_. ;
Stuinfe tiettyyn Ympyeidn piiceetidn yhtafwuinen

fn yhtitfulmaiven funshuling?

- Dltoon AEHIKO tietty ympyrd, Al
0 jotu’ fen baltafia ja P Festipiate.
- Dla I lestipidteet{l ja wiiwan toinen
- ympyrd pisteetfe P, Dbbistd KP ja
7\ HP ja pitennd ne toifellefin puolelle
~Edben ja Oshon,” Dibistd AE, EH,
HI, 1K, KO, OA, niin AEHIKO oy
{ _ anott fuuéfufma
e 5@, PK myds on =1IK )o flis A IPK yotifi

53 Gt 1. youinen. - Sentdbben on 2 IPK = Folmag

:f' }g:f}: : ofa tabbesta fiovadla Mlimasta. e) Sar

k.26 oft. 3, malla fawala fobidletaan, ettd / HPl=
g 322‘;,'* o lolmag ofa fabbesta fuorasta fulmasta,
w3 Wage, 4, Mitta £ APK 4 / EPH=2 fuoraa fuls

maat h) fiié on myds £ EPH = folinaé ofa
tabbedta fuorasin, fulnasta, ja Paitfl Rulwiat 1PK, HPI
ja EPIL fedtendnff votafuuret. Mutta ndms owat myds
vidtifulmainfa EPA, APO, OPK, fuuenifet. i) Gentautta
faitti 6 tulmaa IPK, HPI, EPH, EPA, APO, OPK, owat

vhbentoloifot, myds e 6 fanrretta AE, N, HI, IK, KO,

OA, ybtdfuuret, k) ja nilnmuoboin {uorat wiiwat AE,

EH, HI, 1K, KO, OA, yhtdfuuret, 1) @ii8 on tuustnlma
AEHIKO phtdfiwninen, e on myds, vhldta(mainen.
Silld faarre AE== faavee OK. - S8 molemmin puolin
lijatddn taarre ERIK, uitn oft Eaqere ABHIK = faaree
ENIKO,  Mutta £ AOK feifoo Faarteella AEHIK, fa
ZEAD taatteelle BHIKO; fil8 on £ AOK= / EAO, m)

ALKEET

Samoin £ DGC' on % suorasta kulmasta. Mutta vieruskulinat
ABGC ja LCGE ovat yhteensii kaksi suoraa kulmaa [1.13], joten
myos £ BGC on § suorasta kuhnasta. Muut kolme kuusikulmion
ABCDII" keskuskulinaa ovat edella mainittujen ristikulinia, siis ne-
kin yhté suuria [1.15]. Vastaavat kaaret ovat siis yhté pitkid |3.26),
samoin vastaaval janteet |3.27], jotka oval kuusikulmion ABC D E
sivut, Kuusikulmio on siis tasasivuinen. Osoitetaan vield tasakulmai-
suus. Kaaret AB ja IFD ovat yhté suuret, joten myos kaarel EB ja
AD oat, yhtd suuret. Lauseen 3.27 mukaan ovat niiti vastaavat ke-
hikulmatkin yhti suuret: £ EAB = £DEA. Samalla tavalla todis-
tetaan, ettd kuusikulmion ABC'DE muutkin kulmat ovat yhti suu-
ret. [

SEURAUS. Ympyrdin sisddn piirretyn sdinnollisen kuusikulmion sivut
ovat yhtd suuret kuin ympyréin sdade.

TEHTAVA 4.16. Ympyrdn sisddin on pirrettavi saannéllinen viisi-
toistakulmio.

N

RATKAISU.  Piirretidn annetun ympyrin sisddn safinnéllinen kol-
mikulmio ja sadunollinen viisikulmio ja sovitetaan kolmion siva AC
Ja viisikulmion sivu AB alkavaksi samasta pistecstd A. [4.2, 4.15 ja
4.1]. 'Tillsin kaari AC' on kolmasosa eli viisi viidestoistaosaa koko
ympyrén kehésté ja kaari AB on viidesosa eli kolme viidestoistaosaa
koko ympyrén kehéstd, joten kaari BC on kaksi viidestoistaosaa koko
ympyrén kehista. Puolittamalla se saadaan siis yksi viidestoistaosa
koko ympyrin kehastd. Kaaren BC keskikohta on janan BC keski-
normaalin ja kaaren BC' leikkauspiste F. Kun se on konstruoitu, on
saatu kolme viisitoistakuhinion periikkiista kulmaa B, F ja . Muut,
saadaan sovittamalla £C:n pituisia janoja ympyriin periakkiin. ‘I'o-
distus on samantapainen kuin edellisissikin lauseissa.
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ALKEET

Kun saannollinen monikulmio on saatu konstruoitua ympyran sisdén,
on sellainen mahdollista piirtdda myos ympyran ympéri, kuten edella
tehtiin viisikulmion tapauksessa. Samoin voidaan ympyra helposti
piirtiid sadnnollisen monikilmion ympéri ja sisdén. W

Edellinen todistus on siind miclessa tyylillisesti erilainen kuin aikaisem-
mat, ettd pernsteln esitetiiin ennen konstruktiota.

Tehtiavin 4.16 ratkaisun viimeisessid kappaleessa Aschan pubmu séddnnol-
lisestd monikulmiosta yleensi, Eukleides vain viisitoistakulmiosta. Tie-
tenkin ero johtan ensisijaisesti siitéd, ettid Eukleideen aikana ja kauan sen
jalkeenkin téllaisch asiat oli tapana ilinaista csimerkin kantta.

Kuten esiknvansa Stromer Aschankin kilunittdd huomiota siiben, ot-
ti kaikista tahdn asti ympyrdn sisdin konstrvoiduista sdgnnollisista
n-kulmioista voi tehdi 2n-kulmioita. puolittamalla kaaret. Niin kon-
struoidaan sddnndlliset 3,6,12, ...4,8,16,...5,10,20,...sckid 15,30,60,.. .-
kulmiot. Aschan mainitsce, ettd tdssi lnettelossa civit suinkaan ole nni-
kana kaikki saannéllisct monikulmiot; esimerkiksi 7-knhmio punttun. This-
si. Aschan antaa "kiytannsn” sckoittaa teorian kisittelyd kehottainal-
la tiillaisissa tapauksissa piirtamédin n-kulmion astelevyn cli “kulina-
pykilikon” avulla. Hin ¢ korosta tillaisen mencttelyn olennaista croa
harppi-viivainkonstruktioon nédhden. Sentiin hin huotnauttaa, etti —“7'—“
on vain likimain 51 astetta 26 minmuttia. Aschanilla on kuitenkin ol-
Int kitytdssain Stromerin rioksinnos, jossa neljinnmen kivjan lopussa lukee
"Men atl inskrifva cller omskrifva ivad for en manghsdrning som toérekom-
mer, kan ej géras genom de hdr antagna postulaterna (1), 1700-luvulla
cliincend Stromer ei voinut vield tictdd Ganssin havainnosta, cttii myos
sdinnollinen 17-kulmio voidaan konstruoida harpilla ja viivoittinella, sa-
moin miké tahansa n-kulmio, missi n on ns. Fermat noadfolik.
Thkulmion konstriktiota on antiikin ailkana pidetty tivkeind siitd syysté,
otti vilsitoistakulmion sivun keskuskulima 24 astotta ol yleisesti kiy-
tetty arvo maan akselin kaltevundelle, joka athenttaa vilodenajat. Mysti-
nen yhteys tosin menetti hieman merkitystién, kan Eratosthenes mittasi
aksclin kaltevunden knhinan tarkemimin ja huowmasi kulman poikkeavan 24
asteesta noin asteen knudesosalla.
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Samalla tawalla todistetaan, ettd munitin tulmat tuus:
fulmasfn owat yhtdfuuvet fuin AOK efi BAO. Giis
on yhtdfiwninen ja phtdtulmainen Cuustulma pifrvetty
yimpyeddn AEHIKO. n),

- Geuvausd;: Dmpyrddn pliveetyn [Anndlifen tuns:
tulman fiwut oroat {dteen fuwvnifet ympyrdsid.

16,  Cjitelmi,  Tehtiiwi,

. Suinfa tiettyyr ympyrite  piieretidn Yhtdfiwuinen
fo yhtiifulmaiuen joilstoistahiulia ?
. Dledbn AH yhidfiwuifen folmituls
ne o AN ja AE phtdfiouifen wiistulman
A fiow, folmitntma ja wiitiina piire

wn

retyt ympyeddn famasdla pidteedtd A,

oit Folmas ofa, ja Paarve AE, wiis-
e gﬁ it g fulman fiwulla, on wiited ofa fofo yinpy.
o 30 Gt S v tepdetd. &  @entdbden on faavre EH,
wmolempien wAKS, folmas ofa, wdbeunetty wiibennelld
ofalla, tai Paffi wiistoi8tas ofnn Tolo febdstd. Jos
fils EH [leifataan Pedfe(td tablia 0:8(a, &) ja EO:n
fuuruifia faartelta feitataan perdttdin tehhotd, niin tepd
fitenn fulee jaetuift 15 ybtdfunveen FEaavteefen. Sos
fitten Eatfl jo tatfi Litimdiotd pistettd ybhbdistetddn fuos
tilla wilwosilia, ntin ympyedn fifddn walmistuwa tuwfo
ont yhtdfiwuinen ja yhtatulinainen wiidtoistatulma.
Todistusd (dybetddn DHelposti edellidten efitelmdin

mutaan,

W Ymppradn pliveetplsed phtafoniista jo fanaflla yhe

tafulinalfista fuorawiionifidta Funvicista faabaan Pfaarteln

jinfmnafla Pegbeltd Fabtin:



