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h. ?seug;: g, A—H:E—IL o) Mutta A=>E: {iis on

i & @, 1. mMpd8 A—H>E—I, by Lifdd molem-
kLROGelw. 1. i puolin H41=HI, niin A—1) +
H+I>E-D+T4+H 1) DMotta A—H)+-H=A
jan E—D+1=E, fosfa fofonaifet owat vhtdfunvet
Pnin Eaitli ofat phteenid. k> Sentdbben A +1>E + I,

e e

Suudes Kirvia,
Midritytii.

1. Dhulalfitit fanotaan fuovawiimaifia finwioita,
jo8 Palffl fulmat toifesfa owat Eulmainfa fuuvnubet
toifesfa Fumwiodfa ja fout Yhtdfuurien fulmien ympd-
tilld wolemmisla owat famadfa fubteesfo.

M. 08 LA=/1, /E=

A
] AK! 4“':'4[‘1 ia ﬁmlt EA:AH=
Ki:lL, Al:HE = IL:LK ja
! f E AE:EH=1K:KL, niin folmiful:
Bl MUK L wia AEH, IKL, fanotaan mubais

{IEfl, Etti fivout owat famasfa fubteesfn merfitdan [yhy=
Fiifesti EA:AH:HE = K1:1L: LK, Naised jo tult pubheetfi
M, 8 Sehwiton 1, fivu 13. Mufalfien wilille firfoitetaan
merffl oo,
2, &hout fulmain ympdridd Eabdesfa fuorawiis
waifesfa Euwiodfa owat fitntdin wertannollijet (reci-
proce proportionales), jod werrannon molemmot  Adeim-
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Kuudes kirja

Eukleideen Alkeiden kuudes kirja kitsittelee yhdemnuotoisia kuvioita.
Tiissit tictenkin pitnuksien ja pinta-alojen subteilla on oleellinen rooli,
Tarvitaan viideunen kivjan ticdot tai niiti vastaava nykyaikainen teoria
reaalilukuineon. Kundennessa kirjassa perustellaan min. miksi monikul-
miossa, ympyrissd ja viime kiidessd missii tahansa kuviossa: pituiksicn
kaksinkertaistauinen nelinkertaistaa pinta-alan. Kaikkien ympyroiden yh-
dennmuotoisuus antaa lopuksi aiheen ottaa kiyttoon mu.

6.1. Miaritelmid. Bukleides aloittan kundennen kirjan kohmella
midiiritelnidlli, wutta of esiti yhtéin autta aksioomaa. Aschanin kéidin-
noksessii, jota scuraan, on sen sijaan kuusi widritelmid ja nimitakin croja
vanhoilin kiisikirjoituksiin vervaten.

(1) Kahta monikulmiota sanotaan yhdenmuotoisiksi (Aschanil-
la. "mukaiset suorawiiwaiset kuwiot”), mikali niissé on yh-
tA suuret vastinkulimat ja sivut vastinkulmien kohdalla ovat
samassa suhleessa kuminassakin monikulmiossa.

Aschan antaa esiinerkkini kaksi yhdemnuotoista kolmiota ja piirtéiid ku-
vall,

D

Cc
B E

jossa ou kulmal, LA = LD, LB = 4F ja £C = 4£F, sckii sivajen suhteet
BA : AC = ED : DIF, B : BA = FE : ED ja AC : CB = DF :
FE, oli lyliyesti AB : BC : CA = DE : EF . FD. Lisiksi Aschanin
kivassa vastinsival ovat yhdensmimtaisia, wisti olen lnopunut omassa
piirroksessani, koska se i lity yhdennmotoisunden késitteescen.

Aschan nmistuttaa nyds siiti, cttid on vihjaissut yhdenmuotoisnuden kii-
sitheescen jo ensimindisessi kirjassa ja etté sille kitytetian merkkid oco.
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SEURAUS 2. Jos samasta pisteestd D kolmion sivulla AB piirretidn
toisten stvujen suuntaiset sworat, niin kolmio tulee jaetuksi suunnik-
kaaksi ja kahdeksi alkuperdisen kanssa yhdenmuotoiseksi kolmioksi.

A

B F

SEURAUS 3. Jos kaksi suoraa letkataan useammalla yhdensuuntai-
sella suoralla, néin suorien palaset yhdensuuntaisten vilissi ovat toi-
stinsa verrannolliset.

D C c D

M

B A . A
H H B

Tontsrus.  Olkoot leikkaavat. yhdensnuntaiset AB,C'D ja niiden
vilissd EF. Jos leikattavana on yhdensuuntaiset suorat kuten kum-
massakin piirroksessa snorat DB ja CII, nim BF = HG ja FD =
GO, joten lanseen 5.7 mukaan BF : FD = HG : GC, ja seuraus
3 piitee siis yhdensuuntaisten snorien tapauksessa. Jos taas alkupe-
riiset suorat eivit ole yhdensuuntaiset, vaan leikkaavat toisensa, ku-
ten kummassakin piirroksessa AC ja BD, niin piirretdin apuviiva
HC || BD. Nyt on edellisen lauseen mukaan AFE : EC = HG : GC.
Koska suunnikkaassa vastakkaiset sivut ovat yhtd pitkit [1.34], niin
HG = BF ja GC = FD. Tasti sewraa AE 1 EC = BI' : F'D el
véite. ]

LAUSE 6.3. Kolmion kulman puolittaja jakaa vastakkaisen sivun sel-
laisessa vastakkaisen sivun pisteessd, joka jakaa sen niin, ettd osal
ovat verrannollisel kolmion samanpuoleisiin sivuihin.

mhis A EIK : A\ JAK = A UKL ATAK, D
ja niinmmoboin A EIK = A HKI, k)
/ Mutta AEIK jo AHKL owat famalia
afentalla 1K ja famalla puolella: fens
—‘/—*“5\" tahden owat IK jo EH yhtdfunntaifet. 1)
1 Seuraus. Werraunodta EL:IA =
IIK: KA \'aabann ndmd uudet werrannot:

Gnfin tadntdmANd 1A:El =KA: 5K,

Sitten yhMstAMANG AE: Al= AH: AK,

- ell AE:EI= AH; 1K,
Sn mlela wiovottamalla AE: AH = Al: AK ] 1, e.

2 Seuraus, Jos famaeta pigs

E “teestd T tolmifulmon fiwulla tebes

\ thdn toidten fiwujen funntalfia fuos

L «  riawihvoja IK ja IL, ndin tolmitulma
4 g Jaetacn fuunnittaafen ja Babteen fol«
L mitunlmaan, jotta owat Peslenin{d jo

Fofonalfen Eansfn mutaifet.

3 Senrans.  Jos fabfi fuoran wilwaa leitataon
ufeammllta phtdfuuntaifilta fuorilta witwolilta, nitn fuo-
vain wiiwain palaifet yhid fuuntaisten mdhﬂa pivat tot-
fiinfa werrannoflifet.

' "R o1 J08 yhtdmuutaifet 1€ jo M
D, 7 Leifataan yhtdfumntaifitia EM, LN

- fa HI, niin EL = MN ja LI= NH;
\K fil§ EL:LI=MN:NH.s) Sutta
7 Jv8 AH ja EI, jotta fallistuwat
A o tolfiinfa, toitfa fuorastaan fat-
e M7 Gt B fuwat tolnen toifeenfa, leltataan yhta
« S fuuntaifilta - AB, KL, HI, ufin  tebetddn
M ybtd fountaa fuin 18, - &8 on efitelmdn mutaan
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AK:KIL= MN:NIL. 9%nfta MN==EL ja N0 = Ll: o) fii6
o AK:KH=EL:Ll, —

3. Cfitelmit,  Witittimi.

Qo johi hulma ToTudtulmagfa leifataan Yesfeltd Tolh-
tia, niine Blman Haltofeta witwa Jeiftaa wadtaffoifen filwnn
falteen ofann, jottn otuat wereannollifet famanpuolifiin fol=
mifuliman fiwuilin,  Jo- pert wasdtoin, jog wadtattaijen
ftwan ofat otwat wervanuofiifet fitunifin, uiin fnora wiiwn,
jofa yhdistii jatopisteen [a Fulman Ydrjen, leitfan fulman
testeltd Tabtin, ;

S8 tolmifulmadfn AEM
L AEl= ZIEII, uiin Al: Il =
AE:EH; fa jo8 Al 1il==AE:LiH,
niin on £ AEI= A IEIlL,

Pitennd AE Eulmaan pdin
ja weddll:sta HKybtd fuuntaa

a 20 Giit. 1. fuin EL, tunned tapaa K:8fa pitennetyn Al:n.
e 06, 1. Oltoonenfit{i £ AEl= ZIEH. Kosta
v Fer s Eljo HK owat yhtdfnuntaifet, niin £ AbL=
k11 @it 8. £ EKH ja £ 1EH =EHK, n) Mutta £ AEl =
N ‘;g":‘li' 5 ZIEH: fentihben on /£ EKIl= / BHK, ja

nitnmuoboin EK = EH, e) Suin nyt AL:1ll =
AE:EK, b) ja EK=EH; niin on AL:1lI = AE:El, ),

Oltoon toifet{i AL:IH= AE:EH. Mutta AL:1ll=
AE:EK: hy fentdbben on AE:EH=AE:EK, k) ja niin-
muoboln EH=LEK. 1) Ruin nyt EIl = EK, niin on myds
£ BHK= ZEK1], m) Mutta £ EIK= ~IEll ja Z LRI =
Z AEL, fil§ ET ja K owat yhtdfunntaifet. o Sentdh-
ben ot £ AEI= ZIEN ja ufinmucdoin 2 AELL [eifattn
tedfeltd faltin fuoralta wifwalta EI.
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T'omsrus.

D g

Oletetaan aluksi, ettd kulman £B puolittaja leikkaa sivun AC pis-
teessd 1) ja osoitetaan, etli AB: BC = AD : DC.

Piirretdaan C':in kautta BD:n suuntainen suora; se leikkaa suoran A1
Jossain pisteessi 1. Koska BD || KC, niin vuorokulmalauseen 1.29
nojalla LABD = ABEC ja LDBC = £BCFE. Oletuksen nojalla
LABD = 4DBC. Siis {BEC = £BCE ja niiumuodoin kolmio
ACBI on tasakylkinen eli BE = BC |1.6]. Edellisen lauseen 6.2
nojalla on AB : Bly = AD : DC, joten AB: BC = AD : DC |5.7].
Oletetaan seuraavaksi, ettd D on sivulla AC ja AB : BC = AD
D ja viitetian, etti LABD = £DBC. Toisaalta edellisen lanseen
6.2 mukaan AD : DO = AB . BE, joten AB : BC = AB : BE
[6.11]. Siis BC' = BE |5.9] eli kolmio ACBFE on tasakylkinen, joten
lauseen 1.5 nojalla £ BCE = £BEC. Mutta koska BD | EC,
niin vuorokulmalauseen 1.29 nojalla K ABD = LBEC ja LCBD =
ABCE. Siis £LABD = £DBC. 0

Lauscen kitdnteinen puoli seuraisi cusinunéisestd puolesta, jos olisi tiedos-
sa, ettéd janalla AC on vain yksi piste, joka jakaa scn annetussa sulitees-
sa. Tatd oi ole aikaiscnunin todistettu, vaan se scuran nyt todistetusta
lausecsta, Eri asia on, ctti Eukleideen aksioomista ei tarkkaan ottacn
seuraa, ottd kulinan puolittaja ollenkaan leikkaa vastaista sivua. Titi us.
puotnilausetta on pidetty itsestiduselvini 1800-lnvulle asti cikid Aschan-
kaan puutu asiaan,

Aschan el inyoskdian kijunitéd huowiota lauseeu 6.3 miclenkiintoiscen scu-
rankscen, jonka halunottelen fodistuksineen:

SEURAUS. Niiden pisteiden ura, joiden etiisyydet kahdesta aunetusta
pisteestd ovat. verrannolliset (inutta eivat samat), on ympyri, Apol-
lonioksen ympyrdksi sanottu. (Apollonios todisti saman asian eri ta-
valla.)

|
£
j
s
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Topisrus.  Lausetta 6.3 voi tdydentds todistamalla, ettd myds ulko-
kulman LCBE puolittaja leikkaa sivun A(” jossain pisteessa I, josta
etaisyyksilld pisteisiin A ja C' on sama suhde, mutta I ei tietenk3in ole
janalla AB, vaan "jakaa janan ulkoisesti". Koska kulman ja ulkokulman
puolittajat ovat toistensa normaalit, on kulma £ D BF suora ja piste B
sijaitsee siis ympyrall3, jonka halkaisija on DF.

]

l.ausk 6.4. (KKK) Jos kahdella kolmiolla on yhtd suuret kulmat,
kolmiot ovat yhdenmuotoiset.

TonIsTus.

N = )

Olkoon kolmioissa AABC ja AA'B'C’ yhtd suuret kulmat: LA =
LA, AB = 4B ja LC' = L. Osoitetaan, etti AB: BC : CA =
A'B' . B'C' . A

Voi olettaa, ettd B ja A’ oval sama piste ja sivut ADB ja A'B’
samalla suoralla. Tauseen 1.17 mukaan ovat £A ja £B yhteen-
s4 viahemman kuin kaksi suoraa kulmaa, joten, koska oletet-
tiin £B = 4«B', ovat myds LA ja 4B’ yhteensi vihemmin
kuin kaksi suoraa konlmaa, joten suoral, AC ja B'CY leikkaaval
vhdensuuntaisuusaksiooman nojalla toisensa jossain pisteessa DD,
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4, Ejitelmi,  Waittama,
htafnimotiet folmifalmat owat toinen toifenfn

untfaifet, / iy
Se on: jod folmifu{mis{a AEH

AN jo MK ZA= ZIIK, £ ARI=

S N7 ZHIK ja Z AHE = / HKI; uiin

e ANk AEBIEM:HA=HI:IK:KIl.  Ratfo
M, 1 Mddv. 6.

"Z gf;{»'} Afeta folmifulmat yhteen f{emmotfeen

v 98 i, 1, Pi6teefen H, etfd fiiben pistdwdt fulmat

:. at g,ﬁl: : AlIE ja THK ¢iwdt ofe yhtd{unret flmat

b G Folmifulmisfa,ja tadnud tolmitulmat niln,
w16 Gt 5. ettd fimut AH ja BK, jotfa feifowat ybtd-
o 22 @it 5 funvien fulmien wastadfa, owat yhtend
o 1 Dade. 6 fovana wiiwana; wiin £ EAH= Z IHK
ja Z EHA= / IKII.
fosfa £ EAH 4 Z EHA <2 {uoraa fulmaq, ) ja
Z EHA = Z 1K1, niin £ EAH 4 /Z IKH mydd owat <2
fioraa fulman.  Sentabden tapaawat AE ja KI foifenfa,
108 ne pitennetddn. &) Tawatfoot [{is tolfenfn L:sfd,
Kodfa: £ 10K = Z EAH, niin HI ja AL owat yhrdfunns
taifet; b ja fo8fa £ AIE = / IKI, ulin EH ja LK owat
yhtdfunntaifet. by Sentdhden on EI fuunnitas, fa niine
muoboin BH=L1 ja Hi=EL, i)  Mnita fodta EH ja
LK owat Yhi&fuuntatfet, mlin AE:EL = ALK, K) eli
AE:HI=AIl:HK, 1) ja wonovottamalle AE: AH=11:1K, m)
Ja fosfa HI jo AL owat yBtafuuntaifet, nifn ALK =
LUK, k) eli AIDHR=EILIK, D ja wuovottamalla
AWIE = HK:KL, m) * Kervo ndmd werrannot
AR AT =HLIK ja
ADHE = DK KY, nlin con mpos phtde
(aifyubestd AR:HE = 1K1 0y Kosta file yhtdtulinals
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flafa tolmitulmisfa AEH, HIK, fiwut vbt&funcien fulmien

pinpdeilld owat mertannoutfet ultn tolmifulmat oiwat .'

mufmfct o)

B @ﬁtetmii. - QBhittima,

306 Tolmitulmigfa fiwnt owot toifiinfa wmanuorli—
et, nhin fulutat owat l)I)thfnuret, jotta feiiowat Taimag-
lwuien lnamﬁfa. | s

Sos- tohnitulmlefa AEH ja
IKL fiwut owat AE:EH:HA =
IK KL:LI, nlin ZA= /I,
AE AKja ZH= /1L, {a

niinnutoboln. owat Folmitulmat
toinen toifenfa- mutaifet.

19 T Pate pisteefen 1 fivoun 1L wieveen
saai 1. LUUM=ZA, 2 ja pisteefen L faman
b BB G fwnk LI wieveen ZILM = Z 11, a) niin
LIS bag M= LB 0y,
1 nilﬂt. 1. . Robla fiie tolmifulmat AEH ja IML
o 4 W 6. opat ybtdtulmaifet, ufin EAsAH = MI;IL, by
Mutta EA:AH == KGIL, . Sentdhben on MI:IL = KI:1L, i)
ia nfinmuoboin MI—-KI k) Gamallg tawalia tobiste:
taan, ettd LM==KL, Ja fosfa folmad fiwu IL on yhs
tetnen, ntin A MILS AIKL, '/ MIL = /KIL ja Z MLl =
ZKLL D - Mutta £ MIL tebtiin = £ A, ja ZMLI=
Z He fentdbbes on mydd L KiL= /A, LKLI=/H
ja fiie tolmastin £ K= ZFE, Solmitulinat AELL ja
KL owat fiis vhtdEulmaifet, fa ne Enlmat yhtdfuutet,
joiben ' wastadfa  taimakfifet fiwut owat.  Siis owat
tolmitulmat AEH ja IKL mutaifet. m)

ALKEET

Vuorokulmalauseen 1.28 nojalla AD ja A’C’ ovat yhdensunntaiset,
koska £ A = LA’ Samoin BD || B'C’. Siis [IBC' DC' on suunnikas,
joten A'C" = CD ja A'C = C'D [1.34]. Lauseen 6.2 mukaan on siis
AC CD = AB : A/B eli, koska CD = A'CY, on AC : A/C' = AB -
A'B' [5.7], josta vuorottamalla |5.16] sandaan AC' : AB = A'CY :
AR,
Vastaavasti todistetaan, etti BA: BC = B’A' . B/(".
Kolmannen kulman viereisten sivujen suhde saadaan lopuksi lauseen
5.22 avulla: Koska AC' : AB = A'C" . A’B' ja AB : BC = A'B’ :
B'CY niln AC: BC = A'B' . A/,

0

Vaikka on olemassa lyhewpi todistus, olen ylli esittinyt Eukleideen ver-
sion. Erityisesti olen kuvaillut kolmioiden sijaintia olennaisesti Bukleideen
sanoin aika cpitisiéllisesti, mutta hyvilli tahdolla ja kuvan avulla
ymmérrettivisti. Aschanin sanamuoto on pitempi, mutta tuskin pareu-
Pi; kevyesti modernisoiduin merkinndin tillainen: ”Ascta kolimikulmat yh-
teen semmoiseen pisteescen B = A') ot sithen pistiviit kulmat £ ABC
ja £B'A'C eiviit ole yhtit sunret, kulmat, kolmiknlinista, ja kidnna kolmi-
kulmat niin, ctti sivat AB ja A’B’, jotka scisowat yhti suurien kulmien
wastassa, ovat yhlend suorana wiiwana; niin £LCAB = LC'A’B'.”
Aschan ou kitdutéinyt todistuksen muilta osin sanatarkasti, mutta viimei-
sen vailicen hiln perustelee kertomalla verrannot.

LAUSE 6.5. Jos kahdella kolmiolla on toisiinsa verrannollisel sivul,
nan vastinsivugen vastaiset kulinat ovat yhid suuret (ja kolmiot ovat
sits yhdeniuotoiset).

Tonisrus.

C [
AL A B'

Olkoon kolmioissa AABC ja AA'B'C’ voimassa A B : ¢ = A :
B': ', Viitetidn, ettd LA = £A', 4B = 4B’ ja £C = £C ja ettd
siis kolmiot ovat yhdemnuotoiset. Kopioidaan 1.23 mukaisesti kul-
mat LA ja LC janan A'C” piihin samalle puolelle, jolloin — koska
ne yhteensi ovat alle kaksi suoraa kulimaa — vapaat kyljet kohtaavat

T R ——
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jossain pisteessd D ja syntyneessi kolmiossa AA'CY D on kulmasum-
malanseen 1.32 nojalla LD = £B. Kohmioilla AACE ja AA'C'D
on siis yhta suuret kulmat, joten edellisen lauseen 6.4 mukaan AB :
AC = A'D : A/C’. Mutta oletuksen mukaan AB: AC = A'B': A'(Y,
joten A’D: A'CY = A'B': A'C" [5.11] jasiis A'D = A'B [5.9].

Vastaavasti myss C'D = (’B. Koska kolmas sivu on yhteinen,
niin SSS-ehdon 1.8 mukaan AA'D'C'2AA'B'C’. Erityisesti £ A =
AB'AC = ADACY = LA ja £C" = AB'C'A = LDC'A' = L,
jolloin kulmasummalauseen 1.32 mukaan myos £ B’ — £ B. O

"Vastinsivit” on syyti tulkita huolellisesti. Jos kolmiossa on esitnerkiksi

sivi @ = 3, b = 4, ¢ = § ja foisessa o’ = 12, 6 = 5, ¢/ = 20, niin
cra=5:3=20:12 = ¢ d,

a:h=3:4=15:20=0b:¢ja

c:h=5:4=15:12=¥0:4d,

joten kolmioden sivat ovat "toisiinsa vervannollisel”, joskin "viidrissi jir-

jestyksessd”, eiviitkid kolmiot ole yhdemmuotoiset.

Jesty ) y

LAUSE 6.6. Jos kahdella kolmiolla on yhtd suuri kulma ja sen vierei-
set sivut ovat verrannollisel, niin myds vastinsivujen vastaisel kulmat
ovat yhtd suuret (ja kolmiot oval siis yhdenmuotoisel).

Tobnistus.  Olkoon kolmioissa AABC ja AA'B'CY yhti snuret kul-

mat A ja A’ ja olkoon BA 1 AC = B'A" . A'CM. Viitetdsn, ettd
AB = 4B ja £C = £C".

B D

c B

A Al

B

Kuten edellisen lanseen todistuksessa konstruoidaan aluksi al-

kuperiisen kanssa yhdenmuotoinen kolmio AA'DCY siirtamilld

kulmat £A ja £C janan A'CY piihin ja leikkaamalla vapaat

kyljet. kohdassa D, johon muodostun kulma «£D, joka on yh-

ta suuri kuin £B. Siils AB : AC = A'D . A'C’ [6.4], mutta

oletettim AB : AC = A'B' . A'CY, joten A’D = A'B' [5.11].

Kolmioissa ADA/CY ja AB'A'CY on siis yhtd suuret kulmat
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6. Cfitelma,  MWaittamd,

308 folmitulnasfa on jotn tulma Wlwanfa funeni:
nen toifesfa Tolmifilmasfa, jo fiwut yhtafuncien tulnden
ympéieilli owot toijiinfa werrannolfijet, niin tolmitutmat
owat yhtifilmaifet ja we fufmat yhtdfunret, fotfa feifo-
tunt taimafiien fiwnjen wastadfn,

” Jvé £ E = /£ IKL,
74 7 jo AB:EI = IK:KL, niin

/ \ /v"’ folmifulmat ABH ja 1KL
WARESS e / owat phituimaifet fitd
towalla, eftd L A= 21

. 4G G g ZMl= ZKLI, Kolmifulmat AEH ja

29 Git. 1. .
it en s KL owat fiis wntaifet. a).

iL ;lg%‘llr- '5 Pane pisteefen K fiwoun KL:n wiereen

C T ZLKM = £ E, ja pisteefen L faman fiwim
KL:n wiereen /£ KEM = £ AUE{ &) uiln on folnas
M= AL

Sodta folmifulmat AEH jo MKL owat yhtdtulmai:
fet, niin AE:EH = MK:KL. a) SMutta AE:EH = IK:KL,
filld niln ehdotettiing fentdhden on MK:KL = IK:KL, b)
ja niimmuoboin MK =K, ) Kosfa {iig fiwn MK =1IK
in KL on yhteinen, 1o whlifet fnlmat MKL ja IKL owat
phtdfunvet, fild - molemmat owat £ AGI:n fuuvnifet,
niin on AMKL22 A KL jo Z NLK = £ ILK. k) utta
ZMLK  tebliin = £ AUE; {ii6 on. Z1LK = £ AHE ja
mydstin folmad £ 1= £ A, Niinmuodoin on todistettu,
ettd A AEH ja ATKL owat yhtdtulmalfet ja ¢ttd fuls
mat A ja 1, jotfa feiYowat faimas-fiwnjen Ell:n ja KL:n
wastasfa, ja Mlmat EHA ja KLI Eafmas-{iwujen EAn
1o Ki:n wastadfa owat whtdjunret,
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244 169
Co 4, @itelmd,  Wiittima,

- dod tomifulwnsfa folu Yulma on tulmanfa fuueni-
nen toifesfo Yolmitulwasfa, flwut toisten fulmatn ympi-
villd  molemmigfa Yolmitalmisfa  owat fanasfa fulteesfa
fn_Tolmannet tfuat jolo terdtoit taitla tyffat; witn Yol-
mitnfwat - owat - yhtiifulmatiet jo ne Fulmat molenmisia
yhtitfunvet, joiben hmpdrili feifowat fitont owat toifiinfa

werrannollijet,

¥ 808 LE= /K, TA:Al=
' . KLIL fa tulmat H, L, owat oto
~ terdwdt eli tolfdty niin Folmi.

S _./_’ .\n i, L fulnat EAH ja KIL owat yht-

fulmaifet ja LA= 21, fol+

=

-2 gm.-fi-_ mitulmat owat fils myos mutaifet. h)
meny Gl ZA ofifi = £1, nitw bmpl by
- a a6 vwdnfd nifstd ollfi fuvempl, Oloon Ffulma
AL OE B A> Z1 Pane pisteelen A fiwun AEm
' sag s Wieveen ZEAM=/1, &)

[ (]

o

w1 Serand Rﬂﬂ!ﬁ--é I ""’Z:K a2 EAM febitlin :

om0, wlin folmas £ AME = /1, o)
AT ginmobotn on BA:AM = KL:1L, hy SRutta
ehbotettiin, ettd EA:AH =KL:IL: fentdbben EA:AM =

BASAH, 1) @li8 on AM = AH, k) fa / AMIl =

ZARM: 1) o8 myt enfi¥fi tatma I, fomafen fuin

fulma L, ofifi tevdwd, niin oliff myds £ AMH terdwg -
ja fii8 Z AME tyI{&. m) Mutte £ AME ndptettiin ofes

wan =L, jofa on tevdwd. ~ Nilnmuoboin taitaifi foifd
tubna ol ferdwdn . fuuruinen, fofa ou wmabhbotonis.
Siis £ A el taida olla= 21, waan molemmmat {dy
tywdt ofta Yhtafueet ja myds folmaiet tulimat 1 jo L
vhtafuuret, ) — I8 taad £ AHM, famaten tuin 2 L,
ofifi twIfd, witn ofifi wmyds £ AMH {8, fa nitmnuos

ALKER'T

LDA'C = LB'A'CY ja sen viereiset kyljet A'D = A’'B’ ja yhteinen
sivu A'CY, joten SKS-ehdou 1.4 nojalla ADA'C'EAB A'CY. Trityi-
sesti vastinkulmat ovat yhid suuret, joten LA = LDA'CY = LB A'C"
ja £C = LA'C'D = L A'B'(. Kulmasummalauseen 1.32 mukaan siis
myods £B = L3, |

Lavuse 6.7. Jos kahdella kolmiolla on yhti swuri kulma, ja jonkin
toisen kulman wviereiset sivut ovat verrannolliset, ja kolmannet kul-
mat oval joko kumnassakin kolmiossa terdvi tai eivdt kummassa-
kaan, niin myis ne kulmat ovat yhii suuret, joiden wiereisel sivut
ovat verrannolliset (ja kolmiot oval siis yhdenmuotoiset).

‘Topisrus.  Olkoon LA = LA ja AB : BC' = A'B' . B'C” ja olkoon
vield kulmat £’ ja £C molemmat terdvii tai molemmat tylppid. On
osvitettava, etti £13 = £ B’ (jolloin myds £C = £C).

Jos 4B # £B', niin toinen on suurempis olkoon £B > £ 1. Siirre-
téfin kulma B’ kiirkeen B siten, ettéi yhtend kylkend on siiti alkava
puolignora BA Jja vapaa kylki on samalla puolella kuin piste (7 [1.23];
leikatkoon se sivua AC pisteessd D,

A
A N
B c pt—C

Koska £A == LA ja LABD = £B', niin LADB = LA'C' I [1.32]
ja siis KKK-lauscen 6.4 mukaan AABD ja AAB'CY ovat yhden-
muotoiset, erityisesti AB : BD = A'B’ . B'C’. Oletettiin, ettii
A'B" . B'C" = AB : BC, joten AB : BD = AB : BC [5.11].
Siis on BD = BC [5.9] eli kolhmio ABCD on tasakylkinen, joten
ABDC = £C{1.5].

Jos £C" ja LC" oval teriivid, niin siis inydés £ BHOC on teravi ja néin
ollen £ BDA tylppi [1.13]. Mutta £ BDA = £, siis terdvi. Tutkit-
tava vaihtoehto on siis mahdoton. Oletiksen mukaan siis molemmat
oval tylppié tai suoria, joten myos £ BDC on tylppé tai suora, kos-
ka LBDC = £C. Kolmiossa ABC'D on nyt vain yksi terivi kulma,
miké on ristiriidassa lauseen 1.17 kanssa ja siis myos mahdotonta.
Alkuperiinen vastaoletus £ 3 # £3' on siis viiiri. (W
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ALKEET

SEURAUS 2. Normaali suorasta kulmasta hypotenuusalle on geomet-
rinen keskiarvo hypotenuusan osista, siis BD : AD = AD : DC.

TEHTAVA 6.9. Leikkaa annetusta janasta haluttu tasaosa.

RATKAISU.

Olkoon annettuna jana A B, josta pitia leikata esimerkiksi kolmasosa.
Valitaan jokin puolisnora A X, joka muodostaa puolisnoran A3 kans-
sa kulman £X AB. Valitaan puolisuoralta AX mielivaltainen piste
D # A jaleikataan janan AD jatkeeksi yhtd pitkit janat DE ja £C
[1.3]. Piirretasn snoran C'B smmtainen suora pisteen D kautta [1.31].
Se leikkaa AB:n pisteessi, joka olkoon F.

Osoitetaan, ettd AF on kolmasosa janasta AR, Lauseen 6.2 mukaan
CD: DA = BF: FA, josta yhdistamalla [5.18] saadaan CA: DA =
BA : FA ja edelleen vuorottamalla [5.16] CA : BA = DA . FA.
Mutta CA on kolminkertainen DA, joten lauseen 5.15 toisen seu-
rauslauseen mukaan myos BA on kolminkertainen Al7, kuten pitéa-
kin. Samalla tavalla leikataan mikd tahansa tasaosa janasta AB. 0O

TeEHTAVA 6.10. Leikkaa annetlusta janasta osa samassa suhteessa
kuin annetun janaon annettu osa.

RATKAISU.

Olkoon leikattavana jana AB ja olkoon toinen annettu jana AC jaet-
tu osiin pisteissd D ja F. Tehtdvand on 16ytad janan AB jakopisteet
F ja G siten, ettd osat, AF, FG ja GB suhtautuvat toisiinsa kuten
AD, DE ja EC.
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2 Genvaud. Kobfifnora witwa fuovan tulmaon #d-
restd wastabfaifele fwulle on testimdinen tevtosjdfen wass
tatfaifen fwun molemmille ofile. Se on: BL:IA=IA:I1I,

9, Ciitelmd,  Tehtitwd,
Suinfa Icifatonw mife ofa Yywinfii tietysth fuo-
vasta witwadta ?

Olfvon AE tietty {uora witiwa,
\H iosta pildifi leitata efim. Folmas ofa.
Byt Wedbd A:8ta fiora wiiwa AX, jofa
”;,—j tefee AE:n fanéfa fulman, Leiftaq
¥ FOAX:8tE folme yhidfuucta witwaa Al
X HI ja IK perdttdin, ja pbbistd EK,
1‘: g‘l}:- g webd myds H:8ta fuora wiiwa UL faman

16 afr. 5 Jwantaa fuin EK,
2 Seitang Stosta flig HL jo KE owat yhidfuune
15 Gt 5. taifet, niin KH;AD=EL:LA, a) whbistds
mANG KA;AH = EA;AL, &) fa wuovottamalla KA:EA =
HA:AL. b) Mutta AK on tolmitertainen AH:8ts, fiis
o myds AE folmitertainen AL:8t, eli AL folmas ofa
AE8td. 1) Samalla tawalle Ieitataan mitd ofa by

wanfd AE8(8, :

10, Ejitelmd,  Tehtitwi,
uinta Yeifatoon fuore wiiwa offin, fotfa owat tois.
fitnfa witntuin Leifotun fuovan wiwon ofat toiflinfa?

e - Olfoon AE Teifattawa  fuora wifws jo
AlL pigleis{® K ja I leifattn fuora wifiva;
Leitatialoon AE ofiin, jotfa owat toifttufa niine
fuln Al ofat AK, KIja 1H owat toiftinfa.

TehEddn AE ja AH tulman wdlillenfd.
r o, Dhbistd BH jo webd pisteiotd K ja 1 fuorat
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5 3aM. 1. wiiwat KL jo IM famaa funntas tuin’ B0
v 3 e & o Kista KO faman fusitas fuin AE, a)

i eacus N KM ja MO owat funnnittaita: fits

7 Giit. 8. KN=LM ja NO= ME, ).
k. 11 Gt 8.

owat yhtifunntatfet, niin HI:TK = ON:NK. b)  Sutta

NO=EM jo NK=ML; niiumuodoin on ON:NK==EM:ML, i)

Ja fii8 H:IK = EM:ML. k) Stutta tolmitulmasia AMI on
LK yhtafuuntainen fuin M1, Sentdbben IK:KA=ML:LA. !1)
Riinmuobotn on nvt: ndtetty, ettd HI:IK=EM:ML ja
IK:KA = ML:LA, fe o ettd lefttaamatoin wiiwa AE on
jaettu ofiin AL, LM fa ME, jotta owaf {oifiinfa ulintuin
joetun wiiwan AH:u ofat AK, KI ja IH owat toifiinfa.

M. o8 O efiteiisia pisteedtd 1 wilwa IM vebdetdidn fomaa
fuuntaa fuln EK, nlin AL, LM ja ME owat Fesfenanfa pbe
tifunret, fanaten fuin AH, HI fa 1K owat fesfeninfa yhs
“tafuuret,  SIUE tawalla tuleefin AR (elfatubfi phtafuuriin
ofiin, ofipa ofat Pulnfa monta byivanfd.

}é, - Eitelmid, © Tehtdwii,

Suiuta Tolwiad Terto-fifeu [Bybetiiin tahelte tietylle

jafenclle? = D it
: - Oltvot AE fo AH tletyt fuusuubet,
etfi folmas fuireuns HU femmolnen, ettd
AB:AH = AH:HI, ke e

Afeta ‘AE fa AIL yhteen, ettd ne wd«
b lillen(§ teferedt jonfun Fulman EALL 9i-

tennd AL fupnes EK = AlL, 9)hdistd EH

+ g:fl:- : ~jawedd K:8ta fuora wilvoa KI famaa finintaa
2 et o, fuin EHL &) Pitennd mvds AH, funues
765 faftun wihvaan K.

a.
e.
h,
i,

. fodta tolmitulmasfa KOH, NI ja OH

ALKELET

Voidaan olettaa, etti C' ei ole suoralla AB, vaan £C'AB on kulma.,

Piirretdén suoran C'B suuntaiset suorat pisteiden D ja E kautta
[1.31]. Ne leikkaavat AB:n pisteissii, jotka olkoot F ja G. Piirre-
tadn lisiksi AB:n suuntainen pisteen D kautta; leikatkoon se G E:
pisteessi 11 ja B pisteessi [,

Osoitetaan, ettd CFE: ED = BG :GF ja DA: ED = FA: QF.
Nelikulmiot ODEGH ja OH GBI ovat suunnikkaita, joten lauseen
1.34 mukasan HD = GI' ja [H = B(. Koska kolmiossa ACD{ jana
HE on sivun IC suuntainen, niin lauseen 6.2 mukaan CF : BD —
T HD. Mutta HD = GF ja IH = BG, joten CE : ED = BG -
GF [5.7].

Vastaavasti kolmiossa AAGE on DA: ED = FA - GF. |

TEHTAVA 6.11. On annettuna kaksi janaa. Konstruoi kolmas juna,
Jonka suhde jilkisnmdiseen annetuista on sama kuin annettujen ja-
nojen suhde.

RATKAISU.

Voidaan olettaa, ettd annetut janat alkavat sainasta pisteestd A niin,
ettd ne oval A ja AC ja AABC on kolmio. 'l'ehtaviné on 16ytad
kolmas jana C'E, jolle AB : AC = AC : CE.

Jatketaan janaa AB pisteen B yli pituuden AC' verran pisteeseen DD
[1.3]. Piirretiiéin suoran BC' suuntainen suora pisteen D kautta [1.31].
Se leikkaa suoran AC' pisteessi, joka olkoon 15
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