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1« Johdgnto

Klessinen Dirichlet'n probleema on seuraavanlainen: O0l-

S

Rt

koon Y kompleksitasoﬁ €  avoin joukko ja £: 2
Jatkuva funktio. On mHEdrattdavs Jjoukossa Y harmoninen Jja
joukossa ¥ Jatkuve funktio siten, etti u|2Y = f,

Tdssd tutkielmasse tutkitaan orngelmaa ylelsemmdssid muo-
dossa ottamella tarkassteltavaksi komplekswtason C sijas—
ta Hausdorifin aVafuus, jolla orn lokaalisti kompleksitason
metriikka eli Riemannin pinta. Struktuuvrinsa ansiosts voi-
daan Riemannin pipnsalla midritelld harmoniset ja subharmoni-
set funktiot.

Klaggsinen Dirichlet'n probleema Riemannin pinnalla rat
kaistaan approksimoimalia zratkaisufunktiote u: T - [R
subharmonisilla funktioilla glhaaltepdin. Tdmd on niin kut-
suttu Perronip-w Wienerin-bBrelot'n menetelmd., TE1ll0in on Jou-
kon ¥ zreunan @Y Toteutettava tietytv sHinmndllisyysvasa-—
timukset,

Klassisen Dirichlet'n prodleeman ratkeavuutta kidytetdiin
tEmdn jalkesn hyviksi todistettaessa, ettd Riemannin pinnen.

tapologislla on numeroituva kanta.

Lopuksi terkastella=an vield yleistettyd Lirichlet'n prob
leemzs xiemanain pinnelia. Yleistebyn Dirichlet'n problee-

man ongelmana on Liittds pariin (Y,f) avoimessa joukoss
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tio on olemzssas



1« Riemannin pinta

2.1. Meadritelmd, n-dimensionaalinen monisto on Hausdorf-

fin avaruus X, jonka Jokaisella pisteelld x&X on ava-
rouden ﬁ{n jonkin avoimen osajoukon kanssa homeomorfinen

avoin ympdristd.

2e2. MEATritelmd. Olkoon X ksgksidimensionaglinen monis--

~

to. Loniston X kartts eli lokagli parametri(kuvaus) on

— et

homeomorfismi h: U->V avoimelta Joukolta Ueg X avoimel-

le joukolle V& &. Kaksi karttaa hyi U7V, 1= 1,2

ovat konformisegti vhteengopivat, jos kuvaus

-1, T -3
h, o hy' 0, (U,0T,) =% hy(U,NT,)

2 1

on konforminen (katso kuva 1).
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2.3, MHdritelm#. Moniston kartasto eli konforminen struk-
" « ]

’ *
] . - .~ e . )
tuuri on kokoelmg = Vhy: UV i€l s pareittain

konformisesti yhteensopivia karttoja, jotka peittdvit mo-

nigton X eli

U v

. o= A
S i ’
isn I
a . S s 70 11 b A . .
Kzksi konformista struktuuria &, it ovat konformisesti

yhteensopivat, jos jokainen kokoelman UL kartta on jokai-

sen kokoelman {J' kartan kanssa konformisesti yhteenso-

piva.

), missH

-

2.4. liddritelmi. Riemannin pinta on pari (X,1

X on yhtendinen Hausdorffin avaruus ja L& avaruuden X
(jokin) konforminen struktuuri. Ku on selvidd, mistd kon-
A

formisesta struktuurista ('~ kulloinkin on kyse, kirjoite-

taan merkinnsn (X,%Y) sijasta pelkdstidn X

2.5, hucmsutus. DLokaalisti Riemannin pinta X kiytidy-

tyy kuten kompleksitason avoin Jjoukko. Tuleenzn kartan

I8 ngviiiﬁ avulla avoin joukko U ©X kuvatuksi homeomoir-
fisesti joukolle V. Kuitenkin Riemannin pinnsn X annet—
tu piste x saattaa siciltiyd moneen karttaan, joista mi-
kd8n ei ole muite erikoizenmassa asemassa. Siksl voldaan
vain sellialset funktioteorian kompleksitascon liiétyvét
kasitteet jo tulokset, Jotks ovat invariantteja konformi-
sissa kuvauksissa, siirtéé Riemannin pinnalle eli tdilais—
ten k#sittelden Ja tulosten tapavksessa ei silld, miki

erityinen xaritta on valittu, cle merkitystid.

L1 - T v oy P . ~ ol B R =
Ulkkoonn s U~y hremenniyl vinnael A

kartta. Parie (U,h) kutsutean paremetriympiristoksi Jjo-



kaiselle pisteelle xzU.

2.7, Midritelmd. Riemannin pinnan X parametrilkiokko

on pari (D,l), missd 1 on Riemannin pinnan X alue ja
b kartta joltekin sulkeumem D avoimelta ymparistslts U
siten, ettd h kuvaa sulkeuman D bijektiivisesti kiekol~
le {z@lﬁ} EA R

Piste h—1(0)4 on parametrikiekon (D,h) keskus.

Ja /I;Z ":'(1.! Z:‘.E.«‘l:;- s

Tavallisesti identifioidasn joukot D
“unohdetaan" kuveus h Jja sanotaan yksinkertaisesti kiek—

ko D.
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3¢ Harmoninen funktic Riemannin pinnalla

3.1, MBHritelmi. Olkoon X Riemannin pinta ja 'ﬂé:

%:hi: UV, \j_€]i} sen (jokin) kartasto. Riemannin pin-
nalla X midritelty kompleksiarvoinen funktio f on ana—-
lyyttinen, jos £ o bl on tavellisessa mielessi analyyte

tinen kaikille i€ I.

3.2, Lause. Analyyttisyys ei riipu kdytetysta kartastos-

ta.

- : 4 f
Todistug. Olkoon Ul= { h;: U;»V.]| i€I} se Riemennin
pinnan X kartasto, jonka avulla funktion f analyytti-
syys on médritelty ja olkoon h: U~V jonkin toisen kar-—
" !
taston UL mielivaltainen kartta. On naytettiva, ettd

f o h”! on tavallisessa mielesssd analyyttinen,
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Olkoon h  kokoelman ! mielivaltainen kuvaus. Tarvit-
taessa siirtymdlls komponentteihin ja pienentimilli jouk-
koja V ja Vk voidaan yleisyyttd rajoittamatta olettaa,
ettd V ja Vk ovat avoimia kiekkoja, jolloin V voidaan
analyyttisesti kuvata joukolle Vk' Merkitéén 1418 kuvaus--
ta g. Riittds tarkastella wain tapauksia k%€ I, joille

LRI £ ¢. TH116in joukossa h(Uf\Uk) on voimassa
fon'=r5on"o
= O Oy &

(katso kuva 2). |
Koska funktio f o h£1o g on tavallisessa mielessid analyyte
tinen, on f o n ! tavallisessa mielessd analyyttinen
joukossa h(Uf\Uk).
Kaska lisdksi
: \J v, -x,
il
on foh” tavallisessa mieclessi analyyttinen koko jou~

kossa h(U) = V.

7 _ y

§ 2 3. MeBritelmd. Olkoon X Riemannin pinta ja {lxa

¢

g A . . . T
: 2 hi: U£e>Vif 1&:{3 sen (jokin) kartasto. Riemannin pin<
. e

g nalla X midritelty reaaliarvoinen funktio w on harmo-
I

¢ rninen, jos 1w o h11 on tavallisessa mielessd harmoninen

; Linen

F]

i- Kaikille i%1I.

II‘"

i

¢ 3.4, Leguse. Harmonisuus ei riipu kdytetysti kartastosta.
i Todistus. Olkoon Ul= {{h;s U7V, 1 3i€1I7 se Rienan-
¢ it - i i

; nin.pinnan X Xkartasto, jonkas avulla funktion u harmo-
:

&

nisuus on mBdritelty je olkcon h: UV  jonkin-toisen
- =t
kertaston *  mieliveizzinen kartta. On niytettdvi, et-

"
t4 u o h' on 4%avallisessa mielessdi harmoninen.

P =——=";-_-L$‘|‘-_-_—_—-.- Aoy ®
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Olkoon hk koko elman i mielivaltainen kuvaus. Samoin
kuin lauseen 3.2. todistuksessa voidaan yleisyyttd rajoit-
tamatta’olgftaa, ettd V jJa Vk. ovat avoimia kiekkoja,
joilloin V&€& voidaan kuvata analyybttisesti kiekolle

Vv, CZ7 . Merkitdsn thti kuveusta g. Riittds tarkastella

k
vain tapauksia k<1, joille UNUy # ¢ (Katso kuva 3.)

ja avoi-

men kiekon Vk pisteiti 2z = x4iy. On ndytettdve, ettd

1

kuvaus w o h on harmoninen eli

e 320, 20 =1
Aluoh™') = _*7fzgh . a‘fggh ) 0.
7 CSQ;J

&

Joukossa h(UfiUk) on voimassa
1 -1
woh = uo Jaf}r O &e

Mutta kosks
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D (uon™!) = &(u011]—§1 ) le ()1 ?

(todistuksesta katso ({2}, sivu 198) ja koska A(vohy!)
= O, on myds il(uoh"1)'= 0 eli woh ' on harmoninen
joukossa h(Ukr\U).

Koskeg lisdksi -

.ﬁ{Ui.—.x ,
A&

on wo n~! harmoninen koko joukossa h(U) = V..

J:2. Lause. Riemennin pinnalla X midritellyn analyyt-—

tisen funktion f reaaliosa ja imagindiriosa ovat harmo-

nisia funktioiva.

Todistus. Olkoon (L= { hy: U;-»V,| 1617 Riemammin

pinnan X (jokin) kartasto. Kuvaus
£fonll i b (U.) - 7
i P e

on analyyttinen tavallisesss mielesss kaikille i€73,
Vaite seuraa nyt vElittomisti siitd, ettd tavallisessa mie-
lessd analyyttisen funktion resaliosa ja imaginszriosa ovat

harmonisia funktioita.

A

.6. ILeuse. (Maksimiperiaate harmonisille funktioille

Hicmannin pinnalia.) Riemannin pinnellas X mEdritel vy
nzrmoninren funktio w, jolla on maksimi, on vakiofunktio.

K I &/
.
i

E L » [ 0 o
Todistus. Olkoon “J= 1 h,: UifPViﬁ 12 1% Riemannin

pinnan X {(Jjokin) kartasic ja olkoon X, X se piste,
: josca u saavutias meksininga,

nOSKa



1)

i€l Ui =t
niin on olemassa avoin joukko Uk,‘ké;l gsiten, ettid XOEEUK.
Tavallisen harmonisen funktion maksimiperiaatteen mojalla

on funktio w o h£1 vakio midrittelyjoukossaan hk(Uk)c
Mutts tastd seuras, ettd niiden pisteiden,.joissa u saa
maksiminsa, muodostama joukko B = {XéX‘uhﬂ==§$,

on avoin,

Toiszalta £ on myds suljettu, sills olkoon y € X Joukon

E kasasntumispiste ja jono (x)

Wpey Joukon B alkioi-

ta olkoon kohti pistettd y suppeneva jono. Koska
kuj U, = X
il * ’
niin on olemassa avoin joukko Ul’ 1€ 1 siten, ettd yﬁﬁUl@

Listksi koska y on kasasntumispiste kuuluu joukkoon U

=

ainakin yksi joukon fonf né:ﬁ@} alkio. Sovelletaan ta~
vallista harmonisten funktioiden maksimiperiaatetta funktloon
u o h"1, riistd saadasn, ettd funktio u on vakio = xj
svoimessa joukossa Ul ja erikoisesti pisteessé y eiil

y€ E. Tdamd tarkoittaa, ettd E on suljettu.

¥oska joukko E sisdltidid ainakin pisteen X,» O S€ epa by~
ji. Riemannin pinnan X yhtendisyyden takia taytyy Joukon

£ komplementin olla tyhjd, mikd tarkoittaa sitd, evtd funk-

tio u saa vakloarvon = X koke Riemsnnin pinnalla X.

3.7, Leuse. (Minimiperiaste harmonisille funktioille Rie-

zennin pinnalla.) Riemannin pinnalla X mHZritelty harmo--

ninen funktio 1w, jolla on minimi, on vakiofunktio.

AT- b

Vaite bodistetasn tEamdlleen samalla tavalla kuin
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nisten funktioiden meksimiperiasatteen sijasta on XKhaytetti-

vd tavallista harmonisten funktioiden minimiperiaatetta.
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4, Klassinen Dirichlet'n probleema Riemannin pinnélla

4.1. Medritelms. Klassisella Dirichlet'n oroblecmglla Rie-

mannin pinnalla X tarkoitetaan seuraavaz: Olkoon Y Rie-
mannin pinnen X evoin joukko siten, ettd DY A ¢ ( BY
tarkoittaa joukon Y reunaa) ja f: AY->» TR jatkuva funk-

tio. On 1loydettdvd jatkuvae funktio wu: Y-»/R, joka on har—

moninen avoimessa joukossa Y ja jolle ul2Y = f,

2. Lause. 0Olkoon Y Riemannin pinnan X avoin rela-

4.
tiivikompakti (eli ¥ on kompakti) joukko siten, etts
C £ 0 s

probleemalls joukossa Y reunafunktion £ suhteen on rat—

"

2 : R Y-w 20 jatkuve funktio. Jos Dirichlet'n

H

kaisu, niin se on yksikésitteinen.

Todistus., Oletetaan, etid funktiot Uy, i=1,2 ovat rat—

kaisufunktioita., TElldin reunsalls =Y on
u, - u, = 0O

¥Xoska Y on kompakti, on funktiolla Uy - Uy meksimi joii-

ja siis maksimiperiaatteen (sivu 10) nojalla funk-

N
s}
N
92}
]
vy

%io u, - u2 on. vakio 7~ 0 sulkeumassa Y eli

I~

« 3o Merkintid. Merkit&in

r -

D(R) := %2 &% {lzl<R 7, (B>0) ,

2,4, Tsuse. Jos T: = D(R)** on javtkuve ja jos zsete-
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() u(z) := f i "'Z 5 I‘(’Reig) as
IRe zl

kaikillie {zl<R ja
w(z) := f(2z)

; kaikille Jz] = R, niin u on jatkuva sulkeumassa D(R)

jez harmoninen avoimessa kiekossa D(R).

Ennen kuin todistetaan edelld oleva lause,ndytetddan toteen

seursava tarvittava apulause.

4.5. Apulause. Olkoon % € 3D(R)., Kaikille z #%  ol-

koon

Te110in funktio

G(z) :

\\

E T
fg >

missda f on lsuseessa 4.4, nddritelty funktio, on asnalyyt-

odistus. Olkoon ze€D(R) ja z+heD(R). On nidytettdvi,

£t3d on olemassa raja-arvo

n-»0

G(z--h)~G( ¢ )

> O h
lim 1 ;“‘. SN y - - - --_~‘ P d N —
h-»0 Z2F a‘fri.,“'v..u(z""h’ S )=F(z, 7)) BT ) S S
[(" e
L (5 ) 5
Jm 2..{*4 | {2l day =

n-30 ©0 T KS -Ech) (5 -2)
3
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g fﬂz)
=m ) eos

I$)=R
Koska 2z # § , on integroitava

_E5(% )
(T -2)?

masritelty ja jatkuva joukossa wD(R), mistd seuraa, ettd

vaadititu raja-—arvo

GLzd h)=G(z)

Lim
h-»0

on olemassa kaikille & D(R) eli G on analyyttinen avoi-

messa kiekossa D(R).

4,6, Lauseen 4.4. todistus.

Olkoon ¢ €2D(R) ja asetetaan kaikille =z £ T

Pt 2 02

-
PSS T

P{z,T ) := i .?_ .
{2
- T iy
Fz,¥ ) i= "::-_:"E' °

Kdyttamdalld kaavaa Re W = Jé- (w-+w) todetaan, etts on voi-

massa

P(z,7 ):= Re(F(z,% ))»

Ndain ollen (5) (katso sivu 14) voidasn kirjoittaa muodossa

(ReT ™) g4

)
&;
Ho
=4
N
=)
6]
=
kS
p
L_b

w(z) = 3
2N
, . s i3
= Re | L j/ b‘(z,Relj) f(Rel ) da

i a - ] At 1~ ™ T3 ST ) T S € Voo ;i =]
Lpulauseen 4,5, (sive 14, nojella on w avvliressa nlel0g—

sa U(2) suslyybttisen funktion reaaliosa, siis

O nar-
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moninen (lause 3.5. sivu 10).
On vield nHEytettdvd, ettdh wuw on Jjatkuva jokaisessa pistees-

16 , .
si Re - € al(R), 56[0,27”\"} . Residylauseen avulla saa-

daan
2w
i . 4 j
2_1??‘ l{ P(Z,Rel )d@ == Re(m —g—t‘-—g g‘gﬂ.) — 1 <
© M=g’

Jos T e&3™R) ja zed(R), on ndin ollen kaikille =
Reia
s
w(z) - 205 ) = 72—!,;0,/9(z,z (£(T )-2(T,) ab.

Olkoon &>0 annettu. koska £ on jatkuva mHZrittelyjou-

kossaan 3D(R), on olemassa §O>O siten, etts

(T | 2 &
‘f(‘q)"'f(’co)(—*z E)

kun l;(;- :ffoj.—./«_éo . Samoin on’'olemassa vakio M >0 siten,

ettd
I£(7 ) em

keikille £ & »U(R)..Jaetaan integrointivili  [0,2n ]
kahteen osaan: A koostukoon kaikista ©€[0,2/7r] , joil-
le [Re®®-C | =§  jaolkoon B Zloput valin [0,277]

pisteet. TH1l0in_on voimassa

IU.(Z) - f(;o) e

,‘, < /d B .
s [B(2,V )5 a3+ 5= S B(2,T) A a9 =
27 4 . >

o

N -

A =
2

- P(z,Re*”) 4

wd

dos valitasn ‘z-7 = 7 /2, niin kaikille ¢ B

on volmassa



-
S

)

]Reigm .goi . iz - '?o} S

80/2

i

P( Z,Relm ) =

Lg~k1g?)(ﬂmtzyg .
iRelG—ziz

2Rd
¢ 2
( 60/2)

W

"
R ¥

5m.

o

i
e

ja s;is on

0
£ 16KM . - =
= B Crm e
2 2
€0
T |
Lane fz—t o on riittdvin pieni.

£.7. BSeurauslsuse. Olkoon wu: D(R)~>™ harmoninen funk

tio, Talldin kaikille r<R ja lz|<r on voimsssa

2 g
’ 2 3y 12 o
y Y- 7 N
U(Z)=:§ﬁ: B S R u(re™ ") d= .
o iYeT T -z

Erikoigesthi furnktiolla u on keskiarvo-ominzisuus

e
we,
) 1 { i
u(o) = TR u(re™ ") 4=,
=" @
-c3istus. VAitteet seuraavet leouseesta 4.4. (siva 13),

“oEaa Llriciletl'nn probleesan retkaisu on yksikdsittd nen,
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4.8. Seurauslause. Olkoon wi D(R)->R, n€™  harmonis-
ten funktioiden muodostang Jono, joka jokaisessa avoimen
kiekon D(R) kompaktisssa Osajoukossa suppenee tasaisesti
kohti funktiota w: (R)-»/R, T4116in my6s u on harmo~

ninen,

Todistus. dJokaiselle r<R ja kaikille lz)<r on seuraus-

lauseen 4.7. (sivu 17) nojalla voimassa
. (i
w,(2) = 5=

missd P(z,% ) olkoon mddritelty kuten kohdasss 4.6. (i

vu 15). Koska funktiojono (un)ﬁgsx reunalla RD(R) sup-
benee tasaisesti kohti funktiota wu, on yllidoleva integraz-
liieauseke voimassa mybs funktiolle 1. Lauseesta 4,4, (gi-

vu 13) seuraa nyt, ettd u on avoimessa kiekossa D(R)

harmoninen,

¢:9. Lause. (Harnackin lause.) Olkoon U &1 ja

Ug et w2, L, AN

Zasvava Jja rajoitettu Jono harmonisig funktioitg un:D(R)iﬁﬁ.
72lidin jono suppenee tasaisesti kiekon D(R) jokaisesss

zompektissa osajoukossa kohti erdstd harmonista funktiots

2 o O{R)e. e,




g .

cr Lo XmC e
AN ¢ I"“? wa O
Kogka Jjono (un(O)); on kasvava ja rajoitettu, on olemas-

sa Ne€MN  siten, ettid
. Y e S o
u (0) = v (0) &£ £

kaikille n»mzN. Koska kaikille lz]:& ¢ on voimassa

0% P(z,re™") =
lrel®) 2. 1512

lrela—Z\2

e e

l i8 h]

rye =z

I'2—‘Z?2 _
(lre™)-121)°
ralgl , ¥
r-izl T r-95 !
saadaan kaikille 2z &K
un(z) - um(z) =
Al

s | Pz, red7)( (re’”)eu (reié)) ay
271V § ’ Yy /" R
Lo s (uy (et )mu (ret)) @b =
T80 Yy e £
Tee © (un(o)""um(o))uv. . ®

yiis funktiojono 1(un)n;h: suppenee Jjoukossa XK tasaises-

%i. Seurauslauseen 4.8. (sivu 18) mukazn on rajafunktio

Siirrytidan nyt tutkimean Dirichlet'n probleemaa mielival-



- 20 =
taisella Riemannin pinnalla X.

4,10, Lause. Riemannin pinnalla X on Dirichlet'n prob-

leema ratkeaistavisse kaikille alueille D« X, joiden sulkeu-
ma on kompakti ja sisdltyy johonkin karttaan (U,z) siten,

ettd 2z(D) on kiekko.

Todistug., Vdite seuraa viAlittomdsti siitd, ettd Z(D)

on kuvattavissa konformisesti kiekoile D(R), jolle Dirich-
let'n probleema on edellid ratkaistu (lause 4.4. sivu 13)

Ja siitd, ettd harmonisuus on konfoxrmisesti invariantti omi-

naisuus (lause 3.4. sivu 8).

4.11. Merkintdjd. Olkoon X Riemannin pinta. Avoimelle

joukolle YL X merkitéddr Reg(Y¥Y) kokoelmaa, joka koostuu
niistd alueista D&Y, jotka ovat relatiivikompakteja ja
joille Dirichlet'n problkeema on ratksistavissa jokaiselle
jatkuvalle reunafunktiolle f: 3D/,

detkuvalle funktiolle u: Y-+ T ja slueelle D ZReg(Y)
Cerxitdin PDu tarkoittemaan sitd avoimessa joukossa Y
Jetkuvaa funktiota, joka joukossa Y™ D yhtyy funkticon

u Jja joukossa D yhtyy Dirichlet ™ probleemazn ratkaisguun,
zun reunafunktiona on u' ¥ D.

Symoolilla  T(Y) <terkoitetasn vektoriavaruutia, -joka koose

., 7

Tuu Kzikistas Javiuvista funktioista wu; Y-¥'i,

£,12., Lavse, Olkoon Y Riemannin pinnan X avoin joukko

1

iz DT Reg(Y). Kaikille u ¢ ©(Y) ja v U(Y) sekd 1= ]

s voimasse

VP (uv) = PutPoy

& 3 _j( L / D :U ]

;il P:}‘\ . Ll) = A PDU L3

i1 <os  u:iv, nidn el PRy



Todistus. Joukossa YND ovat viitteet triviaalisti voi-
massa, joten ne riittdd nHyttdd toteen vain joukossa Ds
Podistetaan ensin vdite i). Kogska D on kompakti, on jatku-

valla funktiollas
f = PDu+PDV - PD(u+v)

maksimi sulkeumassa D. harmonisten funktioiden maksimipe-
riaatteen nojalla kyseinen meksimi kuuluu joukkoon 3D,

nutta tissi joukossa
f=utv-(u+v) =0,
joten

Pu+P.v - P

D D (u**"\r) £ 0

n

Joukossa D. Vastasvasti harmonisten funktioiden minimipe-

riaatteen nojalls on
) . — P N
PDun&PDv PD(u+‘v)_. 0

joukossa D.

S5iis sulkeumassa 1 on voimassa

PputPyv -~ PD(Uw%v) =0

}
.

Pﬁu+v)=]?u+Pv .

VZite 1i) todistetasn samean tepasn kuwin vidite 1) totea~

=zllea, etld svlkeumassa D on harmoninen funktio
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vakio = 0 harmonisten funktioiden meksimi- ja minimiperi-

aatteen nojalla,

Kohta iii) todistetaan seuraavasti, Koska T. on kompalkti,

B on Jjatkuvallsg funktiollg
W o= I’Du - PDV

maksimi kyseisessd joukossa- D. Harmonisten funktioiden
meksiniperisatteen no Jalla tHmy maksimi kuuluu Joykkoon
oD, mutta Joukossa ¥D on

W = u - v -'(-:.O E]
joten

- <
PDu PDV =z

eli

_ . .PDU. ﬁé:PDV .

4.13. Leause. Funktio u & C(Y) on harmoninen jos ja vain

jos

kKaikille D €Reg(Y),

5

é zodistus. Olkoon ensin PpU = 0 kaikille D&eResg(Y)., Vali-
tean Jokaiselle pisteelle X&Y parametriympirists (U,z2)c Y
valympEristosts  (U,z) reletiivikompak+ti alye D, siten,

§ ettda D C(U,z) ja 2{D,) on kiekko. T5115in lauseen 4,10,

{siva 20) perusteells PotZRey(Y). Koska

Sooulz) = oulx)
JJG
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Ja koska PD@u on harmoninen pisteen x erdfssi ympadrisw
tossd, on myds w harmoninen sgmassa pisteen x ympiris-
tossa.

Kéﬁnﬁéen jos w&:i’{Y) on harmoninen, niin Ppu =u kai-

kille D&Reg(Y), koska Dirichlet'n probleeman ratkaisufunk-

tio on yksikisitteinen.

4,14, Mddritelmi. Clkoon ¥ Riemannin pinnan X avoin

joukko, Jatkuva funktio w: Y—>{R on subharmoninen, jos

Pu->u
D

kaikille D&Reg(Y).

4415. Lause. Olkoon Y Riemannin pinnan X avoin jouk-

ko. Jos u: Y% ja v: Y= ovat subharmonisia funktioie
ta Ja jos A on reaaliluku >0, niin myods furktiot u-vv,

AU ja sup{u,v) avoimessa joukossa Y ovat subharmonisia.

Todistus. Lause seurs

o

4616, DMEAritelmz. -0lkoon Y Riemannin pinnan X avein

joukko. Funktio wu: Y->T1< on lokaalisti subharmoninen, jos

u on jokaisen joukon Y pisteen jossekin ympdristossid asub-

ngymoninen,.

4,17, Lause. (liaksimiperisate lokaalisti subharmonisille

funktioille.) Olkoon Y Riesmannin pinnan X alue je
u: Y- il lokaalisti subharmoninen funktio. Saskoon u

N

eksimiarvonsa pi

]

&l

teagssd XO¥EY, T8115%in u on vskiofunke-

Tio.
& s - - ¢ -
Jcdistus. Olkoon ugx@) Z & g
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S i= ixﬁY}1ﬂx)= c} o
Jos S # 7Y, niin § on alueen Y aito osajoukko eli
T = (X\‘S)HY ié ¢ ®

Todistetaan, ettd on olemassa a&Y siten, ettd ag 25 =

5T, missi § tarkoittaa joukon & sulkeumas. Tehddzn

-

vastaoletus
a8naY =0 .

Koska T = YN S, on voimasss

Y = gulcSUT =
ints V(asaY)wintT =

int§ VintTC sUT = Y ,

missd intS tarkoittaa Jjoukon S sisdpisteiden joukkoa.
8in ollen alue 1 on kahden avoimen epdtyhjdn joukon yh—
diste eli ei-yhtenfinen, On saatu aikaan ristiriita, Joten

or olemassa
asosgnNyY .

so:ka v on jatkuva, on voimassa u{a) = c. Jokaisessa pise

tsen a ynpdristossid on piste x  siten, ettd u{x) < c.
TzoZn vuoksl on olemassa pisteen a  avoin ympiaristsd D«

2ez(Y) siten, ettdi ul®D el ole vakiofunktio = ¢ (kiy-

teisss lausetta 4.10. sivu 20)., Koska u oy lokaalisti

zzroninen,; voldaan ligikeil olettaa, ettd uw on jossakin
Tt somen % yMMATistdscH subharmoniner, joten
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Lauseen 4,13, (sivu 22) perusteella on furktio v harmo-~

ninen alueessa D, Koska
vl2D=ul»D£ec,

saadaan harmonisten funktioiden maksimiperiastteen perus=

teells

v& e

sulkeumassa ©D. Koska
w  wa) = ¢ £v(a) ,

Saa Vv maksimiarvonsa pisteessi a. Se on giis vakio funk-
tio = ¢ sulkeumassa D. Mutta tdms on ristiriita alucen D
valinnan kanssa. Siis sivulla 24 tehty oletus, ettd on

8 # Y on vddri, joten tAytyy olla o = Y.

4.18, sevrauglause. Olkosn Y Riemannin pinnan Y azlue.
Jos w Y-*R  on lokazalisti subharmoninen, niin u on

subharmoninen,

Tocistus. Olkoon D€ Reg(Y) mielivaltainen. Kosks Ppu

cn alueessa D harmoninen, on

Vo oi= 10 -~ PDu

alueessa D lokaalisti subharmoninen, Koska v| 3D = O,

cn meksimiperiaatteen nojalla v==& alueessa D, eli

19. Lause. (Perronin lemma,) Olkcon Y KRiemaanin pin-

mzn X avoin joukko da . <T(Y) epdtyhjd verhe joukos-
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\
sa Y subharmonisia funktioita siten, ettd kyseiselld per-
heelld on seuraavat ominaisuudet:
] ; - ﬂ . ~ A3 e - - - )'!
l) JOS . . Ja V& L, niin bup(u’v)mv y
o - A e ~ ol - i
ii) Jos u &, D&Reg(Y), niin Ppu &M,

L

iil) On olemassa vskio K =< giten, ettd
us K

kaikille wu &0,

T5116in funktio u™ Y=/, jolle

u'?"}(x) o sup{u(x)l ué-f"(g

on harmoninen joukossa VY.

Todistus. Clkoon a£Y Jja DE€Reg(Y) pisteen a ympiris-
t6 (tdllainen ympiristd on lauseen 4,10, (sivu 20) perusteel—
la aina olemassa). Valitzan jono uﬂc%,, n &M siten, et-

t8

%:‘ﬁb uh(a) = U.i’g‘é(a) .

Kohdan i) perusteella voidaan olehtaa, etti

Harnackin lauwseen (lause 4.9. sivu 18) perusteells jono (vn)

suprenee tagaisesti alusen I Jokaisessa kompaktissa osa

xaan ottaen lauscesss d.Y. todistetzan Harnackin laise Komp—

)

. 15 a3 1 ; r o ] -~ 8
leksitason kiekolle D(R) = §z= .. z:<R:, (R>0), mutta

s

r\,’:’\‘_



zoska harmonisuus on konformisesti invariantti ominaisuus,
on lause lokaalisti voimasss mielivalteisella Riemannid

pinnalla X (tar#ittaeSsa aluetta D pienennetdin)., Kos-
£a funktiot w , n€/N ovat subharmonisia erddssi pisteen

2 ynmpdristdssd, on voimassa
vpla) = Ppu (a) > u (a)
ja siis
v(ia) = wa) .

Funktion u¥ misritelmsn nojalla on alueessa D voimassa

ndytetddn nyt, ettd v(x) = u™(x) jokaiselle =x<D. Olkoon
sitd varten whng{, ne N jono, jolle

lim w (x) = W(x)

0N =

Kohtien i) ja ii) perusteella voidaan olettas, ettd

2. = 7
Vp Wy = Fpiy

W< W,
n -+
kaikille n €4, ndin ollen jorno (wn)r“?N suppenee tasai--
SRR i
sesti jokaisessa alueen D kompakiissa osajoukossa kohti
erdstd harmonista funktiota w: D-*1R  siten, ettd
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Koska v(a) = w(a) = u(a), seursa maksimiperiaatteesta
slueessa D harmoniselle funktiolle Vv = w, ettd v(y) =

w(y) kaikille y% D, erikoisesti on
v(x) = w(x) = u"!‘;(x) 3

is u¥ =z w on alueessa D harmoninen eli uw®  on lokaalisti

173
e

harmoninen, mistd seuraa samzan tapasn todistamalla kuin lausees-

sa 4,18, {sivu 25), eitti uv*® on hafmoninen,

4,20, Dirichlet'n probleeman ratkaisemiseksi kiytetdin
seuraavanlaista menetelmds, niin kutsuttua Perronin mene-
telmsd:

Olkoon
f: Y -> I¥

jatkuva, rajoitebtu funktio ( el edellytetd, etts Y oli-

si kompakti) ja
K= sup“ﬁ-kf(x) 1 X & BY} .

lerkitssn symbolilla 2% kaikkien niiden funktioiden

wi T(Y) perhetts, joille

i) wiY¥ on subharmoninen

i) ula Y« £, ugk .

Perronin lemman (sivu 25) ncjella on

-

e R
: LN
UL W !

—N

u’" 1= sup

svoimessa joukossa Y harmoninen, Jotta nHin saatalsiin

“lacsiselle Dirichlet'n provleemslle ratkaisu, t8ytyy jo-
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kaiselle pisteelle x€ 3Y olla voimassa

Tim Wi(y) = £(x) .
¥yoX
yeyY

Tdmi on voimassa vain tiettyjen ehtojen vallitessa.

4e21, Miiritelmdi. Piste x€ 3Y on siinnollinen, jos

pisteellsd x on sellginen avoin ymparists U, ettd on ole~
massa funktio /"Jgf(?ﬂ U), jolla on seursavalt ominaisuile

det:

i) /“HYK) U on subharmoninen ,

ii) f5(x) = 0 ja [fi{y)<0 kaikilla y<(TOU)4x] .

Funktio ﬁ on nimeltdsdn estefunktio pisteen x suhteen.

4,22, Huomswtus, Olkoon %€ 2Y avoimen joukon Y sHin-

néllinen re-unaj@iste. JOos 18110in Y,l on jouxon Y avoin
osajoukko, jolle x € "6‘11, niin x on myds avoimen joukon
3(1 c8anndllinen reunzpiste. TAstd seuraa vElittomastis .
J0p avoimella Jjoukolla Y on ogdnnoilinen rsuna (toisin
sanoen kaikki reunapisteet ovat s8inndllisis), niin nyos
jokaigella avoimen joﬁ.kon Y komponentilla on sZ5nnglli-

nern reunsg.

4,23, Lazuse. Olkoon Y Riemasnnin pinnan X avoin jouk-

ko ja olkcon x€ ¢Y sHEZnnollinen reunapiste ja 6lkoot
mL e reaalisia vakioita. TE116in on clemassa plouteen x
ympAristd Vo ja funktio v< C(Y), jolia on seéuraavat omi-

naisuudst;

. ? <
i) vy

- I o S -
Ry Or ALABXTNONLINCH o

ii) v(x) = u, VITAv L .



S

'i
!
.'l

1ii) vi¥~v = n .

Todistus. Yleisyyttd rajoittamatia voidaan olettaa, ettd
¢ = 0 (vekion lisgiminen ei vaikuta subharmonicuuteen).
Qlkoon U pisteen x avoin ympdristd je ﬁi T(Ty U)
estefunktio pisteen x suhteen., TE110in on olemassa relas
tiivikompakti pisteen z ympiristo V siten, ettd Ve U.

Nyt on voimassa

Sup {f"&(y)f ye BV('?T}< 0,

siis on olemessa vakio k>0 siten, etté

k[3

bvr‘T ’( m o

Msaritellsan
( supim.k 4) joukossa TV
Vei= "] -
S joukossa IV .

Funktio v on sulkeumassa Y jatkuva, silld ainoat eovd=
triviazlit jatkuvuuspisteet ovat pisteet x& AVNY, mute

ta niisss pisteissd jatkuvuus seuraz siitd, ettd >  on

3

i

jatkuva joukossa U2V, Lisdksi v on leckaslisti subharmo-
ninen avoimessa Jjoukossa Y. Jdalleen riittas tarkastella

rielivaltaista pistettd x  joukossa 2V Y. Koska h,(x)
£<m  Ja koska kﬁ, on jatkuve erdidssid ovisteen x ymodrig-
téssa W, niin on k< m  jossekin Disteen x ymrdristds~
s W' Siis on v =m Joukngsa W' eli v on lokaalis-~
ti subharwoninen ja sdelleen seurauslauseen 4.18. {sivu 25)

1

perusteslla Vv on subharmoninen., Funktio v totveutlas eh-

don ii), keska 7 on estefunkitio visleen = subieen jJa
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v toteuttaz ehdon iii) midritelmdstszsn johtuen. Siis

v € T(Y) on lauseessa vaadittu funktio.

4,24, Tause. ©lkoon Y Riemannin pinnan X avoin osajouk—

ko, f: 3Y~> R Jjatkuva, rajoitettu funktio ja

. o
u¥ = supgu{ ug;jlff Uy
- -

n

mises -¥, on kohdasse 4,20, (sivu 28) msdritelty funktio-

perhe, TH116in on jokaiselle sdEdnndlliselle reunaristeclle

xg 2Y voimassa

- lim w™y) = £(x) .
NS
yEY

Todistus. Clkoon € > 0 annettu., Funktion £ Jatkuvuuden
nerusteella on nlemassa pisteen x relatiivikompakti avoin

ymodristo V, jolle

£0x) - £ £ £(y) & ilx) + £

kaikille y € YN V.

0lkoot k<K reaalisia vekioits, joille
k£ fly) =K

waikille y& 2Y. i
a) Valitasen lauseen 4.23, f{sivu 29) mukaisesti Joukossa

-

Y subharmoninen funktio v& C(Y), jolle

(‘i

vix) = £f(x' =&

o o o
viINVY AL x) -¢ ,

et

ViITY ek - %,

7811040 on voimassa vV, ~Y AT &ld plis on TE sy MASVE

G e

PPN ML ——

et e



seuraa, ettty

v ut= sup{u\uejzrf} .

Ngin ollen on

1im W (y) i v(x) = £(x) - £
Y= x
vyeyY

b) Samoin lauseen 4.23. (siva 29) mukaan on olemassa avoi-

messa joukossa ¥ subharmoninen funktio w QC»(T), jolle

wix) = - flx) s

wiTnve - £f(x) ,
W|T~V = =K ,

Perheen I midritelmists seuras, ettd Jjokaiselle v & . .*f

ja jokaigelle ye& YNV on

u(y) = f{x) 4+ &,

RN
A

w(y)wlyd

pisteelle ¥y LYV

Tdman lisdlisi on voimassa
wz)twlz)<L ¥ ~K = 0

kaikille zeY 0oV,
lleksimiveriaatieen riojaila on Jjoukcssa

selle funiztiolle v4w wolmasssa

YOV subharmoni-



’

u!\Y(". Voo —- W{_-Y-r*\ v

kaikille wu€ ﬁf

T84std seuraa, ettd

(Y

TE w3 £ € - wx) = £5(x)+E .
V7X
YEY

Kohdista a) ja b} seuras viite.

4.25. Lause. 0Clkoon Y Riemgnnin pinnan X avoin osajouke-
ko. Olkoot kaikki joukon Y reunapisteet siznnsllisii.
T8116in voidaan klassinen Dirichlet'n probleema avoimessa
joukossa Y vratkaista jokaiselle jetkuvalle, rajoitetulle

reunafunkticlle £ o YR,

Todistus. Viite seuraa suoraan kohdasta 4.20. (sivu 28)

ja lauseesta 4.24. (siva 31).

4o26, TLopuksi annetessn vield riittdvi geometrinen kritesw
ri, Joka takas sen, ettd reunapiste on sddnndllinen, Pis-
teen s8innollisyys el riipu nilemannin pinnan m8Erittelys—
gd kiytetystd kartastosta, Jjoten riittds, ettid edelld mai-
nittu kriteeri formuloidasn tapanksessa v L. Yleinen
apaus, Jjossa kompleksitason T sijells orn mielivaltai-
nen Riemannin pinta XL, pslautuun tehin kdyttamdlls karttaa

(U,z)C %, jolle .
Y < z(Uu) .

4,27, Lause. Clkoon Y icompleksitason €. avoin osajouk—




siten, ettd a®™D ja DAY = g. TH11l8in~ a on sHHENNBEl-

linen reunapiste.

L)
Todistus. Asetetaan c¢ := aé‘m (katso kuva 4).
- /J/-—-’._-_- _\‘-\‘
J/ (a ™ / U
At S
rol h S
\ !
: \\ )\//A !h !
\ \I,_.-" C ’,'f
\“-, .. "\\
- \

Kuva 4,

THi10in saadazn Funktiosta
fé(z) 1= log§ o logIch{

estefunktio pisteen a suhteen.
Ehtojen kontrolli:
1) Yleisyyttd rajoilttamatta voidaan olettaa, ettd ¢ = Q.

Talloin funkitiolle

- Uy
o= J.Og.é. o -Jélgg(};_g , ; 2)

on voimaessa
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324 »2Q

~ =0
%2 3y2 ’

eli f3 on harmoninen ja siis triviaalisti subharmoninen,

ii) . - " .
Fi(a) = logh - togla~c] = 0



5 Riemannin pinnan numeroituvuus

5ele K'Js.aésisen bDirichlet'n probieeman kidytostd tullaan
lopuksi todistamasn, ettd Hiemannin pinte toteuttaa toisen
numeroituvuusaksioman: Riemannin pinnan X avointen jouk-
kojen kokoelmalla on numeroituva kanta. Jos topologinen ava-
ruug X on s'eparoituva eli on okemassa tihed osajoukko
$%1 nf N} Cx ja jos X on metrisoituva, niin ratio-
naalisdteisten :%—keskisten @voimien'kiekkojen koko elma
miodostaa averuuden X numeroituvan kannan (katso (5],

sivu 187).

5e2e Lause, Riemannin pinnan X konformisessa struktuu-—

rissa ';rhi: Ui“*'?“‘ v, ’ i1y voidaan yleisyyttdi rajoitta~

matta olettaa, ettd Jjokainen joukko Vi’ i1l on kiekko

{zﬁﬁl“zi41j’ = D(1).

Todistus., Voidaan olettaa, ettd Vi on yhdesti yhtenfi-
nen kaikilla i= 1 (tarvittaessa jaetaan Ui pienempiin

joukkoihin Ui je J  ja tarkastellaan konformista strulk=-

j.’d
tuuria, jossa karttoja ovatl rajoittumakuvaukset hi\Uij).
Riemannin kuvatislauseen (katso ;:1 17, sivu 228) nojalla
on olemassa konforminen kuveus T: Vi~> D{1). Konformisen
kuvguksen kdinteiskuvaus on myds aina konforminen, joten
kuveus £ ¢ D(1)<»V, on konforminem kaikilla i€ I. Distk-
si koske tasoslueet Vi ja D(1) ovat keskendzn homeomore

fiset, voidaan kartta h: Ui»-:vVi korvata kartalla

H.s Ui-'.zl}(ﬂ kaililles 1Y Riemaanin pinu

o . egdilyes~

0

S5 Salanie
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2:3s Lause. Riemznnin pinta X on numeroituva eli toteut—

taa toisen numeroituvuuseksioman, jos ja vain jos X voi-

o~

Todistus., Olkoon ensin %Dn anﬁfﬁ?- sellainen peite.
On nidyteltdvd, ettd Riemsnnin pinnan X topologialla on
numeroituva kantae.

Jokaista parametrikiekkoa Dn vastaa homeomorfismi hn
kiekolle D(1)< @ . Valitaan ykesikkOkiekosta D(1) aveoimet
osakiekot, Jjoiden keskipisteen koordinaatit ja sdde ovat
rationaaliset, jolloin niiden kiekkojen slkukuvet paramet-
rikuvauksissa h ~ muodostavat numeroituvan kannan joukolle

X, Olkoon nimittdin YZ X avoin ja x£Y. Silloin on
xﬁYﬂDi

jollekin i’ . Valitasn kutakin €Y kohti joukon Dy

niin pieni osajoukka D, ettd on voimassa

ij?

Dijc:Y

32 D35 on jokin edells menituista yksikkokiekon osakie—

kop alkukuvista, Joita on valitatapansa perusteslls nume~

.....

roituva mdsrs. Siis on

i} P L

Y = i ”\KJC“ e i-i.n.Y
xe Y ia&rni d

jg
eli
r

Y= "o p_,

3 L1 .



joten avoin joukko Y voidazn aina lausua numeroituvan

monen avoimen kiekon Dij vyhdisteend.

Olkoon kd#iniden X numeroituva. Lauseen 5,2, {(sivu 36)
yverusteelila konformisessa struktuurissa -(hi:Uif?Vi?iG;i}
voidaan yleisyyttd rajoittamatta oletiza, ettsd jokainen
joukko V., i€ I on kiekko D(1)<{, jolloin joukot U5
i€l ovat parametrikiekkojae. Lindeldfin lauseen (katso
ES], sivu 174) nojalla peitteells {'Ui} je1 OB numero i--
tuva osapeite, mikH on vaadittu numeroituva peite paramet—

rikiekkojae

5e4e Mirritelmd. Redi'itetty Riemannin pinta on Riemannin

pinta X,.josta on poistettu jonkin parametrikickon sulle u-

ma De Merkitdidn X~D.

5s5« Lause. Rei'itetty Riemannin pinta x\D on alue.

Todistus. Suljetun joukon komplementtina X~T on trivie
aalisti avoin, Todistetasn X~D polkuyhteniiseksi, misti
seuraa sen yhtendisyyse

Olkoon siis a ja b joukon XN\T kaksi pistettdi ja_olkoon
(U,2) parametriympirists siten, ettd DcU (+5llainen yme
paristd on aina olemassa, katso midritelms 2.7, sivu 6).

74118in on olemassa r>1 siten, ettd
D(ceyC U,

Koska X on uanioni kompleksitason alueiden Vi kanssa
homeomorfisista slueista Ui ja koska Vi on polkuyhte-
nédinen kaikilla i< I, on X polkuyhtendinen, joten pig-

(%

teet a ja b ains yhdistetiBvissi polulle -« (a,b)a X,
1

s

Jos \(a,v) D = ¢, on viite todistetiu,



Olkcon siis ¢(a, b)n D # @ Merkitdadn polun ﬁ&(a,b) ja
kehiin j_z—relfj‘\ eﬁfo ZTrﬂj lelkkausplstelta x ja ¥ (kat-

so kuva 5)e

Kuvg 5,

Korvataan polun '(i(a,b) pisteet x ja y yhdistdvid osa
. -

kehin jz::eel' 1 f}"EY_O,mﬂ} kaarells pisteestd x pis-
.

teeseen y; Jjolloin saadssn uusi polku X~1(a,b), jo‘lle
\b') 1(a’-b) .iﬁ?j = Q

eli \51(&,"0) C %~ D

Miin ollen X\T on polkuyhteniinen ja siis yhtendiinen.

-

5.6s lLause., Jos rei'itetiy Riemannin pinta X~T jollaw

kKin paremstirikiekolla D on pumercituva, on myds aikupe-

rainen Riemannin pinte X numeroituve.



Todistus. Parametrikiekon sulkeuma D on kompzkti Jjoukko,

Siten se voidaan peittdfd Hirellisellsd miHrslli parametrikiek—
k@ja. LisgdmidllE ndmd rei'itetyn Riemannin pinnan numeroitu-
vaan parametrikiekkopeitteeseen saadaan alkuperdiselle Rie-
mannin pinnalle X numeroituva peite parametrikickkoja,
joten se lauseen 5.3. (sivu 37) nojalla toteuttaa toisen

numeroituvuusaksioman.

Dele Apulsuses Clkoon Y Riemannin pinnan X glue., J0s
u on harmoninen alueessa Y Ja jog w on vakio = ¢ jos—

sakin alueessa UCY, niin m on vakio = ¢ koko alueessa Y

Todigstus, MAHritellddin v = u, - iuy Jja todistetaan, etti
v onr analyytiinen, Jolloin koska Vv = ¢ erdidssd slueessa
UCY,se anelyyttisena funktiona hdvidi koko slueessa ¥
(katso K5], sivu 61).

Funktio v toteuttaa Cauchyn-Riemawnin yhitslot, silli

kogka Au = 0, ja

,\
2
1 M\/
]
n

“("uy)x )

koska uxy = quo Funktiolla v on lisdksi jatkuvat osit-

taisderivaatat, jolen se om analyyttinen alueessa Yo

5.8. lizuse, Olkoon U paramebriympiristo Riemapnin pin-

nalla X ja D parametrikiekko siten, ettd DcU, TE1ldin

A~T on mebtrisoituvae.

rodistus. Olkoon I wreunalla »D mE:ritelty, ei-velkio,

Jatkuva, rajoitettu je reasliarvoinen fuanktio. TE1lloin voi-
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daan lguseiden 4.25. (sivue 33) ja 4.27. (sivu 33) nojalla
klassinen Dirichlet'n probleema ratkaista joukolle X~.D,
Retkaisufunktiolle u on funktion f miirdsmst arvot reuw
nalla 2D Ja se ei siten ole vgkiocfunktio,

MEZriteklddn seurs avan¢a1neﬁ kuvaus Joukolta (X~~D)=({X~D)
ei-negatiivisten rezalilukujan joukkconm: Olkcon x &X~D

ja yE€X~D ja e mielivaltainen pisteet x ja y yhdisté~
vi, paloittain jatkuvasti derivoituva polku joukossa XD
(Lauseen 5,5,,sivu 38, todistuksesta kiy ilmi, ettd téllai-
nen polku on aima olemassa). MEdritellEin

d(x,y) = inf {f(grad u“dzﬁx.

- - {yy WY

Koska ﬂrad UQZiG’ on arvojoukkona todellzkin joukko Io,méf
Todistetasn, etti niin mizritelty kuvaus d on mebriikka

ksymills 18pi metriiksn kolme ehtoa a), b) Jja cle

a) d(X,Z);é- d(XSY)—‘k‘d(y,Z.)

-

kaikille x€ X~D, yé'X\B ja z€ X~ Do
Olkoon Y1 mieliveltainen pisteet x Jja y yhdistdvd, pe-
lJoittain derivoituva polku ja Yo mielivaltainen pisteet
v ja z yhdistdivi, paloittain derivoituva polkue. Merkitdzn
™(x,y) polkukokoelmaa, joka koostuu kaikista pisteet x
ja y yhdistavists, peloittain jatkuvesti derivoituvista
poluista ja merkitdén

M= {9 € Mmm, y, elamy

Tulopolulle §y1>}2 on voimasss

i B (x,8)
Yy 1.2 w4l
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caikille M € F(x,y), W, &M(y,2).
Koska muotoa y’~1 :}/“2 olevien polkujen joukko on joukon

P(x,z) osajoukiko, on voimassa

d(x,z) =  dinf [f\grad quzR
. YEI (X,Z) y /

e (ﬂgraa d laz\t

“ H ', r,‘:i. IR

r)a}k,&, -
= d(x,y) '}-d(y’Z)

b) < A(x,y) = d(ysx)

kaikille x¢ X~D ja ye x~T. )
Olkoon v : :la,b}>)\D pisteet x ja y yhdistdavi palotisin
jatkuvasti derivoituva polku joukossa X™~D. Polun N
kddnteispolku ~¥ on pisteet ¥y ja x yhdistivd, palottein

Jatkuvasti derivoituva polku, jolle on voimassa
-y ) = ~slatb-t) .

T811oin on

alx,y) = {fﬂgrad u{ }"’~(t))§ fg-,_:\'(t)‘i &t 7.

o
><a
lr'\
—
:>"
.
‘<,'

Q
¢

Sijoitetaan

s = a"’a-‘b«:t

Jolloin s=zadasn
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O

,[} Tad u(gﬂ(S))}Jgi'(Sﬂ («ds)
o .
~

) {grad u, dz'\ s
e
joten joukkoa ,r'kx,y) vastaava muotoa
-
J Lgraa ) ldzl

olevien polkuintegraslien joukko on sama kuin Joukkoa

My,x) vastaavien polkuintegraalien joukko.

Siis on
d(x,y) = inf jf\grad ul| azﬂ §
- jé/ (X:y) -
( .
= inf ')S\grad u\f\dz \3
a&&ﬂ(lrsx) \}/‘ "
= d{¥,X) »
c) d{x,y) = O Jjos Ja vain jos X =7 .
Oikoon ensinndkin x =¥ Ja 3"5 F\X,y) = F’(X,X} e

Olkoon (U,z) pisteen x sellainen yhdesti yhtenSinen
parametriympirists, ettd UND = $. Valitaan polku *&['(x,x)
siten, etta b,l C u. Koska ‘{grad ul on analyyttinen joukogw

sa U, on Cauchyn integraslilauseen nojalla

/
. 1
Jiegrad wildz! = 0 ,
},”“
joten on
/"_\( -
inf . grad u dA .\' = 0 .
& [ {x,x
S
eli d(x,x} = 0,

Ulkoon sitten X # Ve On nEyhettavd, ettd dlx,y)> 0. 18«



4 e

ms seursa siiti, ettd ‘vgrad uE “ 0 jokaiselle pisteet
x ja y yhdistdvdlle, palottain jatkuvasti derivoituvalle
polulle 3“(X,¥)e Jos nimittdin olisi oiemassa palottain

derivoituva polku Y, jolle

grad u[<£ , £>0

niin suunnatulle derivaatalle olisi voimassa

’_é.\_*:_l & !grad u (& 1iim £ =0 B
dox N :

jokaisessa polun ;./«'? pisteessd x. Mutta tdstd seuraisi,
etts funktion w tEytyy olla vekio jokaisen pisteen X
jossekin ympdristdssid, onhan funktion u muutos differenw

tigalis €ella vdlilld des  suunnassa X

{

o = 0

dox
missd 1lisdiksi ¢ on mieliveltainen suuntae Siitd, ebté
pisteells X on yoparists, jossa u on vakio seuraa, ebtd
w on vekio koko alueessa X~D (katso apulause DeDe (sivu

38) ja apulause 5.7 (sivu 40)).
Kohdista a), h) ja c) seuraa viite.

5.9, Leause., Rei'itetty Riemannin pinta Xx~D on separdi-

tuva.

.8, (sivu 40) nojella X~D on metrisoi-

N

Todistusge. Lauseen
tuva. Lauses=n 5.5, {(sivu 38) nojalla i~T on yhtendinen,
Koska lisiksi jokeisella pisteelld X & ¥ ~D on olemnasss
gvoin vmparistd, Jjoxa on womeonorfinen eriin tesoaluean

Kenssa, on X >U lokazlisti separoltuva.
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Vaite seuraa nyt siitd, ettd metriscituva, yhtenHixien Ja
lokaalisti separoituva topologinen avaruus on aina globaa—

lieti separoituva (katso [12], siva 75).

5.10. Lause. Riemagnnin pinta X on numeroituva.

Todistus. Lauseen 5,6, (sivu 39) perusteella riittds todis-
taa, ettd rei'itetty Riemannin pinta XD on numeroituva
gollakin parsmetrikiekolla ' D, Mutta lauseen 5.8, {(sivu 40)
perusteella X\D on metrisoituva ja lauseen 5.9 (siva_.'
44) nojalla se on separoit uva, joten se on numeroituva (kat-

so‘iél, sivu 187).
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6. Yleistetty Dirichlet'n probleema Riemannin pinnalls

6.1 Klassiscssa Dirichlet'n probleemassa tarkastellaan

Riemannin pinnan X avointé joukkoa Y ja sen reunalla
DY annettua jatkuvas funktiota f: dY~¥/R, Vaatimuksena
on 1oytdid kuvaus u: Y+, joka on joukossa Y harmoninen
ja jolle on voimessa

lim u(y) = £(x)

y->x

ye i
kaikille x € >Y,
Yleistetyn Dirichiet'nm probleeman ongelmana on liittdd pa-
riin (Y,f) avoimessa joukogsa Y harmoninen funktio H?,
joka yhtyy klassisen Dirichlet'n probleemnan ratkaisuun,
jos tdllainen ratkaisuifurictio dn olermassa, unktio H?
migritetdin approksimoimalla sitd subharmonisilla ja suber_
harmonisilla funktioilla. Yleistetiy Dirichlet'n probleecma
eroaa klassisestsa Dirichlet'n probleemasta siis siinid, ettd
endd el etukdteen anneta ehtona sitd, ettd ratkaisufunkt on
on saztava annetut arvot reunalla Y. Nyt tutkitaan ehto—
ja, joiden vallitessa funktio H? saz nEmd annetut arvot
reunalla 2Y so, tutkitazmn funktion né reuvnakiytibyty-

misti,

6,26 Mudiritslmi. Olkoon Y Riemannin pinnan X avein

joukko. Jatkuva funiktio w: Y- on guperhasrucninen, Jos

2
PDu:; n

kaikille D&ERea(Y).
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6e%s Lause, Olkoon Y Riemannin pinnen X avoin joukkoe.

Jos w: YR ja v: YR ovat superharmonisia funktioi-
ta ja Jjos A on reasliluku =0, niin myds funktiot uv-+v,
Au ja inf(u,v) avoimessa joukossa Y ovat superharmoni-

sia.
Todistus. Lanse seuras Suoraan mEiritelmistd 6.2 (sivu 46).

604, Lause. (Perronin lemma,) Olkcon Y Riemannin pinnan

X avoin joukko ja- M<E (YY) epityhjs perhe joukcssa ¥
superharmonisia funktioita siten, ettd kyseisells perheelld
on seuraavat ominaisuudet:
i) Jos wuer ja ve M, niin  iaf(u,v)E A,

o

ii) dos wevl ja DEReglY), niin kpuét,

iii) On olemassa vakio K& R siten, etts

kaikille w<J7 e

e o ee s . * C o Y .
P5116in funktio u™: Y% + jolle

on harmoninen joukossae

=

odistus. Todistus on epdyhtdléiden merkkien suuntaa vail—

le sama kuin lsusesn 4,19 (sivu 25) vodistus.

6.5, Musritalmi, Olkoom Y Riemannin pinnan X avoin jouk

—

- P oL ~ w . »e o et et e
o Ja £ Jatiuva rTunktlc Y-,  HFunkiion I nEETrHAmE

visluokkas (. on perhe alhazlta rajoitettuja superharmo-

L
i
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1im w(y) = £(x)
Yy X ..
yex
kailkille x€ 27,
Funktion f ndEdrdédmd zlaluokka ([f oxn perhe ylhizltd ra-—
joitettuja subharmonisia funktioita 1, Jjoille on voimassa
Tiz u(y) < £(x)
y—>x -
yey
kaikille x € 27,

6.6, Migritelmi, XYunktio

L = inf{u]ue@;\

on reunafunktion £ nHEErddmin yleistetyn virichlet'n prob-

leeman ylérastkaisu avoimelle joukolle Y. Vastaava glaretkaie-

su on

'ri___ . { ‘II -C-ﬂ —\'
_{lf-—- sup (ulu\_ )/"f-l)/ ®

6.7« Louge. Yld- ja alaratkaisu ovat harmonisia funktioita.
Todistus. Jos onnistutaan todistamaan, ettd superharmoniset
funktiot f?f toteuttavet lauseen 6,4 (sivu 47) ominaisuu-
det i), ii) ja iii), niin kyseisestd lauseesba seuraa, etti

. =Y .
funktio Hf on harmoninen,

. ) . - s N pE E o
i) Olkoon ua;é}f Ja V& o pe On niytettivi, ebttd inf(u,v)

kuuluu myds joukkoon (Dfo Olkoon x££ &Y, Ehdoista

I...}

im wly) 2 £(x)

X
|

3

A\

<

g
M

[N
)
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1

i1im v(y) > f(x)
€Y

g

seuraa, ettid

im  inf(u,v) 2 £(x) .

V—Xx
yex

Koska u ja v ovat alhaalts rajoitettuja, on myos funkiis
"inf(u,v) elhaslta rajoitettu. Listksi lauseen 6.3 (sivu

47) perusteella on funktio inf(w,v) superharmoninen ja

siis on inf(u,v)€ GDf.

ii) Olkoon wu & @f ja D€Reg(Y). Un naytettivi, ettd Fou &

beo Koska on DT Y, on voimassa

Lim  Fouly) = Lim u(y) = £(x) .

y*x y-7 x .
YEY veyY

Kosgka D on kompakti ja PDu on harmonisena funktionaza jat-

kuva joukossa D, on funktiolls PDQ minimi joukossa D,

Lisgksi koska u on aglhaalta rajoitettu, on PDu alhagl—~

tu, Siis on PﬁQSpr.

iii) TEimd ominmaisuus seuraa suoTraan siitd, ettd ylialuckan

GDf' funktiot oletetasan slhaslta rajoitebuiksi.

Lauseen 6.4, (sivu 47) nojalla kohdista i), ii) ja iii) seu-~

raz, etts

H

O
R
ks
}-h
Vbt
o
=
¢
G
h
e

on harmoninen,

-

3 : 5 S L T B i a1t oy A e <1\
Vastaevalla tavella (xHytiEadllsa lausetta 4,19. {(siva 25))

. . e ' ool 2
todistetaon, eottd alasratkisu
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_IjY = sup{u Tu-ﬁ!-, Uf}

]

on harmoninen.

6.8. Lause. Olkoon Y Riemannin pinnan X avoin joukko,
f: 2Y3MW ja gt 2Y>'®  olkoot emnettuja jatkuvia reuna-

funktioita ja olkoom o I Q. THlloin on

. = _ X
i) - Hp = H o »

3i) Hp £ B ,
jii) Jos on fi£g, niinm on —'?f:é :

=Y
g

< A+ EH
Y.~g = nf g
He

ja

e
E A Heyy s

Todistus.

. . . T L . 3
i) -ﬁ%:-mfzulu-\-;\ﬂf;

.~ hal

sup“_‘f 1l : u £ \]f:

'l . -~ ) o
2 r
) s AL
f

= gup- =-u

R

I e i e I e I b T e T || ]
i

ii) Olkoom u= '-’_jf ja v f.’;“,.\f seki D& ReglY). TH1ldin on

PD(u-‘if) = Ppu = Pyv

D

e A

joten funktio u~v on subharmoninen joukossa Y., Olkoon
x . %Y, TE1l0in on
L5 (wly) - viy)) £

X e

sy

s S




:
;
i
:
!
e
]
i
.3

lim u(y) - Mim v(y) £
y—x . ¥-X
YEeX yeu

f{x) - f(x) = 0 &

Subharmonisten funktioiden maksimiperiaatteen nojalla (Lau-

se 4,17 (sivu 23)) on nyt
uw-vLO

eli
wWL Y .

—_—

iii) Jos ué_@g, niin ué@f, joten

0,cO; .
s “Y B j_ i i T
lV? <Hp= infyu ‘u-:fjfﬁ

]
s
b
-t

v) Olkoon u € @f ja v& ‘Og. TH110in on u.+vé@f+g Ja

siis on
-y
N
UV = Hf—a«g ’

josta vdite seurca.

Olkoon ué;(jf ja vé;lﬁg. T51163in on
on
wav £ Heg o

mistd viite seuraa.

o

W7 &£ U

{

fag

ja siis
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Jos on voimassa

6.9 MafAritelmi.
g ¢
W - &}
f: © Y—aﬁQ on resolutiivinen svoi-
Y

ettd Tunktio
suhteen, TH1l6in yleistetyn Dirichlet'n prob-

sanotaan,

men joukon Y
Leeman (avoimen joukon Y suhteen) ratkaisufunktio on 'ﬁf

(= gﬁ) reunafunktiona T. Ratkaisufunktiota merkitédidn Hf.

6.10. Madritelmi, Olkoon X topologinen avaruus ja €

C(X), Funktion f kantaja on sulkeuma

[x€X \f(x) £ 0F .

Sits merkitddn supp fe
Merkitdsn symbolilla JC(X) kaikkia jatlu

6. 1 1e M erkj.n't_:?:o
via reasaliarvoisia funktioita, joiden kantaja on kompalti.

Harmonisen mitan konstruoinnissa kiytetdin seuraavaa

612
funktionaalianalyysin lausetta:
Olkoon X lokaelikompakti

Lause. (Rieszin esityslause.)
topologinen avaruus., Positiivinen, lineaarinen funktionszali
L: ~(X)-¥ P mdrittelee mitan ) jolla on se ominaisuus,
ettd

L(f) = T dw
X i

£ MK,

jokaiselle

Todistus, Katso [8_, sivu 177.
6013, biiiritsl-®, Clucon Y Riemannin pinnon L avein
Y sceanotaan resolutiiviseksi, Jos jokainen

jouxko. Joukkoa
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fe& H(2Y) on resolutiivinen.

6.14, Lause. Olkoon Y Riemannin pinnan X vresolutiivinen

joukko. dJdokaiselle =x€7Y on kuveus L : K(21)> /2, jon-
ka misrittelee Lx(f):= H:Yf(x), positiivinen, Tinesgerinen

funktionaali.

Todistus. Todistetaan ensin lineasarisuus. On siis niytetts-
ve, ettd f-tg ja «f ovat resolutiivisia, jos & &£ /R
Ja f ja g ovat resolutiivisia, Kiytetdtin lauseessa 6+8e

(sivu 50)-todistettuja laskusizntsiz.

= HY+H ,
Y =Y
joten H:Mg Hf+-g°
Olkoon <& (P , Tarkastellaan tapawkset o 3= 0 ja £ 0 erik-

. b
seen, ensin tapaus = O,

] Y .
c,;w..‘}if g ":"’.I;I.f = -M,«H_'f

1l
m

. X . LR S . . ;o
Joten H'pe = H ., kun /. &, Tutkitazn sitfen tupsus = <0,




X o
= e (en) 7 7 B
-y - -ﬁY_P{‘f = '\")\'«..ﬁi
= H.

joten Hep = E ., myds kun =< 0.

Todistetaan lopukei positiivisuus. THmi seuraa suorazn lau-

seen 6.8. (sivu 50) kohdasta iii): Jos f£20, niin

Y. .Y
Hf:““;‘O—O °

6.15. Masritelmdi, Kuvaus Lx voidaan lsuseen 6,12. (sivu

52) nojalle tulkita mitaksi A joukossa Y, Fittaa M~
i EG iIx

kutsutaan avoimen Jjoukon Y harmoniselksi miitslksi plsiees—

— ke dek e TS

sH Xe
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