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Johdanto

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) piti vuonna 1854 virkaanastujais-
luentonsa, Gottingenin yliopistossa. Luento kisitteli Geometrian perushypoteeseja.
Se esitteli geometrian globaalina kaikenlaisten avaruuksien moniulotteisten monis-
tojen tutkimuksena. Riemannin mielestd geometrian ei valttdmatts ole edes tut-
kittava tavallisella tavalla tulkittuja pisteits, suoria tai avaruuksia, vaan n:n luvun
Jérjestettyja joukkoja, joita yhdistellsén tiettyjen sééntéjen mukaan. [1]
Riemannin geometrian piékésite on kaarevuus. Se kuvaa suuntavektorin T muu-

toksen suuruutta (Kuva 1). Kaarevuus on suuri terdvissi kaarissa ja nolla suorilla.

Kuva 1: Kaarevuus s on mééritelty suuntavektorin T muutoksen suuruutena.

Kaksiulotteisilla pinnoilla kaarevuuksia voi olla eri suuruisia ja eri suuntiin. Suu-
rinta ja pienintd kaarevuutta kutsutaan pddkaearevuuksiksi ki ja ko. Niiden avulla
voidaan ma#rittad keskikaarevuus H = k1 + k2 ja Gaussin kaarevuus G = K1kq.

Koska kaarevuudet k; ja 2 mittaavat kuinka paljon pinta kaareutuu avaruudes-
sa, niin niité ei voida mitata pinnalta késin. N&in ollen ne ovat ulkoisia ominaisuuk-
sia. Gaussin kaarevuus voidaan mitate pinnalta kiisin valittadmatts ympardivasts

avaruudesta R". T#t4 tulosta kutsutaan Gaussin Lause Theorema Egregiumiksi, jo-



ka sanoo, ettd Gaussin kaarevuus on sisdinen.

m-ulotteisilla hyperpinnoilla avaruudessa R™*! on m kappaletta padkaarevuuk-
sia K1, . .., km jokaisessa pisteessi. m-ulotteiselle pinnalle avaruudessa R™ tilanne on
vield monimutkaisempi, silld se kuvataan toisella perustensorilla.

Aloitetaan madrittamalls ulkoiset madritelmat toiselle perustensorille ja Rie-
mannin kaarevuustensorille. Myohemmin selvidd myds, etts Riemannin kaarevuus-
tensori on siséinen.

T&m4 tutkielma perustuu suurimmaksi osaksi Frank Morganin kirjaan Rieman-

nian Geometry, A Beginners Guide [9)].



1 Ké&yrit avaruudessa R”

Mééritelma 1.1. Olkoon I = [a,b] C R ja A C R™. Parametrisoitu kiyrd eli polku
on jatkuva kuvaus x : I — A. [10]

Parametrisoidulle kéyrille x(t) € R™, varustettuna nopeudella v = % ja yk-
sikkdtangenttivektorilla T = v/|v|, kearevuusvektori & on madritelty yksikkdtan-
genttivektorin T muutoksen suhteena kaaren pituuteen
dl/dt 1 .

l‘q',:dT/dS: ds/dt —lv—l

(1.1)

Kaarevuusvektori & osoittaa suuntaa, johon T ké&ntyy (k ja T ovat ortogonaaliset
eli kohtisuorassa toisiaan vastasn). Kaarevuusvektorin & pituus, skalaarikaarevuus,

k = |k| antaa kdsntymisen suuruuden (Kuva 2.). Tason kéyrille, varustettuna yk-

sikkdnormaalivektorilla n, pitee

d_n
ds

K=

. (1.2)

Jos kéyréd on a-séteinen ympyré, niin kaikilla ympyrén pisteilld &« osoittaa kohti

ympyrén keskipistettd ja x = 1/a. Ympyrin siddettd 1/x kutsutaan kaarevuussd-
teeksi.

Kuva 2: Kaarevuusvektori & kertoo, mihin suuntaan tangenttivektori T késintyy ja
kuinks nopeasti. Sen pituus || on kédsintden verrannollinen sen ympyrén séiteeseen,

jolla on sama yksikkotangenttivektori pisteessé p.

Jos kéyrd on parametrisoitu kaaren pituuden avulla, niin silloin kaarevuusvektori
& on yhtd suuri kuin d?x/ds®. Jos kiiyrs on funktion f : R — R”! graafi, missé

v = f(z), ja joka on tangentiaalinen z-akselin kanssa origossa, niin silloin
k(0)= f"(0)e R Cc R x R™L (1.3)
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Ilman tangentin oletusta skalaarikaarevuus on

K(0) = |f"(0)1/(1+ | £'(0)]%)/2. (1.4)

Kaarevuus kertoo kuinka kéiyran pituus muuttuu, kun kéyrén muoto muuttuu.
Jos infinitesimaalinen pala tason kéyrdd ds siirretén etdisyydelle du suuntaan &,
niin pituus muuttuu tekijalla 1—x du. Alkuperdinen kaari sijaitsee ympyrlls, jonka

sdde on 1/k, ja uusi kaari ympyrsllé, jonka side on
1/k —du = (1/k)(1 — Kdu)

(Kuva 3.). Yleisemmin jos siirtovektori on du, (mutta ei vilttdmétts suuntaan
vain siirtovektorin du komponentti suuntaan & on térkes) niin pituus muuttuu te-
kijalla 1—&-du. Siité johtuu, ettd kiiyrdn C C R™ pituuselementin muutos siirrossa,

varustettuna alkunopeudella V = du/dt, on

—/n-Vds.

/x 1% - du

(JFTNS

Kuva 3: Kun kaaren pituuden osa ds tyonnet#én suuntasn &, muuttuu pituus teki-

jalla 1 — K du.
Esimerkki 1.2. Magritetésn heliksin (eli spiraalin)
x = (z,y, 2) = (acost,asint, ht/2m)

kaarevuus.



Nopeusvektori on
v =X = (—asint,acost, h/2m),
ja skalaarinopeus on
@ — IV| — 2+ h? _
7 = IVl=4/a C.

42
Nain ollen tangenttivektoriksi saadaan
T=v/lv|=v/ec

Nyt kaavalla (1.1) saadaan kaarevuusvektoriksi

dl  dT/dt ~v/c 1 :
:ES—: ds//dt :T/zg(—acost, —asint, 0).

Heliksin skalaarikaarevuus on

2 Pinnat avaruudessa R?

Maésritelmé 2.1. Olkoon X ja Y topologisia avaruuksia ja f : X — Y. Jos f on

bijektio seké f ja funktion f késinteiskuvaus f~! jatkuvia, niin f on homeomorfismi

[2).

Avaruuden R? yhtensinen pistejoukko S on pinta, jos jokaista pistettd p € S vas-
taa pisteen p siséltéva osajoukko Y, joka on homeomorfinen jonkun tasoalueen X
kanssa [5]. Kaksi kertaa jatkuvasti differentioituvia pintoja sanotaan C?-pinnoiksi.
Tamé kappale kisittelee kaarevuutta C%-pinnoilla S C R2 pisteessé p € S. Olkoon
tangenttiavaruus (tal tangenttitaso) T,S ne vektorit, jotka ovat tangentteja pinnalle
S pisteesséd p. Olkoon n yksikkdnormaalivektori pinnalle S pisteessd p. Leikataan
S tasoilla, jotka siséltévét yksikkonormaalivektorin n, jolloin voidaan masrata kaa-
revuusvektori & tason ja pinnan S leikkausksyristd (Kuva 4.). Tietenkin jokainen
téllainen & pitd4 olla yksikkdnormaalin n monikerta eli & = xn.

Valitaan ortonormaalit koordinaatit avaruudessa R? siten, ett4 origo on pisteesss,
p ja pinta S on xy-tason suuntainen pisteessd p. Valitaan vield yksikkénormaali-
vektori n siten, ettd n osoittaa positiivisen z-akselin suunnan. Paikallisesti S on
funktion z = f(x,y) kuvaaja. Miké tahansa yksikkdvektori v, joka on tangentti
pinnalle S pisteessd p, virittds yhdessé yksikkdnormaalin n kanssa tason, jonka



Kuva 4: Pinnan S kaarevuus pisteessd p mitataan pinnan ja tason leikkauksien

kaarevuuksilla.

leikatessa pinnan S muodostuu leikkauskuviosta kéyrs. Taman kéyrén kaarevuus ,

jota kutsutaan kaarevuudeksi suunnassa v, on toinen derivaatta

= (D2f),(v,v) = v V. (2.1)
5ty (®)  5A®)
Esimerkiksi, jos
1
V= ,
0
niin
o2 f
K= -8_3,5

Bilineaarimuotoa (D?f), tangenttiavaruudessa 7,5 kutsutaan pinnan S toiseksi pe-

rusmuodoksi 11 pisteessd p, joka annettuna symmetrisens 2 x 2 matriisina on muotoa,

2y oy
B dxdy

=D = (2.2)

8 f 2
98y 3_3!7;
Tamé kaava pétee vain siind tapauksessa, missé pinta on zy-tason suuntainen. Toi-

selle perusmuodolle kéytetésn aina ortonormaaleja koordinaatteja.



Koska IT on symmetrinen, voidaan valita koordinaatit % ja y siten, ettd II on

diagonaalinen, toisin sanoen

0 Ko

1= [’“ 0] . (2.3)

Silloin kaarevuus x suuntaan v = (cos 6, sin 6) on Eulerin kaavalla (1760) annettuna,
k=1I(v,v) = vITIv = k1 cos? 0 + Ky sin? 0. (2.4)

Témé on painotettu keskiarvo kaarevuuksista s ja k2. Suurimmat ja pienimmit
kaarevuudet ovat k1 ja kg, jotka ovat ortogonaalisiin suuntiin. Nams on valittu z-
ja y-akseleiksi.

Mésritelms 2.2. Pisteessd p pinnalla S C R3 toisen perusmuodon II ominaisar-
voja k1, kg kutsutaan padkaarevuuksiksi, ja vastaavia ominaisvektoreita (yksikasit-
teisesti médritelty, paitsi tapauksessa k1 = k) pddsuunniksi tai kaarevuussuunnik-
si. Toisen perusmuodon 1I jalked, s, + ko, kutsutaan keskikaarevuudeksi H. Toisen

perusmuodon II determinanttia, sk, kutsutaan Gaussin kaarevuudeksi G.

Huomautus. Toisen perusmuodon II ja keskikaarevuuden H merkit, mutta ei
Gaussin kaarevuuden G, riippuvat yksikkénormaalin n valinnasta. Keskikaarevuus
voidaan méaaritelld joskus myos kaavalla

K1+ Ko
5

1
5 Jalki I =

Kun kaarevuus « antoi kdyran pituuden muutoksen, niin keskikaarevuus H antas,

pinnan pinta-alan muutoksen.

Maééritelmé 2.3. Useamman muuttujan siséltévin funktion muutosta kutsutaan

suunnatuksi derivaataksi, joka riippuu muutoksen suunnasta. Pinnan pinta-alan S
muutoksen suuruutta kutsutaan ensimmdiseksi variaatioksi §*(S), joka riippuu al-
kunopeudesta V. §1(S) on masritelty asettamalla

%pinfca-ala(s +tV)lt=0

tai

d
Pinta-ala(fi(5)) o,

missé f; on mik4 tahansa avaruuden C*-deformaatio, jolla on alkunopeus V pinnalla

S. (61(S) riippuu vain alkunopeudesta V ja on lineaarinen vektorikentsssé V.)



Lause 2.4. Olkoon S C?-pinta avarvudessa R3. Pinnan S pinta-alan ensimmdinen
variaatio pinnan S kompaktisti tuetun C?-vektorikentin V suhteen on annetty in-

tegraalina vektorikentdn V ja keskikaarevuuden pistetulosta
§1(S) = —/V-Hn.
s

Todistus. Kosks kaava on lineaarinen vektoriavaruudessa V, voimme kisitelld tan-
gentiaaliset variaatiot ja normaalivarisatiot erikseen. Tangentiaalisille variaatioille,
jotka vastaavat pinnan liv’untaa itsedén vastaan, on 6(S) = 0. Olkoon Vn normaa-
livariaatio, ja oletetaan infitesimaalinen nelid pinta-alaltaan dzdy pisteeseen p, misté
voidaan olettaa pédisuuntien osoittavan pitkin akseleita. Ensimmaiselle kertaluvulle,

uusi infinitesimaalinen pinta-ala on
(1—=Vk)dz(l - Vkg)dy ~ (1 — VH)dzdy = (1 — V - Hn)dzdy.
Kaava seuraa. EI

Huomautus. Fysikaalinen pinta, kuten saippuakalvo, lihtisi liikkumaan positii-
visen pédkaarevuuden normaalin suuntaan kasvattaakseen pinta-alaansa, ellei ul-
kopuolinen voima, vaikuta siihen. Saippuakuplan péskaarevuus tasapainotilassa on

suhteessa paine-eroihin sen halki.

2.1 Minimipinnat

Lauseesta 2.4 seuraa, etts pinta-alaa minivoivalla pinnalla, jolle pinta-ala on pienem-
pi kuin pinnoilla, joilla on sama reuna, tiytyy olla hivigvén pieni keskikaarevuus.

Mit4 tahansa pintaa, jonka keskikaarevuus on 0, kutsutaan minimipinnakss.

Esimerkki 2.5. Katenoidi on pinta, joks syntyy, kun ns. ketjukiyra x = a cosh(z/a)
pyorédhtés z-akselin ympéri (Kuva 5.). Paitsi pydrahdyspinta, on katenoidi samalla,
myds minimipinta, sillé sen keskikaarevuus on nolla. Lis#ksi katenoidi on ainoa pinta,
jolla on ndm& molemmat ominaisuudet. Tarkemmin: jos yhtendinen pinta on seka,

minimipinta ettd pydrdhdyspinta, on se joko tason tai katenoidin osajoukko. (6]

2.2 Koordinaatit, pituus, metriikka

Paikalliset koordinaatit tai parametrit u; ja uy C%-pinnoilla S C R? ovat varustettu

C?-diffeomorfismilla (tai parametrisoinnilla) u;us -tason ja pinnan S osan vélilla.
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Kuva 5: Katenoidi on minimipinta.

Esimerkiksi standardien pallokoordinaattien ¢ ja 6 avulla voidaan ilmoittaa pai-
kalliset koordinaatit pallopinnalla séteells a origosta, paitsi navoilla (missd pituus-
aste 6 on médritteleméton ja ¢ ei ole differentioituva). Paikkavektori méaéariteltyna

n&illa koordinaateilla on
x = (z,9,2) = (asinpcosf,asin psinb, acos ).

Yleisesti paikka on koordinaattien u; jokin funktio. Pitkin kéyris namé koordinaatit
ovat vuorotellen yhden parametrin t funktioita.

Merkit#4n alaindeksillé paikkavektorissa x osittaisderivaatta parametrin u; suh-

teen eli
< — ox [0z Oy Oz
e (97,&1 n 8'&5’ 811,," 8’&,‘
Pisteells merkitdsin derivointia parametrin ¢ suhteen eli
d
X = d_}tc = inui (Ketjusdsnts).

Kéyrén kaaren pituus pinnalla varustettuna koordinaateilla u(t) on muotoa.

t1 t1
L = / 1|t = / [yt + tig|dt
t i

0 0

t1
/ \/(Xl . Xl)’lﬁ =+ 2(X1 . Xz)’dl'dz + (X2 . x2)u§dt (25)
to

t1
= / Z g,;j'l:bi’l:bjdt,
to

missé, 5 5
X X
gij =X; - Xj = % . %. (26)
i J
Toisin sanoen L = [ ds, missé,
d82 == Zgijdu,-duj. (27)
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Esimerkiksi pallopinnalla, jonka side on a, on L = J ds, missa,
ds® = a*dyp® + a?sin® pdf? = (a®¢ + a®sin? ph)d¢?,

joten g11 = a2, go2 = a? sin® ©, ja g1z = ga1 = 0.
Matriisia g = [g;;] kutsutaan ensimmdiseksi perusmuodoksi tai metrikaksi. Se

on siséinen suure, koska se on yhteydessd mittauksiin pinnan sisépuolella. Pituuden
kaavassa summamerkintd on

Z GijUity = gty + g1otly + gortialiy + gogtiotia (2.8)
= gnt + 2g120, 0 + goolia.

Monelle pinnalle avaruudessa R® on sopivaa kéytté4 paikallisina koordinaatteina

parametreja  ja y sekd ilmoittaa z ndiden avulla eli 2(z,y). Silloin
x1=(1,0,2:) ja  x2=1(0,1,2,).

Lause 2.6. Milld tahansa paikallisilla koordinaateilla u;y ja uy pisteessi p C?-pin-

nalla avaruudessa R?, toinen perusmuoto II pisteessi p on
X11'n Xyo9-n
-1 2 — —1
g (D X) ‘n=g )
X921l Xgp- N
missd

0%*x . X1 X Xo
- a n— ——,
duiﬁuj J X3 X Xy

Xij =
Siitd seuraa, etté

H = jilki g7'(D*x)-n (2.9)

X3X11 — 2(X1 - Xo)X12 + X2Xgp _

Xix3 — (xq - X3)?

G = det(g7'(D*x) - n) (2.10)
(%11 - m)(x22 - m) — (x12 - m)?

X2 — (x; * Xg)2

b

3
X3

Ennen Lauseen 2.6 todistusta huomioidaan, ett

(A) Jos H ja G on annettu, voidaan ratkaista padkaarevuudet:

. HxVIP—iG
- : ,

(2.11)

10



Y N R

(B) Jos pinta on graafi x = (z,y, f(,y)), niin

| go— OB e~ 2afufey + (L4 )y (2.12)

: (1+ 2+ f2)?
: Lmdw_tay (2.13)
| (L+ f2+ f2)2

Todistus. Voidaan olettaa, ettd pinta S on tangentiaalinen xy-tasoa vastaan pis-
teesséd p = 0. Néin ollen S on paikallisesti graafi z = f(z,y) alkuoletuksilla f,(0) =
f4(0) =0 ja n(0) = (0,0,1). Erityisesti paikallisille koordinaateille z, y pétee

x=(z,y, f(z,9)), g(0)=1I

Lause 2.6 sanoo, etts II on muotoa

l:f T f zy] '
fou Ji)

Nyt olkoon u; ja uz mitks tahansa paikalliset koordinaatit, ja olkoon J Jacobin

dz Bz
0

matriisi nollassa eli

Oy By
du;  Buy
Koska
0z 0z _0
3u1 0—8'“2 0_ ¥
niin
g=JTJ

Silloin ketjusdinnén perusteella, koska % -n=20ja g"—y -n = 0, niin

3*x 9%x

g Y(D*x) -n = (JTJ)1JT [g_,,:‘: ey n} J=J1,
m ‘n W ‘n

joka on sama, kuin II. O

Esimerkki 2.7. M&sritetdsn graafin
2= f(z,y) =+ 2" + 3y’

péskaarevuudet k;, x5y, Gaussin kaarevuus G ja keskikaarevuus H origossa.

A Ay e e S ey W S . B S s Wy

11
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Koska zy-taso ei ole tangenttitaso pinnalle pisteessd 0, niin kiytetssn kaavoja,
(2.12) ja (2.13). Kaava (2.12) antaa keskikaarevuuden graafille x = (=, y, f(z,y)) eli
(1+(6y)*)-4—2-(4z+1)-6y-0+(1+(dz+1)%) -6

(14 (4 + 1)2 + (6y)2)3/2
(14 (6y)%) -4+ (1+ (4z+1)%) -6
(14 (4 + 1)2 + (6y)2)3/2
Pisteessd 0 keskikaarevuudeksi saadaan siis H = 41/2.
Vastaavasti Gaussin kaarevuus voidaan laskea kaavalla (2.13) eli

e 4-6—0? B 24
(I + (e +1)2+(69)2)2 (14 (o + 1)2 + (6y)2)2

Pisteesss 0 Gaussin kaarevuus on G = 6.

H =

Péékaarevuudet x; ja xo saadaan kaavalla (2.11) eli

C 2E/(4V2)-4-6

K B y

josta,

k1= V2 ja K2 = 3v/2.

Esimerkki 2.8. Madritetsén katenoidin 1/22 + y2 = cosh z kaarevuus. Muuttujina
kiytetdsin parametria z ja napakoordinaattia 6. Katenoidin yht#lon mukaan r =

cosh z. Siis
x = (2,9,2) = (coshzcosf,coshzsin, z)
X1 = (sinhzcosf,sinhzsind,1)
Xy = (—coshzsing,cosh zcos®,0)
x11 = (coshzcosé,coshzsinb,0)
x12 = (—sinhzsin#,sinhzcosé,0)
Xg2 = (—coshzcosf,— coshzsind,0)
(cos @, sin 0, sinh )
n = :
cosh 2

Lauseen 2.6 perusteella

cosh? 2x3; — 0 + cosh? 2xy3

H = _ _ n =20,
jotakin
joten katenoidi on minimaalinen pinta ja K1 = —ko. Listiksi
1)(-1) -0
G= ()(=1) = —cosh™ 2.

cosh? zcosh® z — 0

Siitd johtuen k; = —ky = cosh™2 z.

12
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Lause 2.9. (Gaussin Lause Theorema, Egregium.) Gaussin kaarevuus G on sisdinen.
FErityisesti, on olemassa paikalliset koordinaatit uy Ja ug missd tahansa pisteessd p
C3-pinnalla S avarvudessa R?, Joille ensimmdinen perusmuoto g pisteessip on I en-
simmdiseen jdrjestykseen. Missd tahansa tillaisessa koordinaattisysteemissd, Gaus-

sitn kaarevuus on
Q= 82912 _ 182922 _ l@zgn
OuiOug 2 ou? 2 Oui -’
Huomoutus.G = I ensimmiiseen jarjestykseen tarkoittaa, ettd g11(p) = g22(p) =
1, g12(p) = 0, ja jokainen

8
5 = —==(p) =0.
)
Todistus. Paikallisesti S on funktion f graafi yli sen tangenttitason. Ortonormaalit
koordinaatit tangenttitasolla tekee metriikan g yhtsuureksi kuin I ensimméiseen
Jérjestykseen. Voimme olettaa, ettd S on tangentiaalinen zy-tasoa vastaan pisteessé,

p = 0. Kéyttdmalla 2- ja y-koordinaatteja on

L+ f2 fofy
fofy 1+ f2

ja nollassa voidaan laskea

0912 132922 132911 . 2 2r _
Fody 20 202 Joafyy — foy = detD* f = detl] = G.

Mitké tahansa koordinaatit, joille metriikka, pisteesss p on I ensimmaiseen jérjes-
tykseen, ovat samat kuin ortonormaalit koordinaatit tangenttitasolla ensimmaiseen

jarjestykseen ja siitd johtuen tuottavat saman lopputuloksen. O

Gaussin ”Theorema Egregium”sanoo, ettd Gaussin kaarevuus G ei muutu, jos
pinnan kaarevuutta muutetaan. Jos esimerkiksi taso taivutetaan lieritksi tai kar-

tioksi, niin Gaussin kaarevuus ei muutu [8] (Kuva 6.).

3 Pinnat avaruudessa R"

T&mé kappale osoittaa, kuinka kaarevuuden teoria pisteessé p kaksiulotteisella pin-
nalla S laajenee avaruudesta R® avaruuteen R™. Kuten aiemminkin, valitaan or-
tonormaslit koordinaatit avaruudessa R™ siten, eftd origo on pisteessd p ja S on

Z1%2-tason suuntainen pisteessé p. Paikallisesti S on funktion f
f:T,8 — T8+
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Kuva 6: Rullaamalla tason pala lieridksi, jolla on side r, muuttuu paskaarevuudet
arvoista 0 ja 0 arvoihin 1/r ja 0. Samalla muuttuu keskikaarevuus, H = k; + so,
arvosta 0 arvoon 1/r. Gaussin kaarevuus siilyy vakiona eli G = xiky = 0, kuten

Gaussin Theorema Egregium takaa.

kuvaaja. Miké tahansa yksikkdvektori v, joka on tangentiaalinen pintaa S vastaan
pisteessd p, yhdessé pinnan S pisteestd p lihtevien normaalivektoreiden kanssa,
viritté8 hypertason, joka leikkas pinnan S. Leikkauskuvioista muodostuu kéyra.
Témén kiyrén kaarevuusvektori &, jota kutsutaan kaarevuudeksi suunnassa v, on

toinen derivaatta
k= (D?f),(v,v).

(Vaihdetaan merkints v merkintéén v lihteen [9] merkint6jé seuraten. )
Bilineaarista muotoa. (D?f), tangenttiavaruudessa T,S yhdesss normaaliavaruu-

den T,S* arvojen kanssa kutsutean toiseksi perustensoriksi 11 pisteesss p pinnalls

S. Témé muoto annetaan koordinaatteina symmetrisens 2 x 2-matriisina yhdessé,

normaaliavaruuden 7,5 siséitulojen kanssa eli

52 62f
I = EE% 8z10z2 — lall a’lZ}

oy ey

0518z Oy a12 @22

Téms kaava pétee vain pisteelle, jossa pinta on tangentiaalinen z;z,-tasoa vas-
taan. Jos n = 3, niin toinen perustensori on vain toinen perusmuoto kertaa yk-
sikkbnormaali n.

14



kna 2

Yleensd tat4 matriisia ei voida operoida diagonaaliseen muotoon, jotta saatai-
siin pé#dkaarevuudet. Toisen perustensorin 1T jélked, a1 + agp € TpSJ-, kutsutaan
keskikaarevuusvektoriksi H. (Jos n = 3, niin H = H n.) Skalaarisuuretta ai; - ags —

a1g - a2 kutsutaan Gaussin kaarevuudeksi G. Kumpikaan suureista, H ja G el riipu

ortonormaalien koordinaattien valinnasta.

Olkoon G; Gaussin kaarevuus projektiosta 5; C S avaruuteen
Ry xRy x {0} xR; x --- x {0} =R,

Silloin Gaussin kaarevuus G pinnalla S pisteessd p on

G:iph
=3

koska kahden vektorin pistetulo on vain summa niiden komponenttien tuloista.

Lause 3.1. Olkoon S C?-pinta avaruudessa R™. Ensimmdinen variaatio pinnan S
pinta-alasta pinnalla S kompaktisti tuetun C?-vektorikentin V suhteen on annettu

integraalina vektorikentin 'V ja keskikaarevuusvektorin pistetulosta
ma:_/v¢1
S

Todistus. Koska kaava on lineaarinen avaruudessa V, voidaan késitelld variaatiot
suuntiin x1, Tz, ... erikseen. x; ja x» suuntiin, joka vastaa liu’untaa itsesén vastaan,
on §*(S) = 0. Olkoon V pieni variaatio suuntaan zs, ja ajatellaan infinitesimaali-

nen nelié dzqdz, pisteeseen p, missé voidaan olettaa, ettd toisen perusmuodon II

I‘.',10
OKIQ.

(LF |V|r1)dzy (1 F |V|kg)dzz ~ (1 — V - H)dz, dx,.

komponentti z3 on diagonaalinen

Infinitesimaalinen pinta-ala on

Kaava seuraa. O

Paikallisten koordinaattien késite ja ensimmiinen perusmuoto ulottuu ilman

muutosta avaruudesta R? avaruuteen R™. Samoin Lause 2.6 yleistyy seuraavasti:

15



[ 4

Lause 3.2. Mille tahansa paikallisille koordinaateille u1, uy pistecssd p C2%-pinnalla

S avaruudessa R™, toinen perustensori II pisteessi p on muotoa

p P(x
g P(D%) = g1 | F0) Pl 8.)
P(Xgl) P(ng)
missi P tarkoittaa projektiota normaaliavaruuteen T,S* ja
i = Bundu;
Tésté seuraa, etts
H = jiki g~'P(D%x) (3.2)
N ngxn — 2(x1 - Xp)X12 + X3 Xgp
B X2x2 — (% - Xg)2
142 1° 42
G = det(g~'P(D*)) (3.3)

(PX11) (PX22) — (PX12)2

x9x% — (%1 - X3)?

Huomautus. T,S* ja siis P muuttuu pisteesté pisteeseen. Jos 7,5t on vain

Z3,...,Zn-tas0, niin silloin
P(al, az, a3, qq, . . ) = (0, 0, az, aq, . . )

Jos x3, x9 antavat ortogonaalisen kannan tangenttiavaruudelle 7,5, niin

P(W):W—W.Xle—W.sz} (34)
X1°X1 X2+ X2

Jos x1, X, eivét ole ortogonaalisia, niin P ratkaistaan sijoittamalla termin x, paikalle

X2 X3

X9 — Xj.

X1°X3
Esimerkki 3.3. Olkoon pinta
{(w,2) € C*: w = ¢*}.

Koordinaatteina kdytetdsn = Re z ja y = Im z. Silloin

x = (x,y,€ cosy,e” siny)
X = (1 0,e” cosy, e”siny)
i xe = (0,1,—e"siny,e” cosy)
' xin = (0,0,€” cosy,e”siny)
i x12 = (0,0,—€"siny,e® cosy)
i X2 = (0,0,—€"cosy, —€”siny).
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Huomaa, etté xi = xj = 1 + €, x; - x, = 0. Niin ollen kaavalla (3.2) saadaan

0
0,000 _

H=P =
(14 e?)2

T&mé& on minimipinta.
Jotta G voidaan laskea, téytyy ensin ratkaista P (xi;). Koska x;, x, ovat ortogo-
naaliset, niin
X1 - X X11 - X
Plxy) = xy— X, XuX
X1'xX1 X9 X9
(—€®*,0,¢e® cos y, e siny)
1+ 2

Samalla tavoin on

0, —e?* —e%siny, e cos
) ? )

P =

(x12) 1+ e )
(e*,0, —€e® cosy, —e* sin y)

P = ‘

(X22) 1 + 62:13
Siitd seuraa, ettd kaavalla (3.3) saadaan
_ (e —e®) — (e +e¥) 2™
C (L4e=2[(1+e=)2—0]  (L+e=)?

Gaussin Theorems, Egregium saadaan samalla todistuksella kuin Lauseessa 2.9:

Lause 3.4. (Gaussin Lause Theorema Egregium.) G on sisdinen, annettuna paikal-

lisilla koordinaateilla uy ja ug, missé G = I ensimmdiseen Jarjestykseen kaavalla

o_ Pgn  10%m 10°%u
OuiOug 2 Ou 2 Oud’

4 m-ulotteinen pinta avaruudessa R"

Tamé kappalee laajentaa teoriaa m-ulotteisille C2-pinnoille S avaruudessa R™. Ku-
ten aiemminkin, valitaan ortonormaalit koordinaatit avaruudessa R™ siten, ett4 ori-

go on pisteessd p ja pinta S on tangentiaalinen x1, 2o, .. ., ,-tasoa vastaan pisteessé
p. Paikallisesti S on funktion f

T8 — T8¢

kuvaaja. Yksikkovektori v, joka on tangentiaalinen pinnan S kanssa pisteessé p,

vhdessd pinnan S pisteessd p olevien normaslivektoreiden kanssa, virittds tason,
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jonka leikkaus pinnan S kanssa on kéyré. Kéyrén kaarevuusvektori &, jota kutsutasn

kaarevuudeksi suunnassa v, on toinen derivaatta

k= (D*f)p(v,v).

Bilineaarista muotoa (D?f), tangenttiavaruudessa 7,5, yhdessé normaaliavaruuden
T,S* arvojen kanssa, kutsutaan pinnan S pisteessd p toiseksi perustensoriksi II.
Annettuna koordinaateina m xm matriisina pinnan 7,5+ sisésintuloilla varustettuna

toinen perusmuoto on

f 82
83:% aﬁiamm
I = . (4.1)
52 f % i{
8z18zm dzz,

Toisen perustensorin II jalked kutsutaan keskikaarevuusvektoriksi H. (Joskus maé-
ritelldsin myos H = (jélki I1)/n.)

Hyperpinnoille (n = m+1), Il on vain yksikkénormaali n kertaa, skalaarimatriisi,
Ja sit8 kutsutaan toiseksi perusmuodoksi sekd sille kéytetdsan merkintss II. H = Hn,
missé H on (skalaari) keskikaarevuus. Jos valitaan koordinaatit siten, ettd toinen

perusmuoto on diagonaalinen,

K1 0
I = ,
0 Km
niin silloin H = k1 + + -+ 4 K. Jos yksikkovektori n = (ny,...,n,) on lasjennettu

yksikkévektorikentén mukaan, niin silloin On.,/0z,, kun 1 <5 < n — 1, 6n; [0x; =

—k; (vertaa kaavaan (1.2)). Siitd johtuu, ettd
H=—- Zani/axi = —div n.
i=1

Jos hyperpinta on annettu tasolla {f(%1,...,%,) = c}, niin silloin n = Vf/|V{|,
missé Vf = (Ony/0xy,...,0n,/0z,), ja

o VY
H = —div ﬁf—l (42)

Lause 4.1. Olkoon S m-ulotteinen C?%-pinta avaruudessa R™. Ensimmdinen variaa-

tio pinnan S pinta-alasta, ottaen huomioon kompaktisti tuettu C?-vektorikenttd V
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pinnalla S, annetaan integraalina vektorikentin V ja keskikaarevuuden pistetulon
yli

61(8):—/SV-H.

Todistus. Koska kaava on lineaarinen vektorikentisss V, voidaan ajatella variaa-
tiot suunnissa 1, Tz, . .., %, erikseen. Suunnille 1, .. . , T, jotka vastaavat u’untaa
pintaa itsedéin vasten, on 6'(S) = 0, kuten kaava sanoo. Olkoon V pieni variaatio

suunnassa x; (m < j < n), ja ajatellaan infinitesimaalinen pinta-ala da; - - dx,,

pisteessd p, missé voidaan olettaa, ettd toisen perusmuodon II koponentti Z; on

diagonaalinen eli

K1 0

Infinitesimaalinen pinta-ala on
(LF|V]k)day - (1 F [V]kn)dom ~ (1 -V -H)dz; - - - dp,.

Kaava seuraa. ™

4.1 Sektionaalinen ja Riemannin kaarevuus

Mééritelmd 4.2. Sektionaalinen kaarevuus K pinnalla S pisteessd p madras jokai-

selle 2-tasolle P C T,,S 2-ulotteisen pinnan
Sn(P&T,S)
Gaussin kaarevuuden.

Jos v ja w annetaan ortonormaalina kantana tasolle P, niin sen m#éritelmén

nojalla sektionaalinen kaarevuus on
K(P) = Il(v,v) - (w,w) — II(v,w) - Il(v, w). (4.3)

Esimerkiksi, jos IT = [a;;] ja P = e; A e; on z1%o-taso, niin silloin sektionaalinen

kaarevuus on
K(P) = Il(er,e1) - Il(eg, e3) — (eq, €2) - I(ey, es) (4.4)
— Q11 Qg2 — A2 * A12.
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Huomautus. Hyperpinnoille (n = m+1), mills tahansa 2-tasolla, P = Yo pijei e,

jos valitaan koordinaatit, joille toinen perusmuoto on diagonaalinen eli

K1 0
Il =
0 Em
niin silloin
K(P) = Z D2 kil
i<i<j<m
Siten miké tahansa sektionaalinen kaarevuus K(P) on 2-tasojen akselien e; A ej
sektionaalisten kaarevuuksien Kik; painotettu keskiarvo.

Kun 2 <m<n, R" = T,5 x Ry x +++ x Ry_,, olkoon S; projektio pinnalta S
pinnalle 7,5 x R; varustettuna sektionaalisells, kaarevuudella K;. Silloin kaavan 4.3
mukaan pinnan S sektionaalinen kaarevuus K on K = K;.

m-dimensionaalisen pinnan S avaruudessa R™ sektionaalinen kaarevuus voidaan
laskea erikseen diagonisoimalla toisen perustensorin II n—m komponentit, ottamalla
painotettu keskiarvo jokaisen komponentin paskaarevuuksien tuloista, ja summaa-
malla kaikki komponentit.

Jos m = n—1, niin silloin II on symmetrinen bilineasrinen muoto, jota kutsutaan
toiseksi perusmuodoksi. Sen ominaisarvoja ky, . . . , km kutsutaan paskaarevuuksiksi.
Koska (D?f), on symmetrinen, joillakin ortonormaaleilla koordinaateilla se on dia-

gonaalinen ja f saa muodon
=2y

/= 2 2
Yleisesti, jos II = (a;;), niin silloin kaava 4.3 antaa

K(P) = (Z aik'Ui'Uk> . (Z ajlewl) — (Z ajkvkwj> . (Z ailv,vwl) (4.5)

= Y Rijuviwjvgwy, (4.6)

2

2 2

missé,
Rijmi = ai - ajy — aj - ag (4.7)
ovat 2 X 2 toisen perusmuodon II alideterminantit, vastaten rivej4 i, j ja sarakkeita

k,l. Esimerkiksi, Rig34 = @13 - Gg1 — Q14 - ao3 tulee riveisti 1,2 ja sarakkeista 3,4
matriisista

11 Q12 413 Q14

II = |ag ag 23 Q24
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Ri212 = a11 - ags — @12 - a2 On Z1, Z2-tason sektionaalinen kaarevuus.

Termis, R kutsutaan Riemannin kaarevuustensoriksi. Kuten voidaan huomata

Riemannin kaarevuustensori sissltas vain 2 x 2 alideterminantit toisesta perusten-

sorista.

Vaihtamalla kaksi rivis tai saraketta, Riemannin kaarevuustensorista alidetermi-
nantin merkki vaihtuu. Esimerkiksi

Rjiw = Rijik = — Ry (4.8)

ja
Ryi; = Riju, (4.9)
koska II on symmetrinen. Voidaan helposti tarkistaa kolmelle viimeiselle tapaukselle,

ettd Bianchin ensimmaéinen yhtélé pitee. Bianchin ensimméinen yhtald sanoo, ettd

jos yhteys on symmetrinen, niin

Rijki + Rigij + Raji = 0 (4.10)

[11].
Jotta saadaan méaéritelma termille R ilman ortonormaaleiden koordinaattien va-
lintaa pinnalla 7,5, on huomattava, ettd R on bilineaarinen muoto II A II pinnalla

A’ T,S. Jos {e:} antaa kannan pinnalle 7,5 siten, etts {exAe;: k < [} antaa kannan
pinnalle A®7,,S, niin silloin

1L A TT(ex A €1) = 1(eg) ATI(ey) (Z arker> A (Z asles) ,
ja
(eiNej) - IIATI(ex Ae)) = ay - aj1 — Qjk * Ag = Rijp.
Kuten bilineaarinen muoto pinnalla A? 1,5, R on ilmoitettu arvoilla ¢ - R(¢) yksikkd

2-vektoreille ¢ € A® T,S. Itseasiassa R on méfritetty sektionaalisilla kaarevuuksilla
P - R(P) 2-ulotteisille tasoille.

Riccin kaarevuus Ric on bilineasrinen muoto pinnalla, T,S, ja se on méiritelty
erddnlaisena jélkens Riemannin kaarevuudesta. Kuten matriisin [c:;] jalki on summa,

Yicii, koordinaatit Rj, Riccin kaarevuudessa annetaan muodossa

Ry=) Riu. (4.11)
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Jos R;jx; on matriisi matriiseista,

[Raki]  [Rika] - [Ritkm)

[Rfimkl] [Rimk2] e [R’imkm]
niin silloin Rj on jalki4 vastaava matriisi. N&in ollen Riccin masritelmé bilineaari-
sessa muodossa e riipu ortonormaaleiden koordinaattien T,S valinnasta. Sen sovel-

taminen komponenttiin e; antaa summan akselitasojen, jotka sisaltdvit e1, sektio-

naalisista kaarevuuksista:

er-Ric (e1) = Ry = ZRtlzl = Z R

i#1
= Z K (61 A ei).
i=2
Siitd johtuu, ettd mille tahansa ortonormaalille kannalle vy, . . ., u,, tangenttiavaruu-
dessa, T,,S, on
v1 - Ric (v1) ZK (v1 Ay, (4.12)
ja mille tahansa yksikkdvektorille v € TpS, on
) m—1
v - Ric (’U):W/ a Lo K(’U/\’U)) (413)

wET,S

Riccin kaarevuudella on tulkinta, etté se on keskiarvo sektionaalisista kaarevuuksis-

ta.

Skalaarikaarevuus R on maéritelty Riccin kaarevuuden jalkené:

R=) "Ry (4.14)
Mille tahansa ortonormaalille kannalle vy, ..., Up tangenttiavaruudessa 7,5,
-1
=2 Y K(wAv) (Lll K(P), (4.15)
1<i<j<m Vo P pep

misséd P on kaikkien tangenttiavaruuden 7,9 2-tasojen joukko. Siten skalaarikaare-
vuus on verrannollinen sektionaalisten kaarevuuksien keskiarvoon pisteess.
Huomautus. Historiallisesti Ric oli vastakkaismerkkinen. Jotkin kirjat antavat

Riemannin kaarevuustensorille R;;y; vastakkaisen merkin.
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Esimerkki 4.3. Olkoon

1 = o3+ 27T+ 23 + 52,

Y2 = 3% + a3+ 2woxs + T
3-ulotteinen pinta avaruudessa R?.

a) Mik4 on II origossa?

Ratkaisu. Kaavalla (4.1) saadaan
(2,6) (2,0) (0,0)
2
= [ﬂ} -

0

(2,00 (2,2) (0,2)
0

Oz 2
(0,0) (0,2) (10,2)

b) Miks on sektionaalinen kaarevuus T1T9-tasolle?

Ratkaisu. Kaavalla (4.4) saadaan

K(617 62) = 11(617 61) ’ H(ez, 62) — 11(61, 62) . H(Cl, 62)
= (2,6)-(2,2) - (2,0)-(2,0) = 12.

¢) Mik on sektionaalinen kaarevuus tasolle 214z = 0 ja tasolle z; -ty 25 = 07

Ratkaisu. Yksi ortonormaalikanta tasolle {21 + z» = 0} on %I—’Q, w =

(0,0,1). Nain ollen kaavalla (4.5) saadaan sektionaaliseksi kaarevuudeksi

K = 1l(v,v) - II(w,w) — I(v,w) - II{v,w)

= (Z (J;ik’Uz"Uk) ) (Z aﬂijl) — (Z ajkvkwj> 0 (Z ailviwl>

. (0’4) ’ (10’ 2) - (07 _\/5) : (Oa _\/2—) = 6.
Yksi ortonormaalikanta tasolle {z; + 2, + 23 = 0} on v = L\/%’O), w = (11—‘/52)
Kaavalla (4.5) saadaan tasolle keskikaarevuudeksi

K =0.

d) Laske kaikki Riemannin kaarevuustensorin komponentit. Naiden avulla laske

uudelleen vastaukset kohtiin b) ja c).

Ratkaisu. Riemannin kaarevuustensorin komponentit saadaan kaavalla (4.7)
Riji = ai - aj0 — ajp, - ag
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Ry = Q11 * Q92 — Q21 * A12

= (2a 6) ’ (2a2) - (270) ) (2,0)

= 12,
Riziz = @11+ ags — ag - a3 = 12,
Riyges = @12+ Qg3 — ag2 - agz = 0,
Riziz = a1+ as3 — as1 - 413 = 32,
Rizs = 13- ass — asz - a1z = 20,
Rpzzs = ag- az3 — asg - azz = 20.

Koska II on symmetrinen, niin kaavan (4.8) mukaan saadaan loput Riemannin

kaarevuustensorin komponentit
Riziz = Ryns =12,

R2312 = R1223 :07
R2313 = R1323 = 20.

Témén avulla lasketaan uudelleen kohdat b) ja c). Kohdassa b) lasketaan

uudelleen sektionaalinen kaarevuus z;zo-tasolle kasvalla (4.6)
K(P) = Z Rijuviwjvpw,

c)-kohdassa tason {z; + z» = 0} ortonormaalin kannan termit ovat v; —
—vp = —\}—5, ws = 1, loput 0. Kaavalla (4.6) tason {z; + x5 = 0} sektionaaliseksi
kaarevuudeksi saadaan

1 il 1 1
K= 531313 - §R1323 - §R2313 + §R2323 = 6.

Tason {z;+ 3+ 3 = 0} ortonormaalin kannan komponentit ovat v; = —vy =
%, vg =0, w; = wy = %, wy = —%. Kaavalla (4.6) saadaan sektionaaliseksi
kaarevuudeksi tille tasolle
1 1 1 1 1 1
K = — - = — =R - ——R =R
B Rz 6R1213 g flasn2 == 3R1313 15 2 + 5 flaszn
1 1 1 1 1 1
—§R1323 - ER2112 + €R2113 - §R2313 + ERMZI + §R2323
= ...=0.
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e) Laske Riccin kaarevuus ja skalaarikaarevuus.

Ratkaisu. Riccin kaarevuuden koordinaatit saadaan kaavalla (4.11)

4 20 0
Ric= R = Z Riju= 120 32 12
: 0 12 52

Ja skalaarikaarevuus saadaan kaavalla (4.14)

R:ZRﬁ:44+32+52=128.

4.2 Kovariantti derivaatta

Olkoon S m-ulotteinen C?-pinta avaruudessa R™. Jos [ on differentioituva funk-
tion pinnalla S, niin silloin derivaatta Vu on tangenttivektorikentts. Mutta jos f
on vektorikentts ( tai matriisien tai tensorien kenttd), pisteittéin tangenttiavaruu-
dessa T},S, niin silloin derivaatalla on yleenss, komponentteja, jotka ovat nermaaleja,
pintaa S vastaan. Projektiota tangenttiavaruuteen T,S kutsutaan kovariantiksi de-
rivaataksi. (Kuvat 7 ja 8.)

Paikallisilla koordinaateilla us, .. ., u,,, misss g = I ensimméiseen jirjestykseen
pisteessd p, kovariantin derivaataan f koordinaatit pisteessi p on annettu usean
osittaisderivaatan avulla. Esimerkiksi, vektorikentan, jolla on koordinaatit f;, kova-
riantin derivaatan koordinaatit f;; on annettu
of;

fii = fig = .
J

Esimerkki 4.4. Olkoon avaruudessa R3 vektorikentts
F=yii+(z+2)j+ 2%k

a) Laske vektorikentén f derivaatta avaruuden R3 pisteessa.

Ratkaisu. Vektorikentén f derivaatta avaruuden R3 pisteesss on

af 8f of O w0
322 0 0

= (0,2y,0)i+ (1,0,1)j + (32%,0,0)k.
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Kuva 7: (a) Vektorikentts f ympyrslld, (b) sen derivaatta, ja (c) sen kovarianttide-

rivaatta, 0.

asb=p=l

Kuva 8: (a) Vektorikentts f ympyralls, (b) sen derivaatta, ja (c) sen kovarianttide-
rivaatta.
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b) Laske vektorikentén f kovariantti derivaatte. yksikkdpallon pisteessé (0,0,1).

Ratkaisu. Pisteessd (0,0,1) vektorikentén f derivaatta on

000
Df(0,0,1)= 1 0 1| =(0,0,0)i+ (1,0,1)j+ (0,0,0)k.
000

Kovariantti derivaatta pisteesss (0,0, 1) vektorikentélle f on

fiz=Ffii = Of; =

i auj a

00
10

= (1,0)j.

5 Sisédinen Riemannin geometria

Koska monet analyyttisen geometrian suureet ovat siséisig sileslle m-ulotteiselle pin-
nalle S avaruudessa R”, standardi késittely valttss kaikki viittaukset ymparsivisn
avaruuteen R". Pinta S on méritelty topologisena monistona peitettyns yhteenso-
pivilla C*-koordinaattikartoilla yhdesss ”Riemannin metriikan”g kanssa. T&t4 mo-
nistoa kutsutaan Riemannin monistokss.

T&hén mennessd on késitelty yksi sisdinen suure, avaruuden R™ 2-ulotteisen
pinnan Gaussin kaarevuus G. Todistettiin, ettd G on sisdinen derivoimalla kaava
Gaussin kaarevuudelle metriikan termien avulla.

Voisi luulla, etté sisédinen Riemannin geometria ei ole muuta kuin suunnattoman
suuri kokoelma, sellaisia kaavoja, joissa todistetaan sissiseksi sellaiset suureet ku-
ten Riemannin kaarevuus, sektionaalinen kaarevuus ja kovariantti derivaatta. Stan-
dardi ldhestyminen kéytt#s naité kaavoja madritelmins. Etuna on se, ettd ulkoiset
médritelmét ovat takana. Kaavat tulevat paljon monimutkaisemmiksi siséisille pai-
kallisille koordinaateille.

Erityisesti monimutkaisuutta lisis se seikka, ettd paikalliset koordinaatit eivit
yleensd ole ortonormaaleja (Kuva 9). u;-akseli ei ole kohtisuora tasoa {u; = 0}
vastaan; tai infinitesimaalisesti, yksikkovektori e; = &/du; ei ole kohtisuora tasoa

{du; = 0} vastaan. Vektorikentén komponentit
. .0
. 1 2 mY T, 1
X—(X,X,...,X)_E Xe,—_s_ X—aui
ja differentiaalin komponentit

o= (p1,02,...,0m) = thidui
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Kuva 9: Ei-ortogonaalisille koordinaateille u;-akseli ei ole kohtisuora, ug-akselia koh-
taan (siten, ettd {u; = 0}). Infinitesimaalisesti yksikkévektori e; = 0/0uy ei ole

kohtisuora tasoa {du; = 0} vastaan.

kayttaytyvat hyvin eri tavoin, esimerkiksi koordinaattien muuttuessa. Korostetaan
erityispiirretts siten, ettd yldindekseji kéiytetdsn samanlaisten vektorien kompo-
nenteille, eli kontravarianteille, tensoreille, ja alaindekseji kaytetdsan samanlaisille
differentiaaleille, eli kovarianteille, tensoreille.

Néin ollen vektorikent&lld X on komponentit X*. Sen kovariantilla derivaatalla on
komponentit X ’J, joka erottautuu puolipisteells osittaisderivaatasta X ‘] Kovariantin

derivaatan komponentit annetaan kaavalla,
X5 = X5+ Ti Xk, (5.1)
k
missé merkintd I‘;-k tarkoittaa Cristoflelin symbolia
i 1 il
=5 > 9 (G + i — giva), (5.2)
1

madriteltynd metritkan g;; osittaisderivaatoilla ja kisinteisluvuilla g% . Erityisesti ko-
variantti derivointi on sisdinen kasite.

Kaavassa (5.1) osittaisderivaatta antaa ensimméisen pastermin. Liséiksi on yli-
médraisié, termeja, sills, kantavektorit itse kddntyvit.

Molemmissa kaavoissa (5.1) ja (5.2) jokainen indeksi 4, j tai k vasemmalla esiintyy
samassa asemassa (joko ylé- tai alaindeksing) oikealla. Summa kulkee yli indeksin k&
tai [, miks ilmenee molemmissa ala- ja yliindeksissé. Nailla merkinnoills, esitysmuoto

on yhteydessé konvarianttiin ja kontravarianttiin.
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Jotkut késittelyt mésrittdvit kovariantin derivoinnin I'%, monistoilla ilman met-

riikoita. Kovarianttia derivointia kutsutaan my®s konnektioksi, koska derivoimalla
vektorikentét, saadaan konnektio pinnan S tangettiavaruuksien valille eri pisteissé.
Kanoninen konnektio, miks tulee Riemannin metriikasta (”Levi-Civita vhteys”) on

symmetrinen, joten termi torsio on 0 eli
Riemannin kaarevuus on annettu kaavalla

;‘kl = _P;'k,l W P;l,lc + Z(—F?k b P?lrik)- (5.4)
3

Riemannin kaarevuus on siséinen, koska konnektio I, on siséinen. Jokainen indek-
si kaavan vasemmalla puolella ilmenee samassa asemassa kaavan oikealla puolella.
Summa kulkee yli indeksin A, joka ilmenee seks, yli- etté alaindeksina.

Vanhat symmetriat kaavoissa (4.8)-(4.10) pétevit yhs samanlaisille tensoreille

Rijlcl = Z gihR;'lkl-

h
Koska

Ry =) ¢"Buu,
h
niin
Rj’lk = _R;"kla (5-5)
mutta yleisesti R}, # —R:,,. Esimerkiksi, RZ,, ei vilttavamatts hivid. Ensimmi-
nen Bianchin yhtls pitee
it + Bij + Bije = 0. (5.6)

Riccin kaarevuus saadaan kaavalla

Ry = Z R;"il; (5.7)
ja skalaarikaarevuus kaavalla
R=Y ¢"Ry. (5.8)
Tason, jolla on ortonormaalikanta v, w, sektionaalinen kaarevuus on
KuAw)= Z Rijuv'wivFwt. (5.9)
1,5,k
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Jos pinta S on 2-ulotteinen, niin sen Gaussin kaarevuus on G = R/2.

Jos g = I on ensimmaiseen jérjestykseen pisteessé p, niin silloin

:
ik = 07
i . i
X;j - X,J’
_ i ;
Ryu = Riy= =+ T

Ry = Za;ﬁ,
R = iﬁﬁ,
ja
K(vAw) =Y Riv'wit

Muutamaa muuta erityisté kaavaa tarvitaan joskus. Yleisen tensorin f kovariant-

ti derivaatta on annettu kaavalla

JieJs J1.--3s § : J1  pmga..ds
AT 'i1...ir,kz+ 1—‘Tn, i1e0p +
m
Js jl---js—lm 1..7a
+§ :ka 10ip § :Fkll mig.. i, (510)
m

= T fd
Riccin lemma sanoo, ettd metriikan kovariantti derivaatta on 0 eli
ik = g3 = 0. (5.11)

Yleisesti vektorikentdn X sekoitetut kovariantit osittaisderivaatat eivit ole yh-

tdsuuria. Riccin yhtdlo antaa kaavan Riemannin kaarevuuksien termien erolle:
Xiw = Xis == RigX". (5.12)
h

Vaikka Riccin yht4l6 antaa vaihtoehtoisen kuvauksen Riemannin kaarevuudelle, niin
se antaa védran vastauksen sekoitetuille osittaisderivaatoille. Riemannin geomet-
rian siséisissé kaavoissa Riccin yht4ls on joskus késnnetty Riemannin kaarevuuden
médritelmédn.

On olemassa kaksi tapas todistas Riemannin geometrian sissiset kaavat: joko
suoraan ulkoisten mééritelmien avulla tai enemmén sisdisesti tutkimalla invarians-
sia, kun koordinaatit muuttuvat. Kaavalle (5.1) ulkoinen etts invarianssi todistus

16ytyy lahteesta [9].

30



5.1 Geodeesit

Olkoon C' C*-kiyrs m-dimensionaalisella C2-pinnalla S avaruudessa R™ varustet-
tuna kaarevuusvektorilla & pisteesss p € C. MaAritetdsin geodeettinen kaarevuus Ky
kaarevuusvektorin & projektiona tangenttiavaruuteen T,S. K, on myos yksikk&tan-
genttivektorin kovarianttiderivaatta. Kun kaarevuus & on ulkoinen, niin geodeetti-
nen kaarevuus K, on siséinen.

Geodeesi on kéyri, jolle k, = O kaikissa pisteissi. Esimerkiksi pallopinnalla,
geodeesit ovat isoympyrén kaaria, mutte muut pallopinnan ympyrén kaaret eivit
ole geodeeseja. (Kuva 10.) Lyhimmét polut osoittautuvat geodeeseiksi, mutta on
olemassa my6s muita pidempis geodeeseja kahden pisteen vilills. Esimerkiksi ei-
antipodaaliset pisteet ekvaattorilla voidaan liittas lyhyells ja pitkalls geodeesilla,
riippuen siitd mihin suuntaan liikutaan. Navat on liitetty yhteen d4rettéméan monella
puoliympyrén muotoisilla pituuspiireills, joilla kaikilla on sama pituus.

Seuraava lause selittéé, miksi lyhin polku on aina geodeesi.

k, #0

Kuva 10: Pallopinnalla isoympyréin kaaret ovat geodeeseja (k = 0), mutta muut

pallopinnan ympyrén kaaret eivét ole geodeeseja (k # 0).

Lause 5.1. Kdyrd on geodeesi, jos ja vain jos sen pituuden ensimmdinen variaatio

hdvidd.

Todistus. Olkoon x(t) paikallinen parametrisointi kaarelle. Vastaavasti infinitesi-

maalinen kompaktisti tuettu kaaren x(¢) muutos §x, joten pituuden variaatio saa-
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oL = 5/()( %)1/? = /;(x %)"V%2% . 6%

= /T-J)'c:—/T-éx:~/n-(5x:—/ng-6x

integroimalla osittain ja ottamalla huomioon, ettd éx pysyy pinnalla. 61 héviss

kaikilla 6x pitkin pintaa jos ja vain jos &, = 0, jolloin kéyrs on geodeesi. O

Paikallisille koordinaateille u', .. ., u™ olkoon kaarenpituuden parametrisointi u(t)
siten, ettd yksikkStangenttivektori T = 1. Mink4 tahansa funktion f(u) derivaatta
pitkin kdyrés on annettu muodossa Y. f;u’ (ketjusdsints). Minké tahansa vektori-

kentsn X* kovariantti derivaatta pitkin kiyrss on

doXiw = Z Xia, + Z Ll X (5.13)
7
= X'+ I‘}kuJX'“
ik
(katso kaava (5.1)). Néin ollen saadaan kaava geodeeseille (parametrisoituna kaaren

pituudella), silld kovariantti derivaatta pitkin vektorikentsin X* = T¢ = 4 kiyria

taytyy hévita eli
0=14a + Z Lk (5.14)

5.2 Hyperbolinen geometria

Esimerkkin& Riemannin geometriasta, olkoon H 2-ulotteinen hyperbolinen avaruus,

jolle globaalit koordinaatit on annettu ylemméssé puolitasossa
{(z,y) eR?:y >0}
varustettuna metriikalla,
9i5 =y 053
missé, . )
d82 = ;dﬁ + ?dy%

Koska pisteittéin g on standardin metriikan monikerta (g on ”konforminen”), kulmat

ovat ylemméssé puolitasossa samat kuin hyperbolisessa avaruudessa H , vaikkakin

etéisyydet eiviit ole samat.
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Lasketaan Christoffelin symbolit ja kaarevuus. Metriikan gij kédnteinen metriik-

ka on

g9 = 4269,
Kaavalla (5.2) saadaan,
1
Fiz = 1_%1 = §y2(912,1 + 9112 — G12.1)
— lyzi 2 gt
27 Oy 7
Vastaavasti
~T}, = I =—y!

ja loppujen Cristoffelin symbolien arvot ovat 0.
Kaavalla (5.4) saadaan

Ry, = _I%Lz + I%2,1 + Z(_Fglr}ﬂ +T5Th)
h
= =y 40+ (—y P +y ) =—y 2
Vastaavasti
R%21 = _y—z, Rin = Rgzz =0,
Ry = Ry, + Ry = -y, Ry =—1?
R = -2 G=-1.

Hyperbolisella avaruudells, H on jatkuva Gaussin kaarevuus -1.

Geodeesi parametrisoituna kaaren pituudes muuttujan ¢ avulla téytyy toteuttaa
yhtélot (5.14) eli

-2y =0 ja g+y @t —y P =0.
Olkoon p = dz/dy. Silloin

: , . dp.g -
= ; = s p i\
=Dy = dyy +py

Ratkaisemalla §j toisesta yht#lostd ja sijoittamalla se ensimmaiseen yhtéléon saadaan

p 1.3
ay =Y (r° +p).
Integroimalla osamurtoluku saadaan
da cy

=p=t——
dy V1 —c*y?
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Jos ¢ = 0, saadaan pysysuorat suorat geodeeseiksi. Muutoin jos ¢ = 1/a, niin in-

tegroimalla saadaan

(z—b)? +¢* =a2

N&mé geodeesit ovat vain puoliympyroitd, jotka ovat keskittyneet z-akselille. (Kuva
11.)

78N

Kuva 11: Geodeesit hyperbolisessa avaruudessa H ovat puoliympyroita, jotka ovat
keskittyneet x-akselille tai pystysuoria viivoja.

Lépi minkéd tahansa kahden pisteen on olemassa yksikisitteinen geodeesi, tai
”suora viiva”, joka antaa lyhimmén polun pisteiden vilille. Fuklideen neljs ensim-
méistd postulaattia patevat. Surullisen kuuluisa viides postulaatti ei pade. Sen ekvi-
valentti lausuma Playfairin ansiosta sanoo, etté annetulle suoralle [ ja pisteelle p,
joka ei ole suoralla, on olemassa yksikésitteinen suora pisteen p kautta, joka ei leik-
kaa suoraa . Yksikésitteisyys el pade hyperbolisessa geometriassa. Hyperbolinen
geometria todistaa sen mahdottomuuden, mité matemaatikot ovat yritténeet tuhat
vuotta - paételld viides postulaatti neljists ensimmaisests - ja antaa ensimméisen
esimerkin epéeuklidisesta geometriasta.

Mielivaltaisen pisteen (a, b) hyperbolinen etiisyys z-akselista, mitattuna, pysty-
suoralla geodeesilla, on \

/ y~ldy = oo
y=0

Hyperbolisella avaruudella ei ole reunaa, mutta se laajenee rajattomasti kaikkiin

suuntiin.
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5.3 Geodeesit ja sektionaalinen kaarevuus

Positiivinen sektionaalinen kaarevuus tarkoittaa, ettd yhdensuuntaiset geodeesit sup-
penevat kuten pallopinnalla. Negatiivinen sektionaalinen kaarevuus tarkoittaa, ettd

yhdensuuntaiset geodeesit hajaantuvat kuten hyperbolisessa avaruudessa.

6 Yleinen suhteellisuusteoria

Témé Luku perustuu lahteisiin [7] ja [9]. Avaruuden kaareutumisesta Aurinkokun-
nassa on havaittavia seurauksia. Pisimpasn tunnettu ilmid on Merkuriuksen ratael-

lipsin hidas kiertyminen (Kuva 12.).

_ Perihelin Kiey
“ yhdelif kerroksella

Kuva 12: Merkuriuksen radan kiertyminen. [7]

Rataellipsin Aurinkoa lghin piste eli periheli kiertyy vuosisadassa 574 kaarise-
kuntia. Ranskalainen téhtitieteiljia U. Le Verrier osoitti 1859, ettd pddosa téstd
kiertymisesté (531 kaarisekuntia) on seurausta muiden planettojen vaikutuksesta.

Jéljelle jasnyttd osaa 43 kaarisekuntia, ei voitu selitt44 klassisen mekaniikan avul-
la. Einstein osoitti, etté kiertymin epésdsnnollinen osa voidaan ymméartas suhteelli-
suusteorian pohjalta. Perihelin kiertymisen aiheuttasa osaltaan avaruuden kaareutu-
minen, mutta Merkuriuksen rataliikkeeseen vaikuttavat my6s Lorentzin kontraktio
ja ajan dilataatio.

Yleisells suhteellisuusteorialla on kolme elementtid. Ensimmaisens suppeampi
suhteellisuusteoria kuvaa liiketts vapaassa avaruudessa ilman painovoimaa. Toiseksi
ekvivalentin periaate laajentaa teorian, ainakin periaatteessa, ottamaan mukaan pai-
novoiman yht&loimalld painovoiman kiihtyvyyden kanssa. Kolmanneksi Riemannin

geometria antaa matemaattiset kehykset, miks tekee laskemisen mahdolliseksi.
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6.1 Suppeampi suhteellisuusteoria

Yksi hiukkanen vapaassa avaruudessa seuraa suoraa viivaa, vakionopeudella. Esimer-

kiksi = at, y = bt, z = ct,
x Yy oz

a b ¢
miké on origon kautta kulkevan suoran yht&lo kolmiulotteisesss avaruudessa. Tamé

polku on myos suora 4-ulotteisessa avaruusajassa eli
T y =z t
a b ¢ 1’
T&amé4 on geodeesi standardimetriikalle
ds® = dz? + dy® + dz? + dt*. (6.1)
Itseasiassa se on geodeesi mille tahansa metriikalla, joka on muotos,

ds* = ayda? + asdy® + azdz® + agdt?. (6.2)

Kaikki niité koordinaatistojirjestelmis, jotka liikkuvat absoluuttisen avaruuden

suhteen vakionopeudella, kutsutaan inertiaalijirjestelmikss.

Einstein pohjasi suppeamman suhteellisuusteoriansa kahteen postulaattiin:

1. Kaiki inertiaalijirjestelmét ovat saman arvoisia kaikkien fysikaalisten tapah-
tumien kuvailussa.

2. Valon nopeus ¢ on sama kaikissa inertiaalijérjestelmisss eli invariantti.

Postulaatin 1 véliton seuraus on, etté valo etenee samalla nopeudella, havaitsijan
liiketilasta riippumatta, kuten Michelsonin ja Morleyn tekems, koe osoitti.

Einteinin postulaatit pateviit liikkeelle pitkin geodeesia avaruusajassa. Niistd
esimerkkiné erikoistapaus kaavasta (6.2)

ds® = —dz?® — dy? — d2° + 2di. (6.3)

Témé on kuuluisa Lorenzin metriikka, misss c on valonnopeus. Valitsemme yksikot
siten, ettd ¢ = 1.

Lorenzin metriikka pysyy invarianttina koordinaattien sisdisessd muutoksessa,
mutta ndyttad erilaiselta kiihtyvissd koordinaattisysteemeissé.

Témé metriikka on mukana tésséd miinus merkkisens; metriikka ei ole positii-
visesti definiitti. Lukuunottamatta uutta faktaa, ettd kaaren pituuden nelis ava-

ruusajassa voi olla positiivinen tai negatiivinen, kaikki masritelmét ja ominaisuudet
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séilyvat muodollisesti samoina. Yleisesti, positiivinen sektionaalinen kaarevius tar-
koittaa, ettd yhdensuuntainen geodeesi suppenee (niiden vélisen etdisyyden nelid
pienenee).(Katso Kappale 5.3)

TA&t4 uutta etdisyyttd s on usein kutsuttu ”aidoksi ajaksi” 1, koska liikashtamat-
tomalle partikkelille (z, y, z vakiot) on ds® = dt2. Jos korvataan symboli s symbo-
lilla 7 ja muutetaan koordinaatit pallokoordinaateiksi, saadaan Lorentzin metriilkka

muotoon

dr? = —dr® — r2dp?® — 12 sin® d6? + d¢2. (6.4)

6.2 Ekvivalenssiperiaate

Suppeampi suhteellisuusteoria kisittelee liiketts (paikkaa, nopeutta, kithtyvyytta)
vapaassa avaruudessa. Jéljelle jaava kysymys on, ettd kuinka kasitelld painovoimaa.
Ekvivalenssiperiaate sanoo, ettd infinitesimaalisesti painovoiman aiheuttamat fy-
sikaaliset vaikutukset ovat erottamattomat kithtyvyyden vaikutuksista. Jos tunnet
puristusta pienesss hississé, et voi kertoa johtuuko se siité, etts hissi on massiivisella
planeetalla vai siité, ett4 hissi litkkuu ylospsin. Sen téhden painovoiman vaikutukset
ovat samat kuin kiihtyvyyden vaikutukset. Liikkeen laskeminen gravitionaalisella

kentalla supistuu geodeesin laskemiseen jollakin vieraalla metriikalla.

6.3 Schwarzschildin metriikka

Yleisin perusesimerkki yleisestd suhteellisuudesta on Lorentzin metriikan vaikutus
pistemassaan, kuten aurinko aurinkokunnan keskells. Oletetaan, ettd metriikka saa

yksinkertaisen muodon
dr?® = —e*Mdr? — r2(dp? + sin® pdf?) + e d¢?, (6.5)

missé A(7) ja v(r) ovat maéritettévia funktioita. Tams metriikka on pallomaisesti
symmetrinen ja ajasta riippumaton. Fysiikaalisilla syilld Einstein oletti eteenpéin,

ettéd nyt niin kutsuttu Einsteinin tensori katoaa:
. . 1 .
GZ = g”Rjk . ER(SZ =0. (66)

Jotta t8té olettamusta voidaan kiyttis, lasketaan Einsteinin tensori metriikalle kag-

vassa 6.5. Kéytetsasn muuttujia r, o, 0 ja t. Lasketaan ensin metriikka,

gu=—€, gun=-1% gu=—r’sin’p, gu=e”, muut katoavat,
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gl = e

22 -2 33 —2 ;-2 44 -

=-r* ¢ =-r"“sin v, g - =e ", muut katoavat;

silloin Christoffelin symbolit

1
= —)\', I3, =—re™, Tl = —resin ©, (6.7)
= 51//6"_’\, I3, =r71, T%4 = —sinpcosop,
1
= cotyp, I = 51/ , muut katoavat,
missé A" tarkoittaa dA/dr; silloin jotkin Riemannin kaarevuustensorit ovat muotos,
1 1 il
R — ~1y/ R o )\I l2
131 = T A, 141 = TV +(2V)( ) = VR
1 1
57")\,6_)‘: Ry =1—e, Rous = 27 (—re™),
1
57")\’ sin® pe™,  RZ,, = sin? p(1 — ™),
1
51/(—7‘)6—’\ sin? @,
1 Y/ 1 /2 1 /
4 = . )\I
5¢ (V" + 5V~ 5V )
1
Ry == e
434 2r Tve

silloin jotkin Riccin kaarevuuden komponentit saavat muodon

Rll =

Rgy =
Rs3 =
Ry =

R =

—1 AI V” + I/ )\I 1 ’

2 4
1+ %re‘A(A —V)—e™?,
sin? 9 Ry,
A+ %z/2 - %1/)\' +2r~1),

1 1
—2r 2 eV —2r7 N — EV’)\I + =V +2r7 1 1 2r72);

2

Ja lopultakin jotkin Einsteinin tensorin komponentit saavata muodon

G
Gi
G
Gy

Koska G4 = 0, e

3 1. .
9" Ry — 515,

r? e M—r~W — ),

1 1
S Gy Rt S VL B r_ L
e ( 5V +2 A — 3" + V/\ )s

2 f e eIV — 72,

= 1 —r~ joillekin vakioille «y (tarkistetaan, ettd dry/dr = 0).

Ottamalla huomioon testipartikkeli, jolle nopeus on 0 ja r on suuri, paastéddn joh-

topéstokseen, ettd v = 2GM, missé M on keskimassa ja G on gravitaatiovakio.
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Siksi
e =1-2GMr,
Koska,
Gi=G=0,
niin A + v on vakio. Koska metriikan tulisi n&ytt48 Lorentzin metriikalta suunnat-

toman suurella vakiolla r, voidaan pastells, ettd A + v = 0. Siksi
¢ =e*=1-2GMr'. (6.8)

Nyt G3 = G = 0 automaattisesti.

Schwarzschildin metriikaksi saadaan nyt

dr* = —(1- 2GMr~Y " dr? — r?(dy? + sin? pdf*) (6.9)
+(1 — 2GMr~Y)dt?

Jos M = 0, Schwarzschildin metriikka kaavassa (6.9) sieventyy Lorentzin metriikaksi
kaavassa (6.4). Kun r pienenee arvoksi 1 [2GM, dr? rijshtas: kutistamalla aurinko

yhdeksi massapisteeksi on luotu musta-aukko, jonka side on 1 /2GM!

6.4 Suhteellinen taivaan mekaniikka

Nyt voidaan katsoa, mitd eroja yleinen suhteellisuusteoria ennustas Merkuriuksen
radoille. Fysiikka on antanut muodon neljélle geodeesien kaavoille 5.14 Schwarzs-
childin metriikassa (6.9). Neljain yht&lon pitéisi johtaa, sithen, ettd voidaan ratkais-
ta r, , 0, ja t muuttujan 7 funktiona. Sen sijaan, etts k&ytetddn geodeesien en-
simmaisté yhtélod, jossa on d?r/dr?, niin kéytetasn identtisyytts dr® = g;;dzida’:
dr dp\ 2
~(1-260Mr)7 () -2 (%) 6.10
( ) dr "\dr (6.10)
df\2 dt \2
2 52 -1
= o) ta-2oMr () =1
o (Gz) + (- 20mr) (g
Jotta voidaan laskea kolme muuta geodesian yhtlss, jatketaan kaavasta, (6.8)
laskemalla,

N = -/ =-2GM(r? — 2GMr),
N = " = 2GM(r® — 2GMr)%(2r — 2GM),
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ja silloin kaavalla (6.7) saadaan

I, = —GM(r? —2GMr)™!

Iy = —r(1-2GMr'=2GM —r
Iis = (2GM —r)sin®p

ry, = %(1 —2GMr~1)(2GMr~?)
[y = Tiy=r""

I'%, = —sinpcos ©

I3, = coto

Iy = GM(r? —2GMr)~!

Néin ollen kolme viimeisté geodeesien yhtélss (vertaa kaavaa (5.14)) ovat

do  , adrdp d\?
) +2r Gr gy Sinpcosy <%> =0, (6.11)
d*0 _,dr df dy df
gz T2 2e0bpm =0, (6.12)
d*t 2GM  dr dt

= s A 13

i A 2GMrdrdr (6.13)
Yhtélsiden (6.10)-(6.13) ratkaisu antaa Merkuriuksen kiertoradan. Oletetaan, etté
aluksi di/dr ja cos @ ovat 0, yht&loll4 (6.11) saadaan, etté o on 7/2. Siten kiertorata

séilyy tasolla. Muut kolme yhtlss (6.10), (6.12) ja (6.13) tulevat muotoon

—(1—2GMr—1)1 (%)2 — ¢ (%) + (1 - 2GMr™1) <3j) =1, (6.14)

d*0 _1dr df
Tt =0, (6.15)
d?t L drdt
) + ZGM(T' —2GMr ) e dT (6.16)
Integroimalla kaavat (6.15) ja (6.16) saadasn
o df
== i 1
e h (vakio), (6.17)
N :
(1—-2GMr )E = [ (vakio). (6.18)
Siksi yht&lo (6.14) tulee muotoon
2
—rt <%> — 1731 = 2GMr™Y) + B2h7% = b1 — 2GMr™Y). (6.19)
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Merkitsemalls r» = u~! saadaan

du\? 3 |
(@) =2GM <u —2GM’LL +51’U,+,60>

joillekin vakioille 35 ja 3;. Parametrin v maksimi- Jja minimiarvot u; ja ug ovat juuria.
Koska juurien summa on 1/2GM, niin silloin kolmas juuri on 1/2GM — uqy — us.

Niin ollen

du il
<@) = 2GM(u—u1)(u — u2)<u ETelvi 4+ u; — Ug),
do 1
—_— = 1 —2GM (u + uy + ug)] /2
|| \/(ul—u)(u—ug)[ (s + )
1+GM_(’LL+U1+U2)

(ur —u)(u—ug)

Ensimméiselle approksimaatiolle kiertorata oli klassinen ellipsi
u=1""(1+ecosb),
yhdessd uy = 17" (1 +€), up = I"1(1 — e), ja etdisyyksien keskiarvo
1/1 1 [
“:§<u_1+u_2> Tioe

Yhdelle pyorédhdykselle pitee

2 ~1
1+ ML 3+ e cosfl] —~1e|sin 6|df
0=0 \/171e(1 — cos 0)I—1e(1 + cos f)

2
= / 14+ GMI™Y(3 + ecos6)dd
0

=0

= 2n+67GM/I
= 27 +6GM/a(l - €?).

AG =~

Ellipsi on kiertynyt 6wnGM/a(1 — €?) radiaaniin. Merkuriuksen jakson T kiertynyt

termi on
orGM

a(l —e?)T"
tai useammalla vakioyksikolls ilmoitettuna (missé valonnopeus c ei ole 1),

6rGM
ca(l —e2)T

radiaania.
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Nyt

G = gravitaatiovakio = 6,67 x 107 m?/kg s?,

M = auringon massa = 1,99 x 10%kg,
c = valonnopeus = 3,00 x 10°m/s,
a = keskiarvo etéisyys Merkuriuksesta aurinkoon = 5, 768 x 10°m,

e = Merkuriuksen kiertoradan eksentrisyys = 0,206
T = Merkuriuksen jakso = 88,0 paivéa,
vuosisata = 36525 paivii
radisani = 360/27 astetta,
aste = 3600

Sijoittamalla ndmé& luvut kaavaan, saadaan kiertymisen suuruudelle arvio
43, 1" /vuosisata,

yhteisymmaérryksessd havaintojen kanssa.

7 Gauss-Bonnet’n lause

Yksi tunnetuimmista matematiikan tuloksista on Gauss-Bonnet’n lause, joka yh-
dist# pintojen geometrian ja topologian. Gauss-Bonnet’n lauseen todistus 15ytyy
esimerkiksi 14hteests, [4] s. 168-171.

7.1 Gauss-Bonnet’n kaava

Lause 7.1. Olkoon R siled kiekko siledlld 2-ulotteisella Riemannin monistolla M

varustettuna Gaussin kaarevuudella G. Olkoon k, reunan geodeettinen kaarevuus.

Silloin .
/G+] Ky = 2. (7.1)
R OR

Esimerkiksi tason kiekolle 0 + 2r = 2w. Yksikkopallon ylemmaélle puoliskolle
21 40 = 27.
Téamé4 kaava viittaa, ettd G on siséinen kuten Gaussin Theorema Egregium 2.9

ilmoitti.
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Jos reunalla, OR on sisikulmia o;, kuten Kuvassa 13, niin silloin reunan kaa-
revuustermi [, kg kaavassa (7.1) voidaan tulkita uudelleen sisaltimiin diskreetit

kontribuutiot » (7 — a;). Vaihtoehtoisesti jos kulmat kisitellssn erikseen, niin

/RG+/6RHQ+Z(W—%):2W. (7.2)

-
-

Ty

b

Kuva 13: Sisdkulma o antaa kontribuutiot m — o termille fa R g

Yleisesti geodeettiselle kolmiolle A pitee

/G+7r:a1+a2+a3, (7.3)
A

joka on variaatio tutulle lausunnolle, etté tason kolmion kulmien summa on 7.
Kéayttamalls pisteeksi suppenevia kolmioita voidaan laskea Gaussin kaarevuus
at+aetaz—m

pinta-ala A
Yksikkopallon pinnalla [ A G tulee kolmion A alaksi A:

G = lim

a1+oc2—|—a3:7r+A, (74)

Joka on yksi peruskaava pallon trigonometriassa. Esimerkiksi geodeettiselle kolmiolle,
kuten Kuvassa 14, jonka yksi kérki on pohjoisnavalla ja kaksi ekvaattorilla seké
kolme oikeaa kulmaa,

L L T T
227 Ty
Gauss alunperin 18ysi kaavan (7.3) vuonna 1827. Bonnet vahvisti kaavan (7.1)

vuonna 1848.
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Kuva 14: Pallopinnalls olevalle kolmiolle kulmien summa, on o+ o +ag =m -+ A
Kuvan tapauksessa 7/2 + 7/2+ /2 = n 4 7/2.

7.2 (Gauss-Bonnet’n lause

Gauss-Bonnet'n lause on globaali tulos kompaktista 2-ulotteisesta silesists Rieman-
nin monistosta M. Se on suhteessa geometriseen suureeseen, Gaussin kaarevuuden

integraaliin, ja topologiseen suureeseen, Fulerin karasteristikaan X-

Maiéaritelmi 7.2. Mille tahansa Riemannin moniston M kolmioinnille varustettuna

kérjilla V', reunoilla F ja pinnalla F, Eulerin karasteristika X on mééaritelty
x=V-FE+F.

Lause 7.3. (Gauss-Bonnet’n lause) Lause sanoo, ettd

/M G =2ry. (7.5)

Esimerkiksi otetaan yksikkopallo, joka on kolmioitu ekvaattorilla, ja pituusateen

kahdella ortogonaalisella isoympyralla. (Kuva 15.) Eulerin karasteristika on
X=V-E4+F=6-12+8=2.

Néin ollen
/ G = 4n = 2my.

Yksi seuraus kaavasta (7.5) on, etts Eulerin karasteristiks on riippumaton kol-
mioinnin valinnasta ja siitd johtuu, etté se on topologisesti invariantti. Ttseasiassa
pinnoille varustettuna genukselle g (genus tarkoittaa "reikien”tai "kahvojen”luku-
mésraé pinnassa) pétee

X =2-—2g.
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Kuva 15: Yksikkopallolla on Eulerin karasteristika, X=V-E4+F=6-124+8=2.

Gauss-Bonnet'n lause sanoo, ettd [ G = 47 = 2rry.

Toinen seuraus kaavasta (7.5) on, ettd J G on riippumaton metriikasta ja riip-

puvainen vain Riemannin moniston M metriikasta.

7.3 Gaussin kuvaus pinnalla avaruudessa R3
Avaruudessa R? pinnan M Gaussin kuvaus on vain yksikkonormaalivektori
n: M — S%

Olkoon pinta, kuten Kuvassa 16, sellainen, ett3 se on tangentiaalinen zy-tasoa vas-
taan pisteessd p, varustettuna pédkearevuuksilla x; pitkin z-akselia ja Ko pitkin
y-akselia. Oletetaan, ettd r; < 0 ja Ky > 0.

Kuva 16: Gaussin kuvaus kuvaa pisteen yksikkénormaalivektorilla pallopinnalle.

Derivaattas Dn kutsutaan Weingartenin kuvaukseksi. Jos liikutaan z-suunnassa,
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pisteesté p; pistetté p, kohti, niin n kééntyy z-suuntaan |x,| verran, mutta on positii-

. : . K1 )
vinen kun x; < 0. Ensimmaéinen sarake derivaatasta Dn on [ . Jos péinvastoin
0

litkutaan suunnassa y pisteestd p; pisteen p; suuntaan, niin n kisintyy negatiiviseen

0
y-suuntaan |k;| verran. Toinen sarake derivaatasta Dn on . Tésta johtuu,
_‘K;Q
etté
— 0
Dn=| ™ = —IL
0 — K9

Yhtalé patee milld tahansa ortonormaaleilla koordinaateilla. Gaussin kuvauksen

Jacobin determinantti on yhté suuri kuin Gaussin kaarevuus eli
det Dn = RKi1kg = G.

Jos M on topologinen pallo, niin yksikkénormaalivektorilla n on aste 1 (peitt&s
pallopinnan kerran, algebrallisesti), ja

/ G = kuvan pinta-ala n = 47 = 27y.
M

On loydetty Gauss-Bonnet’n lause pallolle avaruudessa R2. Yleiselle kompaktille

Gaussin pinnalle M avaruudessa R® yksikkénormaalivektorin n aste on x/2, ja

/ G = X4x = 21y,
v 2

miké on Gauss-Bonnet’ lause mille tahansa suljetulle pinnalle avaruudessa R2.

7.4 Hyperpinnan Gaussin kuvaus
Hyperpinnalle M™ avaruudessa R™*! Gaussin kuvaus on
n: M- S"

Ortonormaaleilla koordinaateilla, jotka on suunnattu p#skaarevuus suuntiin pis-

teessd, Weingarten kuvaus on

— 1 0
Dn =

0 —bom

Gaussin kuvauksen n Jacobin determinantti on
(_H'l) tte (_K'n) = ("1)HG7
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jos Gaussin kaarevuus G on mésritelty k,---x, = det II. Pinnoille pétee, jos n

parillinen, niin Gaussin kuvauksen n aste on Eulerin karakteristika
x=V-E+F—...
ja
/ G=2 pinta-ala S7, (7.6)
M 2

yleistys Gauss-Bonnetista hyperpinnoille (H. Hopf 1925). (Jos n on pariton, niin
x=0.)

7.5 Gauss-Bonnet-Chern lause

Gauss-Bonnetin lauseen yleistys kaava 7.6 pitee mille tahansa parillisulotteiselle
siledlle kompaktille Riemannin monistolle M.

Kaava ja todistus vaativat Gaussin kaarevuuden G méaritelmis, paikallisilla,
koordinaateilla. Se on

1

T on/2p) detgs; R117'2J1JZB13744.13]4 R, tinin-1in€ ¢ )

missé "> = %1, riippuen siitd, ettd onko 4, ... ,%, parillinen vai pariton permu-
taatio. Esimerkiksi 2-ulotteiselle pinnalle, joka on tangentiaalinen z;zo-tasos vas-
taan origossa avaruudessa R", varustettuna paikallisilla koordinaateills z; ja o,
det g;; = 1, ja ainoan sektion Gaussin kaarevuus on nain ollen

1

G =g

(Rig12 — Rygo1 + Ra121) = Rio1o.

7.6 Yhdensuuntaissiirto

Vektorikentén kiyrsd kutsutaan yhdensuuntaisekss, jos sen kovariantti derivaatta
pitkin kéyras katoaa (Katso kaava (5.13)). Vektori jossakin pisteessd kéyralld voi olla
yksikésitteisesti jatkuva ” yhdensuuntaissiirtymalld”kuten yhdensuuntaisella vekto-
rikent&lls. Euklidisessa avaruudessa yhdensuuntainen vektorikentts on jatkuva, jos
kaikki vektorit ovat ”yhdensuuntaiset”.

Riemannin monistossa. M kéyré on geodeesi, jos ja vain jos sen yksikkstangent-
tivektori T" on yhdensuuntainen. Jos M on 2-ulotteinen pinta, v on kéyré, ja 8 on
yhdensuuntaisen vektorikentén X ja yksikkotangenttivektorin T valinen kulma, niin

silloin geodeettinen kaarevuus ”

kg = %
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Jos 7y on suljettu kéyra, niin tulos X (1) yhdensuuntaissiirtyméastd X kayrin ympéari
on jossakin kulmassa o verrattuna alkuvektoriin X (0) (Kuva 17.). Gauss-Bonnetin

kaavalla (7.1),
271'—/G //-cg /——271'
a:/G.

Tésts johtuu, ettd Gaussin kaarevuus voidaan tulkita verkon summana, misss, vek-

joten

tori kddntyy yhdensuuntaissiirtymén aikana pienen suljetun kdyrin ympéri.
Yleisemmin korkeampi dimensionaalisissa, Riemannin monistoissa, M y Rijrr voi-
daan tulkita suuruutena, jonka vektori kédntyy e;, e;-tasossa yhdensuuntaissiirty-

mén aikana pienen suljetun tason ey, e; kiiyrin ympéri.

Kuva 17: Geodeettinen kaarevuus «, = df/ds, missé 6 on kulma yhdensuuntaisesta,
vektorikentéstd X yksikkotangenttivektoriin T'. Gauss-Bonnetin kaavalla kulma, Q,
alusta X (0) loppuun X (1), on [ G. Esimerkiksi kulkeminen it&4n pitkin leveysasteen
ympyréé pohjoisella yksikkd pallopuoliskolla sisiltééd kaartumista vasemmalle (aja-
tellaan pieni ympyrs pohjoisnavan ympéri). Leveysasteelle lihells paivantasaajaa
tdma efekti on pieni ja yhdensuuntainen vektorikentts loppuu pisteeseen, joka, osoit-
taa lievisti oikealle, t.s. kulmassa c, joka on melkein 2 vasemmalle. Oheinen alue

on melkein 27, joka on koko pohjoisen pallopuoliskon pinta-ala.

Kaavassa 5.3 oli infinitesimaalinen version Riemannin kaarevuudesta
- X; bk = E le
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Vasen puoli kuvaa vaikutuksia vektorikenttsizn X , kun litkutaan infinitesimaalin

suunnikkaan suuntaan: ensin suuntaan k, sitten suuntaan , sitten takaisinpéin pitkin
polkua, joka meni ensin suntaan I, sitten suuntaan k. Rj-,d antaa suuruuden, jonka,

alkupersisen vektorikentin X j komponentti muuttuu, kun 7 komponentti muuttuu.

8 Geodeesit ja globaali geometria

Olkoon M siled Riemannin monisto. Differentiaaliyht#lsiden teorian mukaan on ole-
massa yksikasitteinen geodeesi 1api jokaisen pisteen jokaiseen suuntaan. Oletetaan,
ettd M on (geodeettisesti) tdydellinen eli geodeesi voi jatkua rajattomasti. Tama,
edellytys tarkoittaa, ett4 Riemannin monistolla M on reuns, ja silla ei ole puuttuvia

pisteita.

8.1 Eksponentiaalinen kuvaus

Mésritelm4 8.1. Eksponentiaalinen kuvaus Exp, pisteessé p Riemannin monistos-
sa M kuvaa tangenttiavaruuden T, M Riemannin monistoon M l5hett&dmalls vekto-
rin v tangenttiavaruudesta T, M pisteeseen Riemannin monistossa M etaisyydelle

|v| pitkin geodeesia pisteests p suuntaan v.

(Kuva 18).

Kuva 18: Eksponentiaalinen kuvaus Exp, kuvaa v € T, M pisteeseen etéisyydelle |v|

pitkin geodeesia suuntasn v.

Esimerkiksi, olkoon M yksikkdympyrs kompleksisella tasolla C, p = 1, .M =
{iy}. Silloin
Exp; (iy) = ™.
(Kuva 19.)

49



Kuva 19: Ympyrélle M tangenttiavaruus on T1M = {iy}, ja eksponentiaalinen ku-
vaus on Exp, (iy) = e%.

Toisena esimerkkiné, olkoon M avaruuden R” rotaatioiden Lien ryhmé SO(n),

esitettyné
S0(n) = {n x n matriisit A: AA* = I ja detA = 1} C R™.
"Tangenttiavaruus identtisyysmatriisissa I sisiltéd kaikki vinosymmetrisetmatriisit,
T150(n) = {A: At = — A},

kosks, differentioimalls, mérésvin suhteen AA?* = I saadaan IA*+ AI* = 0, joka on
At = —A. (Kuva 20.)
Eksponentiaalinen kuvaus tangenttiavaruudessa 7750(n) on annettu eksponen-

tiaalisten matriisien funktioina, jotka tunnetaan lineaarialgebrasta:
A2
Epr(A)=6A=I+A—I—7—I--~ :

Mille tahansa pisteelle p sileélld Riemannin monistolla M, Exp, on siled dif-
feomorfismi origossa. Témé4 tarjoaa koorditaatit, joita kutsutaan normaalikoordi-
naateiksi ympéristossé p. Normaalikoordinaateilla on kiyttos metriikassa gi; = I

ensimmaéiseen jérjestykseen pisteessé p. (Vertaa Lauseeseen 2.9.)
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Kuva 20: Erityiselle ortogonasliselle ryhmalle SO(n) tangenttiavaruus on
T150(n) = {A: A* = —A}, ja eksponentiaalinen kuvaus on Exp;(A) = e4.

Pieni avoin pallo normaalikoordinaateilla on yksinkertainen ja konveksi (1. kupe-
ra): on olemassa yksikisitteinen geodeesi minks, tahansa kahden pisteen valilla. (Yk-
sinkertaisesti t&mé tarkoittaa useimmissa tapauksissa sits, ettd konveksi tarkoittaa
ainakin yhts.) Vield liséksi tdm& geodeesi on lyhin polku kaikissa Riemannin mo-
nistoissa M kahden pisteen valill.

Hopf-Rinow’n lause sanoo, ettd jos vain Riemannin monisto M on yhtenéinen,
niin on olemassa geodeesi, joka antaa lyhimms#n polun minks tahansa kahden pisteen

vélille. Erityisesti Exp, kuvaa tangenttiavaruuden 7,M Riemannin monistoon M.

8.2 Liittopisteet ja Jacobin kentit

Vaikka Exp, on diffeomorfismi origossa, niin sen ei tarvitse olla diffeomorfismi kaikis-
sa pisteisséd v € T, M. Esimerkiksi olkoon M yksikkdpallo ja olkoon p pohjoisnapa.
Silloin Exp, kuvaa kiekon {v € T,M : |v| < r} diffeomorfistisesti pinnalle M — {q},

missé ¢ on etelénapa, mutta se kuvaa kokoympyrén {|v| = 7} joukoksi {¢}. (Kuva
21.)

Toisaalta, satulalle
{z=—2"+4"}

Kuvassa 22, Exp, on globaali diffeomofismi.
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Kuva 21: Pallopinnalla M Exp, kuvaa avoimen kiekon diffeomorfistisesti pinnalle

M — {q}, mutta kuvas koko reunaympyrén pisteeseen {q}. Yksittaists pistetts g
eksponentiaaliselle kuvaukselle Exp,, kutsutaan liittopisteeksi.

Kuva 22: Satulalle {z = —2% + y®} Exp, on globaali diffeomorfismi.
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Pistettd ¢ = Exp,v € M kutsutaan listtopistecksi pisteelle p, jos Exp, ei ole dif-
feomorfismi pisteesss v. TA4m4 siin tapauksessa, ettd jos lineaarinen kuvaus DExp,v
on singulaarinen. T&mé& ilmenee silloin, kun liikutaan kohtisuoraan vektoria v vas-
taan pisteessd v € T,M, miks vastaa nopeutta 0 pisteessd ¢ € M, tai lsheisis
geodeeseja pisteestd p kohti pistettd q. Sellaiset liittopisteet ¢ ovat karakterisoitu
” Jacobin” vektorikentdn J variaatiolla pitkin geodeesia, joka on h#vidvi pisteissa p
ja g, mille pituuden toinen variaatio on nolla. Toisin sanoen, olkoon 7,(t) tulos siits,
ettd annetaan dérellisen palan geodeesia yo(t) liukua etéisyydelle s|J(¢)| suuntaan
J(t). Olkoon L(s) = pituus «,. Silloin L"(0) = 0.

Huomautus. Kun geodeesi kulkee liittopisteen kautta, se ei ole enéé lyhin geodeesi
pisteesté p.

Seuraava, lause on esimerkki kaarevuuden ja liittopisteiden suhteesta.

Lause 8.2. Olkoon M siled Riemannin monisto. Jos sektionaalinen kaarevuus K
Jokaisessa pisteessd jokaiselle sektiolle on rajoitettu vakiolla Ky, niin silloin etiisyys
mistd tahansa pisteestd listtopisteeseen on ainakin 7/v/Ky. Yleisesti, jos sektionaa-
linen kaarevuus K on ei-postiivinen, niin sielld ei ole liittopisteitd, ja Fxp, on (pai-

kallinen) diffeomorfismi jokaisessa pisteessd. (Sanotaan, ettd Exp, on upottaminen

tai peitekuvaus.)

8.3 Leikkauspisteet ja injektiivisyyssidde

Leikkauspiste on viimeinen piste geodeesilla 1dhdettéessd pisteestd p, missé geodeesi
sédilyy lyhimp&né polkuna pisteestéd p. Leikkauspiste ¢ voisi olla liittopiste pisteelle
p, kuten antipodaalinen piste pallopinnalla, missé infinitesimaalisesti 1ahdell4 geo-
deettistd fokusta. Vaihtoehtoisesti, leikkauspiste ¢ voisi olla kuten antipodaalinen
piste sylinterills kuten Kuvassa 23, missé geodeesit kulkee vastakkaiseen suuntaan
pisteesté p lopulta kohtaavat.

Leikkauspisteessé Exp, on injektiivinen, diffeomorfismi. Mielivaltaisen pisteen ja
leikkauspisteen infimum etisyyttd kutsutaan moniston injektiivisyyssdteeksi. Fsi-
merkiksi a-séteisen sylinterin injektiivisyysséde on wa.

Rajoittamalla sektionaalinen kaarevuus ei rajoiteta injektiivisyyssidetta pois ar-
vosta 0. Sylinterills, varustettuna Gaussin kaarevuudella 0, voi olla mielivaltaisen
pieni sédde ja injektiivisyyssdde. Kuten my6s hyperbolisella monistolla varustettu-

na negatiivisella kaarevuudella voi olla pieni injektiivisyysséde. Yleinen hypoteesi
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Kuva 23: Pisteestd p lahteva geodeesit sylinterills eivit ole ensé lyhimpia polkuja

leikkauspisteessi g.

globaaleille teorioille on rajoitettu geometria: sektionaalinen kaarevuus rajoitettu

ylapuolella ja injektiivisyysside rajoitettu alapuolella.

8.4 Bonnet’n lause
Bonnet'n lause vetdé globaalin johtop&atéksen paikallisesta kaarevuushypoteesistas

Lause 8.3. Olkoon M siled (yhtendinen) Riemannin monisto varustettuna sektio-
naalisella kaarevuudella, joka on rajoitettu alapuolelta positiivisella vakiolla K. Sil-

loin Riemannin moniston M halkaisija on korkeintaan w//Ky.

Riemannin moniston halkaisija on suurin etéisyys minks tahansa kahden pisteen
vélilla. Yksikkopallo, varustettuna sektionaalisella kaarevuudella K = 1 ja halkaisi-
jalla 7 (et8isyys mitattu pallopinnalla) osoittaa, ettd Bonnet’n lause on terivé.

Seuraavaksi esitetddn todistus luonnos aloittaen kolmella apulauseella. Ensim-
méinen apulause suhteuttaa geodeesin pituuden toisen variaation sektionaaliseen
kaarevuuteen K. Téydellinen todistus 18ytyy esimerkiksi lahteestd [3] s.352-353.

Apulause 8.4. Olkoon vy ddrellinen geodeesin pala varustettuna yksikkstangentilla
T'. Olkoon W ortogonaalinen ja yhdensuuntainen yksikkovariaatiovektorikenttd geo-

deesin palassa vy. Silloin alkuperdinen pituuden toinen variaatio annetaan muodossa

1'(0) = — / K(T,W). (8.1)

Esimerkiksi, olkoon v yksikkopallon ekvaattori kuten Kuvassa 24. Olkoon W

y16spéin suunnattu yksikkgvektorikenttd. Silloin ympyran leveysaste 7, etdisyydells
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s geodeesin palasta -y, on L(s) = 2 cos s. Néin ollen

L"(O):—27r:—]K,
silla K = 1.
A A A
-'-""-._.“—i'-_'“'h'
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Kuva 24: Ekvaattorin pituuden toinen variaatio on L” (0) =— [ K(T,W) = 2r.

T&amé& apulause havainnollistaa aikaisempaa huomiota 5.3, ett4 positiivinen kare-
vuus tarkoittaa, ettd yhdensuuntaiset geodeesit léhestyvat toisiaan (ja siitd johtuu,
ettd ristisektionaalinen etiisyys pienenee).

Huomaa, etts skaalaamalla pituuden a variationaalista, vektorikenttds aW saa-

daan
(0) = / _K(T, W), (8.2)

Toinen apulause késittelee muuttuvan pituuden variationaalista vektorikenttis.

Apulause 8.5. Olkoon vy pituuden L(0) avaruuden R? z-akselin alkuperdinen jana.

Olkoon f(x)j siled pystysuora vektorikenitd. Silloin pituuden alkuperdinen toinen
variaatio on annettu muodossa

L(0)

L"(0) = A f'(z)*dz. (8.3)

Todistus. Liuttamalla termis sf(x)j saadaan pituuden
L(0)
L) = [+ e
0
L(0) 1
- / 1+ 55/ (@) + - Jda
0
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kéyra. Derivointi antaa yht#lon 8.3. O

Kolmas apulause ilmoittaa ilman todistusta tuloksen, joka syntyy kun yhdiste-
taén kahden aikaisemman apulausee yhtélsiden (8.2) - (8.3) tulokset.

Apulause 8.6. Olkoon vy ddrellinen palanen geodeesia varustettuna yksikkdtangentil-
laT. Olkoon fW variationaalinen vektorikenttd, missd W on ortogonaalinen ja yh-
densuuntainen ykikkdvariaationaalinen vektorikenttd ddrellisessi palasessa geodeesia

7. Silloin pituuden alkuperdinen toinen variaatio on annettu muodossa
10 = [~ PREW), (8.4)
Y

Oletetaan halkaisijaM > 7/4/Kp. Silloinen on olemassa lyhin geodeesi v(t) pi-
tuudelle ! > 7 /+/Ko. N&in ollen K > K > 7%/I2.

Oletetaan, ettd v on parametrisoitu kaaren pituudella ¢. Olkoon W ortogonaa-
linen ja yhdensuuntainen yksikkovektorikentts geodeesilla . Otetaan variationaali-
seksi vektorkentiksi (sin 1lr-t) W, joka hévigs geodeesin v piitepisteissi. Yhtslon 8.4

mukaan pituuden alkupersinen toinen variaatio annetaan muodossa,

) = [ (FeosTe) - (s Te)er,w)

1 _2 2
T o T T oW
< —C08° =t — —sin® —¢ = 0.
o 12 l [2 l

T&mé ristiriitaisuus valinnasta 7 lyhimmdksi poluksi pasttas todistuksen.
Huomautus. Bonnet'n lauseen todistuksessa olisi voitu valita minks tahansa yk-
sikkdvektorin, joka on ortogonaalinen tangenttivektoria T vastaan, vektorikenttésn
W geodeesin v alkupisteessé (laajentamalla W yhdensuuntaissiirtymalls). Masras-
mallé keskiarvon yli kaikkien sellaisten valintojen, antaa luvan korvata raja K sen

rajan keskiarvolla, Riccin kaarevuudella. Myerin lause ottaa mukaan sen, etté, jos
Ric > (n — 1)Ky, silloin halkaisijaM > 7 /y/Ky.
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