Kompleksianalyysi a
Syksy 2016
Harjoitus 3, 29.9.2016

Tehtévissd 1 ja 2 kdytetaan mééritelmia 1/0 = oo ja 1/00 = 0.

1.

Osoita, etta pisteiden z ja —1/Z stereograafiset projektiot ovat Rieman-
nin pallolla vastakkaiset pisteet.

. Todista, etté kaikilla z1, 29 € C pétee

(a) x(21,22) <2

(b) x (Z:2) = xe1, 2):

(c) jos [z1] <22 < 00, niin x(00,21) > x(00, 22).
Ratkaise seuraavat yhtéalot.

(a) 222 +2+3=0,

(b) 22— (3—2i)z+1—3i =0,

(c) 22—22+41i=0.

. Tarkastele (esim. piirrd) geometrisesti pistejoukkoja:

(a) {ze€C:|z—1| =i — 2|},
(b) {zeC:1<|2—2 <3},
() {z€C:R(1—2) = — |4},
(d) {z€C:x(z,00) =1}
Kirjoita seuraavat funktiot muodossa u(z,y) + v (z,y), missé u(x,y)
ja v(x,y) ovat reaaliarvoisia funktioita, sijoittamalla z = x + iy:
(a) f(z) =322 +5bz+i+1,
(b) g9(z) =1/z,
(c) h(z) = (z+14)/(z* + 1),
(d) q(z) = (22 +3)/(|z — 1]).
Joukowski-kuvaus J mééritelldéin kaavalla J(z) = 1(z + 1/z). Osoita,

ettd (a) J(z) = J(1/2), (b) J kuvaa joukon {e? : § € [0, 7]} bijektiivi-
sesti reaalivalille [—1, 1].

Maaraa raja-arvot, kun n — oo, tapauksissa
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Ohje: Sovella reaalianalyysistd tuttuja raja-arvon laskusdiantoja seké
reaaliosaan ettd imaginaariosaan.
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kaikilla z,w € D := {¢ € C: [¢| < 1}. Huom! |¢| = |(], jos ¢ € C.
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In problems 1 and 2 you can assume that 1/0 = co and 1/00 = 0.

1.

. A Joukowski transformation J is defined by J(z)

Show that the stereographic projections of the points z and —1/Z are
diametrically opposite points on the Riemann sphere.

Show that for all z1, 29 € C we have

(a) x(21,22) <2

(b) x (% %) = x(21, 22);

(C) if |Zl| S |ZQ| S o, then X(OO, Zl) Z X(OO, 22)‘
Solve the following equations.

(a) 2224+ 2+3=0,

(b) 22— (3—2i)z+1-3i =0,

(c) 22—22+41i=0.
Sketch the geometric shape of the following sets.
(a) {z€C:|z—1]=|i — 2|},
(b) {reC:1< 12—z <3},
(c) {ze C: R — 2) = —|2|},
(d) {z€C: x(z,00) =1}.

. Write in the form u(z,y) + iv(z, y), where u(z,y) and v(zx,y) are real-

valued functions, by writing z = = + 1y.

(a) f(z) =322 +5z+i+1,
(b) 9(2) =1/

() h(z) = (2 +14)/(z* + 1),
(d) q(z) = (222 +3)/(|z = 1]).

z 4+ 1/z). Show
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that (a) J(z) = J(1/2), (b) J maps the set {e® : 9:€

to the real interval [—1, 1].

Calculate the limits when n — oo for
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Hint: Consider the limits of real and imaginary parts separately.

Show that )
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for all z,w € D :={¢ € C:|¢| < 1}. Note! [¢| = (], if ¢ € C.



