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1. Jos z = 0 (kuvapiste eteldnapa), niin —1/Z = oo (kuvapiste pohjois-
napa), ja viite pétee. Vastaavasti kdy tapauksessa z = 0o, —1/Z = 0.
Olkoon z € C\ {0}, jolloin myss —1/z € C \ {0}. Télloin
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Jos yksikkopallon pisteiden vilinen etéisyys on 2, ovat pisteet vastak-
kaiset.

2. (a) Pisteiden 2y, 25 € C stereografiset projektiot ovat pisteitd Rieman-
nin pallolla, ja x(z1, 22) on néiden projektiopisteiden Euklidinen
etiiisyys avaruudessa R3. Koska Riemannin pallon side on 1, niin
X(z1,29) < 2.

(b) Jos 21 = 2y, niin véite pétee triviaalisti, joten oletetaan z; # zs.
Jos z; = 0 tai z3 = 0 (voidaan olettaa z; = 0), niin
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Jos 21,29 € C\ {0}, niin
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(c) Jos z3 = oo, niin x(0, z2) = x(0,00) = 2 ja viite seuraa kohdasta
(a). Muutoin

= X('Zlv ZQ)'

’ VIt VI aP+1
2 |20
< =2 = x(0, 22).
Jiarl yirr 0
3. (a)
2224+ 243=0
- —1++v/1—-4-2-3 —1 +12v/23 1:|:,\/23
Z = = — 74—
2.2 4 4 4’

22— (3-2)z+1-3i=0
3-2i+t./(3-2)?—4-1-(1-31) 3-2i+1
- 2 N 2
& oz =2-—1 tal z=1-—71;

= Z




22— 2:4i=0

24 -4
=—=1+V1—-1.
5 l

z

(a) Joukkoon kuuluvat ne kompleksitason pisteet, jotka ovat yhté kau-
kana pisteistd 1 ja i. Tdmé ehto méarad suoran y = = (katso Ku-
va 1(a)): Merkitdan z = x + iy. Talloin

e (@-D+y =2+ (1-y)

& —2r=-2

|z =11 = |i — 2|

& y=u.

(b) Joukkoon kuuluvat ne kompleksitason pisteet, joiden etéisyys pis-
teestd 2 on vdhintddn 1 ja enintéddn 3. Téllainen ehto méaréda ren-
kaan (katso Kuva 1(b)).
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(a) Suora y = x. (b) Rengasalue.
Kuva 1: Tehtdvien 4(a) ja 4(b) kuvat.
(c¢) Koska
—R(1—2)< N1 —2)+1=Rz < |z],
niin ehdon R(1 — z) = —|z| toteuttavia pisteitd ei ole, ja siis

{ze€C:R(1—2)=—]z|} = 0. Tamé voidaan paitelld myos geo-
metrisesti: Jos piste $(1 — z) < 0, niin jokin Kuvan 2 tilanteista
toteutuu. Nain ollen suorakulmaisen kolmion geometrian nojalla
misséén tilanteessa ei voi olla R(1 — z) = —|z|.

f(x +iy) = 3(x® — y* + 2izy) + 5(x +iy) +i + 1
= (3(z* = y*) + 5z + 1) +i (6zy + 5y + 1);
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Kuva 2: Tehtavén 4(c) tapaukset.
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6. (a)

J(1/z) = % <1/z+ i) = % GH) = J(2).

(b) Olkoon 6 € [0, x]. T&ll6in
J (e“g) =3 (ew + 6_10) = cos?.

Koska kosini on bijektio vélilta [0, 7] vélille [0, 1], niin J on bijektio
joukolta {e : 6 € [0, 7]} vilille [0, 1].
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n — oo. (Yhtdsuuruuden lim,, (1 + %)n = e vol tarkistaa esi-
merkiksi laskemalla raja-arvon lim,, .., nlog (1 + %) L’Hopitalin
saannon avulla.)

8. Suoraan laskemalla saadaan
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kaikilla z,w € D.



