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1. Muistetaan luennoilta, ettd x(z,00) = 2/4/1 + |z|? kaikilla z € C.

(=) Olkoon lim,_,,, f(z) = co. Télléin

lim x(f(2), 00) = 2 2 ~0

lim =
z—20 z—r7o \/1 + | f(2)]? \/1 + [lim,_, ., f(z)‘2

nelidjuuren ja modulin jatkuvuuden nojalla.

(<) Intuitiivisesti on varsin selvid, ettd ehdosta

2
lim x(f(2), 00) = lim ———o— — 0
Z—20 Z—20 1+ |f(2)|2

taytyy seurata lim,_,,, f(z) = oo. Perustellaan tamé vield tarkasti:
Olkoon lim,,,, x(f(z),00) = 0, ja olkoon M > 0. Nyt Ve > 0

36 > 0 siten, ettd 2/4/14 |f(2)]? < ¢, kun 0 < |z — 2| < 6.
Olkoon € = 2/v/M? + 1 < 2, jolloin M = @/;% — 1. Talloin

2

__ 4 2
EarEE <e = < 1+ |f(2)]

4
= f@I>y5-1=M

aina, kun 0 < |z — zg| < 4. Néin ollen lim,_,,, f(z) = occ.

2. Selviisti f on jatkuva pisteiden +1 (lausekkeen (23 —1)/(2% — 1) nimit-
tdjan nollakohdat) ulkopuolella. Koska

P —1=z-1)EF+z+1),
niin
-1 22+24+1 3
= — -,
22 —1 z+1 2
kun z — 1, joten f on jatkuva myos pisteessé 1. Tarkasteltaessa pistetta

—1 huomataan, ettd funktion z?+z+1 jatkuvuuden nojalla on olemassa

§ > 0 siten, ettd |22 + 2z 4+ 1| > 1, kun |z — (—1)| < é. Néin ollen

2 1 1/2
lim [f(2)| = lim [ I /
z——

A P el ST

joten f ei ole jatkuva pisteessd —1. Siis f on jatkuva joukossa C\ {—1}.

3. Olkoot z,y € R siten, ettd x # 0 tai y # 0. T&lloin

(x +iy)z

a2
flx+1iy) = R ja g(x+l‘y):((%’ iy)y

22 + y2)3/2

1



4.

Erityisesti
x? , , 0
f(fl?):ﬁzl ja f(zy)ZEZO,

joten funktiolla f ei ole raja-arvoa pisteessid z = 0, ja néin ollen siité ei
saadaa jatkuvaa koko kompleksitasossa. Vastaavasti

0
= —-— 0
ja jos y > 0, niin
;3
. -y .
gliy) = = —i.
lyl?

Néin ollen mydskéén g ei ole jatkuva origossa, riippumatta arvosta g(0).

(a) Koska |i/n| =1/n — 0, kun n — oo, niin 2z, — 0, kun n — oc.

(b) Koska kaikilla m € N pétee z9, = ¢ ja 29,1 = —i, niin jonolla
{z,} ei ole raja-arvoa, kun n — oo.

(c) Huomataan, ettéd kaikki pisteet z, = —14i/n # 0 kuuluvat ylem-
padn puolitasoon ja niiden argumentti on siten positiivinen (haa-
raleikkaus pitkin negatiivista reaaliakselia). Néin ollen funktion
Arg jatkuvuuden nojalla

lim Arg (—1 + 1) = Arg lim (—1 + i) =Arg(—1) =m.
n n

n—oo n—oo

(d) Suoraan laskemalla saadaan

Con2+d) . 24
lim ———~ = lim —— =
n—soo M+ 1 nﬁ‘OO]_—I—l/TL

()15 - (2) =

kun n — oo, niin lim,, . ((1 —4)/4)" = 0.
(f) Koska kaikilla m € N pétee

2+

(e) Koska

Zam = 62-5m7rz/5 _ e1,2m7r -1
ja
ol = 62(5m—l—1)7rz/5 — 612m7r6127r/5 — 61,27r/5 ?é ]-7

niin jonolla {z,} ei ole raja-arvoa, kun n — oo.

5. Antiteesi: lim,,,, f(z) # wp. Talloin on olemassa ¢ > 0 siten, ettéd

6. Lasketaan raja-arvot lima,_.

kaikilla n € N on olemassa z, € D(zo, 1) \ {20}, jolle |f(z,) — wo| > e.
Nyt 2z, — zo, kun n — oo, mutta f(z,) /4 wy, kun n — oo, mikéd on
ristiriita oletuksen kanssa. Viite seuraa.

[(z0+Az2)—f(20)
0 Az :



(0+ A2+ 20+ Az+1—28 —2—1
Az
20+ 32802 + 320(A2)* + (Az)3 + Az — 23

Az
=322+ 320Az 4 (A2)2 + 123322+ 1.

(b) Merkitddn w = zy + Az, jolloin w — zp, kun Az — 0. Nyt

1 ((20+A2)*—1 -1\ 1 w?—1 —z2+1
E((z0+Az)2+1_z§+1)w—zo <w2+1jL zg+1)
1 wzd +w? — 25 — 1 —wzf +w? — 25+ 1
w— 2z (w2 +1)(z2 +1)
2w — z0)(w+ 20)  wox 420

T woa) @ D) (R

(c¢) Samoin kuin edellé,

1 w? —1 +—z§—|—1
w—zp \w?—2w 22— 2z

1 w?z? — 2w?zg — 22 + 220 — w22l + w? + 2wzd — 2w
Cw— 2 (w? — 2w) (22 — 22)
_ (w — 20)(—2wzo +w + 29 — 2) m?zo—l—zg

(w — 20)(w? — 2w) (28 — 220) 25(z0 — 2)%°

7. Olkoon zp € R siten, ettd —oco < 2y < 0, ja olkoon z = 2y + iy, y € R.
Josy > 0, niin Arg (2) € (5, n]. Jos taasy < 0, niin Arg (2) € (—m, —%).
Néin ollen (Arg on jatkuva joukossa C \ (—o0,0])

: , T
lim Arg(zo +iy) < ——

T
< — lim A )
b 2 < g A o+ i),

joten Arg(z) ei ole jatkuva pisteessé z.

(Huom! Tehtédvan kannalta oleellinen havainto on, ettd argumentin
padhaaran (Arg) haaraleikkaus on negatiivisella reaaliakselilla, jota yli-
tettdessd argumentin arvossa tapahtuu "hyppéys”. Ratkaisussa taytyy
vain kirjoittaa tdmé havainto ymmérrettévisti tekstimuotoon.)

8. Nyt f = utiv, missi u(z,y) = ¥ cos(2zy) jav(x,y) = e ¥ sin(2xy).
Derivoimalla saadaan nyt

0 222 22 g2 .

—u(x,y) = 2xe”™ 7Y cos(2xy) — 2ye™ Y sin(2xy),
x
0

a—v(m, y) = —2ye® ¥ sin(2zy) + 2xe” Y cos(2zy),
Y

0

a—u(m, y) = —2ye” Y cos(2zy) — 2xe® Y sin(2ay),
Y

a 2 2 2 2
a—v(:ﬁ,y) = 2ze” ¥ sin(2zy) 4+ 2ye” 7Y cos(2zy),
T



joten osittaisderivaatat ovat jatkuvia ja toteuttavat C-R yhtalot g—z =

% ja g—“ = —g—“ kaikilla z € C. Néiin ollen f on kokonainen, ja sen
y . y :1: . . .
derivaatta saadaan esimerkiksi lausekkeesta

0 0
f,(z) = %U(ZE, y) + Z'%U(l’, y)

Tehtava voidaan ratkaista myos laskematta osittaisderivaattoja seuraa-
vasti:

f(Z) = exLyZ (cOS(Q:Cy) —+ 1 Sin(ny)) _ exz,yzenxy
= €x2+i2xy+(iy)2 = e(IJFiy)Z = ez2

= f(2) = 2267



