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1. Derivoimalla saadaan

0

a—u(x, y) = e “(—zsiny + ycosy + siny),

x

o2

Wu(x, y) =e “(zsiny —ycosy — 2siny)
T

ja
0 Yy ,
a—u(az,y) =e “(xcosy —cosy + ysiny),
Y
o2
Wu(x, y) =e “(—zsiny + ycosy + 2siny).
Y

Néin ollen kaikki funktion u 2. kertaluvun osittaisderivaatat ovat jat-
kuvia joukossa R? (vastaavasti kuin edelld voidaan laskea uy, ja uy;),
ja
2 o2
—u(z,y) + —u(z,y) =0.
52 (z,9) oy (z,y)
Niin ollen u on harmoninen joukossa R2.

Funktion u harmoniselle konjugaatille v pétee (C-R)

0
—u(x,y) = —u(z,y),
9 (z,y) = 5 -ulz,y)
joten integroimalla muuttujan y suhteen saadaan

v(z,y) =e “(xcosy + ysiny) + C(x).

Derivoimalla tdimé muuttujan x suhteen ja muistamalla, ettd v, = —u,
(C-R), saadaan
0 o) = e iy + cosy) + o C(a)
—uv(x,y) =e “(—xcosy — ysiny + cos —C(x
o Y Y —ysmy Yy o
0 _1, _
= —a—u(x,y) = —e “(xcosy + ysiny — cosy),
Y

joten C'(z) =0, eli C'(z) = ¢ € R. Siten
v(x,y) =e “(zcosy + ysiny) + ¢
ja
[l +iy) = u(z, y) + vz, y)
=e (xsiny —ycosy) +ie “(xcosy + ysiny) + ic,
¢ € R. Tésté voi halutessaan laskea vield funktion f esityksen muuttu-
jan z avulla:
f(z+iy) = e " (iz(cosy — siny) — y(cosy — isiny)) + ic
=e 7 (m e —y e_iy) +ic

= e " Wi(x +iy) +ic=ize * +ic, c€ER.



2. Oletuksen nojalla funktioiden u ja v kaikki 2. kertaluvun osittaisderi-
vaatat ovat jatkuvia, Uz, + Uyy = 0, Vzp +vyy = 0, uy = vy ja uy = —v,
(C-R). Nyt

(u0)y = Uz + Uy,

(W) g = UgpV + 20UV + UV
ja vastaavasti

(u0)yy = tyyv + 2uyvy + Uvyy.
Siten (uv)gq, (W0)yy, (W0)ay ja (uv),, ovat jatkuvia (kaksi jalkimmaisté
voidaan laskea samaan tapaan kuin edelld), ja oletusten nojalla saadaan

(W0)ae + (U0)yy = V(Usz + tyy) + 2(UzVz + Uyvy) + (Ve + Vyy)
2(ugvy + uyvy) = 2(um(—uy) + uyum) =0,

joten wv on harmoninen.

3. Oletuksen nojalla —u on harmoninen ((—u),+(—u)yy = —(Ugptuy,) =
0), uy = vy ja uy, = —v,. Siten
Up = —Uy = (—u)y
ja
Uy = Uy = —(—Us) = —(—U)a,

joten —u on funktion v harmoninen konjugaatti.

4. Koska funktio f; on kokonainen, véitteet (91)(z) = c ja (0f1)(z) =0
seuraavat helposti luentojen Esimerkista 2.5.4 ja Lauseesta 2.5.5: Sijoit-
tamalla Cauchy-Riemannin yht#lst Esimerkkiin 2.5.4 saadaan (9f)(z) =
f'(2), kun f on analyyttinen. Toki derivaatat voi halutessaan laskea
myo6s méaéritelmistd samaan tapaan kuin seuraavassa.

Funktion f, tapauksessa vastaavaa tulosta ei ole kiytettidvissi (aina-
kaan talld kurssilla), joten lasketaan derivaatat mééritelmasté. Kirjoi-
tetaan z = = + iy, jolloin fo(2) = ¢(x — iy). Wirtingerin derivaattojen
maéadritelmésta saadaan nyt

0 0
0:)(2) = 5 (5o lele = i) = i 5 (el — i) )

C

(1= 0—i0-1) = 5(1-1) =0

ja

05)(2) = 5 (e (eta =) +i 5 (cla — )

C

2(1 +i(—i)) =c.

Vastaavasti f3(2) = (z + iy)(z — iy) = 2° + ¢*, joten
(O:)(2) - £ ((%(w? ) —ia%(xuf))

(22 +0—i(0+2y)) =z —iy==z

N | —



ja
3 9 2 2 . d 2 2
07)() = 5 (5o +0) +ig (2 +7))

(2x+i2y) =T+ 1y = z.

N | —

. Oletusten nojalla f(¢) = ( ja

R G

lim
z2—(

Olkoon p = (14 |f(¢)])/2, jolloin 1 < p < |f'(¢)|, ja edellisen nojalla
on olemassa r > 0 siten, ettd

1f(z) =<l =1f(z) = F(OI > plz =]

kaikilla z € B(¢,r)\ {¢}. Olkoon nyt zy € B((,r)\{(} ja z, = f(zn-1)
kaikilla n € N. T&lloin

|20 — €| > plzn-1 — ¢l > ... > p" |z — (]

kaikilla n € N. Siis valitsemalla n riittdvan suureksi (n > (log = C\) /log p)
saadaan |z, — | > r, josta viite seuraa.
. Kiintopisteet saadaan yhtdlon f(z) = 1/(z 4+ 1) = 2 ratkaisuista, jotka

1)
ovat 21 = (—1—+/5)/2ja zo = (— 1+ /5)/2. Suoraan derivoimalla
saadaan f'(z) = —1/(z + 1)?, joten

o4 =
|f(21)\—(1_\/5)2>1 ja [f'(z)l (1+¢5)2<1.

Siis z; on repulsiivinen ja z on attraktiivinen.

. Olkoon £ > 0 mielivaltainen. Koska

[P()| _ | P(2)

la,||z|™ lagzn

no1 1 1| |z—
_\1+u._+...+@._'; 1

an Z an 2"

niin raja-arvon méédritelmén nojalla on olemassa rqg > 0 siten, ettd
kaikilla |z| > r( pétee

[P (2)|

S IPel .
anllel”

~ anll2m T
& (1=g)lan|[z]" < |P(2)] < (1 +¢)[an][2]".

—l'gs & 1—c¢

aj

}jaRzl—i—M. Jos M = 0, niin

P(2) = a,z", joten viite patee triviaalisti. Oletetaan sitten, ettd M > 0

. Merkitddn M = maxo<j<n—1 {

an



ja |z| > R > 1. Télloin

|P(2)| = |an2™ + ap12" " + ...+ a1z + ag

> |an2"| = |an_12""" + ...+ a1z + ag
> |anll2]" = lan-1]|2" 7| = ... = |ax]|z] — |ao]
|CL _1| 1 |CL1‘ 1 |CLO| 1
~fanlle (1 ezl o
[ E lan| 2| lan| |2]

1 1 1
> lapllz[" |1 =M ottt T
2] 2] 2]
n . ]'
> |an]|2| l—MZW
k=1

|2|>1 1/|z| |z2| -1 -M
a2t (1= M—LE ) =, |2 —————
aallel (1= 272 ) = ol EL 2

— R IZ2|2R
B i~

0.
2l =1~

Niin ollen |P(z)| > 0 kaikilla |z| > R, eli kaikki funktion P nollakohdat
kuuluvat kiekkoon B(0, R).



