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Harjoitus 6 / Ratkaisut

1. Annettujen nollakohtien perusteella polynomi p on muotoa
p(2) = c(z + 1)%(2 — 3i) (2 + 31),
missd ¢ € C. Nyt
80=p(1) =c4(1+9)=40c = c=2,

joten
p(z) =2(z + 1)*(z* +9).

2. Tehtévan kaikki kohdat voidaan ratkaista mekaanisesti derivoimalla an-
nettua funktiota, laskemalla derivaatat pisteessd z = 2 ja sijoittamalla
Taylorin kaavaan (luentorungon sivu 25). Ainakin kohdissa (a) ja (c)
kannattaa kuitenkin edetd hieman toisin.

(a) Kirjoitetaan z =2 —2+2=¢,+2 ({ = z — 2). Télloin
2 4+3244=(£4+2)°+3(6+2)+4
=& +5.260410- 223 410 - 23¢2
+5-2% +2° 436+ 644
= &%+ 10&" +40€3 + 80&% + 83¢ + 42
= (2—2)" +10(z — 2)* + 40(z — 2)*
+80(z — 2)* + 83(z — 2) + 42.

(b) Merkitéisin p(z) = 21°. Téllsin yleisesti

10! 10—k

®(2) = ———— ke {0,...,10}.

P (2) A0—mi° € {0,...,10}
Néin ollen
10
10!
10 — 210716 —9 k
N kzzo S
= 1024 + 5120(z — 2) + 11520(z — 2)?
+15360(z — 2)* + 13440(z — 2)* + 8064(z — 2)°
+3360(z — 2)° 4+ 960(z — 2)" + 180(z — 2)®
+20(z — 2)? + (2 — 2)*°.
(c¢) Nyt

(z=1D(=2°=((z-2) +1)(x —2)°
=(z—-2)"+ (2 —2)%



3. Jos rationaalifunktiolla R on m-asteinen napa pisteessi 2y, niin R on
muotoa

P(z)
(2 —20)"Q(2)’
missd P ja ) ovat polynomeja siten, ettd P(zg) # 0 ja Q(z9) # 0.
Talloin

R(z) =

2) (m(z = 20)"'Q(2) + (2 — 2)"Q'(2))
(2 = 20)"Q(2))’
_ (2= 20) (P'(2)Q(2) — P(2)Q'(2)) — mP(2)Q(2)
(2 = 20)™+1Q(2)? ’
missi osoittaja saa pisteessi zg arvon —mP(20)Q(z0) # 0, ja Q(z0)? #
0. Néin ollen rationaalifunktiolla R’ on (m + 1)-asteinen napa pisteessi
2.

R/(Z) _ Pl(’Z)(Z — ZO>mQ( ) PE

4. (a) logi= Logli| +iArgi + in2r =i (3 4+ n27), n € Z;
(b) log(1 — i) = LogVv2+i(—%+n2m) = +Log2 + (—Z + n2m),
n € Z;
) Log(—i) = Log| —i| +iArg(—1) = —i5;
(d) Log(v3+1i) = Log2+iZ.
5. (a) e =2i & z=log2i= Log2+i(%+n2r),ncZ;
(b) N

(c
d

Log(zQ—l):% <<:> |22 —1]=1 ja Arg(zQ—l):g)

& Z2-l=¢2 =i
& 2= (141i)2 =25 nel,
& z::t{‘/ﬁe’%,

-
W= N

(c) Koska €** = (¢%)?, niin
()P +e*+1=0

c_ 14141 —1+iV3
54 e = 5 9 =e 3

2
N z:iz’%—l—in%r, nez.

6. Funktio f on analyyttinen, kun

44i—z#te(—00,00 & z#44i—t, te(—o00,0]
& zeC\{{=z+ieC:x>4}.

Téssé joukossa

-1 1
!/
z) = = .
fz) 44+i1—2 z—4—1
7. Logaritmin paddahaara kelpaa, silld pisteessd z = —1 saadaan

2+2:43=1-2+3=2¢ (—00,0].
Siis f(z) = Log (2% + 2z + 3), ja siis

F2) = 22+ 2

!
e 1) =
224+22+3 F(=1

2



8.

(a)

(b)

Koska logi =1 (g + n27r), niin

ilogi —(%+n2n)

' =e =e , nei;

Koska log(—1) = i(m 4+ n2), niin

(=1)F = e3ls0) — (5 %) ez

Kolme eri arvoa saadaan valitsemalla esimerkiksi n = 0, n =1 ja
n=2:

Huom! Tehtévan voisi ratkaista myos kurssin alkupuolen keinoin
kiyttden esitysti —1 = e "2 p € Z.

Koska log 2 = Log2 + in2m, niin
9im 6i7rlog2 _ emLongan? _ efn27r2€i7rL0g17 ne Z;
Saadaan log(1+i) = Logv/2 +i (% + n27r), n € Z. Nyt voitaisiin
laskea kuten edelld, eli
(1+i)~ = (1= log(1+4)

sijoittaen ja sieventéden. Téssa padstadn kuitenkin “sievadan” tulok-
seen hieman helpommin, jos kirjoitetaan

(1 + 2)(1 + Z-)fi _ (1 + ’L) efilog(1+i)
(1 + z) e—iLogﬁ+§+n2w

(1414)'

(144)eitn2me=iloeV2 7

Logaritmin pdidhaara ei suoraan kéy, silla esimerkiksi pisteessé z =
0on 2?2 —1=—1€ (—o0,0]. Tehtéivi voidaan ratkaista ainakin
kahdella eri tavalla:

Tapa 1. Kirjoitetaan
2 —1=(=-1)(1-2%.
Koska kaikilla z = x + 4y, joille |z| < 1, patee
RA-2H=1-R=1—-2"+9*>0,

niin Log (1 —2?) on analyyttinen yksikkokiekossa. N&in ollen, kos-
ka

(22— 1)2 = (=1)2(1 — 2%)7 = jez (175",

niin funktio ez 08 (12" toteuttaa vaaditut ehdot.



Tapa 2. Kirjoitetaan
2 —1=(z+1)(z-1),
jolloin ) . )
(> =1z =(z+1)2(z — 1)z.

Nyt ratkaisu saadaan kiinnittdmélla funktioiden (2+1)2 ja (z—1)2
haarat siten, etta ne ovat analyyttisia yksikkokiekossa: Esimerkiksi
(z+1)2 = 208G+ o (3 —1)2 = e2bol=D)
kelpaavat, silld (2 +1) > -1+1=0jaR(z—-1) <1-1=0,

kun |z] < 1.

(b) Logaritmin padhaara ei suoraan kiy, silld esimerkiksi pisteessi z =
Jiond+22=4-9=-5¢€ (—o0,0]. Kirjoitetaan

4
44 22=7 <1+—2).
z

Nyt Log (1 + ;%) on analyyttinen annetussa alueessa, sillé

4 2i
14+ =te(—00,0 & z=+——
z 1—1

Y

missd 1/4/1 —t € (0,1]. Néin ollen, koska

(4 —|— Z2>% = Z@%IOg(1+;%)7

niin funktio z e% Log (H;%) toteuttaa vaaditut ehdot.

(c) Nytkéin logaritmin péiihaara ei suoraan kéy, silli Log (z® — 1) ei
ole analyyttinen pisteessd z = —2. Kirjoitetaan

1
3 _ 3

Nyt Log (1 — Z) on analyyttinen, kun |z| > 1, silld (z = re®,
r>0,60¢e(—mmn)
1 .
l1——== 1—r3e™ ¢ (—00,0] < 30=n2r ja r<l1
z
2T =2
o e:(uig,—gf ja <1,

Niiin ollen ze38(1=%) on joukossa {z : |z| > 1} analyyttinen
funktion (23 — 1)3 haara.
10. Nyt
w=q(z)=2"+e* & ()P +2"-w=0

L =24 (4 — dw)Y?
= € = 5

missd neligjuuri on kaksiarvoinen funktio. Siten

z=1log (—1+(1 —|—w)1/2).

=1+ (1+w)?

Jos w = 3, niin
z=log(—1+2)=logl =in2m, ne€Z,
tai

z =log(—1 —2) =log(—3) = Log3 +i(m +n27w), ne€Z.



