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1. Kompleksinen integrointi

1.1. Aariviivat

Maaritelma 1.1.1. Olkoon 2(t), a < t < b, jatkuvan kompleksiarvoisen funktion para-
metrisointi siten, etta

(i) 2/(t) on jatkuva joukossa [a, b],
(i) 2/(t) # 0 kaikilla ¢ € [a, b],
(iii) z(t) on injektio joukossa [a, b].

Talloin pistejoukkoa v = {z(t) o<t < b} C C sanotaan siledksi kaareksi. Edelleen jos
parametrisoinnille z(¢) pétee (i), (ii) ja

(iii") z(t) on injektio joukossa [a,b), z(b) = z(a) ja 2/'(b) = Z/(a),

niin v on siled suljettu kdayrd. Siled kdyrd on joko siled kaari tai siled suljettu kéyra, ja sen
ehdot (i)—(iii) tai (i), (ii) ja (iii’) toteuttavaa parametrisointia kutsutaan hyvdiksyttiviksi.

Analyysin kursseilla on opittu, ettd vektori (2'(¢),y'(t)) (mikili se on olemassa, ja
# (0,0)) on kidyrdn tangentti pisteessd (z(t),y(t)). Néin ollen Médritelmd 1.1.1 takaa,
ettd sileilld kayrilla on yksikésitteinen tangentti jokaisessa pisteessé ja sen suunta muuttuu
jatkuvasti siirryttéessa kayralla. Sileilla kéyrilla ei siis ole kérkid. Pistejoukko v C C on
siled kdyra, jos l6ydetdan parametrisointi z(t), a < t < b, siten, ettd v = {z(¢) : a < t < b},
ja z(t) on hyvéksyttavi Maadritelmén 1.1.1 mielessé. Osoittautuu, etté jos -y on siled, niin
on olemassa dérettoméan monta hyvaksyttavad parametrisointia z(t).

Esimerkki 1.1.2. Etsi hyviksyttiava parametrisointi seuraaville sileille kéyrille:

vaakasuora jana z =1 — z = §,

(a
(

b) pystysuora jana z = 2 — 2i — z = 2 + 21,

)
)
(c) jana —2 — 31 — 5 + 61,
(d) ympyré, jonka sédde on 2 ja keskipiste on 1 — i,
)

(e) funktion y = 23, 0 < x < 1, kuvaaja.

T&hén mennessd emme ole kiinnittdneet mitdédn huomiota suuntaan tai jirjestykseen
parametrisoinneissa. Esimerkiksi pisteitd z; ja 2o yhdistdvén janan pisteet voidaan esittaa
esittdd muodossa

21+ t(z0—21), 0<t<1

tal
20 +1t(z1 —29), 0<t<1.

Siled kaari, joka on jérjestetty eli alku ja loppupisteet ovat médratty, on suunnattu siled
kaari. Suuntaus indikoidaan kuvassa nuolella. Parametrisoinnissa suuntaus tarkoittaa sité,



ettéd piste z(¢;) on "edelld” pistettéd z(t3), jos t; < to. Koska on olemassa vain kaksi luon-
nollista suuntausta, on jokainen hyvéksyttédva parametrisointi jompaa kumpaa tyyppié.
Yleisesti, jos z = z2(t), a < t < b, on erds hyviksyttdva parametrisointi, jolla on tietty
suuntaus, niin z = z(—t), —b < t < —a, on myo6s hyviksyttdvd parametrisointi ja silla
on vastakkainen suuntaus. Viltetddn turhat anomaliat ja sanotaan, ettd siledn suljetun
kéyran pisteet ovat jérjestetty, kun (i) alkupiste on valittu, ja (ii) suunta on kiinnitet-
ty. Siled suljettu kayra, jonka pisteet on jérjestetty, on suunnattu siled suljettu kdyrd.
Suunnattu siled kayrd on joko suunnattu siled kaari tai suunnattu siled suljettu kéyré.

Misritelma 1.1.3. Adriviiva T' on joko yksi piste z, tai direllinen jono suunnattuja
sileitd kéyrid (71,...,7,) siten, ettd kdyrdn -, pddtepiste on sama kuin kiyrén i
alkupiste kaikilla £ = 1,2,...,n — 1. Talloin kirjoitetaan I' =y + v + ... + Ya.

Adriviivan parametrisointi saadaan yhdistimélli sileiden komponenttien parametrisoin-
nit. Funktio z = 2(t), a < t < b, on &dériviivan I' = (y1,...,7,) parametrisointi jos on
olemassa jako [7o, 71], [T1, T2, . - -, [Tn1, Tp), missé

a=To<m <...<Tp_1<T7,=0,

siten, ettd z(t) on jokaisella valilla [7,_1, 7% siledn kiyrén v, oikeinsuunnattu hyviksyttava
parametrisointi. Talloin z(¢) on jatkuva vélilld [a,b], mutta derivaatalla 2/(t) voi olla
epédjatkuvuuskohtia pisteissa 7.

Esimerkki 1.1.4. Parametrisoi I' = (v1,72,73) (kuva) siten, ettd I' = {z(¢) : 0 < ¢ < 1}.

Adriviivan (suuntaamaton) pisteet muodostavat paloittain silein kiyrin. Kéiytimme
molemmille symbolia I'. Jos

L=, %), z2==z2(1), a<t<b,
niin vastakkaissuuntainen ddariviiva on
—I':= (_’yna_ﬁ)/nflw"a_vl)? Z:Z(_t)’ —b<t< —a

I' on suljettu ddriviiva tai silmukka, jos alku- ja loppupiste ovat samat. Adriviiva I', jonka
parametrisointi on z(t), a <t < b, on yksinkertainen suljettu ddriviiva, jos kaikilla t; < to
pétee z(t1) = z(t2) jos ja vain jos t; = a ja to = b, eli jos z(t) on bijektio puoliavoimilla
vileilla [a, b) ja (a,b].

Lause 1.1.5 (Jordanin k&yrilause). (Camille Jordan 1838-1922) Jokainen yksinker-
tainen suljettu ddriviiva I' jakaa tason kahteen alueeseen, joiden reuna on I'. Toinen néisté
alueista on siséosa ja se on rajoitettu. Jéljelle jaava rajoittamaton alue on ulko-osa.

Jordanin kiyrédlause patee myos yleisemmille kéyrille, mutta todistus on hankala jo
yksinkertaisille suljetuille dariviivoille.



Olkoon ~ siled kayrd, ja olkoon z(t) = xz(t) + iy(t), a < t < b, sen mikd tahansa
hyvéaksyttéava parametrisointi. Olkoon s(t) pisteiden z(a) ja z(t) vilinen etéisyys kdyral-
14 +. Analyysin kursseilta tiedetdén, etté

#(0) = Tstr) = \/ (420) + ().

eli %s(t) = ‘%z(t)‘. Néin ollen siledn kdyrén pituus saadaan kaavasta

i) - | b (gs0)ar= | b

Joskus kéytetddn myos merkintad

%z(t)' dt.

lU(y) = / ldz|, z==z2(t), dz=2'(t)dt.

Aériviivan pituus on sen komponenttien pituuksien summa.

1.2. Asriviivaintegraalit

Tarkastellaan funktiota f, joka on mééritelty suunnatulla siledlld kéyralla v (eli patee
v C My C C). Olkoot « ja 3 kédyrén v alku- ja loppupisteet vastaavasti (jos vy on suljettu,
niin a = ). Olkoon P, kdyrdn v jako, milld tarkoitetaan joukkoa {zy, z1,...,2,} C 7
siten, ettd zp = « ja 2z, = (3, ja missé piste z; seuraa pistettd z,_; kdyrdn v suuntauksen
mukaisesti. Maaritellaan

(P = e [ jas)
=v=" S y(zh—1,28)

S(Py) =Y flex) Az,

missd Az, = 2z, — 2k-1 ja e € Y(2r_1, 2k)-

Maaritelma 1.2.1. Olkoon f suunnatulla siledlld kayralla v madritelty kompleksimuut-
tujan kompleksiarvoinen funktio. Sanotaan, ettd f on integroituva pitkin kayrdd v, jos on
olemassa L € C siten, ettéi

lim S(P,) =L

n—oo
kaikilla jaoilla P,, joille lim,, o, p(P,) = 0. Vakio L on funktion f integraali pitkin kdyrad
~. Merkitaan

tai lyhyesti L = fv f.



Jos f ja g ovat integroituvia pitkin kdyrda +, niin on ilmeisté, etta

/(f(z)ig(z)) dz = /Wf(z)dzi/vg(z)dz, (1.1)

Y

ch(z)dz = c[yf(z) dz, ceC, (1.2)

ja

/’Yf(z)dz = —/Vf(z)dz.

Lause 1.2.2. Jos f on jatkuva suunnatulla siledlla kayréalla -, niin f on integroituva
pitkin kdyrdéa .

Todistus sivuutetaan toistaiseksi. Lause 1.2.2 on teorian osalta tarked, mutta se ei au-
ta integraalien laskemisessa. Muutetaan kompleksinen integraali reaalisiksi integraaleiksi,
jolloin reaalianalyysin kursseilla opitut asiat ovat suureksi avuksi.

Olkoon ensiksi v vili [a, b] suunnattuna oikealle. Jos f : [a, b] — R, niin Mééritelma 1.2.1

yhtyy reaalisen integraalin fab f(t) dt maaritelmaéan. Néin ollen, kun f on kompleksiar-
voinen, niin jatkossa merkinté
b
/ oL

tarkoittaa integraalia pitkin suunnattua reaalista janaa. Téssé tapauksessa, jos f : [a, b] —
C on jatkuva, niin voidaan kirjoittaa

F@t) = u(t) +av(t),
missi u, v : [a,b] — R ovat jatkuvia. Kaavoista (1.1) ja (1.2) seuraa, etté
/bf(t) it — /b (u(t) + iv(t)) dt — /bu(t) dt +z’/bv(t) dt. (1.3)

Jos nyt funktiolla f on primitiivi F'(t) = U(¢t) +:V (¢) (ts. F' = f), niin U’ = u ja V' = v,
ja (1.3) johtaa seuraavaan tulokseen.

Lause 1.2.3. Jos f : [a,b] — C on jatkuva ja F'(t) = f(t) kaikilla t € [a,b], niin

b
/ F(t)dt = F(b) — F(a).

/ et dt.
0

Esimerkki 1.2.4. Laske



Siirrytadn yleiseen tapaukseen. Olkoon f jatkuva pitkin suunnattua siledd kdyrad -.
Olkoon z = z(t), a <t < b, kiyrén 7 oikein suunnattu hyviksyttéva parametrisointi. Jos

P, ={20,21,...,2,} on kiyrdn ~ jako, niin voidaan kirjoittaa
20 = z(tg), 21 = 2(t1), .., 20 = 2(tn),
missd a =ty < t; < ... < t, = b. Edelleen, koska parametrisoinnilla z(¢) on jatkuva

derivaatta vélilld [a, b], niin
Azk = Z(tk> — Z(tk_l) = Z/(tk)(tk — tk—l) = Z’(tk)Atk,

missd approksimoinnissa tehty virhe ldhenee nollaa nopeammin kuin At,. Néin ollen Rie-
mannin summaa

pitkin kéyraa v voidaan approksimoida summalla
> f(2(tk) 2 (te) Aty
k=1

joka on jatkuvan funktion f(z(t))z’(¢) Riemannin summa yli vélin [a, b].

Lause 1.2.5. Olkoon f : C — C jatkuva suunnatulla silealld kéyralla . Jos z = z(t),
a <t <b, on oikein suunnattu kdyridn v hyvéksyttava parametrisointi, niin

/ f(z)dz = / F((0)2(0) dt. (1.4)

Todistus sivuutetaan.

Korollaari 1.2.6. Olkoon f : C — C jatkuva suunnatulla siledlld kidyralld . Jos z =
21(t), a <t < b, jaz = 2((t), c <t < d, ovat kaksi oikeinsuunnattua hyvéksyttdvaa
parametrisointia, niin

/ ()2 (8) dt = / o) o(0) dt.

Esimerkki 1.2.7. Olkoon zy € C jar > 0. Laske

/ (z — z0)" dz,

missd n € Z ja ¢, on zp-keskinen r-sdteinen vastapdivaan (positiivisesti) suunnistettu
ympyra.



Maéritelmé 1.2.8. Olkoon f : C — C jatkuva adriviivalla I' = (1, ..., 7,), missi 7; on
suunnattu siled kayré kaikilla 7 = 1,...,n. Télloin funktion f ddriviivaintegraali pitkin
ddrivitvaa I' on

/Ff(z)dz - L f(z)dz+...+/%f(z)dz. (1.5)

Jos I' koostuu yhdesté pisteesté, niin asetetaan

/F f(=)dz = 0.

dz
rz—z

Esimerkki 1.2.9. Laske

kun T = {29+ 7e" : 0 < 6 < 47}.

Esimerkki 1.2.10. Laske

szZ, I'= (71772773)7
r
missd 1, Y2, Y3 ovat kuten kuvassa.

Méaéritelmésta 1.2.8 seuraa:
/r(f(Z) :l:g(z)) dz = /rf(Z) dz:l:/rg(z) dz
/Fcf(z)dz:c/rf(z)dz, ceC (1.6)

| o == [ e

missi f ja g ovat jatkuvia dériviivalla I'. Edelleen, jos z = z(t), a < t < b, on koko
aariviivan I' = (v, ..., ,) parametrisointi, niin on olemassa jako

a=T9<n<...<T,=b

siten, ettd parametrisoinnin z(t) rajoittuma vilille [ _1, 7] antaa kiyréin -y, parametrisoin-
nin. Niin ollen kaavasta (1.4) seuraa
(

[ seri= [ semzom k=1 n

joten
[rei=3 [ peanaa= [ rewzw e

Néin ollen integraali pitkin suljettua dériviivaa ei riipu alku/loppupisteen valinnasta. Néis-
sé tapauksissa riittda siis kiinnittdd suunta.

Usein ei ole tarpeellista laskea dériviivaintegraalia tarkasti, vaan arvio riittda. Olkoon
nyt f jatkuva suunnatulla siledlld kayralla v ja oletetaan, ettd on olemassa M > 0 siten,

6



ettd | f(z)] < M kaikilla z € 4. Jos P, on jako ja Y ,_, f(cx)Az, sitd vastaava Riemannin
summa, niin

> flen)Az,
k=1

< Sl [Az] < MY Az,
k=1 k=1

Nyt pituuksien summa » |Azg| ei voi olla suurempi kuin kdyran v pituus £(7y), joten

> Flen)Azy

k=1

< ML(7). (1.7)

Koska (1.7) pétee kaikille Riemannin summille, niin antamalla luvun n kasvaa rajatta,

paditellaan
/ f(z)dz
.

Témén ja kaavan (1.5) nojalla saadaan seuraava tulos:

< M{(v). (1.8)

Lause 1.2.11. Jos f on jatkuva dériviivalla T' ja jos |f(z)| < M kaikilla z € T', niin

/ F(2)dz| < arer), (L9)
r
missd ((I") on ddriviivan I' pituus. Erityisesti,
/f(z)dz < max |f(2)] - ¢(T). (1.10)
r zel

Esimerkki 1.2.12. FEtsi ylaraja lausekkeelle

/ z2€+ 1dz‘ ’
r

missd I' = {z : |z| = 2}, (vksi kierros vastapéivéén).

Huom! Airiviivaintegraaleilla ei ole ilmeistéd geometrista tulkintaa.

1.3. Riippumattomuus polusta

Lause 1.3.1. Olkoon f jatkuva alueessa D ja olkoon F' sen primitiivi alueessa D, eli
F'(z) = f(2) kaikilla z € D. Télloin kaikilla dériviivoilla I" C D, pétee

Aﬂ@MZFWﬂ—FW%

missd zy on ddriviivan I' alkupiste ja zr on loppupiste.

Lauseen 1.3.1 oletusten nojalla F' on analyyttinen, ja siis jatkuva alueessa D. Esim.
Log z ei ole funktion 1/z primitiivi missiddn alueessa D, joka siséiltaa pisteitd negatiiviselta
reaaliakselilta. Otetaan seuraava esimerkki ennen Lauseen 1.3.1 todistusta.



Esimerkki 1.3.2. Laske

/ coszdz,
r

dz

missa I on kuten kuvassa.

Esimerkki 1.3.3. Laske

kun I' on kuten kuvissa (a) ja (b).

Korollaari 1.3.4. Jos f on jatkuva alueessa D ja silli on primitiivi alueessa D, niin
Jp f(2)dz = 0 kaikille suljetuille &dériviivoille T' C D.

Korollaari 1.3.4 antaa vaihtoehtoisen tavan ratkaista Esimerkki 1.2.7. Nimittéin, jos
n # —1 ja f(z) = (z — 20)", niin f on funktion F(z) = % derivaatta kaikilla
z € C\ {20} (piste zy suljettava pois, kun n < 0). Koska C, = {z : |z — 2| = r}
(positiivisesti suunnistettu) on suljettu dériviiva ja sisiltyy kokonaisuudessaan alueeseen
C\{z}, niin [.(z — 29)" dz = 0 kaikilla n # —1.

Lauseesta 1.3.1 seuraa myos, ettd oletusten vallitessa integraalin arvo riippuu vain
primitiivin arvoista padtepisteissi.

Lause 1.3.5. Olkoon f jatkuva alueessa D. Téalloin seuraavat véitteet ovat ekvivalentte-
ja

(i) funktiolla f on primitiivi alueessa D;
(ii) jokainen &ériviivaintegraali [, f(z)dz pitkin suljettua édériviivaa I' C D hévidé;
(iii) ddriviivaintegraalit ovat riippumattomia polusta; eli jos I'1,Ty C D ja z;, = z, ja

21, = 27, Niin

f(z)dz= [ f(z)dz.

1.4. Cauchyn integraalilause

Silmukka T'g voidaan jatkuvasti deformoida silmukaksi I'; alueessa D, jos I'y (elastisena
silmukkana, jolla orientaatio) voidaan jatkuvasti liikkuttaa tasolla, pysyen alueessa D siten,
ettd se lopulta yhtyy silmukkaan I'; asemansa ja orientaationsa mielessa. Esimerkiksi:

(a) Olkoon D rengas (annulus), ja olkoot I'y ja I'y kuten kuvassa. Koska molemmat
kiekot I'y ja I'y ovat positiivisesti suunnistettuja, “elastinen” kiekko I'y voidaan jatku-
vasti deformoida kiekoksi I'; alueessa D suurentamalla kiekon I'y sdde yhdesté kah-
teen. Oleellista on orientaation lisdksi, ettd alueesta D ei tarvitse poistua kiekkoa
I'g suurennettaessa kiekoksi I'y.

(b) Olkoon D rengas, I'y kolmiomainen dériviiva ja I'; kuten kuvassa. Télloin I'y voidaan
(jatkuvasti) deformoida kiekoksi I';.



(c¢) Olkoon D = C, I'y kuten kuvassa ja I'jy = {z : z = 0}. Nyt I'y voidaan jatkuvasti
deformoida pisteeksi I';.

(d) Olkoon D ensimmaéinen neljannes ja I'y ja I'y vastakkaisesti suunnistetut kiekot
kuten kuvassa. Télloin I'y voidaan jatkuvasti deformoida kiekoksi I';.

(e) Olkoon D = C\{+i}, ja olkoot I'y ja I'y kuten kuvassa. Nyt Iy voidaan jatkuvasti
deformoida I';:ksi.

Mairitelmé 1.4.1. Silmukka 'y on jatkuvasti deformoitavissa (joskus puhutaan homo-
topiasta) silmukaksi I'y alueessa D, jos on olemassa funktio z(s, t), jatkuva yksikkoneliossa
{(s,t) 0<s<1,0<t< 1} siten, etta

(i) jokaisella arvolla s € [0, 1] funktio z(s,t) parametrisoi jonkun silmukan alueessa D;
(ii) 2(0,t) parametrisoi silmukan I'y;
(iii) 2(1,t) parametrisoi silmukan I';.

Esimerkki 1.4.2. Osoita Maééritelméan 1.4.1 mukaisesti, ettd silmukka Ty : z = >,

0 <t < 1, voidaan jatkuvasti deformoida silmukaksi I'; : z = 2¢*™ 0 < t < 1 renkaassa
{z:1/2 < |z| < 3}.

Esimerkki 1.4.3. Osoita Maaritelmén 1.4.1 mukaisesti, ettd jokainen silmukka voidaan
jatkuvasti deformoida &ariviivapisteeksi z = 0 kompleksitasossa.

Huomataan, etté jos silmukka I'g voidaan jatkuvasti deformoida silmukaksi I'; funktion
z(s,t) avulla, niin z(1 — s,t) deformoi silmukan I'y silmukaksi I'y. Edelleen, jos 'y ja T’y
voidaan deformoida yhdeksi pisteeksi annetussa alueessa, voidaan I'y deformoida I';:ksi.

Maaritelméa 1.4.4. Jos jokainen silmukka alueessa D C C voidaan jatkuvasti deformoida
pisteeksi alueessa D, niin télloin D on yhdesti yhtendinen alue.

Yhdesti yhtenéisessd alueessa ei ole "reikid”. Topologiassa osoitetaan, ettd yksinker-
taisen suljetun &ériviivan rajaama alue on yhdesti yhtenédinen. Tamé otetaan usein osak-
si Jordanin kéyralausetta. Jos alue ei ole yhdesti yhtenédinen, on se monesti yhtendinen
(multiply connected).

Olkoon D = C\{0} jaI' = T (1 kierros vastapéivéin, alkupiste 1). Télloin:

(a) Silmukkaa z(t) = 4 + > 0 <t <1 ei voida jatkuvasti deformoida silmukaksi T'.
(b) Silmukkaa I' ei voida jatkuvasti deformoida pisteeksi. Silmukka (a) voidaan!

)
)

(c) Silmukkaa I' ei voida jatkuvasti deformoida silmukaksi —I" alueessa D.
)

(d) Silmukkaa I' ei voida jatkuvasti deformoida silmukaksi T (2 kierrosta positiiviseen
suuntaan).



Lause 1.4.5 (Deformaatio invarianssilause). Olkoon f analyyttinen alueessa D, ja
olkoot Iy ja 'y silmukoita alueessa D. Jos 'y ja 'y voidaan jatkuvasti deformoida toisilleen,
niin

f(z)dz= [ f(z)dz.
To Iy

Lause 1.4.6 (Cauchyn integraalilause). Olkoon f analyyttinen yhdesti yhtendisessé
alueessa D, ja olkoon I' suljettu &ériviiva (eli silmukka) alueessa D. Télléin

/Ff(z)dz:(). (1.11)

Topologisen paittelyn avulla voidaan osoittaa, ettéd jos I' on yksinkertainen suljettu &éri-
viiva, ja f on analyyttinen &éariviivalla I" sekd sen sisélla, niin téalloin funktion f taytyy
olla analyyttinen jossakin yhdesti yhtenéisessé alueessa, joka pitéda sisalladn aédriviivan I
Néin ollen Lauseen 1.4.6 nojalla integraali pitkin dériviivaa [ h&vidd aina, kun integroituva
funktio on analyyttinen aériviivalla I' ja sen sisalla.

Yhdistamélld Lauseet 1.3.5, 1.4.5 ja 1.4.6 saadaan:

Lause 1.4.7. Yhdesti yhtendisesséd alueessa analyyttiselld funktiolla on primitiivi, sen
adriviivaintegraalit ovat riippumattomia polusta ja silmukkaintegraalit havidvat.

Esimerkissé 1.2.7 osoitettiin, etta

/C(z—zo)”dz: {0’ n7 -l (1.12)

2, n=—1,

kun C' = {z Cz—z| =1 > 0} (positiiviseti suunnistettu 1 kierros), zo € C, jan € Z. Jos
zo = 0 jan > 0, niin z” on analyyttinen koko tasossa, joka on yhdesti yhtendinen alue, ja
niiin ollen Lausetta 1.4.7 voidaan soveltaa: funktiolla 2" on primitiivi (so. 2" /(n + 1)),
ja ndin ollen silmukkaintegraalit havidvit. Jos taas n < 0, niin 2" on analyyttinen vain
punkteeratussa tasossa. Nyt C\{0} ei ole yhdesti yhteniinen, joten Lausetta 1.4.7 ei voida
soveltaa. Jos n = —1 niin funktiolla 2" ei ole edes primitiivid alueessa C\{0} funktion log z
haaraleikkauksesta johtuen. Lauseen 1.4.7 voima on siiné, ettd hankalat integrointipolut
voidaan korvata helpommilla.

Esimerkki 1.4.8. Laske
dz
r < ’

kun I on positiivisesti suunnistettu ellipsi % + 4y* = 1, misséd z = x + iy.

eZ
dz.
/|z:2 2-9%

Merkintéa tarkoittaa, ettd integrointipolku on positiivisesti suunnistettu ympyra |z| = 2
kierrettyné yhden kerran.

Esimerkki 1.4.9. Laske
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Esimerkki 1.4.10. Maaraa

d
/z Za, a € C,
L —

kun T' on positiivisesti suunnistettu ympyré (1 kierros), joka ei kulje pisteen a kautta.
3z —2
/ 5 dz,
rz2—z

/ dz
r22—1

1.5. Cauchyn integraalikaava ja sen seurauksia

Esimerkki 1.4.11. Laske

kun T" on kuten kuvassa.

Esimerkki 1.4.12. Laske

kun T" on kuten kuvassa.

Lause 1.5.1 (Cauchyn integraalikaava). Olkoon I' yksinkertainen suljettu positiivis-
esti suunnistettu dariviiva. Olkoon f analyyttinen yhdesti yhtendisessd alueessa D, joka
pitad siséllaan adriviivan I'. Olkoon zy miké tahansa piste ddriviivan I' sisalta. Talloin

LI (1.13)

21 Jr 2 — 2o

f(Zo) =

Cauchyn integraalikaavasta seuraa, ettd analyyttisen funktion arvot dariviivalla I’ méaraavat
funktion arvot &ariviivan sisilla.
€ +sin z
/ kg,
r z

COS 2
5 dz,
r”° — 4

2,z
/ Ze,dz.
,’[22‘{‘2

Lause 1.5.5. Olkoon g jatkuva dariviivalla I". Asetetaan

Esimerkki 1.5.2. Laske

kunT'={z:]z —2| = 3}.
Esimerkki 1.5.3. Laske

kun T on kuten kuvassa.

Esimerkki 1.5.4. Laske

9(¢)
G(z ::/—d , 1.14
()= [ 2 (1.14)
missd z ¢ I'. Télloin G on analyyttinen joukossa C\ I, ja sen derivaatta on
: 9(&)
G'(z) = / ———d¢. 1.15
) r(§—2)? ( )
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Huomaa, ettéd Lauseessa 1.5.5 ei oleteta, ettd I' on suljettu eiké funktion ¢ tarvitse olla
analyyttinen. Edelleen Lause 1.5.5 ei kerro mité tapahtuu kun z — 2z € I.
Jos Lauseen 1.5.5 todistuksessa kéytettyéd padttelyé sovelletaan funktioon

H(z) = /F %dg 2 ¢ T, (1.16)
niin ndhdaén, ettd H on analyyttinen joukossa C\ I ja
}ﬂ@:2ﬁg%%ﬁ%,z¢ﬂ

Huomaa, ettd H' saadaan formaalisti derivoimalla funktiota H integraalin siséll&.
Olkoon f analyyttinen pisteessé zp. Valitaan C' = {f eC:|€—2|= r} siten, ettd f
on analyyttinen ympyralla C' ja sen sisélla. Jos z on ympyrian C' sisélld, niin

f(z)—i/ O ge

2 Jo €2

joten Lauseen 1.5.5 nojalla

f@)Zé%lﬁg¥%5%- (1.17)

Nyt f" on muotoa (1.16) ja siis analyyttinen kiekon C' sisélla. Erityisesti f’ on analyyttinen
pisteessé zy. Paatellaan:

Lause 1.5.6. Jos f on analyyttinen alueessa D, niin sen kaikki derivaatat f', f”, ... ovat
olemassa ja analyyttisid alueessa D.

Lauseeella 1.5.6 ei ole suoraa vastinetta reaalianalyysistd. Esimerkiksi funktio f(z) =
2%/ on differentioituva kaikilla # € R, mutta sen derivaatta f'(z) = 52%2/3 ei ole differ-
entioituva origossa.

Jos f(z) = u(z,y) +iv(x,y), 2 = x + iy, niin kurssin Kompleksianalyysi a nojalla

ou ov ov ou
"(2)= —+1— ] "(2)= — —i—. 1.18
fla)=gitige in F =5 —ig (118)
Nyt tiedetédén, ettd f’ on analyyttinen ja siis jatkuva. Néin ollen kaavojen (1.18) nojalla
funktioiden u ja v ensimmadiset osittaisderivaatat ovat jatkuvia. Edelleen, koska toinen
derivaatta f” on olemassa, niin kaava (1.18) ja Cauchy-Riemannin yht&lot antavat
o? 0? 0? 0?
() = u+Z_ v_ 0w O
0x? or? Oydx  Oyox
f”(z) — 82U — 82“ — _@ _ Z@
oxdy  0x0y oy2  0y?

Koska nyt f” on jatkuva, ovat kaikki funktioiden u ja v toisen kertaluvun osittaisderivaatat
jatkuvia. Jatkamalla péittelyd saadaan:
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Lause 1.5.7. Jos f = u + iv on analyyttinen alueessa D, niin kaikki funktioiden u ja v
osittaisderivaatat ovat olemassa ja jatkuvia alueessa D.

Tata tulosta kannattaa verrata kurssin Kompleksianalyysi a tarinoihin. Paatelldén,
ettd funktioiden u ja v kaikki kaikkien kertalukujen osittaisderivaatat ovat harmonisia.

Edelld olevien tulosten nojalla ndhdéin: jos funktiolla f on primitiivi alueessa D,
niin f on analyyttinen alueessa D (primitiivi on analyyttinen, koska se on derivoituva).
Lauseesta 1.3.5 seuraa:

Lause 1.5.8 (Moreran lause). Jos [ on jatkuva alueessa D, ja jos

/Pf(z)dz =0

kaikilla suljetuilla dériviivoilla I' C D, niin f on analyyttinen alueessa D.

Todistamalla (1.15) ja (1.17) osoitettiin, ettd joissakin tapauksissa integroinnin ja de-
rivoinnin paikkaa voidaan vaihtaa. Cauchyn integraalikaavasta induktiolla saadaan:

Lause 1.5.9 (Yleistetty Cauchyn integraalikaava). Jos f on analyyttinen yksinker-
taisella suljetulla positiivisesti suunnistetulla ddriviivalla I" ja sen sisélld, ja jos z on ddrivi-
ivan I' siséllé, niin
|
(n) - & d eN 1.19
1) = g [ o de neN. (1.19)

Usein (1.19) kannattaa kirjoittaa muodossa

[ g L
‘o

= N.
z— zo)™ : (m—1)! me

Esimerkki 1.5.10. Laske

65z

—dz.

T 23
2 1
/Ldz7
c Z(Z —1)?

1.6. Analyyttisten funktioiden kasvun ylirajoja

Esimerkki 1.5.11. Laske

kun C on kuten kuvassa.

Lause 1.6.1 (Cauchyn arvio). Olkoon f analyyttinen suljetussa kiekossa D(zy, R). Jos
|f(2)] < M kaikilla z € 0D(zp, R), niin

n!M
R’

£ (20)] < neN, (1.20)

Lause 1.6.2 (Liouvillen lause). Rajoitettu kokonainen funktio on vakio.
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Ei-vakiot polynomit ovat rajoittamattomia tasossa. Karkeasti sanottuna astetta n ol-
eva polynomi kédyttaytyy kuin z", kun |z| on suuri, koska johtotermi dominoi alempia
potensseja. Jos

P(z) = ap2" 4+ ap12" '+ ...+ a1z +ag, an #0,

niin

Qe a a
P(z):zn(an—l- Ly 4 ni1+—2>,
z z z

ja titen P(z)/z" — a,, kun |z| — oo.
Kurssilla Kompleksianalyysi a luvattiin:

Lause 1.6.3 (Algebran peruslause). Jokaisella ei-vakiolla polynomilla on véhintédédn
vksi nollakohta.

Cauchyn integraalikaavan nojalla

1 1 27 it )
f(z0) = —/ 12 g L [T Lt B g,
270 )|z j=Rr Z — %0 2w Jo 20+ Re® — zg
s (1.21)
=5 ) f (zo + Re“) dt.

Kaava (1.21) tunnetaan keskiarvoperiaatteena. Selvésti, jos |f(2)| < M ympyran kehalla
|z — 20| = R, niin | f(20)| < M; vertaa kaavaan (1.20) arvolla n = 0.

Lemma 1.6.4. Olkoon f analyyttinen kiekossa D(z, R), ja olkoon | f(z)| < | f(zo)| kaikil-
la z € D(29, R). Télloin | f| = vakio kiekossa D(zy, R).

Lemman 1.6.4 nojalla analyyttisen funktion moduli ei voi saavuttaa maksimiaan kiekon
keskipisteessd — ellei | f| ole vakio.

Lause 1.6.5 (Maksimiperiaate). Olkoon f analyyttinen alueessa D siten, etta|f(z)| <
|f(20)| kaikilla z € D jollekin zy € D. Télléin f = vakio alueessa D.

Lause 1.6.6. Olkoon f analyyttinen rajoitetussa alueessa D, ja olkoon f jatkuva sulkeu-
massa D. Télloin |f| saavuttaa maksiminsa reunalla 0D.

Esimerkki 1.6.7. Etsi funktion |2? + 3z — 1| maksimi suljetussa yksikkékiekossa D.

2. Analyyttisten funktioiden sarjaesitykset

2.1. Jonot ja sarjat

Kompleksitermisi jonoja kisiteltiin jo kurssilla Kompleksianalyysi a. Jos A,, € C kaikilla
n € N, ja jos A € C, niin seuraavat viittamét ovat ekvivalentteja:

(i) A, — A, kun n — oo;
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(i) |A, — Al — 0, kun n — oc;
(iii) (A, —A) — 0, kun n — oo;
(iv) jokaista € > 0 vastaa N. € N siten, ettd |A, — A| < ¢ kaikilla n > ..

Maaritelma 2.1.1. Kompleksiterminen sarja on lauseke

o
ch =co+ci+c+..., ¢ €C,
§=0

ja tdméan sarjan n:s osasumma on luku

n

Sn::ch:co+cl+...+cn.
=0

Jos S, =& 5§ € C, kun n — oo, niin sanotaan, ettd sarja Z;io c; suppenee kohti lukua S.
Télloin kirjoitetaan S = Z;*io c;. Jos sarja ei suppene, niin se hajaantuu.

Huomaa, etta sarja Z;’io c; suppenee kohti lukua S € C jos ja vain jos

Z ¢;=(8—=5,)—0, n—oo.

j=n+1
Lemma 2.1.2. Jos || < 1, niin sarja ) * ¢/ suppenee kohti arvoa (1 —c¢)~", eli
9 1
l+c+c o= lc| < 1. (2.1)
—c

Muulloin sarja hajaantuu.

Lause 2.1.3 (Vertailutesti). Olkoon c; € C kaikilla j € N. Oletetaan, etté on olemassa
J € N siten, ettd |c;| < M; kaikilla j > J. Jos Zj‘io M, suppenee, niin Z;’io ¢j suppenee.

Esimerkki 2.1.4. Osoita, etta
i 3+2i
Jj= J T 1
suppenee.

Sarja Z]O'io c; on absoluuttisesti suppeneva, jos Z;’io |c;| suppenee. Absoluuttisesti
suppeneva sarja on suppeneva vertailutestin nojalla.

Lause 2.1.5 (Suhdetesti). Oletetaan, ettd sarjan )" c; termit toteuttavat raja-arvon
\cj+1/¢;| = L, kun j — oo. Jos L < 1, niin sarja suppenee. Jos L > 1, niin sarja hajaantuu.
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Esimerkki 2.1.6. Osoita, ettd sarja
Y
suppenee.

Lause 2.1.7 (Juuritesti). Oletetaan, ettd sarjan )~ c; termit toteuttavat raja-arvon
{/|¢jl = L, kun j — oo. Jos L < 1, niin sarja suppenee. Jos L > 1, niin sarja hajaantuu.

Useissa tapauksissa juuritesti on suhdetestid hankalampi soveltaa, mutta juuritesti
tunnistaa suppenemisen suhdetestid paremmin. Erityisesti, jos sarja suppenee suhdetestin
nojalla, niin t#lléin suppeneminen voidaan todeta myos juuritestin nojalla (ks. extra-
demot). Juuritesti on aidosti suhdetestii parempi, koska esimerkiksi geometrisen sarjan
(termien jérjestystd on vaihdettu pareittain)

o0

E:o—1+1+1+1+i4~£+J;+i+
— 79 8 4 32 16 128 64

tapauksessa suhdetesti ei kerro mitdan, mutta juuritestin mukaan sarja suppenee. Taméa
johtuu seikoista

Ci+1 2, kunj:0,2,4,..., . . ] 1
S = ' ja lim y/c; = —.
Cj 1/8, kunj=1,3,5,..., j—00 2

Kompleksianalyysissa padadytiadn usein tarkastelemaan jonoja ja sarjoja, joiden termit

ovat funktioita. Esimerkiksi funktiojonolla {f,(z)}22,, missd f,(z) = (£)", on pisteittéi-

2
nen raja-arvo

0, kun |z| < |2i] =2,

1, kun z =21,

ja muilla arvoilla z funktiojonolla ei ole dérellistd raja-arvoa. Miksi? Tapauksessa |z| = 2

Esimerkki 2.1.8. Olkoon z, € C\{0} kiinnitetty. Osoita, ettd funktioterminen sarja

—ﬂ.

=0
suppenee kaikilla arvoilla z € C siten, ettd |z| < |z].

Mairitelma 2.1.9. Funktiojono {f,(2)}22, suppenee tasaisesti kohti rajafunktiota f(z)
joukossa 2 C C, jos jokaista £ > 0 vastaa N. € N siten, etté

f(z) = u(2)l <& z€Q

kaikilla n > N..
Sarja 7 fj(2) suppenee tasaisesti kohti funktiota S(z) joukossa 2 C C, jos osasum-
mien jono Sy,(z) = Y7 fj(z) suppenee tasaisesti kohti funktiota S(z) joukossa €.
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Huomaa, ettd N, ei riipu muuttujasta z!

Esimerkki 2.1.10. Osoita, ettd sarja )~ (2/2)” on tasaisesti suppeneva joukossa

D(0,r), kun r < |z].

Lause 2.1.11 (Weierstrassin M-testi). Jos } 77 fj(2) on sarja kompleksifunktioita
joukossa €2, Z;io M; on positiiviterminen suppeneva sarja, ja |f;(z)| < M; kaikilla z € €,
ja kaikilla j > J € N, niin télléin ) 77 f;(2) suppenee tasaisesti joukossa ).

2.2. Taylorin sarjat

Maaritelma 2.2.1. Olkoon f analyyttinen pisteessé zy. Télloin sarja

f//(z(])
2!

> £0) (2 . / )
Zf (, >(z—zo>ﬂ:f(zo)+f(zo>(z—zo>+ (z—z20)2+... (22

J

on funktion f Taylorin sarja pisteen 2z, ympéaristossi. Jos zg = 0, sarja tunnetaan Maclau-
TN Sarjana.

Lause 2.2.2. Olkoon f analyyttinen kiekossa D(zo, R). Télloin Taylorin sarja (2.2) sup-
penee kohti funktiota f kaikilla z € D(zy, R). Edelleen suppeneminen on tasaista jokaises-
sa suljetussa kiekossa D(z, R'), missié R’ < R.

Lauseen 2.2.2 nojalla Taylorin sarja suppenee kohti funktiota f jokaisessa kiekossa
D(zp, R), missé f on analyyttinen.

Esimerkki 2.2.3. Tarkastele seuraavien funktioiden Taylorin sarjoja:
(a) Log z, pisteen zy = 1 ympadristossa;
(b) (1 —2)7', pisteen 2o = 0 ympiiristdssd;
(c) e*, pisteen zy = 0 ympdristossa.

Tarkastellaan summaa

Log z = Z (_1)j+1,(z - 1)j.

j=1 J
Derivoimalla termeittédin saadaan
L—(z=D)+(z-1"=-(=1°+...=> (1-2). (2.3)
=0
Huomataan, etti sarja (2.3) on samaa tyyppié kuin sarja (1 —2)"1 = Z;io 2. Néin ollen

(2.3) suppenee kohti funktiota (1 — (1 — 2))™" = 1/z kun |1 — 2| < 1. Toisin sanoen
differentioimalla funktion Log z sarjakehitelm#dd saadaan funktion 1/z sarjakehitelmi,
joka on funktion Log z derivaatta.
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Lause 2.2.4. Jos [ on analyyttinen pisteessd zo, niin sen derivaatan f' Taylorin sarja
pisteen zg ymparistossi saadaan derivoimalla funktion f Taylorin sarja, ja se suppenee
samassa kiekossa kuin funktion f Taylorin sarja.

Esimerkki 2.2.5. Maaraa funktioiden sin z ja cos z Maclaurin sarjat.

Lause 2.2.6. Olkoon f ja g analyyttisid pisteen zo ympéristossa, ja olkoot

o & 0 (s |
&) =Y apte -y =Y s

|
7=0 =0
ad X gl
9 (20)
g(z) = Z bi(z — 2) = S (z — 20)’,
j=0 j=0 J:

funktioiden f ja g Taylorin sarjat pisteen z, ympéristossa. Télloin
(i) funktion cf, missi c € C, Taylorin sarja on Y °° ca;(z — z)’;
(ii) funktion f + g Taylorin sarja on Y 7 (a; + b;)(z — 20)7.

Todistus sivuutetaan helppona. Kiekko, jossa funktion f 4 ¢g Taylorin sarja suppenee on
vahintddn yhta suuri kuin pienempi kiekoista, joissa funktioiden f ja g Taylorin sarjat
suppenevat.

Esimerkki 2.2.7. Maaraa funktion cos z + i sin z Maclaurin sarja.
Tarkastellaan kahden Maclaurin sarjan tuloa:
(ao + a1z + a2z® + azz® + ... ) (bo + b1z + bez” + b3z® + ...
= agbo + (Cleo + aobl)z -+ (Clgbo + albl + aobg)zz (24)
—|— (a3b0 + CLle —f- albg —|— a0b3)23 —|— e

Huomataan, ettéd tulosarjan kerroin on muotoa

J
C; = Cljbo + CLj,1171 + aj,QbQ + ..+ albj,l + Clobj = Zaj,lbl, 0 S ] < Q. (25)
1=0
Maééritelmd 2.2.8. Kahden Taylorin sarjan domoai(z—2) ja 32 bi(2—2) Cauchy-
tulo on (formaali) sarja » 77 c;j(2 — 20)’, missé c; on annettu kaavassa (2.5).
Lause 2.2.9. Olkoot f ja g analyyttisid jossakin pisteen z, ympéristossd, ja olkoot vas-
taavasti Y a;(z — 20)’ ja 322 bj(z — 2)’ niiden Taylorin sarjat. Talloin tulofunktion
fg Taylorin sarja tdssd pisteen z, ympaéristossid on funktioiden f ja g Taylorin sarjojen
Cauchy-tulo.

Esimerkki 2.2.10. Maérdéa funktion sin z - cos z Maclaurin sarja Cauchy-tulon avulla.
Esimerkki 2.2.11. Maaraa funktion tan z Maclaurin sarjan ensimmaisid termeja.

Kurssilla Kompleksianalyysi a vaitettiin, ettd jokainen analyyttinen funktio voidaan
esittaé lausekkeella, joka riippuun vain muuttujasta z (ei esiinny z, Re z tai Im z). Tay-
lorin sarjat selittdvit tdmén vaitteen.
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2.3. Potenssisarjat

Madritelma 2.3.1. Tyyppid 77, a;(2 — 2p)’ olevia sarjoja sanotaan potenssisarjoiksi.
Vakiot a; € C ovat kertoimia, ja 2o € C on kehityskeskipiste.

Olkoon potenssisarja annettu, esimerkiksi

> Y z 22 28

—— =14+ =+ =4.... 2.6
;(j%—l)Q +4+9+16jL (26)
On luonnollista kysyé:

e Milloin potenssisarja suppenee? Milld muuttujan z arvoilla?

e Onko sarjan esittdma funktio analyyttinen?

e Onko sarjaesitys yksikésitteinen? Erityisesti, onko jokainen potenssisarja Taylorin
sarja?

Lause 2.3.2. Jokaista potenssisarjaa Z‘;‘;O a;(z — zp)! vastaa yksikésitteinen reaaliluku
R € [0, 00], joka riippuu vain kertoimista a;, siten, etté

(i) sarja suppenee kiekossa D(zy, R);
(ii) sarja suppenee tasaisesti suljetussa kiekossa D(zy, R') kaikilla R’ < R;
(iii) sarja hajaantuu joukossa C\D(zo, R).

Maéaritelméa 2.3.3. Olkoon {z;}52, reaalilukujono siten, ettd —oo < x; < oo kaikilla
7 € N. Talloin lukua

limsup x; = inf {supx}
j—00 7 keN >k !
kutsutaan jonon {z,} yldraja-arvoksi, kun j — oo.
Huomaa, etta
(i) jos {x;}32, suppenee, niin lim; ., x; = limsup;_,, 7;;

(ii) limsup,_,,, x; on aina olemassa (—oo, dérellinen tai +-00), mutta raja-arvo lim; . x;
ei ole aina olemassa.

Lauseen, 2.3.2 todistus. Olkoon R = (limsup; . </ |a]~])71. Todistetaan ensin viitteet (i)
ja (ii). Jos R = 0, niin ei ole mitédén todistettavaa. Jos R > 0, niin (i) seuraa véitteesta
(i), ja ndin ollen riittda todistaa (ii).

Olkoon 0 < R’ < R. Valitaan luku n € R siten, ettd 1/R < n < 1/R'. Koska t&lloin

. 1
inf < sup{/|a;| p = = <,

19



niin on olemassa K € N siten, ettd sup;s ¢/|a;| < 7, ja siis edelleen {/|a;| < 7 kaikilla
j > K. Niin ollen kaikilla z € D(zy, R') ja j > K pétee

laj(z = 20)| = layllz — 2ol <0’ (R') = (nR'Y,

missa Z;’io(nR’ )Y suppenee geometrisena sarjana, koska nR’ < 1. Weierstrassin M-testin
nojalla 7% a;(2 — 2)’ suppenee tasaisesti joukossa D(z, I).
Osoitetaan vield (iii). Olkoon z € C siten, etté |z — 29| > R. Valitaan § € R siten, etté

1 1 ‘
—<5<—:inf{supj |aj|}.

2 — 2o R keN >k

Télloin kaikilla k € N pétee

sup {/|a;| > 1 > 0.
>k R

Siis jokaista indeksid k € N vastaa j; > k siten, ettd {/|a;| > J. Nyt

Ik 4
a5, (= — z0)’| = ( anllz - Zo|> S (32 = ) > 1

kaikilla & € N. Koska yleinen termi a;(z—2p)’ - 0, kun k — oo, niin sarja 3% a;(z—2)’
hajaantuu. O

Lukua R sanotaan potenssisarjan Z;io aj(z—zo)j suppenemissdteeksi, ja Lauseen 2.3.2
todistuksen nojalla R saadaan esimerkiksi Cauchy-Hadamard kaavasta

1 i1

ﬁ_thUP la;l,
J—00

missé

. ; . . 1 1
limsup {/|a;| := ]inlg sup {/la;| ¢, — 1= 00, —:=0.
€ 00

j—o0 ji>k

Huomaa, ettd Lause 2.3.2 ei sano mitdin suppenemisesta kehillda 0D(zg, R).
Suhdetestilld voidaan osoittaa, ettd jos

j+1
aj

lim =L
Jj—oo

niin R = 1/L. Esimerkiksi potenssisarjan (2.6) suppenemisside on 1, koska

aj+1
a;

. 2
lim m M =1
n—»00 (j + 2)2

j—0o0

Lemma 2.3.4. Olkoon {f,}>2, jono jatkuvia funktioita joukossa 2 C C siten, ettd
{fn}22, suppenee tasaisesti kohti funktiota f joukossa Q2. Télloin f on jatkuva joukossa (2.
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Lause 2.3.5. Olkoon { f,}22, jono jatkuvia funktioita joukossa 2 C C siten, ettd { f,}>,
suppenee tasaisesti kohti funktiota f joukossa 2. Olkoon I' C ) adriviiva. Téalloin

/an(z)dz—>/rf(z)dz, n — oo.

Lause 2.3.6. Olkoon {f,}>2, jono analyyttisia funktioita yhdesti yhtendisessé alueessa D
siten, ettd {f,}°°, suppenee tasaisesti kohti funktiota f alueessa D. Télloin f on ana-

lyyttinen alueessa D.

Koska potenssisarjan osasummat ovat polynomeina analyyttisid ja koska ne suppenevat
tasaisesti jokaisessa suljetussa kiekossa, joka siséltyy suppenemissiteen indusoimaan sup-
penemisalueeseen (= avoin kiekko), niin Lauseen 2.3.6 nojalla rajafunktio on analyyttinen.
Néin ollen péatelldéin seuraava tulos:

Lause 2.3.7. Jos R > 0 on potenssisarjan Z?io a;j(z — 29)? suppenemisséide, niin télléin
Z;io a;(z — 20)? on analyyttinen kiekossa D(z, R).

Esimerkiksi (2.6) esittdd Lauseen 2.3.7 nojalla analyyttistd funktiota yksikkokiekossa.
Lauseiden 2.3.2 ja 2.3.5 nojalla potenssisarja voidaan integroida termeittiin jos #éri-
viiva siséltyy kokonaisuudessaan suppenemissédteen indusoimaan kiekkoon.

Lause 2.3.8. Olkoon R > 0 potenssisarjan f(z) = »°°a;(2 — 20)’ suppenemisside.
Téll6in 0
Iz
0 =1 <, ) oo,
J!
jasiis 3377 a;(2 — z0)? on funktion f Taylorin sarja pisteen zo ympéristissi.

Lauseen 2.3.8 perusteella tiedetédén, etté potenssisarjaesitykset ovat yksikasitteisia. Er-
ityisesti, jos sarjat 77 a;(z—20)7 = Y 72, bj(2—2p)’ suppenevat pisteen zp ymparistossi,
niin télléin a; = b; kaikilla j = 0,1, .. ..

Ollaan osoitettu, ettd jos potenssisarja Z;io aj(z — zp)? suppenee jossakin kiekossa,
niin se on analyyttisen funktion

f) = Jim 3 ay(z— =) 2.)

Taylorin sarja, ja se voidaan seké integroida ettd derivoida termeittédin tdmén kiekon
sisélld. Edelleen, jos 0 < R < oo on tdmén potenssisarjan suppenemissidde, niin funktio f
ei voi olla analyyttinen missdén kiekossa D(zp, R*), missd R* > R.

Esimerkki 2.3.9. Etsi origon ympéristdsséa analyyttinen funktio f siten, ettd f(0) = 1
ja f'(z) = 3if(2) kaikilla z € D(0,r) jollekin r > 0.

Esimerkki 2.3.10. Olkoon g : [0,2] — C jatkuva. Asetetaan

2
F(2) ::/ e*g(t)dt, zeC.
0

Osoita, ettda I’ on kokonainen ja maarda sen Maclaurin sarja.
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2.4. Laurentin sarjat

Lause 2.4.1. Olkoon zy € C, ja olkoon f analyyttinen renkaassa
A(r,R,20) = {2z €C:0<r < |z— 2| < R < oo}.

Talloin f voidaan esittdda muodossa

F) =D ayle =20 + 3 asy(z = ),

Jj=0

misséd molemmat sarjat suppenevat renkaassa A(r, R, zo), ja suppenevat tasaisesti jokaises-
sa suljetussa renkaassa A(p1, p2, z0), missd r < p; < pa < R. Kertoimille pétee

_ f©) .
aj—% Cmdé, ]EZ, (28)

missd C' on miké tahansa positiivisesti suunnistettu yksinkertainen suljettu dériviiva ko.

renkaassa siten, ettd piste zo kuuluu dariviivan C' sisdosaan.

Tallaista sarjaesitystd, jossa on sekid positiivisid ettd negatiivisia erotuksen z — zj
potensseja sanotaan funktion f Laurentin sarjaksi ko. ympyriarenkaassa (Pierre Alphonse
Laurent 1813-1854). Yleenséd Laurentin sarja kirjoitetaan muodossa

Z a;(z — 2).

j=—o00

Jos f on analyyttinen kiekossa D(zg, R), niin Laurentin sarja redusoituu Taylorin sarjaksi.

Korvaamalla (z—zp) osamééralla 1/(z—zp) Lauseessa 2.3.2 ndhdéén etté formaali sarja
Z‘;‘;l c_j(z—20) 7 suppenee jonkin "suppenemiskiekon” D(zp, 1), jonka séide r riippuu vain
kertoimista c_;, ulkopuolella ja suppeneminen on tasaista jokaisessa joukossa C\D(zo, r’),
missa ' > r. Néin ollen sarja voidaan integroida termeittdin Lauseen 2.3.5 nojalla ja
jatkamalla Luvun 2.3 tyylin saadaan:

Lause 2.4.2. Olkoot sarjat Y cj(z — 20) ja > 22 ¢ j(2 — 20) 7 sellaisia, ettd
(i) 22520 ¢j(z — 2)’ suppenee kiekossa D(z, R);
(ii) -7, c-j(2 — 20) ™’ suppenee joukossa C\D(z,7);
(iii) r < R.

T&lléin on olemassa funktio f, analyyttinen ympyrérenkaassa {z : r < |z — z| < R},
jonka Laurentin sarja téssi renkaassa on ) ° _ cj(z — 2)’.

Lauseen 2.4.2 ja esityksen (2.8) mukaan Laurentin sarjat ovat yksikdsitteisia.
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Esimerkki 2.4.3. Maaraa funktion

22—-92243
z—2

Laurentin sarja alueessa {z : |z — 1| > 1}.

Esimerkki 2.4.4. Olkoon

Maarda funktion f Laurentin sarja
(a) yksikkokiekossa D;
(b) renkaassa {z:1 < |z] < 2};
(c) alueessa {z : |z| > 2}.
Esimerkki 2.4.5. Maéria funktion e'/* Laurentin sarja joukossa C\{0}.

Esimerkki 2.4.6. Maaraa funktion

_ |sinz, kunz#0,
1) = { 5, kun z =0,

Laurentin sarja joukossa C\ {0}.

2.5. Nollakohdat ja singulariteetit

Téssé luvussa tarkastellaan analyyttisten funktioiden kayttdytymistéa ldhella nollakohtia
ja erikoispisteité. Piste zg € C on funktion f nollakohta, jos f on analyyttinen pisteessé zg
(néin ollen analyyttinen jossakin sen ympéristossi), ja f(zg) = 0. Piste zo € C on eristetty
erikoispiste, jos f on analyyttinen punkteeratussa kiekossa D(zg,7)\{z0} jollekin r > 0,
mutta f ei ole analyyttinen pisteessi zj.

Maéaritelma 2.5.1. Piste zp € C on funktion f m-kertainen nollakohta, jos f on ana-
lyyttinen pisteessi zo, ja f(20) = f'(z0) = ... = f" VD (z) = 0, mutta f™(z) # 0.

Jos zp € C on funktion f m-kertainen 0-kohta, niin sen Taylorin sarja on muotoa

f(2) = am(z — 20)™ + amy1(z — 20)™ T 4 - -

o (2.9)

= (2 — 20)™ (am + ams1(z — 20) + -+ ),
missi a,, = 7™ (29)/(m!) # 0, ja summa g(2) = @ + apmy1(z — 20) + ... on analyyttinen
pisteessi zp sekd se toteuttaa g(zg) # 0. Edelleen summa g suppenee jos ja vain jos
funktion f Taylorin sarja suppenee. Kddntéen, jokaisella muotoa (2.9) olevalla funktiolla
taytyy olla m-kertainen 0-kohta pisteessi 2.
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Lause 2.5.2. Olkoon f analyyttinen pisteessa zy. Télloin zy on funktion f m-kertainen
nollakohta jos ja vain jos

f(z) = (2= 20)"g(2),

missé g on analyyttinen pisteessé z, ja g(zo) # 0.

Korollaari 2.5.3. Jos f on analyyttinen pisteessé zy, ja jos f(zy) = 0, niin joko f = 0
jossakin kiekossa D(zg,r), r > 0, tai on olemassa r > 0 siten, ettd f(z) # 0 kaikilla

z € D(zp,7)\{20}-

Huomaa, etté jos f # 0 on analyyttinen, ja f(z9) = 0, niin nollakohdan z, kertaluku on
aina luonnollinen luku. Funktiolla z'/? voitaisiin sanoa olevan (1/2)-kertainen nollakohta
origossa, mutta z'/2 ei ole analyyttinen pisteessé 0 (miksi?).

Olkoon 2, € C funktion f eristetty erikoispiste. Tiedetdén, ettd funktiolla f on Lau-

rentin sarja
o

f2)=>" a;(z— =) (2.10)

j==o0

pisteen zj jossakin punkteeratussa ympéaristossia D(zg, R)\{z0}

Maaritelméa 2.5.4. Olkoon 2, € C on funktion f eristetty erikoispiste, ja olkoon funktion
f Laurentin sarja annettu kaavalla (2.10) joukossa D(zg, R)\{zo}. Télloin

(i) Jos a; = 0 kaikilla j < 0, niin 2, on poistuva erikoispiste;

(ii) Jos a_p, # 0 jollekin m > 0, mutta a; = 0 kaikilla j < —m, niin 2z, on m-kertainen
napa;

(ili) Jos a; # 0 ddrettomén monelle negatiiviselle j, niin z, on oleellinen erikoispiste.

Tullaan ndkemé&éan, ettéd eristetyt erikoispisteet voidaan erottaa toisistaan funktion f
kayttaytymisen perusteella, laskematta Laurentin sarjaa.

Poistuvat erikoispisteet

Jos zy € C on funktion f poistuva erikoispiste, niin Laurentin sarja pisteessé zy on muotoa
f(z) =ao+ai(z — 2) +as(z — 20)° +..., 2z€ D(z,R)\{z}. (2.11)

Esimerkki 2.5.5.

sin 2 1 23 20 22 24

B :;(Z—g—i—g—)_ _5 g_ 720_07
wzl((l_iﬁﬁ_ )_)__3+Z_3_ = 0
2 2 ol T4l o1 " 4l o
21

2_1:z+1:2+(z—1)+0+0+...; 2p=1
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Kaavan (2.11) nojalla f on yhté kuin analyyttinen funktio h joukossa D(zy, R)\{z0}, joten
ainoa syy siithen, ettéd funktiolla f on erikoispiste pisteesséd zg on se ettd f on méaritelty
“erityisesti” pisteessd zg. Koska h on analyyttinen pisteessd zy, on se my0Os rajoitettu
jossakin pisteen z, ympéristossd. Ollaan osoitettu:

Lemma 2.5.6. Jos zy € C on funktion f poistuva erikoispiste, niin télloin seuraavat
vaittamat ovat tosia:

(i) On olemassa r > 0 siten, ettd f(z) on rajoitettu joukossa D(zy,r)\{z0};
(ii) On olemassa raja-arvo lim, ., f(z) € C;

(iii) Funktio f voidaan uudelleen madéritella pisteessé zq siten, ettd siitd tulee analyytti-
nen pisteessa zy.

Kééantéen, jos f on rajoitettu jossakin eristetyn erikoispisteen z, punkteeratussa ym-
péristossd D(zp, R)\{20}, niin singulariteetti on poistuva.
Todistus. (Kéénteinen suunta) On osoitettava, ettd funktion f Laurentin sarjalle

o0

F) = aj(z— =)

j==oc

I(Jéite)e ajL: 0 kaikilla j < —1nolk00n r < % ja M = maxocie—.|<ry2 | f(§)]. Télloin kaavan
2.8) ja Lauseen 1.2.11 nojalla

|aj| <

= or — 29) = 2 pitl

1 M .
L).df < — —2ar=Mr7—0, r—0",
[E—z0|=" (5 g+l

kaikilla j < —1. Viite seuraa. O

Poistuvat erikoispisteet eivét ole kovinkaan térkeitd analyyttisten funktioiden teorias-
sa, mutta késite on joissakin tapauksissa hyodyllinen, kuten tullaan jatkossa ndkeméén.

Navat

Laurentin sarja m-kertaisen navan ympéristossd on muotoa

— . - a0, (212
f(2) =)™ + (2= 2) +...+ p— +agt+ai(z—20) 4+, a_m#0. (2.12)

Esimerkki 2.5.7. Funktiolla
e? 1 22 1 1 1 z
z z 2! z z !
on kaksinkertainen napa origossa, ja funktiolla

sin 2 1 ( 23 20 ) 1 11 1 2?2

Z—§+a—...

Al 25

on nelinkertainen napa origossa.
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Kaavasta (2.12) seuraa:
Lemma 2.5.8. Jos funktiolla f on pisteessi zo m-kertainen napa, niin

lim ‘(z—zo)lf(z)‘:oo, leZ, 1<m,

Z—rZ20

kun taas funktiolla (z — z9)"™ f(z) on poistuva erikoispiste pisteessé zy. Erityisesti pétee
|f(2)] = oo, kun z — z.

Lemma 2.5.9. Funktiolla f on m-kertainen napa pisteessd zy jos ja vain jos jossakin
pisteen zy punkteeratussa ympéristossé (so. jossakin joukossa D(zg,m)\{z0}, missd r > 0
on riittdvéan pieni) pétee

fe) = S (2.13)

(2 — 20)™
missé g on analyyttinen pisteessé zo, ja g(zo) # 0.

Esimerkki 2.5.10. Maéréé funktion (sinz)/((2* — 1)?) pisteessd z = 1 olevan singular-
iteetin laatu.

Esimerkki 2.5.11. Osoita, ettd kaikki rationaalifunktion singulariteetit ovat joko pois-
tuvia tai napoja.

Yhdistamaélla edelld esitetyt padttelyt saadaan seuraava tulos.

Lemma 2.5.12. Jos funktiolla f on m-kertainen nollakohta piteesséd zy, niin funktiolla
1/f on m-kertainen napa pisteessi zy. Kddntéen, jos funktiolla f on m-kertainen napa
pisteessé zy, niin funktiolla 1/f on poistuva erikoispiste pisteesséd zy, ja jos médritelldan
(1/f)(20) = 0, niin funktiolla 1/ f on m-kertainen nollakohta pisteessé z.

Tiedetdén siis ettd |f(z)] — oo, kun z ldhestyy napaa. Tamé ei pidd paikkaansa, kun
z ldhestyy oleellista erikoispistetta.

Oleelliset erikoispisteet

Lause 2.5.13 (Picardin lause). Funktio f saa jokaisen kompleksiarvon mahdollisesti
yhté poikkeusta lukuunottamatta (Picardin poikkeusarvo), jokaisessa oleellisen erikoispis-
teen punkteeratussa ymparistossa.

Picardin lauseen todistus jaa tdmén kurssin ulkopuolelle. Osoitamme kuitenkin seu-
raavan heikomman tuloksen.

Lause 2.5.14 (Casorati-Weierstrass). Jos funktiolla f on oleellinen erikoispiste zp,
niin jokaisessa pisteen z, punkteeratussa ympéaristossa funktio f saa arvoja, jotka ovat

mielivaltaisen lahelld mitd tahansa kiinnitettya lukua ¢ € C.

Esimerkki 2.5.15. Todista Picardin lauseen viiite funktiolle e'/%.
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Funktion e!/# eksoottista kdyttiaytymisté oleellisen erikoispisteensd ympéristossi voidaan
tarkastella my6s piirtamalla kiyrit |e}/?| = s, missd s = 1,1/2,2,1/3,3,... .

Ollaan néhty, ettd jokaista kolmea eristetyn erikoispisteen tyyppié vastaa tietynlainen
funktion kéyttdytyminen kyseesséd olevan pisteen ympéristossda: Rajoittuneisuus indikoi
poistuvaa erikoispistettd, modulin ldhestyminen déretontéd kohti raja-arvon mielessé in-
dikoi napaa ja miké tahansa muu viittaa oleelliseen erikoispisteeseen. Naitd ominaisuuksia
voidaan kayttdd, kun Laurentin sarjan laskeminen on hankalaa, mutta halutaan méaarata
erikoispisteen laatu.

Esimerkki 2.5.16. Maaraa funktion sin (1 — 1/z) nollakohtien ja erikoispisteiden laatu.

Esimerkki 2.5.17. Maaraa funktion f(z) = (tanz)/z nollakohtien ja erikoispisteiden
laatu.

Yhteenvetona erikoispisteisiin liittyvésté teoriasta voidaan nyt asettaa seuraava tulos.

Lause 2.5.18. Olkoon funktiolla f on eristetty erikoispiste zj.
(1) Seuraavat véittamét ovat ekvivalentteja:

1
2

(1) 2 on poistuva;

(2) |f| on rajoitettu pisteen zy ymparistossé;

(3) raja-arvo lim,_,,, f(z) on olemassa dérellisend;
(4)

4) f voidaan uudelleen médaritelld pisteessd zy siten, ettd f on analyyttinen pis-

teessa zg.
(ii) Seuraavat véittamét ovat ekvivalentteja:

(1) 2o on napa;

(2) |f(2)| = +o0, kun z — zp;

(3) f voidaan esittéd muodossa f(z) = 22 jollekin m € N ja jollekin g(z)

(z—z0)™

analyyttinen pisteessd zy ja g(zo) # 0.
(ili) Seuraavat véittimét ovat ekvivalentteja:

(1) zo on oleellinen erikoispiste;
(2) |f(2)| e ole rajoitettu pisteen z, ympéristossd, eikéd |f(z)| — +oo, kun z — zp;

(3) f(2) saa jokaisen kompleksiarvon, mahdollisesti yhtéd poikkeusta lukuunotta-
matta, jokaisessa pisteen z, ympéristossa.
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2.6. Piste oo

On houkuttelevaa maaritelld f(zg) = 00, jos zg € C on funktion f napa. Tdsméllisemmin
asetetaan

f(Zo) = 00,

jos f on analyyttinen pisteen z, ymparistossé ja lim,_,,, | f(2)| = +o0o. Edelleen asetetaan

f(o0) =wg, jos zli)Igo f(2) = wy.

Esimerkiksi, jos
2z+1
f(z) = (2.14)

z—1"

niin f(1) = oo ja f(co) = 2. Edelleen jos h(z) = 2z + 1, niin h(co) = oc.

Maaritelmi 2.6.1. Asetetaan:

(i) funktio f on analyyttinen pisteessi oo, jos f (%) on analyyttinen origossa tai silld
on poistuva erikoispiste origossa;

(ii) funktiolla f on m-kertainen napa pisteessi oo, jos funktiolla f (%) on m-kertainen
napa origossa;

(iii) funktiolla f on oleellinen erikoispiste pisteessé oo, jos origo on funktion f(L) oleelli-
nen erikoispiste.

Lauseesta 2.5.18 seuraa:

(i) f on analyyttinen pisteessid oo, jos |f(2)| on rajoitettu kun z on moduliltaan riit-
tavén suuri;

(ii) funktiolla f on napa pisteessé oo, jos f(z) — oo kun z — oc;

(iii) funktiolla f on oleellinen erikoispiste oo, jos f ei ole rajoitettu eiké ldhesty modulil-
taan ddretontd, kun z — oo.

Esimerkki 2.6.2. Klassifioi funktioiden z* + 2, (iz +1)/(z — 1) ja sin z kédyttdytyminen
pisteesséd 00.

Esimerkki 2.6.3. Madrad kaikki funktiot f, jotka ovat analyyttisid laajennetussa komp-
leksitasossa C = C U {oo}.

Esimerkki 2.6.4. Mitd muotoa on funktio f, joka on analyyttinen joukossa C poislukien
piste zg € C, jossa silld on m-kertainen napa?
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3. Residy-teoriaa

3.1. Cauchyn residylause

Palataan integraaliin

/F f(2)dz,

misséd ' on yksinkertainen ja suljettu dériviiva sekd f on analyyttinen &ariviivalla I' ja
sen sisilld poislukien eristetty erikoispiste z € Int(I"). Tiedetéén, ettd funktiolla f on

Laurentin sarja
oo

f()=) a;(z— =), (3.1)

j=—o00

joka suppenee jossakin pisteen z; punkteeratussa ympéristossa D(zo,7)\{20}. Télloin

/Ff(z)dz:/cf(z)dz, C’:{z:\z—zo\:g}7

missé oikeanpuoleinen integraali voidaan laskea integroimalla (3.1) termeittdin. Jos j #
—1, on termin a;(z — zp)? dédriviivaintegraalin arvo 0; tapauksessa j = —1 saadaan 2mia_;.
Siis
/ F(2)dz = 2mia,. (3.2)
r

Vakiolla a_; on selvéstikin térked rooli dariviivaintegraaleissa.

Maaritelma 3.1.1. Jos funktiolla f on eristetty erikoispiste zy € C, niin sen Laurentin
sarjan termin (2 — z) ™! kerrointa a_; kutsutaan funktion f residyksi pisteessd zo. Merk-
itdan Res (f; z0), tai lyhyesti Res (zp).

Esimerkki 3.1.2. Olkoon f(z) = ze¥?. Maéria Res (f;0) ja laske

/ 2e3% dz.
|z|=4

Jos funktiolla f on poistuva erikoispiste zp, niin kaikki erotuksen (z — zg) negatiivisten
potenssien kertoimet funktion f Laurentin sarjassa ovat nollia, ja niin ollen Res(zy) =
0. Edelleen, jos funktiolla f on napa pisteessd zg, niin tullaan nidkeméin, ettd resi-
dyn laskemiseksi voidaan 16ytdd yksinkertainen kaava. Oletetaan ensiksi, ettd napa on
yksinkertainen. Télloin pisteen zg ympéaristossé

a_q

f(Z):Z > +CL0+CL1(Z—Zo)+a2(2—20)2+"', a_17é0,
— <0

joten
(2 —20)f(2) =a_1+ (2 — 20) [ao +ai(z — 2) +as(z — 29)* + - - } )

Antamalla z — zj, saadaan

lim (2 — 29) f(2) = a_1 #0.

Z—rZ20
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Jos siis funktiolla f on yksinkertainen napa pisteessé zg, niin

Res(f;29) = lim (2 — z0) f(2). (3.3)

Z—r20

Esimerkiksi funktiolla f(z) = e*/(z(z + 1)) on yksinkertaiset navat pisteissi z = 0 ja

z = —1, joten
62:

Res (/;0) = lim 2f(z) = lim ——— =1
ja

Res(f;—1) = lim (z+1)f(2) = lim A

z——1 z——1 ZzZ

Esimerkki 3.1.3. Olkoon f(z) = P(z)/Q(z), missd P ja () ovat analyyttisié pisteessé zy,
funktiolla () on yksinkertainen nollakohta pisteessé zy ja P(z9) # 0. Osoita, ettd

P(z0)

Q'(z0)

Esimerkki 3.1.4. Laske Res(f;z20), kun f(z) = cotz ja zo on funktion f eristetty
erikoispiste.

Res (f;20) =

Jos funktiolla f on m-kertainen napa pisteessé zg, niin Res (f; z9) saadaan seuraavasti:

Lause 3.1.5. Jos funktiolla f on m-kertainen napa pisteessé zy, niin

1 )! Cin:n_l1 [(z = 20)" f(2)]. (3.4)

Res (f;20) = lim

2=z (m—1

Esimerkki 3.1.6. Laske Res(f;z), kun

ja zy on funktion f eristetty erikoispiste.

Ollaan néhty miten integraali [, f(z) dz lasketaan, kun funktiolla f on yksi singular-
iteetti suljetun ddriviivan I' sisélld. Tarkastellaan nyt yleisempéé tilannetta, jossa I' on
yksinkertainen suljettu positiivisesti suunnistettu dariviiva, ja f on analyyttinen &aérivi-
ivalla ' ja sen siséllda lukuunottamatta dérellisen montaa eristettya erikoispistetta zq, 2, . . .

Tiedetédédn, ettéa
[1era:=3" [ sy
r j=1"¢

missé silmukat c; ovat riittdvin pienid ympyroité, joiden keskipisteet ovat z; vastaavasti.
Nyt z; on ainoa funktion f singulariteetti kiekon c; sisdlld, joten

/ f(z) dz = 2mi Res (f; zj).
Néin ollen péatelldan seuraava térked tulos.
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Lause 3.1.7 (Cauchyn residylause). JosI on yksinkertainen suljettu positiivisesti su-
unnistettu ddriviiva ja f on analyyttinen ddriviivalla I ja sen sisélld lukuunottamatta pis-
teitd zy, ..., 2, € Int ', niin talléin

/Ff(z) dz = 2mi z": Res (f; ;).

Esimerkki 3.1.8. Laske

1 -2z
= /| D3 "

Ratkaisu. Integroitavalla funktiolla f(z) = (1 — 22)/(2(z — 1)(z — 3)) on yksinkertainen
napa pisteissd z = 0, z = 1 ja z = 3. Residylauseen nojalla

I= f(2)dz = 2mi (Res (f;0) + Res(f; 1)),
|z|=2
missa o 1
. ) — 9
Res(f;0> = LIL% Zf(Z) = ,lzl—I}(l) m _ 57
ja

Res(f;l):lig}(z—l)f(z):lim — =

joten I = 2mi(1/3 +1/2) = 5mi/3.
Esimerkki 3.1.9. Laske

| 3/z CoS 2 ds
/z|=5 (ze + —zZ(z — 7r)3 z

Ratkaisu. Selvasti

COS 2
I = / ze? dz +/ ——dz
|2|=5 zj=5 22 (2 — m)?
. 3 COS 2 COS 2
= 2m (RGS (Z€Z,O> -+ Res (m, 0) + Res (m7ﬂ->)

o 9 3 6 — 72
=2 | = — — — )
2 g 274

3.2. Trigonometrisii integraaleja

Tavoitteena on soveltaa residylausetta tyyppia
2
/ U(cos@,sinf) db, (3.5)
0
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missé U (x, y) on reaalikertoiminen rajoitettu rationaalifunktio, olevien integraalien laskemiseen.
Néytetiién, ettéd (3.5) voidaan esittédé ariviivaintegraalina [ F'(z)dz, missi F on kom-
pleksimuuttujan kompleksiarvoinen funktio. Asetetaan z = €, 0 < 6 < 2m, jolloin
271 = e Koska , , , ‘
e e~ e — e~
cosf = — s ja sinf = ———,

1 1 i i 1 1
005025(2—1—;) ja smG—E(z—;). (3.6)

Edelleen dz = ie? df = iz df, joten

niin

_dz
iz
Sijoittamalla kaavat (3.6) ja (3.7) kaavaan (3.5), saadaan

do

2
U(cosb,sin @) df :/F(z) dz,

0 T

ro-o(3(-+ 1) A (1)) L

Oletuksista johtuen F' on rationaalifunktio, joten silld on vain poistuvia erikoispisteité
(jotka voidaan integroinnissa unohtaa) ja napoja. Niin ollen residylauseen nojalla

missa

2m
/ U(cos,sin0) df = 2mi Z Res (F}; z;),
0 A

J

missé pisteet z; ovat funktion F' napoja yksikkokiekossa D.

]:/%ﬂd@
o O+4cost

Ratkaisu. Huomataan, ettd 5+ 4 cosf # 0 kaikilla 6 € [0, 27|, joten standardit sijoitukset

antavat )
- (u(z—2) de L (2-1°
ey _— T e e e — —— 2.
T5+4(%(z+§)) iz 4i Jp 22(222 4+ 52+ 2)

Integroitavalla funktiolla

Esimerkki 3.2.1. Laske

) (22 —1)? (22 —1)2

z) = =

g 22222 +5242)  222(z+1)(2+2)

on yksinkertainen napa pisteissd z = —1/2 ja z = —2, ja kaksinkertainen napa origossa.

Néista pisteet z = —1/2 ja z = 0 ovat yksikkokiekossa, joten

1 _ 1
I= 4 27i (Res (g, —§> + Res (g,O)) :
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Nyt
1 1 (z2-1)2 3
es (g, 2) ZiIfl (z + 2) 9(2) Zirfl% 2:2(z+2) 4
ja

1d,,

. : L od (1) 5
ReS(Q,U)—llgl]ﬁa(zg(z))—hm—(m _...__17

joten

Esimerkki 3.2.2. Laske
B / i do
Jo 2—cosb’

Ratkaisu. Koska cos = cos(2m — 0) kaikilla 0 < 6 < 7, niin

2 do 2m do
I= — ja 2= T ——
/7r 2 _cosf /0 2 —cosf

Standardit sijoitukset antavat

1 dz 2 dz
2= oo o
12— 5(2+3) iz i Jp 22 —4z+1

Nimitt#jian nollakohdat ovat z; = 2 — v/3 ja 20 = 2 4+ /3, joten

1 1
2—4z+1 (z—z2)(z— )’

9(z) =

ja siis funktiolla g on yksinkertainen napa pisteissa z; ja z3. Nyt z; € D, ja

1 1
Res(gr) = i o =)o) = fim =~

Toisaalta 2z, € C\ D. Néin ollen

2 1 2w T
2= —""2mi| — | =— = [=—.
i ( 2\/3) V3 V3
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3.3. Reaalisia integraaleja yli vilin (—oo, 00)

Jos f on jatkuva ei-negatiivisella reaaliakselilla [0, 00), niin mééritellddn

INCCE blggo/ P

mikéli raja-arvo on olemassa. Esimerkiksi

0 b —2b
— 1 1
/ e *dr=lim [ e **dr= lim ( c 4 _> =_.
0

b—o0 0 b—o0 2 2

Samaan tapaan, jos f on jatkuva joukossa (—oo, 0], niin asetetaan

/_ f(z)dx = lim f(z)dx

c——00 c

mikéli raja-arvo on olemassa. Jos molemmat raja-arvot ovat olemassa, niin

c——00

oo (3.8)

:/f dx+/f )dz.

Téssé tapauksessa integraalin arvo saadaan laskemalla yksi raja-arvo, nimittain

00 0 b
/ f(z)dx = lim f( ) dx + hm f( ) dx

/_Oo f(x)dr = lim pf(x)dx

.
p=oe J_,

Kannattaa kuitenkin huomata, ettd tdmé raja-arvo voi olla olemassa vaikka integraalia
ffooo f(z)dz ei olisikaan olemassa. Témé nidhdddn tarkastelemalla parittomia funktioita
kuten esimerkiksi identtistd kuvausta f(z) = .

Maaritelméa 3.3.1. Olkoon f jatkuva funktio joukossa (—o0o, 00). Funktion f integraalin
yli vélin (—o0, 00) Cauchyn pidarvo on

PA(/ I dx>—plggo f(@)do

On selvad, ettéd jos integraali ffooo f(z) dx on olemassa, niin se yhtyy Cauchyn pédar-
voon. Tarkastelemme nyt kuinka Residylausetta voidaan soveltaa tiettyjen integraalien
péadarvojen laskemiseen.

Esimerkki 3.3.2. Laske

00 p
PA / el zlim/ v
o Tt +4 p=oo J_, 2t 44

On selvad, ettd Esimerkissa 3.3.2 kiytetty puoliympyrénmuotoinen dériviiva sopii in-
tegraaleille, jotka toteuttavat seuraavat ehdot:
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(1) f on analyyttinen reaaliakselilla ja ylemméssd puolitasossa lukkun ottamatta #érel-
listd mé&arad eristettyjé erikoispisteitd ylemmésséd puolitasossa Im z > 0. Tama
takaa sen, etté riittdvan suurelle p kaikki ndmé eristetyt erikoispisteet ovat aérivi-
ivan sisilla.

(2) lim, 00 fo,,* f(z)dz=0.

Niiden ehtojen vallitessa PA ( 7 f(@) dx) saadaan ylemmén puolitason residyjen sum-

mana kerrottuna luvulla 27i. Tietysti, jos ehtojen (1) ja (2) analogiat toteutuvat alem-
massa puolitasossa, sama péadttely toimii myos sielld. Tarkastellaan ehtoa (2).

Lemma 3.3.3. Jos f = P/Q, missd P ja ) ovat polynomeja siten, ettd deg(Q) >
deg(P) + 2, niin

lim f(z)dz=0.

—00 [+
P Cp

Pa(f )

Esimerkki 3.3.5. Osoita, ettd

PA(/ € dx): '7r , O<a<l.
oo L4 €* sin am

3.4. Argumentin periaate ja Rouchén lause

Esimerkki 3.3.4. Laske

Maaritelma 3.4.1. Funktio f on meromorfinen alueessa D mikéli se on jokaisessa alueen
pisteessé joko analyyttinen tai silld on napa.

Edelld olleen mééritelmén nojalla analyyttiset funktiot ovat erikoistapauksia mero-
morfisista funktioista. Rationaalifunktiot ovat meromorfisia koko kompleksitasossa.

Jos f on analyyttinen suljetulla dériviivalla ja meromorfinen sen sisélld, niin talloin
funktiolla f on &arellinen méédrd napoja aariviivan sisélli (Navat eristettyjd. Jos niita
ddreton madré, niin Bolzano-Weierstrasin lauseen nojalla on olemassa kasaantumispiste
navoille diriviivan sisilld ja tdmé kasaantumispiste ei ole eristetty!). Samaan tapaan
padtellaén, ettd nollakohtia on myo6s dérellinen méadra dariviivan sisalla.

Jos

(z —8)223
(z =54z +2)2(z—1)%

niin funktion f napojen ja nollakohtien lukumaééréit kiekossa D(0, 4) kertaluvut huomioon
ottaen ovat N,(f) = 2+ 5 = 7 ja No(f) = 3, vastaavasti. Edelleen funktiolla f ei ole
napoja eiké nollakohtia kehélld |z| = 4.

f(z) = (3.9)

Esimerkki 3.4.2. Laske [, f'(z)/f(z)dz, kun C on positiivisesti suunnistettu kiekko

{z :|z| = 4}.
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Ratkaisu. Formaalisti

! d d
T = Tlog ) = - (Log ()] + faug £(2).
Olkoon 7 suljetun kiekon C' riittavan lyhyt kaari, jolla arg f(z) muuttuu vihemmén kuin
27 kuljettaessa pitkin kaarta «. Télloin on olemassa funktion log f(z) haara, joka on
analyyttinen kaarella . Lauseen 1.3.1 nojalla

/ JJCCI((;)) dz = (Log |f(22)| +iarg f(z2)) — (Log | f(21)| +iarg f(21)),

missd 21 ja zo ovat kaaren ~y alku ja loppupisteet vastaavasti. Jos nyt C' jaetaan téllaisiin
kaariin, niin saadaan

/@dz—AcLog |f| +iAcarg f = iAcarg f,
c f(2)

missd A arg f kertoo kuinka paljon funktion f argumentti muuttuu kuljettaessa pitkin
adriviivaa C' (A¢ Log | f| = 0, koska Log |f| on yksiarvoinen funktio, eiké silld siten ole
haaroja). Puhutaan jatkossa funktion f argumentin variaatiosta kayréalla C'. Funktion f
méaritelmén nojalla

arg f(z) = 2arg(z — 8) + 3argz —4darg(z — 5) — 2arg(z + 2) — barg(z — 1),

joten
Acarg f=271(2-0+3-1-4-0—-2-1-5-1) = —8m,

IO
/C’f(z) dz = —8mi.

ja siis

Edellisessé esimerkissé jokaisen kiekon C' sisédpuolella olevan nollakohdan vaikutus in-
tegraaliin oli 277 kertaa sen monikerta ja vastaavasti jokaisen navan —2mi kertaa sen
monikerta. Argumentin periaate yleistdd tdmén tuloksen meromorfisille funktioille.

Lause 3.4.3 (Argumentin periaate). Jos f on analyyttinen ja nollasta eroava yksinker-
taisen, suljetun ja positiivisesti suunnatun kdyran C' jokaisessa pisteessé sekd meromorfinen
kéayran C' sisalld, niin

1 [ f(z)

omi . f(Z) dZ:NO(f)_NP(f)a

missd No(f) ja Np(f) ovat funktion f nollakohtien ja napojen lukumédrit (monikerrat
huomioon ottaen) kéyran C' sisdllé.

Korollaari 3.4.4. Jos f on analyyttinen ja nollasta eroava yksinkertaisen, suljetun ja
positiivisesti suunnatun kayrédn C' jokaisessa pisteessd sekd analyyttinen kdyrdn C' sisélla,

niin . ()
z
2 Jo 75 70U

misséd No(f) on funktion f nollakohtien lukumééréd (monikerrat huomioon ottaen) kdyran
C sisélla.
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Edellé olleen nojalla Argumentin periaatteen véite voidaan kirjoittaa muodossa

o= Acars [ = No(f) — Ny(/).

On olemassa vield yksi tapa ilmaista funktion f argumentin variaatio dariviivalla C'; se
pitdé sisallddn dariviivan C' kuvan f(C') w-tasossa kuvauksessa w = f(z). Jos z(t), a <
t < b on &dériviivan C' parametrisointi, niin f(C') on kdyrd, jonka parametrisointi on
w = f(z(t)), a <t < b. Tietysti kuva on suljettu kdyrd, mutta toisin kuin C, sen ei
tarvitse olla yksinkertainen eiké positiivisesti suunnistettu. Edelleen se ei leikkaa origoa,
koska f(z) # 0 kaikilla z € C' oletuksen nojalla.

Jos nyt piirrdmme kuvajoukon f(C'), niin argumentin variaatio on helppo niahda. Joka
kerta kun f(z(t)) kiertdd origon positiivisessa suunnassa (vastapaivéén), niin arg f kas-
vaa 27 verran, kun taas negatiivisessa kierrossa se vihenee 27 verran. Néin ollen, koska
f(C) on suljettu, Agarg f on 27 kertaa se kokonaisluku, joka kertoo kuinka monta ker-
taa f(C') kiertdé origon positiivisessa suunnassa (positiiviset kierrot miinus negatiivisten
kierrosten lukuméérd). Joissakin ldhteissd puhutaan kierrosluvusta origon ympéri - the
winding number of f(C) about the origin.

Oletetaan seuraavaksi, ettd f on analyyttinen ja nollasta eridva dériviivalla C' ja mero-
morfinen sen siséalld. Oletetaan edelleen, ettd tiedetéén kuinka monta kertaa f(C') kiertaa
origon. Lisatdan funktioon f analyyttinen héirio A ja tarkastellaan funktiota g = f + h.
Haluaisimme nyt tietdd, ettd kuinka pieni on héirion h oltava, jotta g(C') kiertdd origon
tasmélleen yhtd monta kertaa kuin f(C). Ja mitenkihdn tamda listtyy koiran ulkoilut-
tamiseen?

Lause 3.4.5 (Rouchén lause). Jos f ja h ovat analyyttisid funktioita yksinkertaisella
suljetulla ddriviivalla C' seké sen sisdpuolella ja jos aito epdyhtélo

[h(2)] < |f(2)] (3.10)

pétee jokaisessa dariviivan C' pisteessd, niin funktioilla f ja f 4+ h on yhtd monta nollako-
htaa (monikerrat huomioon ottaen) dériviivan C' sisdpuolella.

Huomaa, ettd epdyhtalon (3.10) tulee olla voimassa vain dériviivalla, ei sen sisdpuolella.

Esimerkki 3.4.6. Osoita, ettéd polynomilla p(z) = 2°+3z+1 on viisi nollakohtaa kiekossa
12| < 2.

Todistus. Tarkastellaan funktiota h(z) = 3z 4+ 1 funktion f(z) = z° héiriénd. Funktiolla
f on selvéstikin viisinkertainen nollakohta origossa. Kun arvioidaan hairiota h ympyralla
|z| = 2 seuraavasti:

h(z)] =32+ 1| <3|z| +1=3-24+1=T7,

voidaan todeta, ettéd

h(2)] < |f(2)] = |2°] = 2° = 32.

Néin ollen Rouchén lauseen nojalla myos polynomilla p on viisi nollakohtaa kiekon |z| < 2
sisélla. O
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Esimerkki 3.4.7. Osoita, ettd yhtilolld z + 3 + 2e* = 0 on tdsmélleen yksi ratkaisu
vasemmassa puolitasossa {z : Re z < 0}.

Rouchén lauseella voidaan antaa vaihtoehtoinen todistus Algebran peruslauseelle.

Esimerkki 3.4.8. Osoita, ettd jokaisella astettan € N olevalla polynomilla on tdsmélleen
n nollakohtaa.

38



Hakemisto
Algebran peruslause, 14

Casorati-Weierstrass lause, 26
Cauchy-Hadamard kaava, 20
Cauchy-tulo, 18

Cauchyn arvio, 13

Cauchyn integraalikaava, 11
Cauchyn integraalilause, 10
Cauchyn residylause, 31

Deformaatio invarianssilause, 10

Eristetty erikoispiste, 23
napa, 24, 28
oleellinen, 24, 28
poistuva, 24, 28

Hyvéaksyttavi parametrisointi, 1

Integraali pitkin kayréda, 3
Integroituva pitkin kéiyraé, 3

Jatkuva deformaatio, 8
Jordanin kéyrélause, 2
Juuritesti, 16

Kehityskeskipiste, 19
Keskiarvoperiaate, 14

Laurentin sarja, 22
Liouvillen lause, 13

Maclaurin sarja, 17
Maksimiperiaate, 14
Monesti yhtendinen alue, 9
Moreran lause, 13

Napa, 24
Nollakohta, 23
moninkertainen, 23

Oleellinen erikoispiste, 24

Picardin lause, 26
Poistuva erikoispiste, 24
Potenssisarja, 19

analyyttisuus, 21
suppenemisséde, 20
termeittiin integrointi, 21
yksikasitteisyys, 21
Primitiivi, 4
Residy, 29

Riippumattomuus polusta, 7, 8

Sarja, 15

absoluuttinen suppeneminen, 15

hajaantuminen, 15
osasumma, 15
suppeneminen, 15
tasainen suppeneminen, 16
Siled kaari, 1
suunnattu, 1
Siled kayra, 1
pituus, 3
suljettu, 1
suunnattu, 2
Silmukka, 2
Suhdetesti, 15
Suppenemisside, 20

Taylorin sarja, 17
Vertailutesti, 15
Weierstrassin M-testi, 17

Yhdesti yhtenéinen alue, 9

Yleistetty Cauchyn integraalikaava, 13

Ylaraja-arvo, 19

Adriviiva, 2
pituus, 3
suljettu, 2
vastakkaisssuuntainen, 2
yksinkertainen suljettu, 2
Adriviivaintegraali, 6

39



