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1. Esitd funktio z(s,t), joka deformoi jatkuvasti silmukan T’y silmukaksi I'; aluees-
sa D, missd [y on ellipsi 2%/4 + y?/9 = 1 kuljettuna kerran vastapéiviiéin alkaen
pisteestd (2,0), 'y on ympyré |z| = 1 kuljettuna kerran vastapdivéién alkaen pis-
teestd (1,0) ja D on rengasalue 1/2 < |z| < 4. Vihje: Tarkastele silmukan T',
parametrisointia z(t) = 2 cos(2nt), y(t) = 3sin(27t), missd 0 < ¢ < 1.

Valitaan

2(s,t) = (2 — s)cos(2mt) + (3 — 2s)sin(27t), 0<t<1, 0<s<1.

2. Olkoon C' ympyré |z| = 2 kuljettuna kerran positiiviseen suuntaan. Laske:
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Yleistetyn Cauchyn integraalikaavan nojalla
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kaikilla n = 0,1, ..., kun I' on suljettu yksinkertainen positiivisesti suunnistettu
kayré, f on analyyttinen kéyralla [' ja sen sisélld ja zg on kayrédn ' sisalla.

(a) Nyt zg = m/2 < 2, joten 2y on kdyrdn C' sisélla. Lisdksi
f(z) =sin(3z)
on kokonainen. Siis

/CM 2T /2) = 2isin(3n/2) = —2mi.
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(b) Nyt 2o =4 on kéyrén C sisdlld. Liséksi

f(z) =522 +22+1



on kokonainen. Siis
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(¢) Nyt zo = 0 on kéyrdan C sisilld, mutta z; = 4 on kdyran C' ulkopuolella. Siis
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on analyyttinen kéyrilla C' ja sen sisélld. Hieman suurempi analyyttisyysalue on
kiekko D(0,3) # 4. Lasketaan valmiiksi
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Siis
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Ylimé&ariistd pohdintaa. Jos zp = 0 ja I' on 0-keskinen r-siteinen ympyri, niin
kaavassa (1) voidaan valita z(t) = re®, jolloin
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Siis Maclaurinin sarjan kerroin f™(0)/n! on funktion f(z)/2" keskiarvo ympyrélli
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(a) ympyré |z| = 1 kuljettuna kerran vastapéiviin;

3. Laske

missid C' on

(b) ympyré |z + 2 — i| = 2 kuljettuna kerran vastapéiviin;

(c¢) ympyra |z — 2i| = 1 kuljettuna kerran vastapaivasn.

Olkoon laskettava integraali I. Integrandina on (z +14)/2%(z + 2), jonka nimittdjin

nollakohtina on zy = 0 ja z; = —2, joten merkitain
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= ' = jolloi "(z) = — .
JG) =" 9= T dolloin () = g -



(a) Piste zp = 0 on kdyrdn C sisdpuolella ja z; = —2 ulkopuolella. Kaavan (1)

nojalla
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(b) Piste zg = 0 on kéyrédn C' ulkopuolella ja z; = —2 on kdyrdn C sisdpuolella.
Kaavan (1) nojalla
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(c) Pisteet zg = 0 ja z; = —2 ovat kdyrdn C ulkopuolella. Siis laskettava integraali

I =0.

. Olkoon f analyyttinen seka suljetulla yksinkertaisella dariviivalla I" ettd sen sisalla.
Osoita Luvun 1.5 tulosten avulla, etta

_fozz) dz:/—<zf_(z))2 dz

kaikilla zo € T

Derivaatalla f’ on sama analyyttisyysalue kuin funktiolla f. Yleistetyn Cauchyn
integraalikaavan nojalla
/
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kun I' on positiivisesti suunnistettu ja zg on kdyrédn I' sisdlla. Jos I' on negatii-
visesti suunnistettu ja silli on parametrisointi z : [0,1] — C, niin —T, jolla on
parametrisointi z;(t) = z(—t), 0 <t < 1 on positiivisesti suunnistettu ja patee
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missé kdytettiin kaavaa (2) kiyrélle —I" tilanteessa jossa zy on kdyran —I sisilla.
Siis viitetty yhtdsuuruus pétee aina, kun 2y on kéyrén I' sisélld. Jos taas zp on
kéayran I ulkopuolella, niin molemmat integraalit ovat nollia ja siten yhtésuuria.

. Olkoon D kompleksitaso, josta on poistettu pisteet 0, 2¢ ja 4, ja olkoon I' dériviiva
Kuvassa 1(a) (ks. Sivu 5, paperin toinen puoli). Mitkéd seuraavista ddriviivoista
voidaan jatkuvasti deformoida déariviivaksi I' alueessa D:

(a) dariviiva [y Kuvassa 1(a);

(b) ympyra |z| = 3 kuljettuna kerran positiiviseen suuntaan alkaen pisteesté
z=3;



(c) ympyré |z| = 10* kuljettuna kerran positiiviseen suuntaan alkaen pisteesti

z = 10%
(d) ympyra |z — 2| = 1 kuljettuna kerran positiiviseen suuntaan alkaen pisteesti
z=3.

(a) Kylla.

(b) Ei. Piste 4 on kdyréan ulkopuolella.
(c) Ei. Piste 0 on kéyran ulkopuolella.
(d) Ei. Piste 4 on kédyrdan ulkopuolella.

6. Laske
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missé ' on ympyré |z| = 4 kuljettuna kahdesti myotapéivéién.
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Olkoon ~ yksi kierros ympyrié |z| = 4. Deformoidaan v "késipainoksi”, jossa on

ympyrat I'g ja I'y, jotka kiertavit pisteet —2 ja 1, vastaavasti, seké néitd ympyroita
yhdistdva jana kerran kumpaankin suuntaan. Saadaan
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missd [ on ympyréa |z| = 3 kuljettuna kerran vastapéivaan.
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Merkitdéan integraalia kirjaimella [ ja
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fa(2) = oap jolloin  f/(z) = FErr
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Nyt integrandina on
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Kumpikin pisteisté ¢ ja —¢ on kdyrén I sisdpuolella. Deformoidaan I' ”késipainoksi”,
jonka ympyrét sisaltavat kukin tdsmélleen yhden néista pisteistd. Saadaan

I =2mi (fi(—i)+ f,(i) = —27r61—_i_—46_1 — 4m’¥ = 7 (cosh(1) + sinh(1)).

Menikohén oikein?
8. Mitka seuraavista alueista ovat yhdesti yhtenéisia:
(a) vaakasuora kaistale [Im z| < 1;
(b
(
(d

rengasalue 1 < |z| < 2;
¢) kompleksitaso poislukien ei-positiivinen reaaliakseli;
ellipsin 422 + y? = 1 siséosa;

ellipsin 422 + y? = 1 ulko-osa;

alue D Kuvassa 1(b).
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Yhdesti yhtenéisié: a, ¢, d, f.
Eivét yhdesti yhtenéisié: b, e.
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(a) Adriviiva Teht#vissi 5. (b) Onko D yhdesti yhtenéinen?

Kuva 1: Tehtavissa tarvittavat kuvat.



