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1. Olkoon annettu käyrä α(s) =
(
x(s), y(s)

)
, käyrän kuvajoukko K ja p = α(0).

Tällöin α′(0) ∈ TpK. Olkoon y : [a, b] → R ekstremaali ja

w =
(
L− y′Ly′ , Ly′

)
=

f√
1 + (y′)2

(
1, y′

)
Siis w antaa käyrän (x, y(x)) tangentin joten ehto w(b) ⊥ TpK tarkoittaa että
käyrä leikkaa ortogonaalisti.

2.

EL(y) =
yy′′ + (y′)2 + 1

y2(1 + (y′)2)3/2
= 0 ⇒

2yy′′ + 2(y′)2 =
d2

dx2
y2 = −2

Ekstremaalit ovat siis muotoa (x− c)2+ y2 = r2. y(0) = 0 joten c = r. Merkitään
z = y(b). Saadaan ehdot⟨

(b− r, z), (b− 9, z)
⟩
= (b− r)(b− 9) + z2 = 0

(b− r)2 + z2 = r2

(b− 9)2 + z2 = 9

Siis r = 4, b = 36/5 ja z = ±12/5.

3. yj(x) = ajx + bj, y1(−2) = 2, y2(3) = 0, y1(x̂) = y2(x̂) = x̂ joten b1 = 2 + 2a1,
b2 = −3a2 ja

a1x̂+ 2a1 + 2 = x̂ = a2x̂− 3a2

Nyt siis y′− = a1 ja y′+ = a2 ja transversaalisuus antaa että

1 + a1

v1
√

1 + a21
=

1 + a2

v2
√
1 + a22

Tulokulma θ1 = π/4− α1 ja heijastuskulma θ2 = π/4− α2 missä tan(αj) = −aj.
Tästä saadaan heijastuslaki

sin(θ1)

v1
=

sin(θ2)

v2

1



4. E j
L = y′′j + y3−j = 0, joten

y1(x) =c1e
x + c2e

−x + c3 sin(x) + c4 cos(x)

y2(x) =− c1e
x − c2e

−x + c3 sin(x) + c4 cos(x)

Luonnolliset reunaehdot: y′1(π/2) = y′2(0) = 0. Ensin y1(0) = y′2(0) = 0 jolloin

y1(x) =− (c2 + c4)e
x + c2e

−x + c4 cos(x)− (2c2 + c4) sin(x)

y2(x) =(c2 + c4)e
x − c2e

−x + c4 cos(x)− (2c2 + c4) sin(x)

Sitten
c2 = −1

4

(
eπ/2 + 1

)
, c4 =

1
2
cosh(π/2)

5. Ly′′ = y′′, Ly′ − d
dx
Ly′′ = −y′′′ joten

δJyφ =

∫ π/2

0

EL(y)φ+
∣∣∣π/2
0

Ly′′φ
′ +

(
Ly′ −

d

dx
Ly′′

)
φ

=

∫ π/2

0

(
y′′′′ − y

)
φ+

∣∣∣π/2
0

(
y′′φ′ − y′′′φ

)
siispä y′′′′ − y = 0, y(0) = y′(π/2) = 1, y′′(0) = y′′′(π/2) = 0. ei ratkaisua! Jos
y(0) = y′(π/2) = 1, y′′(0) = 0, niin y′′′(π/2) = 2.
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