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Ratkaisut 4

1. Derivoidaan a:n suhteen: ⟨∇f(ax), x⟩ = kak−1f(x) ja asetetaan a = 1. Merkitään
fj = ∂f/∂xj. Homogeenisuusehto voidaan kirjoittaa kf =

∑
j xjfj. Derivoidaan

tätä xℓ:n suhteen:

kfℓ = fℓ +
∑
j

xj∂ℓfj ⇒ (k − 1)fℓ =
∑
j

xj∂jfℓ

2. L = ⟨∇x′L, x′⟩ joten
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2F . L = |x| jolloin F = |x|−3.

3. Suoraan derivoimalla:
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4. L = x′
1x2 + a|x′|, joten F = Lx′

2x
′
2
/(x′

1)
2 = a|x′|−3. Lisäksi Lx1 = 0 ja Lx′

1x2
= 1

joten
a(x′
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2) = −|x′|3

Muistetaan |x′| = 1 joten
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Toisaalta ⟨x′, x′′⟩ = 0 joten
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Vastaavasti x′′
2 = x′

1/a jolloin ratkaisu voidaan kirjoittaa muodossa

x1(t) =q1 + c1 cos(t/a) + c2 sin(t/a)

x2(t) =q2 − c2 cos(t/a) + c1 sin(t/a)

missä c21 + c22 = a2. Ekstremaalit on siis ympyröitä.
1



5. Ensin

J
(
(1− µ)y + µz

)
=

∫ b

a

L
(
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)
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∫ b
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∫ b

a

L
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= (1− µ)J(y) + µJ(z)

Sitten

g
(
(1− µ)ε1 + µε2

)
= J

(
(1− µ)(y + ε1φ) + µ(y + ε2φ)

)
≤ (1− µ)J(y + ε1φ) + µJ(y + ε2φ) = (1− µ)g(ε1) + µg(ε2)

6. (i) L = ((y′)2 + 2yy′ + 2y′ + 2y)/2, joten

d2L =

(
0 1
1 1

)
det(d2L) < 0 joten ei konveksi lemman C.2 kohdan (ii) mukaan.

(ii) L = y
√

1 + (y′)2 joten

d2L =

(
0 y′/

√
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y′/
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√
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)
Jälleen det(d2L) < 0.
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