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1. Olkoon MTI + IM = 0 ja Mv = µv. Tällöin

IMv = −MTIv = µIv

Siis Iv on MT :n ominaisvektori jota vastaa ominaisarvo −µ. Toisaalta matriisilla
ja sen transpoosilla on samat ominaisarvot. Jos µj, 1 ≤ j ≤ 2n on ominaisarvot,
niin voidaan järjestää ne siten, että µn+j = −µj. Siis

tr(M) =
2n∑
j=1

µj = 0

2. Olkoon µj matriisin H ominaisarvot. Siis S(t):n ominaisarvot on ζj = eµjt. Edel-
lisen kohdan perusteella

det
(
S(t)

)
=

2n∏
j=1

ζj = exp(t tr(H)) = 1

3. Olkoon (x, u, λ) ratkaisu ja H = λu− L(t, x, u). Optimiratkaisulle

Hu = λ− Lu(t, x, u) = 0 ⇒ λ = Lx′(t, x, x′)

Toisaalta λ′ = −Hx = Lx(t, x, x
′).

4. H = λ1x2 + λ2(u− x2)− 1
2

(
x2
1 + u2

)
. Siis Hu = λ2 − u = 0 joten

H =
(
λ1 − λ2

)
x2 +

1
2

(
λ2
2 − x2

1

)
Saadaan systeemi 

x′
1 = x2

x′
2 = λ2 − x2

λ′
1 = x1

λ′
2 = λ2 − λ1

x(0) = p

λ1(t̄) = 0

λ2(t̄) = 0

H =


0 1 0 0
0 −1 0 1
1 0 0 0
0 0 −1 1

 ⇒ pH = det
(
µI −H

)
= µ4 − µ2 + 1

Siis ominaisarvot µ = ±
√
3
2
± 1

2
i. Loppuaika vapaa, siis H = 0 joten

H =
(
λ1(t̄)− λ2(t̄)

)
x2(t̄) +

1
2

(
λ2(t̄)

2 − x1(t̄)
2
)
= −1

2
x1(t̄)

2 = 0 ⇒ x1(t̄) = 0
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5. Moodlessa Maple-työkirja.

6. Oletetaan, että x′ = Ax+Bu ja uε = u+ εφ. Tällöin

x′
ε = Axε +B(u+ εφ)

Jos siis oletetaan, että xε voidaan kirjoittaa muodossa xε = x+ εη +O(ε2), niin

x′
ε =x′ + ε η′ +O(ε2) = A

(
x+ εη +O(ε2)

)
+B(u+ εφ)

=Ax+Bu+
(
Aη +Bφ

)
ε+O(ε2)

Jotta yhtäsuuruus voisi päteä, niin η′ = Aη+Bφ. Koska alkuehto on kiinteä, niin
η(t0) = 0.
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