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Luku 1

Johdantoa

Nature does nothing in vain and

more is in vain when less will serve;

for Nature is pleased with simplicity and
affects not the pomp of superfluous causes.

I[saac Newton

Because the shape of the whole universe is most perfect
and, in fact, designed by wisest creator,

nothing in all of the world will occur in which

no maximum or minimum rule is somehow shining forth.

Leonhard Euler

Actually the calculus of variations is

simply part of the functional analysis and
plays in it the same role as the theory

of maxima and minima in elementary calculus.

L. C. Young [11]

Variaatiolaskenta on erdénlainen yleistys optimointitehtavistd. Kun tavanomaisis-
sa optimointitehtévissad etsitdédn jotain pistettd joka minimoisi tai maksimoisi jonkin
annetun funktion arvon niin varaatiolaskennan tehtédvissi etsitddn jotain funktiota
(tai kdyrad) jolla olisi jokin dariarvo-ominaisuus. Jo heti differentiaalilaskennan alku-
taipaleella 1700-luvun alussa ryhdyttiin tutkimaan variaatiolaskennan ongelmia. 1700-
luvun puolivilisséd Euler ja Lagrange ymmaésivétkin jo perusasiat ja heidén ideoistaan

lahdetaan talla kurssilla liikkeelle.

Vaikka variaatiolaskennan historia on siis pitké niin sitéa tutkitaan edelleen aktiivis-
esti. Kuten ylldolevista lainauksista nikyy, niin laajasti ajateltiin, ettd jonkinlaiset opti-
maalisuusperiaatteet liittyisivit ldheisesti luonnonlakeihin. Variaatiolaskennalla onkin
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6 LUKU 1. JOHDANTOA

ollut varsin merkittdvé rooli monissa fysikaan teorioissa. Esimerkiksi stationaarisen
vaikutuksen periaate on suora variaatiolaskun sovellus.!

Lisdksi variaatiolaskennalla ja siihen laheisesti liittyvalla optimisdddolld on run-
saasti sovelluksia. Esimerkiksi prosessiteollisuudessa haluttaisiin prosessin olosuhteita
sdatda siten, ettd ne olisivat parhaat mahdolliset prosessin kannalta. Voitaisiin myos
kysyéd miten raketti saadaan kuuhun kayttdmalla mahdollisimman véhéan polttoainetta.
Taméntyyppiset tehtavit johtavat optimisdédtoon ja sitéd kautta variaatiolaskentaan.

Kirjat [4, 8, 9, 10] ovat hyvia johdatuksia variaatiolaskennan perusteisiin. Modernia
teoriaa yksiulotteisessa tapauksessa kisitelladn kirjassa [3] ja erittdin perusteellinen ja
laaja yleisen teorian esittely 16ytyy kirjoista [5, 6].

!T4m4 on englanniksi principle of stationary action. Ennen kiiytettiin myos termi# pienimméin
vaikutuksen periaate (principle of least action).



Luku 2

Eulerin yhtilo

2.1 Perusesimerkkejia

Olkoon ¢ : [a,b] — R? jokin tasokiyri. Kdyrin pituus médritelliin tunnetusti kaavalla

s = [l

Jos kiiyrd voidaan esittdd funktion y : [a,b] — R graafina niin c(s) = (s,y(s)) ja
voidaan kirjoittaa

I(y) = / VIt @R (2.1)

Jos sitten on annettu kaksi tason pistettd p = (a,c) ja ¢ = (b,d), niin voidaan kysyéa
miké on lyhin kidyra naitten pisteitten vélilla. Tunnetusti vastaus on suora. Mutta miten
tdmén voisi osoittaa? Selvésti on monenmoisia polkuja kahden pisteen vililla, kuva 2.1,
ja pienen pohdinnan jidlkeen on varsin helppo vakuuttua siité, ettéd sallittujen polku-
jen avaruus on a#dretonulotteinen. Variaatiolaskennan tehtdavit ovat siis valttamétta
paljon hankalampia kuin klassiset optimoititehtéavit joissa etsitdédn jonkin kuvauksen
ddriarvoja jossain sopivassa R™:n osajoukossa (liite C).

Historiallisesti kenties ensimmaéinen variaatiolaskennan ongelma tunnetaan nimell&
Didon ongelma.' Siiné tarkastellaan umpinaista tasokdyrii jonka pituus on kiinnitetty
ja kysytdédn miten kéyra pitéisi valita jotta kdyrén siséddn jadvéan alueen pinta-ala olisi
mahdollisimman suuri. "Duaalinen” muotoilu olisi kiinnittdd ensin pinta-ala ja kysya
minkdmuotoisella alueella on lyhin reuna. Jo antiikin aikana oltiin vakuuttuneita, etta
vastaus on ympyrad, mutta tarkka todistus télle on yllattavin hankala.

Jo differentiaalilaskennan alkuvuosina 1700-luvun alussa tutkittiin variaatiolasken-
nan tehtévié, ja kuuluisa esimerkki on brakistokroniongelma eli lyhimmén ajan ongel-
ma. Téssé siis pistemassa ldhetetddn liukumaan ilman kitkaa jotain kéyréa pitkin ja
haluttaisiin tietdd miten kayré pitéda valita jotta aika olisi mahdollisimman pieni. Val-
itaan p = (0,1), ¢ = (1,0) ja olkoon y : [0,1] — R jokin funktio jolle pétee y(0) = 1
ja y(1) = 0. Ajatellaan, ettd painovoima vaikuttaa negatiivisen y-akselin suuntaan ja

'Dido (tai Alissa) oli Kartagon kuningatar.



8 LUKU 2. EULERIN YHTALO

Kuva 2.1: Eriita kayrid kahden pisteen vélilla.

ettéd pistemassa ldhtee levosta liikkeelle pisteestd p ja liukuu sitten painovoiman vaiku-
tuksesta y:n graafia pitkin pisteeseen ¢. Miké y minimoi ajan?
Pistemassa liikkuu siis kéyrdd c(s) = (s,y(s)) pitkin. Sen nopeus saadaan selville
energian sailymisen laista: potentiaalienergian ja kineettisen energian summa on vakio.
E = 1mv* + mgy = vakio

Tésséd g on maan vetovoiman kiihtyvyys ja m on massa. Koska alussa v = 0, niin
E = mg, joten v = 1/2g(1 — y). Liukumisajaksi saadaan siten

J@):/Cdt:/c%:\/%_g/ol,/ll%@fdx (2.2)

2.2 Tarkempi muotoilu

Jotta padstaisiin eteenpéin niin otetaan kayttoon muutama merkinté (liite B). Olkoon
I =la,b] CRjaolkoon L : I x R* — R jokin funktio. Olkoon sitten V' C C*(I) jokin
sopiva C*(I):n osajoukko ja olkoon edelleen

Vo={feC(I)| f(a) = f(b) =0}
Tarkastellaan kuvausta

b
JiVoR L )= [ Loy

Funktiota L on tapana sanoa Lagrangen funktioksi. Selvasti integraali on hyvin mééritel-
ty jos L on jatkuva, mutta oletetaan niin ainakin aluksi, ettd L € C*(I x R?).
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Maaritelma 2.1.

1. y. on globaali minimi, jos J(y.) < J(y) kaikilla y € V.

2. y. on (heikko) paikallinen minimi, jos on olemassa jokin € siten, etti J(y.) < J(y)
kaikilla ||y — yull1.00 < €.

3. Y.« on vahva paikallinen minimi, jos on olemassa jokin € siten, ettd J(y.) < J(y)
kaikilla ||y — yulloo < €.

PR

Tarkastellaan aluksi paikallista minimid ja palataan vahvaan paikalliseen minimiin
myohemmin.

Tarkoituksena on johtaa jokin vélttdméaton ehto minimille (tai maksimille). Olkoon
Vo C V, valitaan jokin ¢ € Vj, y € V ja tarkastellaan kidyrdd a : R — V missd
a(s) = y+ sp. Olkoon edelleen g(s) = (Joa)(s). Jos y on J:n paikallinen minimi, niin
télloinhén ¢:114 on paikallinen minimi origossa, joten valttaméttd ¢'(0) = 0. Lasketaan
siis g:n derivaatta:

d d [*
—_ — I / /
dsg(s) o /a (x,y + s,y + s¢')dx

b b b d
:/ (Lyp + Ly¢')dz = ‘aLy’Qp"‘/ (Ly - %Ly’)Sde

b d
:/L; (Ly — %Ly/)@dl’

Siis kaikilla ¢ € Vj pitdd pated, etté

b
d
q0) = / (L, — d—Ly/)wdx =0 (2.3)
“ x
Seuraavaa tulosta on tapana sanoa wvariaatiolaskun peruslemmaksi.

Lemma 2.1. Olkoon f € C(I) ja oletetaan, ettd

b
/ f(@)p(z)de = 0

kaikilla ¢ € Vy. Talloin f(x) =0 kaikilla x € 1.
Todistus. Harjoitustehtava. <>
Mutta téstdhédn saadaan heti

Lemma 2.2. Jos y on J:n minimi, niin y on differentiaaliyhtdlon

d
Ly~ Ly =0 (2.4)

ratkaisu.

R
**
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Maaritelma 2.2, Yhtalo (2.4) Eulerin yhtalo ja sen ratkaisuja sanotaan ekstremaaleik-
si. PA

Luonnollisesti mikéén ei vield takaa, ettd Eulerin yhtdlon ratkaisu minimoisi J:n,
samaan yhtaloon péaadyttiisiin jos etsittéisiin maksimia. On my6s mahdollista, etta
ekstremaali ei ole minimi eikd maksimi vaan satulapisteen tyyppinen ratkaisu.

Merkitaan

Erly) = %Ly’ — Ly = Lyyy" + Lyyy' + Loy — Ly
Eulerin yhtélén muodosta voidaan heti paatelld, ettéd L,,,, on jollain tavalla térked. Dif-
ferentiaaliyhtéaloitten ratkaisujen olemassaololausehan on muotoiltu tapauksessa jossa
yhtélo on normaalimuotoinen, joka téssé tarkoittaa, ettd Ly, # 0 vilill [a, b]. Toisaal-
ta L, yleisesti ottaen riippuu ratkaisusta joten tilanteen analyysi ei valttamétta ole
helppoa.

Tarkastellaan sitten eriité erikoistapauksia. Jos L ei riipu #/:std niin Eulerin yhtilo
on L, = 0. Tamdhin on yksinkertaisesti algebrallinen yhtdlo josta y pitéisi ratkaista
x:n funktiona. Talloin y:1t4 ei voi endé vaatia mitéaén erillisid reunachtoja. Tamé tapaus
ei ole kovin kiinnostava.

Esimerkki 2.1. Jos L ei riipu y:std niin L, = 0 ja BEulerin yht&lostd saadaan
L, = vakio

Ratkaistaan tdmén avulla lyhimmén polun tehtavé (2.1). Talloin siis

/

Yy .
L, = —=——— = vakio = /¢
’ 1+ (y)?
Mutta télloin ¢’ = y/¢/(1 — ¢) = vakio = ¢; joten y(z) = 12 + ¢y ja Eulerin yhtilon
ratkaisut ovat siis suoria niin kuin pitikin. *

Esimerkki 2.2. Jos L ei riipu x:sté niin

d
VELW) =Lyyy'y" + Ly W) — Ly = 7 (L' ~ L) =0 =
L,y — L = vakio
Ratkaistaan tdmén avulla lyhimmén ajan tehtéva (2.2). Télloin
1
\/2g<Ly/y’ — L) =— = vakio = —
VA -y + )2
1-y)1+(y))=c
Téta ei saada ratkaistua eksplisiittisesti mutta parametrimuotoinen ratkaisu saadaan
kun "arvataan”, ettd kannattaa asettaa y'(z(0)) = — cot(6). Pienen pyorittelyn jilkeen
padadytaan seuraavaan alkuehdon toteuttavaan ratkaisuun:
z(0) =c(f — 5 sin(26))
y(0) =1 — ¢ sin?(f)

SI-
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Kuva 2.2: Esimerkin 2.2 ratkaiseva sykloidi on siniselld. Vertailun vuoksi on piirretty
myds parabeli y, = (1 — z)? jolle ajaksi saadaan J(y,) &~ 2.64. Violetilla on puolestaan
esimerkin 2.4 ratkaisu.

Taméa on sykloidi. Jotta loppuehto saataisiin voimaan, pitéisi 16ytad 0, ja c siten, etté
z(61) = 1 ja y(6;) = 0. TAm& onnistuu vain numeerisesti: ¢ ~ 1.15 ja 6; ~ 1.2. Kun
merkitédn a(f) = (z(6),y(#)) niin optimaaliseksi ajaksi saadaan

J(a) = " \/%de - 2\[/ d0 = 2/c 0, ~ 2.58

Ratkaisulla on seuraava mielenkiintoinen ominaisuus. Jos valitaan loppupiste siten, et-
ta paddytddn sykloidin alimpaan pisteeseen, niin talldin luonnollisesti 6; = /2 ja
ajaksi tulee \/cm. Mutta nyt jos pistemassa laskettaisiin liukumaan sykloidin mielival-
taisesta pisteestd niin aika alimpaan pisteeseen olisi aina sama. Sykloidi ratkaisee siis
myos isokroniongelman (saman ajan ongelma). Tésta oltiin kiinnostuneita kun halutti-
in kehittdé tarkempia kelloja ja pohdittiin miten heilurin taajuus saataisiin riippumat-
tomaksi heilahduksen amplitudista. *

Esimerkki 2.3. Muotoillaan Didon ongelma tarkemmin hieman toisessa muodossa.
Etsitdan funktiota y siten, ettéd y:n graafin ja z-akselin vélinen pinta-ala maksimoituu,
kun kéyrén pituus on annettu. Siis halutaan

1
max J(y):/ ydr kun
0

1
—/ V1+ (y)2de=0>1
0

Téssd ¢ on jokin annettu vakio ja reunaehtoina on y(0) = y(1) = 0. Selvésti tata ei
suoraan voi ratkaista Eulerin yhtdlon avulla vaan tarvitaan muita ideoita.
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On my®6s toinen luonnollinen tapa tulkita tehtévé. Jos halutaan maksimoida pinta-
ala, niin silloinhan voisi ajatella, ettd integroimisvéli ei ole annettu vaan sekin voidaan
valita optimaalisesti. Téalloin saadaan tehtéva

b
max J(y):/ydx kun
0
b
K(y):/ V1I+(Y)de=0>0
0

Reunaehtoina on edelleen y(0) = y(b) = 0. Koska integroitavat funktiot eivit eksplisi-
ittisesti riipu x:std niin on selvdd, ettd téssd yleisyyttd rajoittamatta voidaan valita
a=0. *

Palataan vield yhtéloon (2.3) ja kirjoitetaan se hiukan toisin:

b
0y = / (Ly90 + Ly’SDI)dx

Jos nyt ajatellaan, ettd y on jokin kiinted funktio, niin 4.J, on lineaarikuvaus d6.J, :
V — R missia V C CY(I).

Madsritelméi 2.3. §J, on J:n (ensimméinen) variaatio.

Sanotaan myos, ettd §.J, on J:n Gateaux'n derivaatta tai yksinkertaisesti J:n (en-
simmaéinen) differentiaali. Néin ajateltuna vilttdméton ehto voidaan muotoilla: §.J, = 0
aivan analogisesti dérellisulotteisen tapauksen kanssa.

Edellé siis tarkasteltiin tilannetta jossa ekstremaalin arvot oli kiinnitetty vélin péis-
sé. Miten sitten tilanne muuttuu jos ndmé arvot voi valita vapaasti? Olkoon edelleen

J(y)—/ L(z,y,y)dx , J:CYI)—=R (2.5)

Nyt siis ¢ voi olla mielivaltainen funktio avaruudessa C*(I), ja toisaalta kun varioidaan
y:td kuvauksella a(s) = y+ s, niin myos ¢ voi saada mielivaltaisia arvoja vélin paissa.
Olkoon taas g(s) = J(y + sp) jolloin samoilla laskuilla kuin ylla saadaan vélttaméaton
ehto

b
9/(0> :5Jy Y = / (Ly‘P + Ly’QO,)dx

b

b
Ly/cp—/ E(y)pdr =0 kaikilla ¢ € C'(I)

a

Koska edelleenkin voidaan valita sellaisia ¢ ettd ¢(a) = ¢(b) = 0, niin tésti seuraa etta
tassdkin tapauksessa L (y) = 0. Mutta kun tdmén jilkeen valitaan sellaisia funktioita
¢ jotka eiviéit ole nollia vilin pédissé niin tésta sitten seuraa, ettd L, (a) = L,y (b) = 0.
Saatiin siis seuraava tulos.
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Lemma 2.3. Jos y minimoi yhtildssd (2.5) annetun kuvauksen, niin y on seuraavan

tehtavan ratkaisu:
{&(y) =0

R
L4

Téassdkin tapauksessa saatiin 2 reunachtoa, joten voidaan toivoa, ettd tehtavalla
olisi yksikésitteinen ratkaisu. Naitd reunaehtoja sanotaan joskus luonnollisiksi reunae-

hdoiksz.

Esimerkki 2.4. Pidetédén lyhimmén ajan ongelmassa vasen reuna kiinnitettynd mutta
valitaan y vapaasti kohdassa x = 1. Téssé tapauksessa

Ly = =0

VA=) 1+ )%

Siis parametreiksi saadaan

13(91):1 91:71'/2
{y'u) — y(2(61) = —cot®) =0 {c: 2/

Ratkaisu on kuvassa 2.2.Taté vastaavaksi ajaksi saadaan J(«) = 24/c0; = V27 ~ 2.51.
*

2.3 Yleistyksia

Edellé siis johdettiin valttdmé&ton ehto minimille. Perustehtévad voi yleistdd muun
muassa seuraavilla tavoilla:

1. y on vektori =  FEulerin yhtélo on toisen kertaluvun difyhtélosysteemi.
2. z on vektori = Eulerin yhtélo on osittaisdifyht&lo.

3. L riippuu myos y:n korkeammista derivaatoista = FEulerin yhtélo on
korkeamman kertaluvun difyhtalo.

Liséksi herdd seuraavanlaisia kysymyksié:
(i) miten késitelld yleisemmét reunaehdot?
(ii) miten voisi 16ytaa riittavid ehtoja minimille/maksimille?

(iii) edelld oletettiin, ettd ratkaisu on riittdvan monta kertaa derivoituva, ja etti se
ylipddtadn on olemassa. Lahempi tarkastelu kuitenkin paljastaa, ettd tilanne ei
ole néin yksinkertainen.

(iv) usein variaatiotehtéviin liittyy erilaisia rajoitusehtoja, kuten Didon ongelmassa.
My6s muunlaisia rajoitusehtoja esiintyy. Miten nadmaé pitéisi késitella?
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Luonnollisesti on mahdollista tarkastella useita tapauksia yhdessa. Koska korkeamman
kertaluvun tehtédvét aina voidaan palauttaa ensimméisen kertaluvun systeemiksi niin
tapaus 3. palautuu tapaukseen 1. Kohdan (iii) esimerkit osoittavat, etté ei ole oikeast-
aan selvdd misté funktioluokasta ratkaisua pitéisi etsié, miké puolestaan vaikeuttaa en-
tisestddn ongelmaa (ii). Kohtien (ii), (iii) ja 2. perusteellisempi késittely edellyttéisikin
siis varsin raskaita funktionaalianalyysin tyokaluja [3, 12], ja niihin ei tdlld kurssilla
voida puuttua.

On kuitenkin erds geometrisesti luonnollinen vélttdmaton ehto jonka avulla padstéaan
seké kiinni erdisiin yleistettyihin ratkaisuihin ja samalla vaivalla voidaan analysoida
yleisempié reunaehtoja. Katsotaan néitd seuraavassa luvussa.

Monissa klassisen mekaniikan sovelluksissa y on vektori. Muodollisesti Eulerin yht&lo
voidaan helposti johtaa samaan tapaan kuin skalaaritapauksessa. Naihin tehtéaviin liit-
tyy myo0s usein rajoitusehtoja.

2.4 Harjoitustehtivia

1. Nayta, etté jos Lagrangen funktio riippuu vain y’:sta niin suorat ovat ekstremaale-
ja. Voiko olla muita ekstremaaleja?

2. Todista Lemma 2.1.



Luku 3

Yleistettyja ratkaisuja ja
reunaehtoja

3.1 Esimerkkeja

Ehkéapé on parasta lahted liikkeelle muutamasta esimerkistd misté kay ilmi miksi yleis-
tettyja ratkaisuja ylipdatdan tarvitaan. Hieman ylldttden néita yleistettyja ratkaisuja
esiintyy vaikka tehtédvin Lagrangen funktio L olisi sile4.

Esimerkki 3.1. Olkoon

J(y) = %/ v (22 —y) do

1

ja asetetaan reunaehdoiksi y(—1) = 0 jay(1) = 1. Selvéisti J(y) > 0 kaikilla y. Toisaalta
jos madritellaan

niin havaitaan, ettd J(y.) = 0 ja y. toteuttaa reunaehdot. Toisaalta ndhddin, etta
y. € CY(I), mutta y, ¢ C*(I). Eulerin yht#lé on

Ey) =y + () =2y —42°) =0

ratkaisu. Téssd mielessa siis y, toteuttaa Eulerin yhtalon, paitsi kenties kohdassa x = 0.
Toisaalta jos variaatio kirjoitetaan muodossa

1 1

6J, p = / (Lyp + Ly )dx = / y(2z — ) (22 — ¢ — y¢')da
-1 —1

niin havaitaan ettd 0.J,, ¢ = 0 kaikilla ¢ ilman mitdén ongelmia koska téssd ei tarvita

toisen derivaatan jatkuvuutta tai olemassaoloa. *

15
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0.4

(0] 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Kuva 3.1: Esimerkin 3.2 erés ratkaisu ja sen joitain sileitd approksimaatioita.

Esimerkki 3.2. Taméi esimerkki on peréisin Eulerilta. Olkoon

J(y) =1 / ((y)? — 1)’z

ja asetetaan reunaehdoiksi y(0) = y(1) = 0. Selvésti J(y) > 0 kaikilla y. Nyt on helppo
tarkistaa, ettéd ekstremaalit ovat suoria, joten reunachdot huomioon ottaen nollafunktio
on ratkaisuehdokas. Vastaava arvo J(0) = 1/4 on kuitenkin kaukana minimistd. Jos
puolestaan valitaan

T , 0<2<1/2
l—z ,1/2<z<1

niin selvésti J(y,) = 0. Mutta nyt y. on vain jatkuva eikd jatkuvasti derivoituva joten
ei ole ihan selvad voidaanko sitd pitad "hyviksyttavand” ratkaisuna. Lisdksi talloin on
selvéd, ettéd ratkaisuja on déretdon médra: voidaanhan valita mika tahansa z siten, etta
z toteuttaa reunaehdot, z € C(I) ja 2/ = +£1 paitsi dérellisessd madrassi pisteité.
Liséksi on selvié, ettéd ratkaisua y, voidaan approksimoida mielivaltaisen tarkasti
sileilld funktioilla vaikkapa kuten kuvassa 3.1, joten inf J(y) = 0. Tehtévilla ei siis ole
ratkaisua jatkuvasti derivoituvien funktioitten joukossa. *

Esimerkki 3.3. Katsotaan viela Weierstrassin esimerkki. Olkoon

1
J(y) = 3 / 2*(y') dx
-1
ja asetetaan reunaechdoiksi y(—1) = —1 ja y(1) = 1. Téssikin J(y) > 0 kaikil-
la y. Toisaalta jos y € C(I) niin selviisti J(y) > 0 jos y toteuttaa reunaechdot.
Helposti ndhddian myos ettd J(y) > 0 vaikka sallittaisiin paloittain jatkuvasti de-
rivoituvat ratkaisut kuten edellisessé esimerkisséi. Jos kuitenkin voitaisiin osoittaa, etté
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inf J(y) = 0 niin johtopaatos olisi, ettd tehtdvalla ei ole ratkaisua, ainakaan missdan
tavallisessa funktioavaruudessa. Juuri taméan Weierstrass halusikin esimerkilldén osoit-
taa.

Tarkistetaan kuitenkin ensin ekstremaalit. Koska L ei riipu y:sté niin

. 1
Ly =12% =vakio=—¢;, = y=cy+—
T

Jos siis ¢; # 0 niin ekstremaalit eivit ole mééritelty halutulla alueella ja toisaalta
jos ¢; = 0 niin vakiofunktiot eivit toteuta reunaehtoja. Téssé siis ekstremaalit eiviit
antaneet mitdan hyodyllistd informaatiota.

Olkoon sitten
_arctan(nzx)

yn(x) =

Télloin y,, toteuttaa reunaehdot ja suoraviivainen lasku osoittaa, etta

arctan(n)

2

J(Yn —_—
(4n) < n arctan(n)

joten inf J(y) = 0. Jos sitten asetetaan

-1 , -1<z<0
voo) = lim yy(x) =30, 2 =0
1 , 0<ax <1

niin ei ole selvdd voitaisiinko tétd pitdd jollain tavalla mielekkdéné ratkaisuna. Jos
sallitaan epéjatkuvia ratkaisuja, niin sitten voitaisiin yhtéd hyvin asettaa vaikkapa

-1, -1<zr<-1/3
glx) =<7 , -1/3<x<1/2
1, 1/2<z<1

*

Osoittautuu, etta esimerkin 3.2 tapauksessa péadstaan eteenpéin perinteisin menetelmin.
Itse asiassa tdmén ongelman ymmartidmisessd auttaa vapaan reunan tapaus: téssé siis
ajatellaan, ettd vili I = [a, b] ei olekaan kiinted vaan voi muuttua. Katsotaan siis en-
sin vapaan reunan tapausta minkéa jédlkeen tietyntyyppiset yleistetyt ratkaisut tulevat
"itsestadn”.

3.2 Vapaa reuna

Kun ajatellaan, ettd vilin I = [a, b] péét eivit olisikaan kiinteitd vaan voisivat muut-
tua niin miten sitten variaatio pitdisi tdsséd tapauksessa madritella? Tata kysymysta
voi ldhestya eri tavoin mutta edetédén nyt tavalla joka ei ole se klassinen tapa vaan ge-
ometrisesti luonnollinen tapa. Tamén ldhestymistavan etu on myos se, etté se soveltuu
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sellaisenaan myos osittaisdifyhtéloihin, siis tilanteeseen jossa y on monen muuttujan
funktio.
Tarkastellaan siis vapaan reunan tehtavas

ﬂwz/Lm%wm

missd nyt ajatellaan, ettd a ja b voivat muuttua. Perusidea on sama kuin ennen: pitiisi
muodostaa jokin perhe variaatioita ja sitten derivoida "sopivasti”’. Ldhdetédéan liikkeelle
siitd ettd on annettu perhe diffeomorfismeja (méadritelma A.3). Olkoon I = [a,b] ja
olkoon sitten annettu kuvaukset h. joilla on seuraavat ominaisuudet:

(i) he : I — I. on diffeomorfismi kun |e| < g
(ii) ho(z) ==
(iii) jos maaritellddn h(x,e) = h.(x) niin h on jatkuvasti derivoituva
Mééritellisin tdmén avulla funktioperhe y. = y o hZ! ja tiitd vastaava variaatio
90 = ) = [ Lls.yealis
Ic

Nyt voidaan tulkita, ettd h. on "vain” koordinaattimuunnos joten y. on tavallaan y
esitettynd eri koordinaatin avulla. Erityisesti siis ei tarvitse jatkaa funktiota y alku-
perdisen madrittelyalueen ulkopuolelle. Siis variaatio on tosiaankin vain itse alueeseen
liittyva joten tdssd tavallaan pitéisi derivoida “alueen suhteen”.

Yleensd kun jokin tehtdva on annettu muuttuvassa alueessa, niin kannattaa muo-
dostaa ekvivalentti tehtdvi joka on annettu kiinteéssé alueessa. Koska h. on diffeomor-
fismi voidaan kirjoittaa

g@:/L@@w@%@@WW@M
Edelleen
y(5) = o (h71(s)) L7 1(s) =

mista saadaan

(6 = [ Lltuta) pte), 2 o) do

Valitaan nyt h.(x) = x + ¢ ¢(x) missé 1 on jokin mielivaltainen funktio. Selvésti timéa
toteuttaa kaikki vaaditut ehdot. Siispé

y'(r)

, m) (1+ey(z)) do

g@%i/L@+€M@w®)

Tasta sitten derivoimalla saadaan

b
7(0) = / (Lo + (L y'Ly)0') da
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Maaritelma 3.1. Olkoon
b
03,0 = [ (Lot (L=y/Ly)o) do

0J, on sisdinen variaatio. 7%
Kuten 4J,, myos 0.J, on lineaarikuvaus. Osittaisintegroimalla saadaan
b
0Jy ) =
a

b
(L — y/ Ly/)w + / g/ EL(y)¢ dx

Lause 3.1. Jos y minimoi vapaan reunan tehtdvin, niin

ELly) =0
Ly(a) = Ly(5) = 0
L(a) = L(b) =0

Todistus. Jos y minimoi niin my6s 0.J, = 0 joten £.(y) = 0. Koska y:n arvoja ei ole
kiinnitetty vélin péissd niin lemman 2.3 perusteella L, (a) = L, (b) = 0. Lopuksi my®s
sisdisen variaation pitdé olla nolla joten L(a) = L(b) = 0. <>

Esimerkki 3.4. Olkoon
b
J@)Z%/)de—y2+1+1wy—1ﬂy—x+®ﬁm
0

Otetaan toiseksi reunaehdoksi y(0) = 0 mutta toinen reuna on vapaa. Eulerin yht&lo
on 3" +y = 0 joten ekstremaalit ovat muotoa y(z) = ¢ sin(z). Vapaan reunan ehdoista
saadaan

ccos(b) 4+ 5cesin(b) —5b+20 =0
c® cos(2b) + 1+ 10(ccos(b) — 1)(csin(b) — b+ 4) =0

Numeerisesti l6ydetdan ainakin seuraavat ratkaisut:

b~ 3.7 b=~ 4.8

c = 0.46 " |le=—0.88
Ni4itd vastaavat ratkaisut on kuvassa 3.2. Huomaa, ettd kohdefunktio voidaan esittié
muodossa

J(y) = %/o ((v)* = y*)dz + b+ 5 (y(b) — b+ 4)* — 40

Tamé voidaan tulkita optimisdddon kannalta seuraavasti. Haluttaisiin, ettd kédyra on
loppupisteessd mahdollisimman ldhelld suoraa y = x — 4. Toisaalta systeemin siirtdmi-
nen suoralle maksaa joten ollaan valmiita jonkin verran tinkiméén tavoitteista jos "kus-
tannukset” saadaan pieniksi. *
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-0.5

Kuva 3.2: Esimerkin 3.4 kaksi ekstremaalia ja suora y = x — 4.

3.3 Kulmaehdot

Olkoon I = [a,b],a =29 < 11 < -+ < x, = bjaly = [x,_1, 2. Tarkastellaan seuraavaa
funktioavaruutta:
Co(l)={y : I = R|y,, € C'(I)}

Siis y on jatkuvasti derivoituva, paitsi mahdollisesti &éirellisessd médrédssé pisteité.
Huomaa, ettéd derivaattojen vasemman- ja oikeanpuoleiset raja-arvot ovat kaikkialla
médritelty. Siis jos I = [~1,1], niin |z € C)(I) mutta V]l ¢ Cy(I).

Helposti voidaan tarkistaa, etta C; on vektoriavaruus. Pisteitd joissa y ei ole de-
rivoituva sanotaan kulmapisterksi. Kulmapisteitten paikka ei ole etukéteen tiedossa mis-
td tulee yhteys vapaan reunan tehtdvéaian jossa vilin paét voivat muuttua. Pitéisi siis
loytad ehtoja sille, ettd kulmapisteesté olisi jotain etua minimoinnin kannalta. Koska
kaikki analyysi on lokaalia, niin riittdé tarkastella yhden kulmapisteen mahdollisuutta.
Olkoon siis I = [a, b] = [a, 2] U [z, b] missd & on jokin potentiaalinen kulmapiste. Koska
2 on etukéteen tuntematon niin téssd joudutaan samoihin tarkasteluihin kuin vapaan
reunan tapauksessa.

Oletetaan siis, etté a ja b ovat kiinteité ja etsitééin ekstremaalia y € C}(I) joka
toteuttaa reunachdot y(a) = y(b) = 0. Minimoitava integraali voidaan nyt kirjoittaa
muodossa

T b
J(y)Z/ L(%y,y’)dﬂH/ L(z,y,y )dx

Merkitddn 3, = lim,zy', L™ = lim, » L(z,y(x),y'(x)) ja vastaavasti muut tois-
puoleiset raja-arvot.

z

& b b
dJyp = aLy/gp—/ EL(y) pdx + iLy/gp—/ Er(y) pdx

= (L, — LY)e(z) =0

Y Y
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Koska ¢(Z) on mielivaltainen, niin L, on jatkuva pisteessid & vaikka siis ¢ on (mah-
dollisesti) epédjatkuva. Sisdisesta variaatiosta saadaan puolestaan

& & b b
o3 =[[(L =y Lo+ [ vewvdst[(L-yL)e+ [ ey

= (L™ —y Ly — L* +y, L)(@) =0

Koska nyt ¢(2) mielivaltainen niin L—y'L,, on jatkuva Z:ssi. Luonnollisesti jos kulmapis-
teitd on enemmén, niin néitten ehtojen on oltava voimassa jokaisessa kulmapisteessa.
Saatiin siis seuraava tulos.

Lause 3.2. Jos y € C)(I) on variaatiotehtivin minimi niin
(i) EL(y) = 0 jokaisella osavdalilld
(11) Ly ja L —y' L, ovat jatkuvia kulmapisteissd.

Maaritelma 3.2. FEdellisen lauseen ehtoa (ii) sanotaan Weierstrassin ja Erdmanin
kulmaehdoksi. Lauseen ehdot toteuttavaa ratkaisua sanotaan kulmaekstremaaliksi. v¢

Esimerkki 3.5. Tarkastellaan tehtavaa

J(y) Z%/ Py —1)%de

1

ja valitaan reunaehdoiksi y(—1) = 0 ja y(1) = 1. Eulerin yht&lo on
Ey)=y(yy" + () —1) =0
Tehtavilla on siis kolmenlaisia ekstremaaleja:
(i) suoray =0
(i) suorat y =tz +¢
(iii) hyperbelit y? — (z — ¢)? = ¢
Edelleen

Ly’ :y2<y/ - 1)
L—yLy==1y(y -1y +1)

(z) 0 ,-1<z<0
«\L) =
Y zr ,0<z<1

Nyt ndhdéan, etté

on haluttu kulmaekstremaali. Lisédtarkastelut osoittavat, ettei tehtévalla ole muita kul-
maekstremaaleja. *
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3.4 Harjoitustehtivia

1. Néayta, ettd esimerkissé 3.2 saatu nollackstremaali on itse asiassa heikko paikalli-
nen maksimi.

2. Osoita, ettd Weierstrassin esimerkissé 3.3 ei voi olla kulmaekstremaaleja.

3. Osoita, ettéd esimerkissa 3.5 ei voi olla muita kulmaekstremaaleja. Onko tehtéavélla
sileité ekstremaaleja, jotka toteuttavat reunaehdot?



Luku 4

Yleisempiid variaatiotehtivia

4.1 Korkeampi kertaluku

Tarkastellaan tilannetta, jossa Lagrangen funktio riippuu myos toisesta derivaatasta:

J(y) = / La,y,y ") (4.1)

Oletetaan jélleen, ettd L on riittdvan monta kertaa jatkuvasti derivoituva. Jos taas
tarkastellaan variaatioita a(e) = y + ey ja mééritelladan g(e) = J(y +e¢), niin samoilla
laskuilla kun aiemmin saadaan

b
g 0) =48]0 = / (Ly<p + Ly + Lyu<p”)da:

Oletetaan siis téssi, ettd p € C*(I). Tésté osittaisintegroimalla saadaan

b d d2
5Jygﬁ = / (Ly — %Ly/ —+ ELy//)(’Ddl' +

Maiaritelmi 4.1. Tehtdvdan (4.1) Eulerin yhtalo on

d d?
ELly) =Ly — Ly + o

b , d
aLy/IQO + (Ly/ — %Lyu)g&

Ly =0

PA

Eulerin yhtalon ratkaisuja sanotaan edelleen ekstremaaleiksi. Eulerin yht&lo on téssé
tapauksessa neljinnen kertaluvun difyhtédlé joten nyt tarvitaan neljd reunaehtoa, ja
klassisen ratkaisun pitéisi siis olla neljd kertaa jatkuvasti derivoituva. Jos siis y on
ekstremaali, niin

b d
0Jyp = ‘aLy"SO/ + (Ly’ - %Ly”)SO

Valitsemalla sitten sopivia rajoitteita halutulle ekstremaalille, niin téstd saadaan sitten
vaadittavat neljé reunaehtoa. Luonnollisesti jélleen voitaisiin etsid kulmaekstremaaleja
ja vapaan reunan ehtoja jne. Tamé on kuitenkin hyvin samanlaista kuin ensimméisen
kertaluvun tapauksessa joten sivuutetaan ldhemmét tarkastelut ja katsotaan vain pari
esimerkkié joissa luonnollisesti esiintyy toinen derivaatta Lagrangen funktiossa.

23
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Esimerkki 4.1. Interpolointitehtdvd. Olkoon annettu pisteet (z;,y;), missé a = xg <
1 < -+ < x, = b. Haluttaisiin 16ytda funktio y siten, ettd y; = y(z;) kaikilla i ja

b
J(y) =1 / (y")da

olisi mahdollisimman pieni. Té&ssé siis annetaan ehtoja myo0s sisépisteisséd, joten et-
sitddn kulmaekstremaalin tyyppista ratkaisua. Huomaa, ettéd variaatiofunktiolta vaadi-
taan ¢(zy) = 0. Siispé

n

b n T
5Jyg0:/y”g0”dx:Z/ y"go"dxzz
k=1 Y Tk-1

k=1
n zy
y”SO/ + Z/ y””godx
-1 k=1 Tk-1

"

Tk

y”go’ . i/xh y'"gp’da:
1 k=1 Y Th—1

Tp—

s}

3

Tk

k=1 "k

Siispd vaaditaan, ettd y”” = 0 jokaisella osavililld, joten y on joka vililld kolmannen
asteen polynomi. Jéljelle jadva termi voidaan nyt kirjoittaa muodossa

0y = i (v (zx) = yi(zx) )¢ (1) + 4" (D) (b) — y"(a)¢ (a)

Siispd y”:n taytyy olla jatkuva minké lisiksi y”(b) = y”(a) = 0. Paddyttiin siis siihen,
etta

(i) y on kolmannen asteen polynomi osavileilld
(i) y(z;) =y, 0<j<n
(iii) y € C*(I).
(iv) ¥"(b) = y"(a) =0

Ehdot (i) - (iii) toteuttavaa ratkaisua sanotaan kuutiospliniksi. Kdyténnon interpoloin-
titehtévissd ehdon (iv) sijaan kéytetddn muitakin reunaehtoja. *

Yleisessd tapauksessa L voi riippua y:n derivaatoista kertalukuun g asti:

b
J(y)z/ L(z,y,y,....y9)dx

Samantyyppisilla laskuilla kuin edelld saadaan Eulerin yhtaloksi tésséd tapauksessa

d d?
(C;L(y) = Ly — —Ly/ 4+ ... (_1)qﬁ

. Lyo =0

Eulerin yhtédlon kertaluku on siis 2¢, joten tarvitaan yhteenséd 2q reunaehtoa.
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4.2 Monen muuttujan tapaus

Monissa variaatiolaskun sovelluksissa on tarpeen tarkastella vektoriarvoisia funktioi-
ta, toisin sanoen kéyrid n-ulotteisissa avaruuksissa. Yleisesti ottaen osoittautuu, etta
klassisen mekaniikan mallit voidaan johtaa variaatiolaskun avulla.

Muutetaan téssa hiukan merkint6jé ja toivotaan, ettei se aiheuta liikaa sekaannusta.
Olkoon nyt = : I = [tg,t;] — R" ja tarkastellaan kuvausta

t1
() = / L(t, o, o)t
to

Téssd ajatellaan nyt, ettd ¢ on aika ja x on "paikkakoordinaatti”. Esimerkiksi jos z(t)
on pistemassan paikka hetkells ¢ niin z : R — R3. Joka tapauksessa osoittautuu, etti
skalaaritapaus yleistyy varsin vaivattomasti tdhén tilanteeseen. Tarkastellaan variaatio-
ta a(e) = x + ep kuten ennenkin mutta nyt myds ¢ on vektorifunktio. Jos merkitdin
edelleen g(e) = J(x + ) niin derivoimalla saadaan

tp M
g 0)=00J,p= / Z (La, 05 + Lx;_go;)dx
t() ]:1
Téasta edelleen osittaisintegroimalla saadaan

t L d
L A+/ Ly — — Ly )od
tOjZ:; ]SDJ to ;( ! dx ])90] v

0J, p =

Merkitadn nyt
; d
El(x) = —Ly — Ly,
L(w) do y

Koska ¢:n jokaista komponenttia voidaan muuttaa toisistaan riippumatta, niin selvéasti
ekstremaalin pitda toteuttaa difyhtalot

E(x)=0 , 1<j<n
N&ita tietysti edelleen sanotaan Eulerin yhtaloiksi.

Esimerkki 4.2. Olkoon z pistemassan paikka ja tarkastellaan seuraavaa Lagrangen
funktiota
L=T-U=im|d']’?-U(z)

Téssé siis T' on kineettinen energia ja U on potentiaali(funktio). Eulerin yhtéloista
saadaan nyt

mz’ = -VU

mika on Newtonin toinen laki kun voimakentté tulee potentiaalista. Téssé tapauksessa
ei ole oikeastaan selvéa pitdisiko ekstremaalin antaa minimi, maksimi vai satulapiste.
[tse asiassa ei ole selvdd onko ekstremaalin laadulla edes vilid. Edelleen reunaehdot
ovat téssd oikeastaan epéoleellisia, ja tehtaviad onkin mielekésté tarkastella alkuarvote-
htdvana: annetaan x (o) ja x'(to) ja lasketaan Eulerin yhtélon avulla pistemassan liike.
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Edelleen jos méaéritellddn H =T + U, niin suoraan derivoimalla ndhd&én, etta

d

—H=0

dt
joten ratkaisun kokonaisenergia pysyy vakiona. Funktiota H sanotaan tehtavin Hamil-
tonin funktioksi. Jos sitten asetetaan y = ma’, niin voidaan kirjoittaa

H(z,y) = 5 lyl* + U(z)
ja Eulerin yhtalo voidaan nyt kirjoittaa ensimméisen kertaluvun systeeminé seuraavasti:

o' =V,H=y/m
y =-V,H=-VU

Téata sanotaan Hamiltonin systeemiksi. Huomaa, ettéa fysikaalisesti i on téssé litkeméaara.
Usein sanotaan, etti x “liikkkuu” konfiguraatioavaruudessa (joka on tissd R3) ja z =
(z,y) tila-avaruudessa (joka on tissd RY).! Muuttujan z avulla Hamiltonin systeemi
voidaan kétevisti kirjoittaa seuraavasti:

;o (0 I
2 =7VH missa I_<—I 0)

Téassé siis [ on 3 x 3 yksikkomatriisi. Z on symplektinen matriisi. Yleisesti ottaen
matriisi on symplektinen, jos

ATTA=T
*

Perusyhtalot saatiin siis hyvin samaan tapaan kuin skalaaritapauksessa. Uusi tilanne
syntyy kuitenkin uudentyyppisistd rajoitusehdoista, joita esiintyy monien sovellusten
yhteydessa.

Esimerkki 4.3. Tarkastellaan heiluria joka riippuu origosta. Olkoon z : R — R?
heilurin pa#n paikka ja olkoon m heilurin massa, ¢ heilurin pituus ja g maan vetovoiman
kiihtyvyys. Lagrangen funktio on télloin

L=T-U=im|d'|? — mgz,

Koska heilurin pituus ¢ on vakio, niin |z(¢)|*> — ¢ = 0 kaikilla ¢. Ei siis voida suo-
raan muodostaa Eulerin yhtalod vaan tdmé rajoitusehto pitéisi ottaa jollain tavalla
huomioon. Selvésti tdmé rajoitusehto on hyvin erityyppinen kuin integraalimuotoinen
rajoitusehto esimerkissd 2.3. Palataan tdhén esimerkkiin myohemmin. *

!Tila-avaruus on state space. Kiytetain my6s termié faasiavaruus, phase space.
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4.3 Parametriset tehtavat

Joissain tilanteissa, etenkin geometrisissa tehtévissé, on luonnollista etsid jotain kdyraa
jolla on jokin tietty ominaisuus joka ei riipu kdyrdn parametrisoinnista. Esimerkiksi
lyhimmaén polun etsiminen on téllainen ongelma. Katsotaan ensin mitd ominaisuuksia
Lagrangen funktiolla on néissé tapauksissa.

Selvésti L ei voi riippua muuttujasta t joten tarkastellaan tehtéavaa

Olkoon sitten h : [tg, t1] — [to,t1] diffeomorfismi ja x = z o h. Télloin siis

/ 1 L(x,2")dt = / 1 L(z(s), %)h’(s)ds

to to

Selvisti integraalin arvo ei riipu h:sta jos
L(z,ca’) = cL(z,2’) kaikilla ¢>0 (4.2)

Sanotaan, ettd L on positiivisesti homogeeninen astetta yksi muuttujan x’ suhteen.
Esimerkiksi muotoa L = f(z)|2’| olevat Lagrangen funktiot toteuttavat tdmén ehdon.

Maaritelma 4.2. Variaatiotehtdvid ja sitd vastaavaa Lagrangen funktiota L sanotaan
parametriseksi, jos se toteuttaa ehdon (4.2).

Helposti voidaan tarkistaa

Lemma 4.1. Jos L toteuttaa ehdon (4.2), niin
L= <Vx/L, (ﬂ/>
Todistus. Harjoitustehtava. <>

Tarkastellaan sitten parametrista variaatiotehtavia

() = / L, )dt (4.3)

Koska ratkaisu ei riipu parametrisoinnista niin luonnollisesti ratkaisu ei voi olla yk-
sikésitteinen joten voisi olettaa, ettd FEulerin yhtélot eivat ole riippumattomia.

Lemma 4.2. Jos x on mielivaltainen kiyrd niin

Z x;é'i(x) =0
j=1
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Todistus. Suoraviivainen joskin hivenen tyolds lasku osoittaa, etté

& ; d
j=1
Toisaalta edellisen lemman perusteella (V. L,2") — L = 0. >

Siis yhtiloistd £ (x) = 0 saadaan vain n — 1 riippumatonta yhtéloé. Parametriset
tehtavit voidaan myos karakterisoida sisdisen variaation avulla.

Lemma 4.3. Variaatiotehtdvi on parametrinen jos ja vain jos 0J, = 0 kaikilla x.

Todistus. Laskemalla kuten skalaaritapauksessa saadaan

O Jy1p = /t ) (Ltl/z + (L — (VL, x'))¢’> dt

Toisaalta parametriselle tehtéville péatee Ly = 0 ja L — (V. L, z') = 0. <>
Joskus on kétevid analysoida tehtavéd (4.3) seuraavan tehtavén avulla:
t1 t1 2
K(x) :/ N(z,2")dt = %/ (L(z,2"))"dt
to to

Selvasti N ei ole parametrinen Lagrangen funktio: se on homogeeninen astetta kaksi.
Kuitenkin K:n ja J:n ekstremaalit ovat "melkein samoja” seuraavassa mielessa.

Lemma 4.4.
(i) jos x on K:n ekstremaali ja L(x,z") = vakio, niin x on myds J:n ekstremaali.

(ii) jos x on J:n ekstremaali ja L(z,z") = vakio, niin x on myds K :n ekstremaali.

Todistus. Viitteet seuraavat seuraavasta kaavasta jonka tarkistaminen on jélleen suora
mutta hiukan tyolés lasku.

£ (z) = LE () + L%%L

<>

Esimerkki 4.4. Katsotaan sitten miten brakistokroniongelma voidaan ratkaista il-
man arvauksia. Siindhén loppujen lopuksi paddyttiin parametriesitykseen joten tuntu-
isi luonnolliselta etsid suoraan parametriratkaisua. Kédytetddan edellisen lemman ideaa
ja kirjoitetaan

P I
\/1 — X9 2(1 —1'2)
Tasta saadaan ensin
d /
Ex(z) G N = co(1 — x2)

:ﬁl—xg
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Jos siis N = ¢; niin
(25)? = 2¢1(1 — w2) — (1 — x3)*
Edelleen
:i Ty |2'|? :i Ty A
dt]_—ZEQ 2(1-1‘2)2 dt]_—l'g 1—1’2
(1 = zg)ay + (25)* — (1 — my)

- (1 — 1'2)2 - O

Ex(x)

Saadaan siis lopulta
Ty + cra+ o —cg=0

Tamé&hén voidaan helposti ratkaista:
To(t) = ¢y cos(cot) + ezsin(cot) + 1 — ¢ /ch
Otetaan uusi muuttuja s = cot ja merkitdéin a = ¢; /2 jolloin
To(8) = cacos(s) + cgsin(s) +1—a
Muistetaan sitten alkuehto z5(0) = 1, joten voidaan valita c; = a ja ¢z = 0. Sitten
1(s) = 21 (t)/co = 1 — wa(s)

Tésté integroimalla ja ottamalla huomioon ehto z1(0) = 0 saadaan lopulta

z1(s) =a(s — sin(s))
za(s) =1 —a(1 — cos(s))

"Loppuaika” s; ja a pitdé laskea numeerisesti yhtéloista z1(s;) = 1 ja xo(sy) = 0. &

Esimerkki 4.5. Parametrisissi tehtévissd tulee myos luontevasti vastaan rajoituse-
hdot. Olkoon M C R? jokin pinta ja = : [0,1] — M jokin kiyri pisteitten p = z(0) ja
g = z(1) valilla. Mik& on téssd lyhin polku? Kéyrdn pituus saadaan taas kaavalla

J(x) = / 2/ (8)| dt

Koska kéyrén pitdd pysyé pinnalla M niin lyhin polku ei kuitenkaan ole p:n ja ¢:n vili-
nen suora ja tadmé pitéisi jollain tavalla ottaa huomioon Eulerin yhtéloissa. Téassa rajoi-

tusehdon luonne on samanlainen kuin esimerkissé 4.3. Palataan tdhdnkin myohemmin.
*
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4.4 Konveksisuus ja riittdvit ehdot

Amazingly convex functionals do not play any role

i the classical calculus of variations before the turn of century,

although they seem to be predestined to assume a central place.

Only Minkowski recognized the notions of convex set and convex function
to be central concepts in mathematics although the concepts of

convex curve and convex surface were well-known and often used

in ancient times.

Giaquinta & Hildebrandt [5]

Kaikki edelld saadut valttaméattomat ehdot ovat luonteeltaan lokaaleja: niiden avul-
la on mahdotonta sanoa mitédéin siitd onko 16ydetty ekstremaali globaali minimi tai
maksimi. Tarvittaisiin siis jotain tietoa minimoitavan kuvauksen .J globaaleista omi-
naisuuksista. Konveksisuus on erés téllainen késite joka on erityisen tarked kaikissa
optimointiin liittyvissa tehtévissé ja sen avulla padstdankin késiksi riittaviin ehtoihin.

Tarkastellaan seuraavassa merkintojen yksinkertaisuuden vuoksi vain ensimméisen
kertaluvun tapausta, mutta kaikki tulokset pétevit sellaisenaan yleisessd tapauksessa.
Tarkastellaan siis tehtdvaa

b
1) = [ Lap/)da
Oletetaan, ettd L on konveksi (mééritelmé C.2) seuraavassa mielessé:
L(z, (1 = p)yr + pys, (1 — p)z1 + pzo) < (1= p)L(w, y1,21) + pL(z, yo, 22)

kaikilla x, y;, z; ja 0 < p < 1. Téssé siis « on tdmén konveksisuusehdon kannalta vain
parametri. Mutta tédstd saadaan heti

Lemma 4.5. Jos L on konveksi, niin J ja g(e) = J(y + ep) ovat konvekseja.

Todistus. J:n konveksisuuden tarkistaminen jatetddn harjoitustehtavaksi.

g((1 = per + pea) = J((1— p)(y + erp) + p(y + e290))
< (L —=p)J(y+erp) +pt(y+ep) = (1—pgler) + pg(ez)

<>
Mutta tasta saadaan valittomasti

Lause 4.1. Jos L on konveksti ja y on sitd vastaava ekstremaali, niin y antaa globaalin
Miniman.

Todistus. Edellisen lemman perusteella g on konveksi joten lemman C.2 perusteella
g(e) > g(0) + ¢'(0)e. Siis jos y on ekstremaali, niin

Jy+ep)>Jy)+edd, o= J(y)
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Tamén perusteella saadaan siis heti, ettd kahden pisteen vilinen lyhin polku tosi-
aankin on suora koska helposti voidaan tarkistaa, ettd L = /1 + (y/)? on konveksi.
Samoin esimerkissé 4.1 splini tosiaankin minimoi annetun kuvauksen koska L = 1 (y”)?
on konveksi.

Huomaa, ettd Weierstrassin esimerkisséd 3.3 L = % 22(y')? on konveksi mutta ratkaisua
ei siitd huolimatta ole olemassa.

Valitettavasti Lagrangen funktiot eivit useinkaan ole konvekseja. Tamé on johtanut
tiettyihin konveksisuuden yleistyksiin jotka kuitenkin ovat riittdvéan vahvoja takaamaan
ettd ekstremaali todella antaa minimin. Néihin yleistyksiin ei kuitenkaan télla kurssilla
voida puuttua.

4.5 Harjoitustehtavia

1. Tarkista lemman C.2 avulla, ettd L = /1 + (y)? on konveksi.

2. Taydennd lemman 4.5 todistus.

3. Osoita, ettd L = y+/1 + (y')? ei ole konveksi.
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Luku 5

Rajoitusehdot

5.1 Integraalirajoitteet

Esimerkissa 2.3 tarkasteltu Didon ongelma voidaan kirjoittaa

b
max tai min :  J(y) :/ L(x,y,y)dr kun
¢ (5.1)

K(y) = / N(z,y,y)dz = €

Tamaén lisdksi tarvitaan tietenkin jotkin sopivat reunaechdot. Variaation muodostamises-
sa on se ongelma, ettéd jos maaritellddn a(e) = y+ ey, niin yleisesti ottaen rajoitusehto
ei toteudu kaikilla e. Ideana on kdyttaa kahta varioivaa funktiota: olkoon € = (g1, €3)
ja asetetaan

a(e) =y +e1p1 + a2
Olkoon sitten

f(e) =J(y +erpr + 2902)
g(e) =K (y + e1¢1 + €2p2) — ¢

Kiinnitetaan funktiot y, @1 ja s ja oletetaan, ettd y toteuttaa rajoitusehdon. Olkoon
M = g=1(0) C R? on jokin kéyri (1, &5) tasossa. Koska y toteuttaa rajoitusehdon, niin
0 € M. Jos sitten f saa miniminsé origossa, ja Vg(0) # 0, niin Lemman C.5 mukaan
on olemassa jokin A siten, etté

Vf(0)+ AVg(0) =0 (5.2)
Lemma 5.1. Jos y ei ole K:n ekstremaali, niin Vg(0) # 0.
Todistus. Harjoitustehtava. <>

Oletetaan jatkossa aina, ettd haluttu ekstremaali ei ole rajoitusehdon ekstremaali.

Tasta saadaankin sitten
33
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Lause 5.1. Jos y minimoi tai maksimoi tehtdvan (5.1), niin

Er(y) =0
missi L = L + AN. <
Todistus. Yhtalo (5.2) aukikirjoitettuna antaa

5Jy901 + )\5Ky§01 =0
8.0, 02 + AOK 03 =0

Oletetaan, ettd 6K, p, # 0 jolloin voidaan ratkaista A = —d.J,¢2/0 Ky¢po. Huomaa, etté
A ei riipu funktion ¢, valinnasta. Toisin sanoen

(6, + X6K,) 1 =0
Koska tdmén pitédéd péted olipa ¢; valittu miten tahansa, niin téstd saadaan véite. <>

Huomataan, ettd kaikissa kiinnostavissa tapauksissa A # 0. Jos A = 0, niin se-
hén tarkoittaisi, ettd y olisi rajoittamattoman tehtédvén ekstremaali joka "sattumalta”
toteuttaa myos rajoitusehdon.

Miritelmé 5.1. L = L+ AN on tehtivin (5.1) laajennettu Lagrangen funktio. ¢

Tamé on analoginen yhtélossa (C.1) méaritellyn laajennetun kohdefunktion kanssa.
Tehtévan ratkaisu etenee nyt lihes samoin kuten rajoittamattomassa tapauksessa:

(i) muodostetaan ensin laajennettu Lagrangen funktio ja ratkaistaan tita vastaavat
ekstremaalit.

(ii) otetaan huomioon asianmukaiset reunaehdot, ja mahdollisesti tarkistetaan voiko
olla kulmaekstremaaleja.

(iii) valitaan A siten, ettéd rajoitusehto on voimassa

Esimerkki 5.1. Ratkaistaan edellisten tulosten avulla esimerkin 2.3 ongelma:
b
max : J(y) :/ y(x)dz kun
0

b
K(y) :/0 VIt (y)2de=0>0

Reunaehtona on siis 4(0) = y(b) = 0, mutta b on vapaa. Nyt L = y+ /1 + (¢/)? joten

d - ~ d Y
E)=—Ly—L,=A\——o— — 1=
Y 2 (= 1)’
=xr—c = = =
L+ (y)? 1 W = -ar

(x—c1)’ + (y — 2)? = N2
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Tehtévan ekstremaalit ovat siis ympyréan kaaria. Reunaehtojen perusteella saadaan en-
sin ¢; = b/2. Vapaan reunan chdoksi tulee

o A B A B
L=y L) =v+ = = AT G or

Nyt nayttéisi silté, ettei ratkaisua ole olemassa. Kuitenkin jos ympyré leikkaa - akselin

kohtisuoraan, niin lim, ., y'(x) = —oo joten tulkitaan vapaan reunan ehto kohtisuoru-
usehtona. Télloin siis o = 0 ja A = —b/2. Lopuksi lasketaan vield pinta-ala:
20 >
(y) =357 . () =5
*

Tarkastellaan sitten ongelman (5.1) duaalista tehtédvaa

b
max tai min K(y):/ N(z,y,y)dr kun

b
J(y) = / Liz,y,y)dr = i

Tamén laajennettu Lagrangen funktio on K = K + AL jolla selvésti on samat ek-

stremaalit kuin L:1l4. Didon ongelman tapauksessa on intuitiivisesti selvéd, ettd kun

siirrytdan duaaliseen ongelmaan, niin minimointi muuttuu maksimoinniksi ja pédinvas-

toin. Yleisesti ottaen tdmé ei ehké ole niin selvéé, eiké se seuraa edellisista tarkasteluista

koska siindhén katsottiin vain ehtoja jotka ovat voimassa seké minimoinnissa ettd mak-

simoinnissa. Téllainen duaalisuus on kuitenkin erittdin tarkeéd periaate optimoinnissa.
Voitaisiin myos antaa useampi rajoitusehto:

b
Kj(y):/Nj(m,y,y’)d:z::@ , j=1,....m

Edella késitelty yhden rajoitteen tapaus yleistyy helposti tdhédnkin tapaukseen, jonka
tarkempi muotoilu jatetddn harjoitustehtéviksi.

5.2 Yhtilorajoitteet

Tarkastellaan sitten esimerkkien 4.3 ja 4.5 tyyppisia tapauksia. Naissa tehtavissd muut-
tuja on aina vektori. Olkoon z € R" ja ¢ : R” — R¥ missé k < n. Oletetaan, etté nolla
on g:n sadnnollinen arvo ja M = {z € R"|g(z) = 0} (méaritelméd C.3). Tarkastellaan
tehtavas "
/
J(x) /to L(t,z,x")dx (5.3)
x(t) eM kaikilla t € I = [to,t]

Taméantyyppista rajoitusehtoa sanotaan holonomiseksi rajoitusehdoksi. Télla tarkoite-
taan sité, ettd rajoitukset liittyvét z:n arvoihin, mutta ei derivaattojen arvoihin.
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Olkoon sitten z : I — M jokin kdyra ja sanotaan mita tahansa kayréa joka toteut-
taa rajoitusehdot sallituksi kdyrdksi. Ongelmana téssé on, ettd sallitun kdyrdan mieli-
valtainen variaatio ei yleensi ole sallittu kdyré. Jos katsotaan asiaa lokaalisti, tai "in-
finitesimaalisesti”, niin on selvaé, etta sallittua kdyraéd voidaan varioida "sallitusti” vain
tangenttiavaruuden suuntaan. Merkitédén 7, M:114 moniston M tangenttiavaruutta pis-
teessd p € M

Maaritelma 5.2. Olkoon z sallittu kdyrd. ¢ on kayrdn x sallittu variaatio, jos
o(t) € TyyM  kaikilla t eI
x on tehtivin (5.3) ekstremaali, jos 6 Jp = 0 kaikilla sallituilla variaatioilla . PA

Olkoon edelleen N,M moniston M normaaliavaruus pisteessd p ja merkitaan

E1(w) = (EL(x), .., E1 ()
Lemma 5.2. x on tehtdvin (5.3) ekstremaali, jos E(x) € NywyM kaikilla t € 1.

Todistus. Jos muodostetaan d.J tavalliseen tapaan ja oletetaan, ettd alku- ja loppupiste
on kiinnitetty niin saadaan

t1
0J.p = /Z $790J+L1<p]> /Zé'] x)p;dt = /t<€L(x),<p>dt

Jos dJ,p = 0 kaikilla sallituilla ¢, niin £, (x) on kohtisuorassa tangenttiavaruutta
vastaan. <

Siis jos x on ekstremaali niin Lemman C.5 mukaan on olemassa jokin kayrd A :
I — RF siten, ettd
EL(®) + (dga)) A =0 (5.4)

Tatd A:a sanotaan edelleen Lagrangen kertojaksi.

Esimerkki 5.2. Jatketaan esimerkkis 4.3. Siis  : R — R? ja

L =1m|2|” — mgas

Rajoitusehto on g(x) = |z]* — ¢? = 0. Kun supistetaan m pois, niin systeemisti (5.4)
saadaan siis yhtalot

i +2\x; =0
Ty +g+2 12 =0
2 2 2
i +ax,—07=0
Ongelma on nyt saatu muotoiltua jarkevésti, mutta sen ratkaiseminen on edelleen haas-

teellista, my6s numeerisesti. Tadhdn on ainakin 2 syytd. Ensinnékin on intuitiivises-
ti selvdd, ettd muuttuja A on jollain tavalla “eri asemassa” kuin z muuttujat. Ta4ma
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pitdd ottaa huomioon numeerisessa ratkaisussa. Toisekseen tehtédva on siind mielessa
ylimédéaraytynyt, etté ylldolevien 3 yhtélon liséksi tarkka ratkaisu toteuttaa myos

(,2y =0 ja (z,2")+|2'?=0

Vaikka on toisaalta selvéd, ettd ndmaékin yhtélot ovat térkeitéd ratkaisun kannalta, niin
ei ole selvdd miten kaikkia 5 yhtélod voisi kdyttdd numeerisessa laskennassa. *

Esimerkki 5.3. Palataan sitten esimerkkiin 4.5. Olkoon M = ¢g~!(0) C R? jokin pinta
jax :[0,1] — M jokin kayra pisteitten p = x(0) ja ¢ = x(1) vililld ja L = |2'|. Koska
tdméd on parametrinen tehtévi niin olkoon N = |2/|* ja |2/| = 1 jolloin ratkaisu on
parametrisoitu kaarenpituuden avulla. Nyt yhtélosta (5.4) saadaan

2 +AVg =0

Tassd siis ”(t) € NyyM kaikilla ¢ kun parametrisoidaan kaarenpituuden avulla.
Tamén tehtdvan ekstremaaleja sanotaan geodeeseiksi. Toisin sanoen pinnan M geodeesit
ovat kéyrid joille 2”(t) € Ny M ja jotka on parametrisoitu kaarenpituuden avulla.

Tata yhtalod voi numeerisesti ratkaista eliminoilla A:n. Ottamalla sisdtulo saadaan
ensin

~(Vg,2")
[Vgl|?

Toisaalta derivoimalla yhtédlod g = 0 saadaan

A:

(Vg,a') =0 = (Vg,a")+ (z',d’ga’) =0
Siispé saadaan alkuarvotehtéava

:v’,dzgx’
" + @ Ly 7 ) Vg=0
z(0)=peM , a'(0)eT,M
*

Katsotaan vield yhtilon (5.4) rakennetta. Olkoon z = (x,\) : [ — R ja
médritelldén (vertaa (C.1))

f}(t, 2,2") = Lt,z,2") — (\, g(x)) (5.5)
Nyt suoraviivainen lasku osoittaa, etta

£:(2) =0 {5L(w> + (dga@) ™A = 0

g(x) =0
Misritelmé 5.3. Funktio L on tehtivin (5.3) laajennettu Lagrangen funktio.

Siis laajennetun Lagrangen funktion tavanomaiset Eulerin yhtélot antavat oikeat,
rajoitusehdot huomioon ottavat yhtalot.
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5.3 Harjoitustehtiavia

1. Todista lemma 5.1.

2. Totea, ettéd jos esimerkissd 5.1 valitaan b = 2 ja ¢ > 7, niin tédtd vastaavaa ek-
stremaalia ei voi esittdéd x:n funktiona koko vélilld [0, 2]. Voidaanko téta kuitenkin
pitdd tehtdvin mielekkdéané ratkaisuna?



Luku 6

Hamiltonin systeemi

6.1 Mekaniikka

On osoittautunut, ettd Eulerin yhtéalot kannattaa joskus kirjoittaa tietylld tavalla en-
simmaéisen kertaluvun systeeminé. Tietenkin jokainen toisen kertaluvun systeemi voidaan
palauttaa ensimmaéisen kertaluvun systeemiksi vaikkapa méaérittelemalld uusi muuttuja
y = «’, mutta Eulerin yhtal6illa on sellainen rakenne, ettd tamé palautus on hyodyllista
tehda toisella tavalla.

Tarkastellaan uudestaan esimerkkia 4.2. Talloin

L=T-U=im|ld]’?-U(z)

ja maariteltiin liikkem&aard y = ma’ ja sen avulla vastaava Hamiltonin systeemi ja Hamil-
tonin funktio H(z,y) = T + U. Téssa siis uusi muuttuja oli "melkein” se standardi val-
inta joten ei ole helppo arvata miten yleisessé tapauksessa pitéisi toimia.

Olkoon L : R**! — R jokin Lagrangen funktio ja valitaan

Yy = Lz’<t7$>x/> = f(t,a:,x') = ft,m('r/)

Tama pitdd ajatella niin, ettd ¢t ja x ovat "vain” parametreja jolloin kiinteilld ¢t ja x
funktio f;, on (lokaali) diffeomorfismi muuttujien 2’ ja y valilli. Kéénteisfunktiolauseen
perusteella f;, on lokaali diffeomorfismi, jos

det(dx/ft@) = det(Lx/x/) 7’é 0

Jos tdmé ehto on voimassa niin ainakin lokaalisti on olemassa kéénteisfunktio f = f1
ja voidaan Kkirjoittaa

x' = ft,x(y) = f(t, x?@/) (61)

Askeisessi esimerkissi siis f ,(2) = ma’, ftyx(y) = y/m ja dp fi, = m 1. Nyt pitéisi
sitten kirjoittaa jotenkin ensimmaéisen kertaluvun systeemi muuttujien x ja y avulla.

Maéritelma 6.1. Lagrangen funktiota L vastaava Hamiltonin funktio on

H={ Ly)—L
39
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Nyt pitaéd ajatella, ettd H on x:n ja y:n funktio; siis tarkemmin

H(t7x7y) = <xlay> - L(t,l’,l’/> = <f<t,l’,y),y> - L(t,x,f(t,x,y))

Huomattakoon, ettd parametrisille tehtaville det(L,,) = 0 joten niita vastaavan Hamil-
tonin funktion méarittely on hankalampaa eiki sithen puututa talld kurssilla. Askeisen
esimerkin tapauksessa tdmaé siis antaa

H=T+U=3y*+U(z)
Sitten lasketaan
Vo H = f(t,z,y) + (dyf)"y — (dy /)" Lo = f(t,2,y)

Vertaamalla yhtdloon (6.1) voidaan siis kirjoittaa o’ = V, H. Sitten y:lle saadaan dify-
htdlo kun ensin huomataan, etta

, d

Yy = ELx’(tw(Ea x/) = Lx

koska x toteuttaa Eulerin yhtéalon. Toisaalta
va = (dxf)T y— Lz - (dmf)T Lx’ - _Lm
Edelleen voidaan taas maaritelld z = (z,y).

Maéaritelma 6.2. Olkoon L jokin Lagrangen funktio. Eulerin yhtdloitd Ep(z) = 0
vastaava Hamiltonin systeemi on

= V,H
Y e =TVH missi I:(O [)
y = -V, H -1 0

Vektorikentta Xy = TV H on funktiota H vastaava Hamiltonin vektorikenttd.

Kun on péésty néin pitkille niin voidaan myos "unohtaa” L ja méiritelld tallainen
difyhtélosysteemi mielivaltaiselle funktiolle H. Téssékin tapauksessa puhutaan Hamil-
tonin funktiosta, Hamiltonin systeemisté ja Hamiltonin vektorikentésta.

Difyhtéloitten analyysissd on erittdin hyodyllistd jos voidaan 16ytaéd invariantteja,
siis funktioita jotka ovat vakioita ratkaisua pitkin. Hamiltonin funktio itse on invariantti
jos H ei suoraan riipu ajasta.

Lemma 6.1. Olkoon H : R?" — R miclivaltainen ja z vastaavan Hamiltonin sys-
teemin ratkaisu. Talloin

d
- H(=(t) = 0

Todistus. Harjoitustehtava. <>
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Miten sitten invariantteja voisi 10ytda? Luonnollisesti kaikilla difyhtalsilla ei ole
invariantteja, mutta koska Hamiltonin systeemit ovat aivan erityistd muotoa, niin ni-
ille voidaan ainakin jossain méérin etsid konstruktiivisesti uusia invariantteja. Ensin
tarvitaan

Maédéritelma 6.3. Olkoon f, g € C™(R?™). Poissonin kuvaus' C>(R?") x C*>(R*") —
C>(R*") on

[f7 g] - Z ijgyj - fngmj
j=1

Helposti voidaan tarkistaa, ettd Poissonin kuvauksella on seuraavat ominaisuudet:
(i) kuvaus on bilineaarinen
(i) [f,9] = (V[ IVg) = (X, IX,)
(iii) [f, 9] = —[g, /]
(iv) [fife, 9] = filfz, 9] + fol 1, 9]
(v) [f,lg,h]] + [k, [f, 9]l + g, [, f]] = 0 (Jacobin identiteetti)

Avaruus C* (R?") varustettuna Poissonin kuvauksella on Lie-algebra (mé#éritelmé B.8).
Témén avulla saadaankin

Lemma 6.2. (i) Hamiltonin systeemi voidaan kirjoittaa muodossa
Zi=lz5,H] , 1<j<2n

(i1) f on Hamiltonin systeemin invariantti, jos [f, H] = 0.
(111) Jos f ja g ovat invariantteja, niin myds [f,g] on invariantti.

Todistus. (i) Harjoitusteht&va.
(ii) Suora derivointi osoittaa, ettd < f(z(t)) = [f, H].
(iii) Jacobin identiteetin ja kohdan (ii) perusteella

[H7 [fug]] = _[g7 [H7f“ - [fv [guH] =0

<>

Siis jos on 16ydetty itse Hamiltonin funktion lisdksi 2 muuta invarianttia, niin néit-
ten avulla voi sitten periaatteessa tuottaa uusia invariantteja Poissonin kuvauksen avul-
la. Valitettavasti kuitenkaan mikédn ei takaa, ettid téalla prosessilla 16ytyisi uusia riip-
pumattomia invariantteja.

'Englanniksi Poisson bracket.
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Esimerkki 6.1. Olkoon z pistemassa R3:ssa ja oletetaan, ettd se liikkkuu voimaken-
téssd joka osoittaa kohti origoa. Siis jos ajatellaan, ettd origossa on pistemassa, niin
sen aiheuttama potentiaali on U(z) = —a/|z| missd o > 0. Saadaan siis Hamiltonin
systeemi

¢ =V,H=y
y':—VxH:—ﬁx

Siis derivoimalla

d

%mxy:x’xy—kxxy’:yxy—ﬁxxxzo

Siis kulmaliikeméard K = x x y on vakio. Koska K on vektori, niin sen jokainen
komponentti K; on invariantti. Nyt voidaan tarkistaa, ettd K3 = [K7, K5]. *

Esimerkki 6.2. Tarkastellaan edellisen esimerkin tilannetta, mutta oletetaan, etta
massapiste liikkuu tasossa x3 = 0. Siirrytddn napakoordinaatteihin: z; = rcos(6),
xo = rsin(f). Téll6in kulmalitkemé&éréan kolmannesta komponentista saadaan

Ky = x10h — 2z = 7?0 = ¢

Téastéd saadaan Keplerin pinta-alalaki: planeetasta aurinkoon piirretty jana pyyhkéisee
tietyssd ajassa aina saman pinta-alan. Olkoon ¢, alkuhetki ja ¢; loppuhetki ja 6; = 6(¢;).
Talloin pyyhkéisty ala on

01 r(G) 01 t1
A(by,6,) = /dxdy = /0 /0 rdrdf = %/e r2df = %/t r?0'dt = £(t; — to)
0 0 0

Tamén avulla saadaan myos Keplerin kolmas laki. Oletetaan, ettd rata on jaksollinen
ja olkoon 7 jakso. Télloin A = A(0,27) on radan sisédén jddvdn alueen pinta-ala ja
siispa

24

T =
c

Pinta-ala A saadaan itse asiassa eksplisiittisesti laskettua, kun huomataan tehda seu-
raava muuttujan vaihto: 1 = cos(6)/u, x5 = sin(f)/u. Lagrangen funktio ja vastaava
Hamiltonin funktio ovat talloin

1
L :ﬁ((u')2 +u?(0)?) + au
1
H =3 (u'yf +v’y3) — au
Hamiltonin systeemi on siis
u = u4y1 u = u4y1
0 = vy, 0 = cu?
= /

yp = =20y} —uys + o Y = =20y} — Fu+ «
/

yp =0 Y = ¢
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Ajatellaan sitten u:ta 6:n funktiona. T&ll6in

du du/dt Py
o~ dojdi e

Edelleen
Pu 20ty N wdy/d) o«

df? c? c c?

Tamaéahéan ratkeaa helposti ja ratkaisuksi saadaan

u(@) = B cos(6 + 0p) + %

missd $ > 0. Voidaan valita 6y = 0 ja télle ratkaisulle siis

1 /o

r) = u(0) T 1+28 cos(0)

Nyt r pysyy rajoitettuna jos ¢ < 1 ja alkeisgeometriasta tiedetiifin, ettd tilloin
kiiyriksi tulee ellipsi jonka eksentrisyys on € = ¢?3. Ratkaisun kokonaisenergia on

c? a?(1 —&?)

H= E((du/de)2 +u?) —au=— 5o

Siis jos kokonaisenergia on negatiivinen, niin saadaan ellipsi. Pinta-alaksi saadaan

2T 2
1 0 c
A= 2/0 rodf = a2(1 — £2)3/2

Alkeisgeometriasta tiedetéifin, etti ellipsin isompi puoliakseli on a = ¢*/a(1 — &?) joten
lopulta saadaan
. L

T
(67

Tamé on Keplerin kolmas laki. Huomaa, ettei tdméa riipu kulmaliikemé&arastda ¢ vaan

ainoastaan vakiosta « joka riippuu edelleen kappaleitten massoista ja gravitaatiovakios-
ta. *

Katsotaan vield erds Hamiltonin systeemien ominaisuus. Téssé tarvitaan seuraavaa.

Maéiritelma 6.4. Olkoon x' = f(x) difyhtilosysteemi jossa f on siled vektorikenttd.
Tdtd vastaava virtaus on kuvaus ® jolle pitee

(i) ® : R" x R — R"™ ja merkitiin ®'(z) = ®(z,1).
(i1) jos x on systeemin x’' = f(x) ratkaisu ja x(0) = p niin z(t) = ®(p,t) = ®'(p).
ph¢

Voidaan osoittaa, ettd ® on olemassa, ainakin lokaalisti, ja se on sileé jos f on silea.
Edelleen
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(i) ®°(p) =p ja
(i) @+ = %o Pt

joten kuvaukset ®' muodostavat yksiparametrisen ryhmén. Olkoon sitten Q C R” ja
Q; = ®(Q). Téllsin tunnetusti

voI(Qt):/Q dx:/gdet (d®')dx

Siis virtaus sdilyttdd tilavuuden jos det (d(Dt) = 1. Koska virtausta ei kuitenkaan ek-
splisiittisesti tunneta niin haluttaisiin jokin kriteeri télle vektorikentdn f avulla joka
tunnetaan.

Lemma 6.3. Virtaus sdilyttid tilavuuden jos ja vain jos div(f) = 0.
Tamén perusteella saadaan heti
Seuraus 6.1. Hamiltonin systeemin virtaus sdailyttida tilavuuden.

Todistus. Jos 2/ = Xpg(z) = ZVH niin on helppo suoraan tarkistaa, ettd div(Xy) =
0. <+

Esimerkki 6.3. Lineaarisen systeemin tapauksessa virtaus tunnetaan. Jos ' = f(z) =
Az, niin tunnetusti ®* = exp(At). Nyt voidaan helposti tarkistaa, ettd div(f) = 0, jos
tr(A) = 0. *

Todistus. (Lemma 6.3) Olkoon v(t) = vol(€%) ja h(z,t) = h,(t) = det (d®"). Jos v on
vakio niin
V'(t) = / h.(t)dz =0
Q

Virtauksen mééritelmén perusteella £&'(z) = f(®'(z)) joten

d i ¢ t
L) = df (@) a0

Merkitddn A(t) = d®*(z), jolloin voidaan kirjoittaa
A'AT = df (D' (2))

Nyt tiedetddn [7] etti?
W (t) = tr(A" A7) hy(t)

Toisaalta suoran laskun perusteella tr(df) = div(f). Siispd

U’(t):/Qdiv(f)hx(t)dx

Tastd viite seuraa. <>

2T4té tulosta on tapana sanoa Jacobin kaavaksi.
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6.2 Optimisidato

Optimisddadosséd padadytiaan mutkan kautta Hamiltonin systeemeihin. Téssé ajatellaan,
ettd on kahdenlaisia muuttuujia: tilamuuttujat x ja sadtomuuttujat u. Namé toteuttavat
systeemin

a = f (1‘ ) u)
ja tavoitteena on valita sdéto u siten, ettd ndin saatu x on jossain mielessé optimaalinen.
Tarkastellaan vaikkapa seuraavaa kohdefunktiota:

J(u) = F(z(t)) —i—/o L(x,u)dt

Oletetaan siis, ettd f, F' ja L eivét riipu eksplisiittisesti ajasta. Oletetaan, ettd z(0) = p
annettu, jolloin voidaan tavalliseen tapaan siirtyd perusmuotoon

J(u):/o f/(x,u)dt:/o ((VE,2") + L(z,u))dt

Ajatellaan yhtdlod =/ = f(z,u) rajoitusehtona ja yritetddn ottaa se huomioon La-
grangen kertoimien avulla kuten yhtélossa (5.5). Maaritellddn siis

J(u) :/0 Lz, u)dt :/0 (L(z,u) + (N, 2" — f(z,u)))dt

Madritellddn vield Hamiltonin funktio H(z,u,\) = (X, f(z,u)) — L(x,u) jolloin siis
voidaan kirjoittaa

A

J(u) = /Ot ((VF 4+ X 2') — H)dt

Oletetaan, ettd v minimoi .J:n ja olkoon x titd vastaava optimaalinen tila, siis z’ (t) =
f(x(t),u(t)). Olkoon edelleen g(e) = J(u+ey). Kuten ennenkin g:11i on t&lléin minimi
origossa ja tavoitteena on laskea ¢’(0). Nyt taytyy ottaa myods huomioon wu:n varioin-
nista aiheutuvat muutokset x:ssi. Difyhtéloitten teoriasta tiedetédédn, ettd w:n variointi

muuttaa z:4 vain "vahén” ja voidaan kirjoittaa
z. =7 +en+ O(e?)

Téssé siis 1 on jokin funktio joka riippuu ¢:n valinnasta. Lisdksi 7(0) = 0 koska alkutila
on annettu. N&illd merkinnoilld saadaan

06 = [ (VE) + (st Hlreou+ o))

t

Fla)+ (vad) = [ (W) + Hlawu+ s, )

0

Edelleen derivoimalla saadaan
t

g'(0) = 8Jup = (VF(2(f)) + A0, n(D)) — /0 (N + Vo, n) + (V. H, ¢))dt
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Tamén pitéisi olla nolla kaikilla ¢. Toisaalta 7 ei siis ole riippumaton muuttuja, mutta
toisaalta voidaan ajatella, ettd se on varsin mielivaltainen kun ¢:td varioidaan. Nyt
kuitenkin voidaan kayttdd hyvéksi sitéd, ettd A\:t voidaan valita vapaasti. Vaaditaan
siis, etta

N=-V.H

A(D) = —VF(a(7))

Talla valinnalla

t
5o = — / (Vo H, o)dt
0
Saatiin siis
Lause 6.1. Vilttamdton ehto optimille on, ettd (z,u, \) toteuttaa seuraavat yhtilit:

(

=V, H
N=-V,H

V.H =0

z(0) =p

(D) = ~VF(a(D)

R
°

Huomaa, ettd vaikka ¢ on luonteeltaan aikamuuttuja, niin saatu systeemi ei ole
alkuarvotehtévé loppuehdon A(t) = —VF(x(t)) takia. Lisdksi yhtélot V,H = 0 ovat
algebrallisia yhtaloita. Pitaisi siis téstd ensin ratkaista w minké jdlkeen saataisiin di-
fyhtélosysteemi x:lle ja A:lle. Kun u on eliminoitu, niin saadaan Hamiltonin systeemi
muuttujille z = (z, A).

Lemma 6.4. Hamiltonin funktio on vakio ratkaisua pitkin.

Todistus. Kun u on eliminoitu, niin A on vakio lemman 6.1 perusteella. Jos ajatellaan,
ettd u:ta ei ole eliminoitu, niin suoraan derivoimalla

d
—H =(V H,z'"Yy + (V. H,u') + (V,H,\)

dt
—(V,H,V\H) + (Vo H, ') — (V\H,V,H) =0
<>

Toisin sanoen ehtoon V,H = 0 piadadytddn myos sitd kautta, ettd vaaditaan, ettd
H on vakio ratkaisua pitkin.

Esimerkki 6.4. Tarkastellaan tehtavaa
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Kuva 6.1: Esimerkin 6.4 ratkaisut. Vasemmalla x, ja zs, oikealla Ay ja As.

Nyt siis H = Ao + Aou — %(|x|2 + u2) joten saadaan systeemi

T = Tg
xh =
AN =1
< Ay =19 — Ny
Ao — U =
z(0) =p
A(t) = -z ()
(A2(t) =0

Siis u = Ay jolloin H = A\zs + (A3 — |z|?). Kun u on eliminoitu, niin kyseessé on
tosiaankin Hamiltonin systeemi méaritelmén 6.2 mielessd. Kuvassa 6.1 on ratkaisut
tapauksessa t = 3 ja p = (5, 3). *

Askeinen esimerkki on paljon tutkittua tyyppid jossa difyht#lst on lineaarisia ja
kohdefunktio on nelitllinen: tAmé& tunnetaan nimelld LQR-tehtdvd, siis linear quadratic
requlator. Namé voidaan kirjoittaa muodossa

J(u) =3 (z,Sz) + %/0 ((z, Qz) + (u, Ru))dt
' =Ax + Bu

Tassé siis S, @ ja R ovat symmetrisid, ja lisdksi S ja @) ovat positiivisemidefiniittej ja
R on positiividefiniitti. Nyt H = (X, Az + Bu) — 1 ({z, Qz) + (u, Ru)) joten

V,H=B"\—Ru=0

Koska R on positiividefiniitti, niin ="' on olemassa joten u = R~!BT ). Siis saadaan
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systeemi
7' = Axr + BR™'BT)\
N =Qx— AT)
z(0) =p

A(t) = =Su(t)

Luonnollisesti muitakin reunaehtoja voi esiintya. Esimerkiksi voitaisiin vaatia, etté
z(t) € M C R"™. Tissi jouduttaisiin samoihin tarkasteluihin kuin transversaalisuuse-
htojen yhteydessi. Adritapauksessa jossa M on yksi piste, niin tdméhéin antaa suoraan
reunachdon hetkelld ¢ ja téalloin A:lle ei enéé tarvitakaan reunaehtoja.

Jos merkitdin z = (z, A) niin dsken saatu difyhtélo voidaan kirjoittaa muodossa

2 =Hz missi H = (S B}E/;?T)
Nyt voidaan varsin helposti osoittaa:
Lemma 6.5.
(i) H'Z +IH =0
(ii) jos p on H:m ominaisarvo, niin myos —p on H:n ominaisarvo.
(iii) olkoon S = e*. Tilloin STIS = T.
Todistus. Harjoitustehtava. <

Maéritelmé 6.5. Matriisi M on Hamiltonin matriisi, jos MTZ +ZM = 0. M on
symplektinen, jos MTZTM = T. PA

Joissain sddtotehtéavissa on luontevaa, ettéd loppuaika ei ole kiinnitetty. Analysoidaan
vield tdmé tilanne. Olkoon y = (z,u, \) jolloin voidaan kirjoittaa

j(u):/Otf;(y,y’)dt:/ot(<VF+)\,m/>—H)dt

Lemma 6.6. Vapaan loppuajan tapauksessa ratkaisun (x,u,\) pitid toteuttaa ehto
H (2(0), A(®) = 0.

Todistus. Olkoon taas h.(x) = z + e perhe diffeomorfismeja, missi 1(0) = 0 koska,
alkuaikaa ei varioida. Laskemalla sisidinen variaatio kuten maaritelmassa 3.1 saadaan

t
0y = [ (Lo (L= (0 Ly))at
0
Koska L ei riipu eksplisiittisesti ¢:sté niin Ly = 0. Toisaalta selviisti L — (1, ﬁy/> =—-H
joten

0J,1 = —/OtHz//dt - —‘;fw n /Otl/z%Hdt — _Hy(®)

Koska (f) on mielivaltainen niin tistd saadaan viite. <>
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Esimerkki 6.5. Tarkastellaan tehtavaa

J(u) =L /0 ()

T = 9
r
Th=1u

Valitaan reunaehdoiksi x(0) = (1,0) ja z(f) = (0,0). Tamé& voidaan tulkita niin, ettd
pistemassa on levossa pisteessd x; = 1 ja se halutaan siirtdd origoon. Tamé halutaan
tehdd mahdollisimman nopeasti eli fot dt = t on pieni, mutta toisaalta "taloudellisesti”
eli fot u?dt on pieni.

Nyt siis H = Axg + Au — % (1 + u2) joten H, = Ao —u = 0. Siis H(z,\) =
Maa+3 (A3—1). Vapaan loppuajan ehto onsiis H = § (A2(£)?—1) = 0 joten A\(f) = =+1.
Systeemistéd saadaan

( ./

T, = X9

Th =y x =283/ - 32/ + 1
N = N Ty = 682 /13 — 6t /1*

Ny = =\ A\ o= —12/F

z(0) = (1,0) Ao = 12t /83 — 6/

Lz (t) = (0,

Nyt A\o(f) = 6/12 = £1 joten £ = /6. Optimisdito on siis u = Ay = —1 4+ /2/3t. *
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Liite A
Differentiaalilaskentaa

Perusmerkinnit

Oletetaan, ettd tarkasteltavat funktiot ovat sen verran sdannollisia etté kaikki esiintyvat
(osittais)derivaatat ovat jatkuvia. Seuraavassa (2 on jokin sopiva R™:n osajoukko.

Maaritelmia A.1. Olkoon u : 2 — R.

(i) u:n gradientti tai (ensimméinen) differentiaali on

du = grad(u) = Vu = (0u/0z1, . ..,0u/0x,)

(7i) w:n toinen differentiaali (tai Hessen matriisi) on

O?u/0x? ... 0*u/O0r,0x,
d*u = : ' :

0*u/0x,0x, ... Ou/0x>

(iii) Olkoon f : Q — R*. Tillgin f:n Jacobin matriisi eli (ensimméinen) differentiaali
on

afl/al'l Ce 8f1/a$n
=
Of. /01 ... Ofn)Own

Jos lasketaan df:n tai d?u:n arvo pisteessé p, niin merkitédin df, tai d?u,. Huomaa,
ettd d*u, on symmetrinen matriisi.

Esitetdén alla vain yksinkertainen versio Taylorin lauseesta, joka riittda téssa yhtey-
dessé. Olkoon g : R™ — R jokin kuvaus. Merkinté

g9(x) = O(|z|")
tarkoittaa, ettd on olemassa jokin ¢ > 0 ja € > 0 siten, ettd

lg(x)| < clz|? kun |z|<e
51
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Lause A.1. Olkoon u : Q@ — R ja p € Q. Talloin

u(p+ h) = u(p) + (Vu(p), h) + & (h, douh) + O(|n]*)

Olkoon f : 2 — R™ missd 2 C R™.

Maaritelma A.2. f on Lipschitz-jatkuva (tai toteuttaa Lipschitz-ehdon) alueessa 2,
jos on olemassa vakio L siten, ettd

f(2) — f)| < Lle —y| , kaikilla z,y € Q

Lemma A.1. Olkoon Q konveksi ja kompakti, ja olkoon f € C*(Q,R"). Tdllgin f on
Lipschitz-jatkuva ja vakioksi L voidaan valita

L = x|, |

Todistus. Koska €2 on kompakti, niin ndin mééritelty L < oco. Olkoon z, y € Q ja
médritellddn a : [0,1] — Q kaavalla a(s) = y + s(z — y). Koska 2 on konveksi,
a(s) € Q. Olkoon edelleen g(s) = (f o @)(s). T&llsin

@)= )l =la() = 90) = | [ g)is| =| [ drta—pas

1 1
< / df( — y)lds < / ldfll | — ylds < Liz — |
0 0

Lipschitz-ehto on heikompi vaatimus kuin derivoituvuus: esimerkiksi f(z) = |z|
toteuttaa Lipschitz-ehdon vélilld [—1, 1], mutta ei ole jatkuvasti derivoituva.

Implisiittifunktiolause
Olkoon
F:REXRY R | (z,y) = F(z,y)

Tarkastellaan F'n osittaisderivaattoja pelkéstdin muuttujan y suhteen, ja merkitdan

Y

OF,/0y, ... OF,/0y,
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Lause A.2. Oletetaan, etti F(z.,y.) = 0 ja det(d, F(z., y.)) # 0. Tdlldin on olemassa
Ty ympdristo €2 ja g : Q) — R™ siten ettd

F(z,9(z)) =0 kaikilla z€Q

Olkoon M = {(z,y) | F(z,y) = 0}. Geometrisesti implisiittifunktiolause siis sanoo,
ettéd paikallisesti M voidaan esittédéd kuvauksen g graafina: (z, g(z)) € M kaikilla z € Q.
Tamén seurauksena saadaan heti kddanteisfunktiolause.

Lause A.3. Olkoon f : R" — R", ¢ = f(p) ja oletetaan, ettd det(df,) # 0. Tdlloin
on olemassa p:n ympdristé 2, ja q:n ympdristo €, siten, ettd f:lld on kddnteisfunktio
f=1 siten, etti

(flof)(z) =2 kaikila €9, ja (fof ')(z)=2 kaikilla z€Q,
Lisiksi pitee df; ' = (df,)~".

Todistus. Valitaan edellisessd lauseessa F(z,y) = x — f(y). Télléin saatu g on fn
kidnteisfunktio. Derivoimalla yhtdlod (f~'o f)(x) = x saadaan jilkimméinen viite. <

Maaritelma A.3. Olkoon Q; C R" ja f : Q0 — Qy. Tdlloin f on homeomorfismi, jos
(i) f on bijektio

(it) f ja =1 ovat jatkuvia

Jos lisdksi pdtee

(iii) df ja df ' ovat jatkuvia

nun f on diffeomorfismi.

Kaénteisfunktiolause siis sanoo, ettd jos det(df,) # 0, niin f on diffeomorfismi
jossain p:n ymparistossa.
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Liite B
Funktionaalianalyysia

Der Krieg ist eine blofe Fortsetzung der Politik mit anderen Mitteln.!

Carl von Clausewitz

Clausewitzia mukaillen voisi sanoa, ettd (lineaarinen) funktionaalianalyysi on lin-
eaarialgebran jatkamista toisin keinoin. Funktionaalianalyysissé tarkastellaan déretonu-
lotteisia avaruuksia, ja tavoitteena on toisaalta tutkia mitkd tuttujen &irellisulotteis-
ten avaruuksien (kuten R™) ominaisuuksista pétevit daretonulotteisissa avaruuksissa,
ja toisaalta sitten loytaa uusia ilmidité, jotka esiintyvét vain ddretonulotteisessa tapauk-
sessa. Erinomainen johdatus funktionaalianalyysiin nimenomaan (osittais)differentiaali-
yhtélsitten ndkokulmasta on [2].

Tarvittavat vektoriavaruudet ovat joko reaali- tai kompleksikertoimisia. Jos puhutaan
K-kertoimisista vektoriavaruuksista, niin tarkoitetaan sitéd, ettd kerroinkunta voi olla
joko R tai C.

Joukko V' on vektoriavaruus jos

Vi) z,yeV = x+4+yeV kaikillazjay
(V) ceK,z €V = cxeV kaikilla c ja x

Olkoon V' vektoriavaruus. Adrellinen joukko S C V on V:n kanta jos S on lineaaris-
esti riippumaton ja S virittdd V:n. Télléin dim(V) = n, missé n on S:n alkioitten
lukumé&éra. Jos mikdédn &dédrellinen joukko ei viritd V:td, niin sanotaan, ettd V' on
adretonulotteinen ja merkitdén dim(V) = oo.

Maaritelma B.1. Vektoriavaruus V' on normiavaruus, jos sielld on annettu kuvaus
n : V — R joka toteuttaa

(Ny) n(z) > 0 kaikilla v € V

(Ns) n(z+vy) <n(x)+ny) kaikilla z, y € V
(N3) n(cx) = |c|n(z) kaikilla x € V ja c € K

(

Ny) nz)=0 <= x=0

1Sota on politiikan jatkamista toisin keinoin.
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Kuvaus n on normi ja yleensd merkitidin n(x) = ||z||.

Usein normi méaritellddan sisdtulon avulla. Muistetaan, ettd jos z € C niin z on
liittoluku.

Maaritelma B.2. Olkoon V jokin K-kertoiminen vektoriavaruus. Talloin kuvaus
b:V xV =K on sisdtulo, jos

(51)
(S2) b(x,x) >0 kaikilla x € V

b(
(z, )
(S3) b(x,y) =b(y,x) kaikilla .,y € V, jos K=R ja
(x,y) = by, x) kaikilla z,y € V, jos K=C
(z,7) =

ax + ¢y, z) = ab(x, z) + c¢b(y, z) kaikilla x,y, z €V jaa, ce K

S

(S4) bz, = x=0.
Yieensd merkitddin b(z,y) = (z,y).
Nyt on helppo tarkistaa

Lemma B.1. Olkoon V' wektoriavaruus, jossa on mddritelty sisitulo. Talloin ||z|| =
(x,x) on normi ja

(= 9)| < [zl ]yl (B.1)

Epéayhtaloa (B.1) on tapana sanoa Cauchyn epdyhtdildksi.

Maaritelma B.3. Vektoriavaruus jonka normi on annettu sisdtulon avulla on sisétu-
loavaruus.

Normin avulla voidaan yleistda analyysista tutut késitteet suppeneminen, Cauchy-
jono jne yleisiin normiavaruuksiin. Perinteisissd mééritelmissé ja todistuksissa itseis-
arvot vain korvataan sopivalla normilla. Erityisen térkeitd ovat normiavaruudet, jotka
toteuttavat seuraavan lisdehdon.

Maaritelmé B.4. Normiavaruus on Banachin avaruus (eli tdaydellinen normiavaru-
us), jos sen jokainen Cauchy-jono suppenee. Taydellinen sisituloavaruus on Hilbertin
avaruus.

Yksinkertaisin Hilbertin avaruus on R™ varustettuna normilla
1/2
2l = V{w.2) = (a3 + - +a2)

Maaritelma B.5. Olkoon Q2 C R™ ja asetetaan

LNQ) ={f : Q> C]| / F(@)lde < oo}
Q

L) ={f:Q—C| / |f(z)Pdx < o}
Q



o7

Ndimd ovat normiavaruuksia, joilla on normit

wm:éuwwx

12 =/ [ 1)
Q
L3(Q) on wvielipd sisituloavaruus jossa on sisditulo

<ﬁ®=4f@ﬂ5m

Kun Lebesguen integraali on saatu méariteltyd, niin voidaan osoittaa
Lause B.1. L*(Q) on Hilbertin avaruus ja L'(Q) on Banachin avaruus.

Moni-indekst on yksinkertaisesti vektori, jonka alkiot ovat einegatiivisia kokonais-
lukuja: siis @ = (ayq, ..., a,) € N”. Moni-indeksin kertaluku on sen alkioitten summa:
la| = a; + - -+ + . Olkoon sitten Q C R™ ja u : 2 — R. Télloin w:n yleinen osittais-
derivaatta voidaan kirjoittaa seuraavasti:

a‘alu a‘odu
- Oz 0zt ... Oxon

0%u

Luonnollisesti sitten sanotaan myos, etté osittaisderivaatan 0%u kertaluku on |af.
Maiaritelmé B.6.

CF) ={u: Q—R | 0%u on jatkuva V |of <k}
Co(Q) ={u: Q- R|ueC"Q) Vk}

Avaruuden C*°(Q) funktioita on tapana sanoa sileiksi ja yleensi merkitéiéin C°(Q) =
C(€2). Olkoon sitten € kompakti (suljettu ja rajoitettu). Télloin avaruuteen C/(£2)
voidaan maédritelld normi seuraavasti:

o = max ()

Ei liene yllitys, ettd tdtd normia on tapana sanoa maksiminormiksi. Tamén avulla
saadaan normi myds avaruuksiin C*():

lelloese = D 10%ulloc

<k

On varsin suoraviivaista tarkistaa, ettd nama todella méarittelevéit normit. Nyt voidaan
osoittaa:
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Lause B.2. Avaruudet C*(Q) ovat Banachin avaruuksia.
Olkoon sitten V' ja W vektoriavaruuksia. Kuvaus 7' : V' — W on lineaarikuvaus,
jos
(L) T(x+y) =Tz + Ty kaikilla = ja y
(Lg) T(cx) = cTx kaikilla ¢ ja x

Maaritelma B.7. Olkoon T : V. — W lineaarikuvaus missi V' ja W ovat normi-
avaruuksia ja asetetaan

T
7)) = sup 1721
o Tl

T on rajoitettu, jos ||T]| < oo.
Nyt voidaan osoittaa

Lemma B.2. T on rajoitettu jos ja vain jos T on jatkuva.

Maaritelma B.8. Reaalikertoiminen vektoriavaruus V on Lie-algebra, jos sielld on
mddritelty kuvaus b : 'V x V. — V jolla on seuraavat ominaisuudet:

(i) b on bilineaarinen

(ii) b(z,y) = —b(y,x)
(iti) b(z,b(y,z)) + b(z,b(z,y)) + by, b(z,z)) = 0 (Jacobin identitectti)
Yleensi merkitiin b(z,y) = [z, y].2
Lie-algebra on siis vektoriavaruus, jossa on lisiksi mééritelty erdénlainen kertolasku.
(i) R?® varustettuna vektorien ristitulolla on Lie-algebra.
(ii) n x n matriisit operaatiolla [A, B] = AB — BA on Lie-algebra. Tatd operaa-

tiota sanotaan joskus kommutaattoriksi. Huomaa, etta tdsséd tapauksessa on siis
kaytossa 2 erityyppista kertolaskua.

(iii) Vektorikentté voidaan samaistaa differentiaalioperaattoriin. Jos siis X = (aq, ..., a,)
on vektorikentta ja f jokin funktio, niin voidaan kirjoittaa

X(f) = zwg—;j

Jj=1

Siis X (f) on fm suunnattu derivaatta tai Lie-derivaatta vektorikentdn X suun-
taan. Olkoon sitten Y jokin toinen vektorikentté ja asetetaan

(X, Y](f) = X(Y(f)) = Y(X(f))

Nyt voidaan tarkistaa, ettd [X, Y] on edelleen vektorikenttd ja ettd tdmé tekee
vektorikenttien avaruudesta Lie-algebran. Tété operaatiota sanotaan usein Lien
kuvaukseksi (englanniksi Lie bracket).

2Englanniksi kuvauksesta kiytet#in usein nimei bracket.
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(iv) Mééritelméssi 6.3 esiteltiin Poissonin kuvaus joka teki avaruudesta C>°(R*") Lie-

algebran. Poissonin ja Lien kuvausten vélilld on seuraava yhteys
Xipg) = [Xp, Xl

Téssé siis Xy on funktiota f vastaava Hamiltonin vektorikenttd. Kuvaus f — X;
on siis kahden Lie-algebran vilinen homomorfismi.

B.1 Harjoitustehtiavia

1.

Olkoon I = [a,b], Vo ={f € CY(I)| f(a) = f(b) =0} jaV ={f € CY(I)]| f(a) =

¢, f(b) =d}. Tarkista, ettd Vj on vektoriavaruus, mutta V ei ole vektoriavaruus.

. Tarkista, ettd ||y|/oo ja ||y||1,00 madrittelevit normin.

Olkoon f,(z) = sin(nx)/n. Nayta, ettd || f,]l« — 0, kun n — oo, mutta || f,[/1,0
ei ldhesty nollaa. Siis funktiojono f,, suppenee kohti nollafunktiota avaruudessa
C(I), mutta ei suppene avaruudessa C*(I).

Olkoon I = [a,b] ja mééritellddn kuvaus

Z:C(I)—R , I(f):/ f(x)dx

Tarkista, ettd Z on jatkuva lineaarikuvaus. Miké on ||Z]|?

Olkoon I = [a, b] ja mééritellddn kuvaus
D:CYI)—C(I) , D(f)=f

Tarkista, ettd D on jatkuva lineaarikuvaus. Miké on ||D||?
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Liite C
Optimointi

Optimoinnista on kirjoitettu monia kirjoja. Erés uudempi kirja on [1], jossa korostetaan
erityisesti konveksisuuden merkitysté.

C.1 Ilman rajoitusehtoja
Maééritelmd C.1. Olkoon Q CR", u : Q = R ja B,(p) = {z € R" ! |z —p| <r}.

1. p on wu:n kriittinen piste, jos Vu(p) = 0. Kriittinen piste p on sdannoéllinen, jos
det(d?u,) # 0.

2. p on u:n (aito) paikallinen minimi, jos on olemassa r siten, ettd u(x) > u(p)
(w(x) > u(p)) kaikilla x € B,.(p).

3. p on u:n (aito) paikallinen maksimi, jos on olemassa r siten, etti u(x) < u(p)

(u(z) < u(p)) kaikilla x € B,(p).

4. p on u:n satulapiste, jos kaikilla v on olemassa x, y € B.(p) N siten, ettd
u(z) < u(p) < u(y).

5. p on u:n globaali minimi, jos u(x) > u(p) kaikilla x € Q.
6. p on u:n globaali maksimi, jos u(z) < u(p) kaikilla x € Q.

Funktion wu toisen differentiaalin avulla voidaan tutkia kriittisen pisteen laatua.
Palautetaan matriisilaskusta mieleen, etta

e symmetrisen matriisin ominaisarvot ovat reaalisia
e symmetrinen matriisi A on positiividefiniitti, jos
(x,Az) >0 kaikilla x #0

e A positiividefiniitti < A:n ominaisarvot ovat positiivisia
61
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Lemma C.1. Olkoon p funktion u sddnnollinen kriittinen piste. Talloin p on aito
paikallinen minimi, jos d*u,:n ominaisarvot ovat positiivisia, ja aito paikallinen maksi-
mi, jos ominaisarvot oval negatiivisia. Jos d*uy:lli on sekd positiivisia ettd negatiivisia
ominaisarvoja, niin p on satulapiste.

Todistus. Lauseessa A.l esitetyn sarjan toinen termi on kriittisessd pisteessd nolla.
Tarkastelemalla termié (h, d®u,h) saadaan viitteet. <>

Paikallisesta minimistd padstddn globaaliin minimiin, jos minimoitava funktio sat-
tuu olemaan konveksi.

Maéritelma C.2.
(i) Q C R™ on konveksi, jos

r,yeQ = (1—-pr+pye kakilla 0<pu<1
(ii) Jos Q konveksi, niin funktio f : Q — R on konveksi, jos
F((A=pa+py) <1 —p)f(z)+pfly) kaikilla 0<p<1
(#i) f on aidosti konveksi, jos

f((l—u):v+uy)<(1—p)f(:v)+,uf(y) kaikilla. 0 < pu <1

(iv) f on (aidosti) konkaavi, jos —f on (aidosti) konveksi.
Konveksin funktion ei siis yleisesti ottaen tarvitse olla derivoituva. Jos derivaattoja
on olemassa, niin konveksisuus voidaan karakterisoida seuraavasti.

Lemma C.2.
(1) Olkoon f € CY(Q). Tilloin f on konveksi jos ja vain jos
) > F@) + (Vf()y—x) laikillaz, y €0
(ii) Olkoon f € C*(Q). Tdllgin f on konveksi jos ja vain jos d* f,, on positiivisemidefini-
itts kaikilla p € €.
Todistus. Harjoitustehtava. <

Téasta saadaan valittomaésti

Lemma C.3. Olkoon p konveksin funktion f kriittinen piste. Tdlloin p on funktion f
globaali minims.

Todistus. Edellisen lemman mukaan f(y) > f(p) + (Vf(p),y — p) kaikilla y. Toisaalta,
kriittisessa pisteessd V f(p) = 0. >
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C.2 Rajoitusehdot

Usein optimointithetdvid ei haluta ratkaista jossain R"™ avoimessa osajoukossa vaan
lisdksi on annettu joitain rajoitusehtoja. Tarkastellaan seuraavassa vain erésté tyypil-
listé tapausta.

Olkoon ¢ : R™ — R¥ missd k < n.

Maaritelma C.3.
1. g:n rangi pisteessd p, rank(g,) = rank(dg,).
2. p on sddnnollinen piste, jos rank(g,) = k.

3. Olkoon M = {z € R"|g(x) = 0}. Nolla on sddnnollinen arvo, jos kaikki M :n
pisteet ovat sadannollisid.

Nyt voidaan osoittaa
Lemma C.4. Jos nolla on g:n sidnnéllinen arvo, niin M on siled monisto.

Siled monisto voidaan tésséd yhteydessa ajatella sellaisena osajoukkona, joka voidaan
lokaalisti esittdd jonkin silein kuvauksen graafina, vertaa lause A.2. Télloin M:n tan-
genttiavaruus on hyvin mairitelty, ja olkoon T,M tangenttiavaruus pisteessd p. Tan-
genttiavaruuden ortogonaalikomplementti on normaaliavaruus; merkitdan N, M.

Olkoon sitten a : R — M jokin kéyrd, a(0) = p ja h = go«. Siis h on nollakuvaus,
joten

g (s)=dga’ =0

Nyt o/(0) € T, M joten dg, rivit ovat kohtisuorassa T),M:n kanssa. Siis (dg,)”:n sarak-
keet virittavat N, M :mn.
Olkoon sitten nolla g:n sédénnoéllinen arvo, M = {z € R" |g(z) =0} ja f : M — R.

Lemma C.5. Jos p minimoi f:n, niin V f(p) € N,M. On siis olemassa vektori X =
(A, ..., \) siten, ettd
V(p)+ (dg,)"' A =0

Vektorin A komponentteja sanotaan Lagrangen kertoimiksi.

Todistus. Olkoon jalleen o : R — M jokin kédyra ja a(0) = p. Jos p minimoi f:n niin
talloin p on myos funktion h = f o & minimi. Siis

'(0) = (Vf(p),a) =0

olipa a miké tahansa. Koska o/(0) € T, M, niin tdmé& on mahdollista vain jos V f(p) €
N, M. &
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Maaritellaan kuvaus

T
F:R' xR SR xRE | F(z,)) = (Vf +g(d9> A)

Askeisten laskujen perusteella siis jos (p, A,) on minimi niin F(p, \,) = 0. Taméihéin
on algebrallinen yhtélo joka voidaan ratkaista, ainakin numeerisesti. Mutta Lagrange
huomasi, ettd F' on aivan erityistd muotoa:

f=f+WM\g = F=Vf (C.1)

Toisin sanoen jos madritelladn laajennettu kohdefunktio f , niin rajoitetun optimoin-
titehtdvin valttaméton ehto on muodollisesti samanlainen kuin rajoittamattoman op-
timointitehtavan.

C.3 Harjoitustehtiavia

1. Todista lemma C.2.

2. Néytd, ettéd laajennetun kohdefunktion (C.1) kriittiset pisteet ovat aina satulapis-
teita.
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