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Luku 1

Johdanto

Mita on variaatiolaskenta?

"Lorsqu’il arrive quelque changement dans la Nature, la quantité d’action
nécessaire pour ce changement est la plus petite qu’il soit possible”

(If there occurs some change in nature, the amount of action necessary for this
change must be as small as possible.)

Pierre Louis Moreau de Maupertuis (1698-1759)

Variaatiolaskentaa voidaan pitaa aaretonulotteisena yleistyksena analyysin peruskurs-
seilta tutusta ongelmasta l6ytaa reaaliarvoisen funktion minimi- ja maksimipisteet. Hie-
man laajemman tulkinnan mukaan kyseessa on tietyn tyyppisten optimointi-ongelmien
matemaattinen teoria. Klassisessa variaatiolaskennassa kasiteltdvéat ongelmat ovat peraisin
yleensa fysiikasta tai geometriasta, kun taas moderni teoria saa innoituksensa esimerkiksi
taloustieteistd, tietotekniikasta, kemiasta, biologiasta jne. 1700-luvun alussa alkunsa saa-
nut ala on vaikuttanut hyvin merkittavasti monien muiden matematiikan alojen kuten funk-
tionaalianalyysin ja osittaisfierentiaaliyhtaloiden teorian kehitykseen ja on yha edelleen
hyvin aktiivisen tutkimuksen kohteena.

Esimerkkeja

Parhaiten variaatiolaskennasta saa kuvan esimerkkien avulla. Alla on kasitelty lyhyesti joi-
takin hyvin klassisia ongelmia, joista osaan palataan tarkemmin mydhemmin. Mukaan on
otettu myos pari hieman erikoisempaa variaatio-ongelmaa, joiden tarkoituksena on antaa
lukijalle jonkinlainen aavistus taman matematiikan alan kattavuudesta.

1. Brachistochrone-ongelma

Variaatiolaskennan katsotaan usein saaneen alkunsa Johann Bernoullin vuonAata696
Eruditorumlehdessa esittamasta Brachistochrone-ongelmasta, joka voidaan muotoilla seu-
raavasti: OlkooP; = (x1, Y1) ja P> = (X2, Y2) tasonR? kaksi pistetta siten, etté < X, ja

Y1 > Yo. Tehtavana on etsia sellainen pistBefja P, yhdistava kayrg, jota pitkin kitkatta
liukuva kappale liukuu pisteest, pisteesee®, mahdollisimman nopeasti.
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Jos kayréy on esitettavissa jatkuvastifterentioituvan funktioru : [x3, X)] — R ku-
vaajana, saadaan liukumiseen kuluvaksi ajaksi

1+ u(x)?
\/_f Vi — u(x

olettaen, ett@(x) < y; kaikilla x € [Xy, X]. Ongelmana on siis etsia funktion

K SR I(u)—f 1+ U0,

Y1 — u(x
minimi joukossa
K = {u: [X, Xo] = ]—00,y1] : U € C([*1, %2]) N C1(I X1, X2]),
U(x1) = y1, U(X2) = Ya}.

Brachistochrone-ongelman ratkaisivat Johann Bernoullin ohella ainakin hanen veljensa
Jakob ja herrat Isaac Newton, Gottfried Leibniz ja Guillaume de I'Hopital. Veljesten vélisen
kilpailun nimissa Jakob Bernoulli johti brachistochrone-ongelmasta vaikeamman version,
jota ratkaistessaan han ja h&nen oppilaansa Leonhard Euler tulivat kehittaneeksi joitakin
klassisen variaatiolaskennan perusmetodeista.

2. Pyodréhdyskappaleen pinnan pinta-alan minimointi

Tehtavana on minimoida funktiom: [0, 1] — [0, o[, u € C(J0, 1) N C([0, 1]) kuvaajan
pyorahtaess#-akselin ympari syntyvan pinnan pinta-ala

A(u):2nfu(x) 1+ w(x)?dx
0

joukossa
A.p ={ueCt(10,1) nC([0,1]) : u(0) = a > 0,u(1) = 8 > 0},

missaa, B € R ovat funktionu ennalta maaratyt reuna-arvot. Huomaa, etta vaikka saan-
nollisyysvaatimusi € C1(J0, 1) n C([0, 1]) takaa sen, etta integranatix) v'1 + w(x)?
pisteittdin hyvin maaritelty, ei siitd kuitenkaan voida suoraan paatelléAgyélisi aarel-
linen. Lisaksi on selvaa, et#s(u) voidaan jarkevasti maaritella myos esimerkiksi paloittain
affiinille funktiolle, joka ei kuulu luokkaa€*(]0, 1).

3. Newtonin virtausongelma (Principia 1686)

Tehtavana on suunnitella kappale siten, etta sen virtausvastus (ilmassa tai vedessa) on mah-
dollisimman pieni. Yksinkertaisimmassa tapauksessa tutkittavana on pyérahdyskappale,
jonka muoto ilmaistaan vahenevan funkton [0,r] — [0, M], v € C*(]0, r[) n C([0, r])
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avulla; reunaehdot ovat ny{0) = M ja v(r) = 0, missa pyodrahdyskappaleen pohjan sade
r > 0 ja sen korkeu$/ > 0 on annettu. Minimoitava integraali saa talla kertaa muodon

r

R(V) = fde

1+ Vv/(X)?
S 1+ (X)

Liséda ongelmasta ja sen yleistyksista loytyy viitteesta [14].

4. Dirichlet’'n integraali

Olkoon Q < R" avoin ja yhtenainen rajoitettu joukko ja : 6Q — R annettu jatkuva
funktio. Ongelmana on loytad : Q — R siten, etta

() up € C(Q) NCHR)
(i) up(x) = f(x) kaikilla x € 9Q.
(iii) f [VUo(X)* dx = inf { f IVV(X)[> dx : v toteuttaa ehdot (ii) ja (iii})

Tehtdvana on siis minimoida funktionaali

I(u):fgqulzdx

K ={ueCHQ) NCQ) : Uy = f}.

Taman ongelman ratkaisuja kutsutdemmonisiksi funktioiksija ne toteuttavat osittaisdif-
ferentiaaliyhtalon

joukossa

Au(X) =0 kaikilla x € Q

missa

n
_ d%u
Au(X) := ; T 9% (X)

on ns.Laplace-operaattoriDirichlet’'n integraali on ylivoimaisesti tarkein useampi ulottei-
nen variaatiointegraali ja variaatiolaskennan yleinen teoria on kehittynyt suurelta osin sen
ymmartamisen kautta.

Dirichlet’n integraalista on olemassa lukuisia yleistyksia. Esimerkiksi funktionaali

lg(u) = fgqul2 + 2g9(X)u(x) dx

missag € C(Q2) on annettu funktio, johtaa ns. Poisson’ yhtaléétu = g(x), ja funktio-
naalin

Ip(u):f|Vu|'°dx, l<p<o
Q

minimoivia funktioita kutsutaamp-harmonisiksi funktioiksi.
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5. Minimipinnat

OlkoonQ ja f kuten edellisessa kohdassa. Tehtavana on minimoida funktionaalia

J(u) = 1+ |Vu?dx
LA

joukossak = {u € CHQ) NC(Q) : Uy = f}. Geometrisesti tulkittund(u) tarkoittaa
funktionu graafin{(x, u(x)) : x € Q} c R™?! n-ulotteista pinta-alaa. Aiheesta kiinnostuneen
lukijan kannattaa tutustua viitteeseen [11].

6. Isoperimetrinen ongelma

Tehtdvana on etsia ennalta maaratyn pituisten tason suljettujen ja itseaan leikkaamattomien
kayrien joukosta se, jonka rajaaman alueen pinta-ala on suurin mahdollinen. Matemaatti-
sesti taméa voidaan muotoilla esimerkiksi seuraavasti: Tutkitaan jatkuvéstieitioituvia

polkuja

1
P={y:[0,1] » R? : yeCl,fIy’(t)ldtzl}.
0

Tavoitteena on |0ytaa polky, siten, etta sen rajaaman alueen pinta-alalle patee
A(yo) = A(y) kaikillay € P,

missa pinta-ala saadaan kaavalla

Aly) =

NI

1
f Oy — 7ibya(t) dit
0

kun merkitaany(t) = (y1(t), y2(t)) € R2.
Isoperimetrinen ongelma poikkeaa edellisista esimerkeista siina, etta se ei sisalla varsi-
1

naisia reunaehtoja, mutta kyllakin rajoitteﬁlry(t)l dt = 1. Nain ollen kyseessé on "sidottu
0

aariarvo-ongelma".
Isoperimetrinen ongelma voidaan yleistad myds korkeampiulotteiseen tilanteeseen ja
se on mahdollista muotoilla matemaattisesti monella eri tavalla.

7. Laplace-operaattorin ominaisarvot
OlkoonQ c R" avoin, yhtenéinen ja rajoitettu. Merkitdan

C3(Q) = {u e C*Q) : on olemassa kompakti joukké c Q siten, etta
u(x) = O kaikilla x € Q \ K}.

Ongelmana on etsid € C3(Q) siten, ettaf |uol” dx = 1ja

fquo|2dx: inf{f|Vv|2dx:veC§(Q)jaf|v|2dx:1}.
Q Q Q
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Osoittautuu, etta etsitty funktiay toteuttaa osittaisétierentiaaliyhtalon
—Au(x) = 2;u(x) kaikilla x € Q
u(x) =0 kaikilla x € Q,

missa luvun ,

. [Vel“ dx

A= |r12f —fg 7

c2(Q X
<G [ Il

nelidjuuri on alueeif yli pingotetun elastisen kalvon varéhtelyn ensimmainen ominaistaa-
juus [2].

8. Mongén-Kantorovichin massansiirto-ongelma

Olkoon meille annettu tasaisella alustalla kasa hiekkaa ja tilavuudeltaan hiekkakasan ko-
koinen kaivanto. Ongelmana on siirtda hiekka kaivantoon mahdollisimman pienella tyo-
maaralla, kuitenkin niin, etta kaivanto tayttyy eika hiekkaa jaa sen ulkopuolelle.

Ongelman matemaattista muotoilua varten olkbotf- : R> — [0, oo[ jatkuvia ja
kompaktikantajaisia funktioita siten, etta

Lz fr(X)dx = Lz f7(x)dx

tassaf* kertoo hiekkakasan sijainnin ja muodon, kun tads kuvaa kaivantoa. Maaritel-
laan kaikkien tilavuudet sailyttavien siirtokuvausten joukko

S(f*, ) = {s: R? — R? : kaikille Borel mitallisille E c R?

patee fE f=(y)dy = fs _l(E)f+(x)dx}.

Tehtavana on minimoida hiekan siirrossa tarvittava tydmaara

W9 = [ x= 5091 (9 ox

joukossaS(f+, 7). Aiheesta lisaa viitteessa [6].

Variaatiolaskennassa tutkittavia kysymyksia
1. Ratkaisun olemassaolo

Ei ole mitenk&an itsestddn selvaa, ettd annetulla variaatio-ongelmalla on olemassa ratkai-
su. Itse asiassa jo koko ratkaisun kasite on monissa tilanteissa epéaselva ja vaatii pohdintaa.
Ylla olevissa esimerkeissa tama ongelma tulee vastaan vaikkapa mietittaessa pitaisiko pyo-
rahdyspinnan pinta-alaa minimoitaessa ottaa kisaan mukaan myos paloittain saannolliset
funktiot vai ei. Kurssin aikana kay lisaksi selville, etta hyvin usein kaytettavat todistus-
metodit pakottavat laajentamaan joukkoa, jonka yli minimointi tapahtuu; samalla joutuvat
tutkiskelun kohteeksi myds mm. reuna-arvojen tai sidosehtojen tulkinta.
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Esimerkki 1.0.1. (i) OlkoonU = R?\ {0}, ja ongelmana etsia lyhin piste@t 0) ja (-1, 0)
yhdistava joukkooty sisaltyva polku. On helppo nahda, etté jokaisen téllaisen polun pituus
on aidosti suurempi kuin 2, ja etta kaikille> 0 16ytyy polku, jonka pituus on pienempi
kuin 2 + £. Nain ollen lyhinta polkua ei ole olemassa.

(i) Olkoon
1

l(u) = | u(X¥)*x*dx,
/
missa

ueA:={v:[-1,1] »R: veC(-11)nc(-1,1]).v(-1) = -1, v(1) = 1}.
Jose > 0 on annettu, niin voidaan valita. € A siten, etta
(i) u.(x) = —1kaikilla x € [-1, —¢],
(i) u.(x) = 1 kaikilla x € [, 1], ja

(i) 0<u(x) < 2 kaikilla x € [, £].

Tallgin 1
4 e
0<I(u) = fu;(x)zx“dxs f?s“dx: 8350
-1 -&

eli 1(u,) — O kune — 0. Koska selvasti(u) > 0 kaikilla u € A, on inﬂfl (w=0.
ue

1
On kuitenkin helppo ndhda, ettéu) > 0 kaikilla u € A. Nimittain, koskaf u(x)dx=
-1
u(1) — u(-1) = 2, niin on olemassag € ]-1, 1] siten, ettar(x)> > 6 > 0 jossakin pienessa
Xo:N ymparistossfa, b] c [-1, 1]. Tasta saamme

b b

1
:[u’(x)zx“dxzfu/(x)zx“dxz 5afx4dx> 0.

a

Nain ollen tutkimallamme variaatio-ongelmalla ei ole ratkaisua.

2. Ratkaisun yksikasitteisyys (tai ratkaisujen lukumé&éara)

Mikali onnistumme osoittamaan, etta tutkimallamme ongelmalla on olemassa ratkaisuja,
tulee seuraavaksi vastaan kysymys niiden lukumaarasta. Ratkaisun yksikasitteisyys olisi
toivottava tilanne, silla silloin tiedetaan, etta kaikki ratkaisun tuottavat menetelmat vievat
samaan lopputulokseen. Jos ratkaisuja kuitenkin on useita, voidaan niita yrittaa jotenkin
luokitella tai mahdollisesti etsié lisaehtoja, jotka toteuttavia ratkaisuja on vain yksi kappale.



Esimerkki 1.0.2. Edella mainittu Laplace-operaattorin ominaisarvo-ongelma muotoillaan
usein osamaaran ,
I, IVel? dx

I, lel? dx

minimoinnin kautta. Jos funktia minimoi tdmé& Rayleighin osamaarana tunnetun funk-
tionaalin, niin samoin tekee myo6s funktfou mille tahansa vakioll& € R. N&in ollen
minimoija, jos sellaista ylipaansa on olemassa, ei voi olla yksikasitteinen.

3. Riittavat ja valttamattomat ehdot

Usein tulee vastaan tilanne, jossa halutaan tutkia onko jokin konkreettinen funktio anne-
tun variaatio-ongelman ratkaisu vai ei. Suoraan maaritelman avulla taman selvittaminen ei
yleensé ainakaan helposti onnistu, ja siksi tarvitaankin ehtoja, jotka funktion on toteutetta-
va voidakseen olla minimoija (valttaméattomat ehdot) ja toisaalta ehtoja, joiden voimassaolo
takaa sen, etta kyseinen funktio on minimoija (riittvat ehdot).

Valttamattomista ehdoista ehdottomasti tarkein on ns. Eulerin yhtalo, joka vafeaa di
rentiaalilaskennasta tuttua ehtoa gradientin havidmisesta funktion minimikohdassa. Eulerin
yhtalon toteutuminen ei yleisesti ottaen ole riittdva ehto minimointiominaisuudelle, mutta
monissa tarkeissa tapauksissa nain kuitenkin on. Muita riittdvia ehtoja ovat tietyt toisen
variaation kautta tulevat ehdot, mutta niihin emme talla kurssilla puutu.

4. Stabiilisuus

Monissa kaytannon tilanteissa jotkin variaatio-ongelman parametreista saadaan esimerkik-
si mittausten avulla ja ne ovat nain ollen alttita mittausvirheille. Olisi siis suotavaa, etta
mittausvirheista johtuva pieni muutos ongelman parametreissa muuttaisi ongelman ratkai-
sua vain vahan. Esimerkiksi pyodrahdyskappaleen pinnan pinta-alaa minimoitaessa taméa
tarkoittaa sitd, ettd minimoiva funktio muuttuisi jatkuvasti annettujen reunaehigg s
muuttuessa. Reuna- ja sidosehtojen lisaksi ongelman stabiilisuutta voidaan tarkastella vaik-
kapa alueer (esimerkiksi Laplace operaattorin ominaisarvojen yhteydessa) tai funktio-
naalin maarittavan integrandin suhteen.

Toinen kaytannon syy stabiilisuus tarkasteluihin on niiden merkitys numeeristen ratkai-
sumenetelmien yhteydessa. Numeeriset menetelmat perustuvat yleenséa ongelman sopivaan
approksimointiin yksinkertaisimmilla ongelmilla ja ne antavat parhaimmassakin tapauk-
sessa vain approksimatiivisen ratkaisun, joka voi poiketa todellisesta ratkaisusta huomatta-
vasti, jos variaatio-ongelma on epastabiili.

Talla kurssilla emme juurikaan ehdi syventya ratkaisujen stabiilisuuskysymyksiin.

5. Ratkaisun saannollisyys

Variaatiolaskennassa kaytettavat menetelmat pakottavat meidat hyvin usein laajentamaan
tarkasteltavien funktioiden joukkoa, jotta ratkaisun olemassaolo saataisiin todistettua. Ta-
man jalkeen pyritd&n kuitenkin osoittamaan, etta loydetty ratkaisu kuuluu ongelman lah-
tokohdan kannalta “luonnolliseen” luokkaan, eli sithen funktiojoukkoon, jolle ongelma on
alunperin muotoiltu. Toisaalta on perusteltua olettaa, etta variaatio-ongelman ratkaisulla on
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joitakin “tavallisista” funktioista poikkeavia ominaisuuksia, jotka ovat seurausta sen mini-
mointiominaisuudesta. Tallaisia ovat erilaiset jatkuvuudfedentioituvuus- ja integroitu-
vuus ominaisuudet, seka tietyt kvalitatiiviset omainaisuudet kuten maksimi- ja minimipe-
riaatteet ja ns. Harnackin epayhtalo.

Tama ns. sdannoollisyysteoria muodostaa variaatiolaskennan kenties vaikeimman ja
laajimman osalueen. Talla kurssilla tutustumme siihen lyhyesti yksiulotteisten ongelmien
yhteydessa.

6. Eksplisiittiset ratkaisut

Vaikka ratkaisun (eli minimoijan) olemassaolo ja yksikasitteisyys pystyttaisiinkin todista-
maan, ei ratkaisua yleensa osata kirjoittaa eksplisiittisesti ja on tyydyttava sen kvalitatiivis-
ten ominaisuuksien tutkimiseen. Tietyissa erikoistapauksissa ongelma voidaan kuitenkin
ratkaista lahinna Euler-Lagrangen yhtal6a hyodyntaen. Talla kurssilla aihetta tarkastellaan
muutaman esimerkin kautta.

Huomautusdl.0.3 Yleisessa teoriassa riittda tutkia minimointiongelmia, sillé jos tehtavana
on maksimoida funktionaali

I(u):fQF(x,u,Vu)dx

joukossad, on tama yhtapitavaa funktionaalin

T(u) = —fQF(x, u, Vu) dx

minimoimisen kanssa.

Harjoitustehtavia

1. Tarkastellaan tason kaikkia kolmioita, joiden piiri on 1. Osoita, etta tallaisten kol-
mioiden joukossa on olemassa pinta-alan maksimoiva kolmio.

2. Tarkastellaan kolmioitaAABC, missdA = (0,0), B = (1,0),C = (x,y),y > 0, ja
kolmion piiri on 3. Osoita, etta tallaisten kolmioiden joukossa suurin pinta-ala on
tasakylkisella kolmiolla ( sii€ = (1/2, V3/2)).

3. Olkoon
K={v:[0,1] — [0, 00[, v€ C(]O,1]) jaVv(0) = v(1) = 1},

ja .
(V) :nf v(X)? dx
0

(ts.1(v) on kayrarv pyoréhtaessa syntyvan kappaleen tilavuus). Osoita, etté jokaisel-
le vo € K pateel (Vo) > infyex (V).



Luku 2
Aariarvo-ongelmista R™:ssa

Olkoonf : R" — R annettu funktio. Tehtavana on tutkia, milla ehdoilla

(i) on olemassa pistg, € R", jossaf saavuttaa pienimmén arvonsa, ts.

f(x0) < f(X) kaikilla x € R".

(i) minimipiste xo on yksikasitteinen, ts.

f(xo) < F(X) kaikilla x € R", %o # X.

Liséksi halutaan |0ytaa riittavia jai valttamattomia ehtoja minimipisteelig. Tama dif-
ferentiaalilaskennan kurssilta tuttu ongelma toimii ikdankuin harjoitusvastustajana ennen
varsinaisten variaatio-ongelmien kimppuun kaymista, ja sen yhteydessa on helpompi tu-
tustua my6hemmin runsaasti tarvittaviin kasitteisiin puolijatkuvuus ja konveksisuus.

2.1 Puolijatkuvuus

Méaaritelmé 2.1.1. Olkoon A c R" mika tahansa epéatyhja joukko. Funkga A — R on
alhaalta puolijatkuajos

liminf g(y) > g(x) kaikilla x € A,
y—X

yeA

missa
Iiry igf aly) := Iirrclj(inf{g(y) cyeAO<|x=-y <r}).
— r—
yeA
Vastaavasti, funkti@ : A — R onylhaalta puolijatkuvajos —g on alhaalta puolijatkuva,
toisin sanoen,
limsupg(y) < g(x) kaikilla x € A,

y—X
yeA

missa
limsupg(y) := lim (supg(y) : y € A0 <Ix—yl<T}).

y—X
yeA
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Huomautus2.1.2 (i) Puolijatkuvuus maaritellddn kirjallisuudessa usein funktioille, jotka
voivat reaaliarvojen liséksi saada my0s aryos.

(i) Funktio g : A — R on jatkuva jos ja vain jog on seka alhaalta etta ylhaalta
puolijatkuva.

(iii) Aivan kuten jatkuvuus, myds puolijatkuvuus voidaan karakterisoida jonoja kayt-
taen. Funktiay : A — R on alhaalta puolijatkuva jos ja vain jos kaikilig € A patee: jos
Xj = Xo, Xj € A, niin

9(x0) < fim inf g(x;) := lim (inf {g(x)}).
Lemma 2.1.3.Funktiog : A — R on alhaalta puolijatkuva jos ja vain jos
g (] —oo,c]) = {xe A: g(x) <}

on suljettu (relatiivitopologiassa).

Todistus.Oletetaan ensin, et@i: A — R on alhaalta puolijatkuva, ja olkoon jor{g;)
{xe A: g(x) < c}siten, ettdx; — X € A. Tavoitteena on osoittaa, eiixy) < c. [Iman
yleisyyden menetysta voimme olettaa, ett& x, kaikilla j € N. Koska oletuksen mukaan

g(Xo) < Iiryrling aly) = Irig(l)(inf{g(y) cyeAO<|x-Yyl <r}),

ja0 < [x = Xj| < r kun j € N onriittdvan suuri, om(xo) < C.
Kaanteisen puolen todistamiseksi tehdaan antiteesi ja oletetaan, etté’{ggtypysiten,
etta

liminf g(y) < g(Xo) — &,
y—Xo

jolloin
inf{g(y) : ye A O<[x -y <r}<g(x)-¢/2

kaikilla riittavan pienillar > 0. Siten 16ytyy jono(y;) ¢ A, 0 < [Xo — Y| < 1/] siten, etta
a(y;) < 9(xo) — £/2 kaikille riittavén suurillej € N. Koska joukko

{xe A g(¥) <g(x)—&/2}

on oletuksen mukaan suljettu, on oltava

g(%o0) < d(Xo) — &/2,

mika on absurdia. Siisgiminf g(y) > g(xo). O
Y—Xo
Esimerkki 2.1.4. OlkoonE c R" ja

gIR" R, g(x):{l’XEE

(ts. g = xe on joukonE karakteristinen funktio). Talloin edellisen lemman nojadl@n
alhaalta puolijatkuva jos ja vain jds on avoin.
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Seuraavaa tulosta emme talla kurssilla tarvitse, mutta se on silti hyva tietaa. Todistus
jaa lukijalle harjoitustehtavaksi.

Lemma 2.1.5.0OlkoonQ c R" avoin. Tallding : Q — R on alhaalta puolijatkuva jos ja
vain jos on olemassa kasvava jogo: Q — R jatkuvia funktioita siten, etta

lim g;(x) = g(x) kaikilla x € Q.
J—)DO

Huomautu2.1.6 Itse asiassa yll& olevan lemman tilanteessa |10ytyy kasvava jono funktioi-
tag; € C™, joka suppenee pisteittain kohti alhaalta puolijatkuvaa funkgo¥héaalta puo-
lijatkuvalle funktiolle patee luonnollisesti vastaava tulos eli [6ytyy vaheneva jono siisteja
fuktioita, joka konvergoi pisteittain.

2.2 Konveksit joukot ja funktiot

Maaritelma 2.2.1. JoukkoE c R" on konveksijos
x,ye E = Ax+ (1 - )y € E kaikille A € [0, 1].
Maaritelmé 2.2.2. OlkoonE c R" konveksi joukko. Funkti@ : E — R on konveksijos
gAx+ (1 - 2)y) < 9(x) + (1 - )g(y) kaikille x,y € E ja kaikille A € [0, 1].

Konveksit funktiot ja konveksit joukot liittyvat [&heisesti toisiinsa. On nimittain helppo
nahda, etta funktig : E — R on konveksi jos ja vain jos sexpigrafi

Epi(g) := {(x,t) e R™': x€ E, t > g(X)}

on konveksi joukko.
Annetun funktion konveksisuuden tutkiminen tapahtuu hyvin usein sen derivaattaa hy-
vaksi kayttaen.

Lemma 2.2.3.0lkoonQ c R" avoin ja konveksi, j@ : Q — R jatkuvasti dfferentioituva.
Tall6in g on konveksi jos ja vain jos

(Va(x) - va(y)) - (x-y) =0 kaikilla x,y € Q.

Tapauksessa = 1 Lemma 2.2.3 sanoo yksinkertaisesti, ettd jatkuvasti derivoituva
funktio g :]a, b[— R on konveksi jos ja vain jos sen derivaattafunigiomn kasvava. Sama
idea tulee vastaan myds korkeammissa ulottuvuuksissa. Koska

(y) (y)

(Va(x) — Va(y)) - (x-y) = (Va(x) - rev) va(y) - )| -l
=Ix- yl(Deg(X) - eg(y)),
missée = IX Ja Deg(Xx) ong:n suuntaisderivaatta vektor@suuntaan pisteessanahdaan

Lemman 2. 2 3 avulla, et on konveksi jos ja vain jos funktio — Deg(y + t(x — y)) on
kasvava valill§0, 1] kaikille x,y € E.
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Todistus. Yll& olevan paattelyn perusteella riittda todistaa vaite tapauksessa Olete-
taan ensin, etta funktiog :]a, b[— R derivaatta on kasvava, ja olkooqy € ]a, b[, y < X
jat € 10,1[. Merkitddnz = tx + (1 — t)y = y + t(x — y), jolloin todistettava epayhtal6é saa
muodon

9(2) < tg(x) + (1 - 1)g(y).
Véliarvolauseen mukaan on olemagsaly, 7 ja ¢ €]z X[ siten, etta

92 -9y : a9 —9(2)
Ty—g(ﬂ) Ja g(f)—T-

Koskag’ on kasvava, og'(n) < g'(¢), ja siten

9@ -9y) . 9¥ -9
tx-y) ~ (Q-t)x-y)

Kertomalla yhtal6 puolittain termill& — y ja jarjestelemalla sopivasti saadaan

9(2) =< tg(x) + (1 - )g(y).

Kaanteista implikaatiota varten kiinnitetadny € ]a, b[ siten, ettdy < x. Koska nyt
oletuksen mukaag on konveksi, patee

0(2 <tg(x) + (1 - t)g(y) kaikillaz=tx+ (1 -t)y, t €]0, 1],
joka termien uudelleen jarjestelyn jalkeen voidaan kirjoittaa muotoon

9@ - 9(y) _ 9¥ -9
z-y = x-z

Kunyllaz — xelit — 1, saadaan

g¥) -ay) _
Ty < g(x).

Vastaavasti, kuza — yelit — 0, saadaan epayhtalo

g(x) — g(y)
X=y
Nain ollen siisg'(y) < g'(X). O

gy <

Siina tapauksessa, etté funkga ]a, b[ — R sattuu olemaan kahdesti jatkuvasti deri-
voituva, kertoo Lemma 2.2.3, ettfon konveksi jos ja vain jog”(x) > 0 kaikilla x € Q.
Yleisemmin on voimassa

Seuraus 2.2.4.0lkoonQ c R" avoin ja konveksi, sekg € C%(Q). Talléin funktiog on
konveksi jos ja vain jos toisen kertaluvun osittaisderivaattojen muodostama symmetrinen
n x n -matriisi Dg(x) on positiivisesti semidefiniitti kaikillg € Q.
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Yll& siis

[D%g()] = %9 . ij=12...n
i 0X0X;
toisin sanoen
6x16x1( ) 6x16xz (X) axlax ( )
D?g(x) =
)¢ 6x1( ) 6xn6xz (X) 6xn6xn( )

Lisaksi muistetaan, etta matriilBPg(x) on positiivisesti semidefiniitti jos ja vain jos
(D’g(x)¢)-£20  kaikila &eR",

mika puolestaan on yhtapitavaa sen kanssa, ettd mafbifgjfx) kaikki ominaisarvot ovat
ei-negatiivisia. Ylla olevan ehdon ja funktion

h(t) = Deg(x + te) = Vg(x + te) - e = Z g—i(x+ te)e
i—1

kasvavuuden vélinen yhteys tulee esille, kun huomataan, etta

h’(t)_ZZa % (x+te)eg = (ng(x+te)e)-e

i=1 j=1

¢ jolloin

kaikille suuntavektoreille = (ey, ..., e,). Jos¢ € R™\ {0}, niin voidaan valitee = B

saadaan
(D*9(¥)¢) - & = I¢I” (D?g(x)e) - € = |¢°h'(0).

Lemma 2.2.5.0lkoong : Q — R konveksi jag € C1(Q). Talloin
a(X) > g(xo0) + Vg(Xo) - (X — Xo) kaikilla x, Xg € Q.

Todistus. Kiinnitetadnx, xo € Q ja olkoont € [0, 1]. Koskag(tx + (1 —t)X) < tg(x) + (1 -
£)g(%o) eli g(Xo + t(X — X)) — 9(Xo) < t(9(X) — g(Xo)), ONn voimassa

9(Xo + t(X = Xo)) — 9(Xo)
t

< 9(%) - 9(x0)-

Kunt — 0, saamme tasta halutun epayhtaa(xo) - (X — Xo) < 9(x) — g(Xo)- m|

Edella todistettiin tuloksia jatkuvasti fiierentioituville konvekseille funktioille, mutta
kaikki konveksit funktiot eivat suinkaan oleftkrentioituvia; helppo esimerkki on funktio
g(x) = |x. Derivaattoja toiseen kertalukuun saakka I6ytyy aina kuitenkin melkein kaikissa
pisteissa.

Lause 2.2.6.0lkoong : Q — R konveksi funktio® c R" avoin ja konveksi. Talldin

(i) gon jatkuva
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(i) gon diferentioituva m.kQ:ssa

(i) g on kahdesti dferentioituva m.kQ:ssa: m.k.x, € Q on olemassa symmetrinen
n X n-matriisi A siten, etta
1
9(%) = 90x0) + Vg(X0) - (X = Xa) + SA(X = X0) - (X = Xo) + UIX - Xol?),
toisin sanoen
909 - (90%0) + V9(X0) - (X = Xo) + JAX = X0) - (X = X))

li 5
X=X IX = Xol

Taman tuloksen todistus ei ole aivan helppo ja se sivuutetaan, katso esim. [7].

Maaritelméa 2.2.7. Olkoon E c R" konveksi joukko. Funktiog : E — R on aidosti
konveksijos

gtx+ (1 -1)y) < tg(x) + (1 - 1)g(y)
kaikilla x,y € E, x #, ja kaikillat €]0, 1][.

2.3 Minimin olemassaolo ja yksikasitteisyys

Lause 2.3.1.Jos funktiof : R" — R on alhaalta puolijatkuva jdim y_. g(X) = +co, niin
g saavuttaa pienimman arvonsa.

Todistus.Olkoon My = g(0) € R. Koskalimy_. g(X) = +oo, l0ytyy Ry > O siten, etta
g(x) < g(0) kaikilla x € R"\ B(0, R).

Seuraavaksi tarvitaan pient& aputulosta:Klas R" on kompakti jag : K — R alhaalta
puolijatkuva, niing saavuttaa joukosda pienimmén arvonsa eli on olemassa K siten,
ettdg(X) = infyk g(X). Taman toteen nayttdmiseksi maaritellaéan

o _ Jinfrecg(X) + T Ljosinfie g(x) > oo,

e ,j0S infyex g(X) = —co.
Talloin (c;) ¢ R on vaheneva jono jimj_,. Cj = inf,ck g(X). Infimumin maéritelman pe-
rusteella kaikillej € N on olemassa; € K siten, ettég(x;) < c;. KoskaK on kompakti (ja

siten jonokompakti), on olemassa osajqmQ) c (x;), joka suppenee kohti jotain pistetta
Xo € K. Funktiong alhaalta puolijatkuvuuden nojalla

g(%o) < liminf g(y) < liminf g(x;,) < liminf c;, = inf g(x).
y—Xo k— o0 y—Xo xeK

Tama todistaa aputuloksen. Huomaa kuitenkin, etta alhaalta puolijatkuva feniktbita-
matta saavuta suurinta arvoaan kompaktissa joukossa.

Jatketaan alkuperaisen lauseen todistusta soveltamalla aputulosta kompaktiin joukkoon
B(0, R). Naemme, etté on olemassge B(0, R) siten, etté

9(%) <g(y) kaikillay e B(O,R).

Koska erityisestig(xy) < g(0), seuraa tasta, etg saavuttaa pienimman arvonBa:ssa
pisteesso. O
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Huomautu.3.2 Jos oletetaan liséksi, ettgon aidosti konveksi, niin edella I6ydetty mi-
nimipiste on yksikasitteinen. Nimittain jos olisi pistegt# x, siten, ettég(x1) = g(x) =
infyzn g(X), Niin funktiong aidon konveksisuuden nojalla

0(25%) < 3904) + J00e) = jnf g4,

mika on mahdotonta.

Harjoitustehtavia

1. Olkootf : A - Rjag: A — R alhaalta puolijatkuvia funktioita joukossa c
R". Osoita, etta talléin myods funktiot + g ja h(x) = min{f(x), g(x)} ovat alhaalta
puolijatkuvia.

2. Anna esimerkki alhaalta puolijatkuvasta funktiogta [0, 1] — R, joka ei saavuta
suurinta arvoaan valillgD, 1].

3. Olkoon f; : A — R kasvava jono jatkuvia funktioita, jotka suppenevat pisteittéin
kohti funktiotaf : A — R, ts.

lim f;(x) = f(x)  kaikilla x € A.
j—o0

Osoita, ettdf on alhaalta puolijatkuva.

4. Olkoon E c R" epatyhja konveksi joukko. Osoita (vaikkapa induktiolla), etté jos
meN, x € E, 4 >0,i=12,...,movat siten, ett ", 4; = 1, niin

m
Z Aix € E.
i=1

5. Olkoon E c R" mikd tahansa epéatyhja joukko. MaaritellaBm konveksi verho
(convex hull)coE asettamalla

m m
coE:{Z/lixi 'meN, x,€E, 4j>0ja Z/li = 1}.
i=1 i=1

(a) Osoita, etta
CcoE = ﬂ F,

Fer

missa
¥ ={F cR": E c F jaF konveks}.

(b) Pateek@o(E; N Ey) = co(E;) N co(E,) kaikille joukoille Ey, E, ¢ R™?
6. Olkoon E c R" konveksi joukko jag; : E — R jono konvekseja funktioita. Osoita,

etta
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() g +g; on konveksi.
(i) Ag; on konveksi kaikillet > 0.

(iii) jos g(X) = supgygj(X) < oo jokaisellex € E, niing : E — R on myos
konveksi.

7. Olkoong : R" — R konveksi ja jatkuvasti dierentioituva. Osoita, etta

() jos Vg(xo) = 0, niin g saavuttaa pienimman arvonsa pisteegsa

(i) jos g on ylhaalta rajoitettu (ts. on olemasb> 0 siten, ettégg(x) < M kaikille
x € R"), niin g on vakiofunktio.

8. Olkoong: ]0, 1[ — R konveksi. Osoita, ettg§ on jatkuva funktio.
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Luku 3

Funktioavaruuksista

3.1 \Valittuja paloja funktionaalianalyysista

3.1.1 Banach-avaruudet

Olkoon X mielivaltainen reaalikertoiminen vektoriavaruus, toisin sanoen
() X on Abelin ryhma "yhteenlaskur*: X x X — X suhteen.
(i) Auf) =) f kaikile L, ueR, feX
(i) A+p)f =af +uf; A(f +9g) =Af + 2g.
(iv) 1f = f kaikilla f € X.
Naista ehdoista seuraa erityisesti, etta
e josf,ge X, niinf +ge X
e josf e XjadeR, ninAf e X.
e on olemassa nolla-alkid € X siten, ettéf + 0 = f kaikilla f € X.
e kaikilla f € X on olemassa vasta-alkief € X siten, ettéf + (—f) = 0.
Huomautus3.1.1 Talla kurssillaX on poikkeuksetta jokin funktioavaruus,
Xc{f: Q—-RM, QcR"
Tall6in maaritellaan

(f +9)(¥) := f(x) + 9(x),
(AF)(X) := AF(X) jne.

Maaritelma 3.1.2. Kuvaus||-|| : X — [0, co[ on normiavaruudessX, jos

(1) If +dll < [Ifll + gl kaikilla f,g € X.
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(2) |1Af]| = ||| || kaikilla f € X, 1 € R.
(3) |Ifll = 0jos ja vain josf = 0.
(X, |I-I) on talléin normiavaruus.
Huomautus3.1.3 Samaan avaruuteen (funktiojoukkoon) voidaan liittdéa useita normeja.

Esimerkiksi josX = {f : [0,1] — R | f on jatkuva =: C([0, 1]), niin

1
Il = suplf)  ja ||f||1:f|f(x)|dx
0

x€[0,1]
ovat normeja avaruudes¥a

Maaritelma 3.1.4. (i) Jono(fy),2, ¢ X suppenegvahvastinormin mielessa) kohti al-
kiota f € X, merkitdanfy — f, joslimy_ .|/ fx — f|| = 0.

(i) Jono(f,) on Cauchy-jongjos jokaiselles > 0 on olemass&l = N(g) > O siten, etta
Ifk — fill <& kaikille k, j > N.

Maaritelm& 3.1.5. Normiavaruus(X, ||-||) on taydellinen jos sen jokainen Cauchy-jono
suppenee; ts. jady) on Cauchy jono, on olemasseae X siten, ettafy, — f.
Taydellisia normiavaruuksia kutsutaBanach-avaruuksiksi

Esimerkki 3.1.6. (C(Q), ||/l.) on Banach, muttéC(Q), ||-/|) ei ole.

3.1.2 Duaali

Maaritelma 3.1.7. Banach-avaruude(X, ||-||) duaali X* koostuu kaikista rajoitetuista line-
aarikuvauksistx® : X — R. Toisin sanoenx* € X* jos ja vain jos

1. xX*(Af + ug) = AX(f) + ux*(g) kaikille f,ge X, A, u € R.
2. |IX!Ixs i=sudxi(f) - f e X ||fllx <1} < oco.

Esimerkki 3.1.8. Olkoon (X, |I1]]) = (C(Q), |I|l), ja asetetaan

X*(f) ::Lf(x)dx,

mika selvasti maarittelee lineaarikuvauksén X — R. Josf € X on siten, ettd|f||. =
sug|f(X)| : xe Q} < 1, niin
X'(f) sfldx: Q|
Q

missdQ| tarkoittaa avoimen joukof n-ulotteista Lebesgue mittaa. Nain ollghe X* jos
Q| < co.
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Huomautus3.1.9 (i) DuaaliavaruugX®, ||-||x-) on aina Banach-avaruus (vaikkaolisi itse
pelk&staan normiavaruus), kun maaritellaan

(X" +y)(¥) = X (x) +y(X)

jne.
(i) Usein kaytetaan merkintaéc:, f) := x*(f). Yksi syy tdhan on se, ettd Cauchy-
Schwartzin epayhtalo yleistyy muotoon

x5, Y = x°(||f
< ) (I ||||f|| Il

(i) Lineaarikuvausx® : X — R on rajoitettu jos ja vain jog* on jatkuva:
Cauchy-Schwartzin nojalla nahd&éan ensin, ettgyo¢ < oo, niin

f f
—=) = IflIx (—) < IEIHIXC N

IX'(f) = x°(@) = IX'(f =9l < [IXlIx- [If —gll = O kun |If —gll— 0.
Jos taax® on jatkuva, mutta ei ole rajoitettu, niin on olemassa jdne X, || fjllx < 1 siten,
ettax’(f;) > j. Olkoong; = T%f,- € X. Talléin ||g;ll = T?||f,-|| < % — 0kun j - oo, mutta

(@) = DX(5) > 1> 0= X (0),

mika on ristiriidassa:n jatkuvuuden kanssa.

Maaritelm& 3.1.10. Banach-avaruuéX, ||-||) on refleksiivinenjos (X*)* = X. Tassé yhta-
suuruudella tarkoitetaan, ettéa avaruudet ovat isometrisesti isomorfiset: on olemassa bijek-
tiivinen lineaarikuvaug : X — X* siten, ettd|T f||x- = ||f||x kaikilla x € X.

Huomautus3.1.11 Avaruus(X*)* on siis duaaliavaruudeX* (joka on itsekin normiava-
ruus) duaaliavaruus. Sitete X** = (X*)* jos ja vain jos

K(AX + py") = AKX + uX(y") kaikilla X",y € X" jad,u € R,
ja

[IXllx=+ := SUAX(X) : [IX[Ix- < 1} < oo,

3.1.3 Heikko konvergenssi

Maaritelma 3.1.12. Olkoon(X, |I-|[) Banach jgX*, ||-|l.) sen duaali. Jonff;) ¢ X suppenee
heikostikohti alkiota f € X, merkitaanf; — f, jos

x'(f) — x'(f) kaikilla x* € X".

Huomautus3.1.13 Koska ylla olevassa maaritelméassfy) ja x*(f)R ovar reaalilukuja,
konvergenssx*(fy) — x*(f) tarkoittaa normaalia reaalilukujen konvergenssia.
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Lause 3.1.14.0lkoon(f;) c X siten, ettaf; — f € X. Talloin
() jono (f;) on rajoitettu, ts. on olemasdd > 0 siten, ettd|f;|| < M kaikilla j.

(i) [If]l < liminf [[fj]l, (ts. normi on heikosti alhaalta puolijatkuva).
]—>Oo

Maaritelm& 3.1.15. (a) JoukkoK c X on heikosti jonokompaktijos jokaisella jonolla
(f;) € K on osajondf;,), joka suppenee heikosti kohti jotakfne K.

(b) JoukkoK c X on heikosti suljettujos K on suljettu heikon suppenemisen suhteen:
ehdoisty ;) c K, f; — f seuraa aind € K.

Huomautus3.1.16 (i) Jos f; — f vahvastinormin mielessa, toisin sano@fy — f|| — 0
kun j — oo, niin f; — f:
Olkoonx* € X. Talloin

X (f;) = () = IX'(f; = D)l < IXlIxe [ f; — £l = O,

silla[|x*||x: < oo. K&anteinen tulos ei yleisesti ottaen pida paikkaansa. Esimerkkeja heikosti
suppenevista jonoista, jotka eivat suppene vahvasti tulee vastaan hieman myéhemmin.
(i) JosK c X on heikosti suljettu, niirk on suljettu (normitopologian suhteen). Kaan-
teinen tulos ei jalleenk&én pade yleisesti.
(iii) Heikko raja-arvo on yksikasitteinen: jog — f ja f; — g, niin f = g.

Lause 3.1.17.0lkoon X refleksiivinen Banach-avaruus. Tallok c X on heikosti jono-
kompakti jos ja vain jo¥ on rajoitettu ja heikosti suljettu.

Muista, ettd joukkdK c X on rajoitettu jos on olemasdd > O siten, ettg|x|| < M
kaikilla x € K. Se, etta jokainen heikosti jonokompakti joukko on rajoitettu ja heikosti
suljettu on totta myds ilman oletuskarefleksiivisyydesté ja suhteellisen helppo todistaa.
Kaanteinen suunta sen sijaan on hieman vaikeampi. Lauseen todistus l16ytyy esimerkiksi
l&hteesta [8].

Huomautus3.1.18 Voidaan osoittaa, etta avaruudeq ||-|[) normin mielessa suljetut ja ra-
joitetut joukot ovat kaikki kompakteja jos ja vain jos avarden aarellisulotteinen. Aare-
tonulotteisen avaruuden tapauksessa on siis pakko siirtya kayttamaan heikon suppenemisen
kasitetta. Aarellisulotteisessa avaruudessa heikko ja vahva suppeneminen ovat sama asia.

Lause 3.1.19.(Mazurin lemma) Jo$; — f, niin on olemass#g;) c X siten, etta

j j
g =;ﬂkjfk, /lk,j > 0, ;/lM =1

ja
g —f el Jg-fll—0.

Seuraus 3.1.20JosK c X on konveksi ja suljettu, niiK on heikosti suljettu.
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Todistus.Olkoon (f;) c K siten, ettaf; — f € X Halutaan osoittaa, etthe K. Mazurin
lemman nojalla [0ytyy luvufly j > O siten, etta

j j
Z/lk’j =1 ja g — f, missa g; = Z/lk’jfj'
k=1 k=1
KoskaK on konveksi ja(f;) c K, niin g; € K kaikilla j. Edelleen, kosk& on suljettu ja
g; — f,ninf ekK O
Edelliset lauseet yhdistamalla saadaan seuraavan abstrakti minimin olemassaolotulos:

Lause 3.1.21.0lkoon(X, ||-|) refleksiivinen Banach-avaruus ja olko#hc X suljettu ja
konveksi joukko. Oletetaan, ettd kuvdusK — R on

(i) koersiivinen:l(u) — oo kun|ul| = oo, u € K.

(if) heikosti alhaalta puolijatkuva joukossé: jokaiselle jonolle(u;) c K siten, etta
uj — ue Kkunj — oo pateel (u) < liminf 1(u;).
] >0

Tallgin inf .k I (u) > —oco ja On olemassal, € K siten, ettél (up) = inf .k 1 (u).
Todistus. Merkitaan

.- infuek 1(U) + % josinf ek 1(U) > —co,
a -], josinf ek I(u) = —oo.

Infimumin maaritelméan nojalla on olemassae K siten, ettd (u;) < c;, jolloin erityisesti
lim 1(u;) = inf 1(u).
joo0 ueK

Funktionl koersiivisuuden nojalla jon@u;) on rajoitettu, eli on olemasdd > 0 siten, etta
lujll < M kaikilla j € N. Nyt jono (u;) sisaltyy joukkoonK n B(0, M), joka on rajoitettu,
konveksi ja suljettu, ja siten rajoitettu ja heikosti suljettu. KoXkan refleksiivinen, Lause
3.1.17 takaa, etté joukkié N B(0, M) on heikosti jonokompakti. Talléin on olemassa osa-
jono (u;,) € (u;) jaup € K n B(0, M) siten, ettédu;,, — Uo. Koskal on heikosti alhaalta
puolijatkuva, on

[(up) < Iirerigf I(u;) = LQ;E [ (u).

Etsitty minimipiste on siten |0ydetty. O

Esimerkki 3.1.22. Olkoon (X, ||-||) refleksiivinen Banach-avaruuk, c X konveksi ja sul-
jettu, seka € X. Talléin on olemassag, € K siten, etta

lup—T|l < |lu-T| kaikilla ueK.
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Todistus. Maaritellaan funktio
| : K-> R, I(u) =|ju-|.

Koskal (u) > ||ul|—|[Ul]] — oo kun||u]] — oo, onl koersiivinen. Liséksl on heikosti alhaalta
puolijatkuva: Olkoon(v;) c K siten, ettd; — v € K. Merkitaanw; := v —tjaw =v-T.
Talloin kaikilla x* € X*

X (W) = X(vj — T) = X'(vj) — X'(0) = X'(V) — X'(T) = X*(v— ),
jotenw; — w. Normin heikosta alhaalta puolijatkuvuudesta seuraa, etta
[(v) = [lv-=Ul| = W[ < liminf [jwj|| = liminf [|v; — ul| = liminf 1(v;),

eli| on heikosti alhaalta puolijatkuva. Nyt Lauseen 3.1.21 nojalla on olemigss¥ siten,
ettal (ug) = infycx 1(u). O

Huomautus3.1.23 (i) R":ssa alhaalta puolijatkuvuus maariteltiin epayhtalélla

g(x) < linyn inf g(y) = lim (inf{g(y) : 0 < Ix =yl <, y € A}).

yeA

Heikko alhaalta puolijatkuvuus taytyy maaritella jonojen avulla, silla "heikkoja palloja”ei
ole olemassa.

(i) Variaatiolaskennassa esiintyvat funktionaalit K — R ovat erittéin harvoin jat-
kuvia heikon konvergenssin suhteen, ja tdman vuoksi alhaalta puolijatkuvuus on oleellisen
tarked kasite.

(iii) Variaatiolaskentaa voidaan harrastaa myds ei-refleksiivisissa avaruuksissa.

3.2 LP-avaruudet
Maaritelmé 3.2.1. OlkoonA c R" (Lebesgue-) mitallinen ja < p < co. Ma&aritell&aén
LP(A) :={f : A—> RU {xco} : f on mitallinen jal|f||, < oo},

misséa

P
Il = fhocn 1= [ 1109P 8] 15 p<oo
A
ja
[Ifllo = lIfllLo(a := €ss supf(X)| = inf{t > 0 : [f(X)| <t m.k.x € A}.
XeA
Ylla olevassa maaritelmassa samaistetaan funktiot, jotka yhtyvat melkein kaikkialla
joukossaA, ts. f = gjos ja vain jos joukorn{x € A : f(x) # g(X)} n-ulotteinen Lebes-
gue mitta on nolla. AvaruukP(A) on siis tarkkaan ottaen tallaisten ekvivalenssiluokkien
kokoelma. Kaytannossa ajatellaan, ett&unktiot on maaritelty vain m.k. pisteissa. Mitta-
ja integraaliteorian kurssilta muistetaan, etta
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(1) (LP(A),lI-llp) on Banach-avaruus. Erityisesti

I +allp < IIfllp + llgllp kaikilla f,g e LP(A).

(2) Holderin epayhtald: Olkoori,g : A — R U {+oo} mitallisia ja luvutl < p,q < o
siten, etté’% +g = 1. Josf € LP(A)jag € LYA), niin fg e LY(A) jallfdlls < IIfllpllgllq,

f|f(x)g(x)| dx < (ess sun)f(x)l)f|g(x)| dx josp=o,q=1
A XeA A

ja

1
p

(3) Olkoonf;, f € LP(A). Josfj — f (siis||f; - fll, = (fAlf,-(x) - f(x)|'°dx) — 0), niin

on olemassa osajor{d;,) c (f;) siten, etta

fi,(X) = f(x) mk.xe A

Huomautus3.2.2 Hoélderin epayhtéldsta seuraa, ettafjis< oo jal < p < g < oo, niin

LY(A) c LP(A)

(J[|f(x)|p dx)’_) < (Jf|f(x)|q dx)a kaikille f € LP(A).
A A

(e (& e

Jos|Al = oo ja p # g, niin LP(A) ¢ LI(A) ja LY(A) ¢ LP(A).

Seuraavaksi osoitetaan, etta avaruudenA), ||-||,) duaali on isometrisesti isomorfinen
avaruuderfL9(A), |I-llq) kanssa, miss§+% =1(elig=3%)jal < p,g < co. Ensin helppo
OoSuus:

ja

Tassa

Lause 3.2.3.0lkoonl < p< o jaq= -5 (siis ¢ + ¢ = 1), jag € LIYA). Madritellaan
Ty LP(A) - R, To(f) = fA fgdx

Talléin T, € (Lp(A),||-||p)* ja sen duaalinormi|T,ll. = |lgll,. Erityisesti siisLI(A) c
(LP(A)".
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Todistus. Koska
Tg(/lf]_ +/.lf2) = f(/lfl +/.lf2)g dx= ﬂf flg dX+,uf fzg dx= /1Tg(f1) +,uTg(f2)
A A A

kaikilla f1, f, € LP(A) ja 4, u € R, kuvausTy on lineaarinen. Holderin epayhtalon nojalla

on
Holder %’ ‘%
|Tg(f>|:|ffgd>4§f|fng|dx X (f|f|pdx) (f|g|de)
A A A A

= lIf1lpligll,

joten
ITgll. = supTg(f) : f € LP(A),IIfllp < 1} < ligllg < oo

Osoitetaan vield, ettiTyll. > |iglly. Tata varten valitaarf = |g|%?g, jolloin [f(X)[? =
(1991 )" = 1g(x)1°. Siten

1l = ( [ |f<x>|pdx)5 _ ( [ |g<x)|de)T = gl < o0

Tg(f)=flglq‘zgng=flg(X)lqu=||gllg
A A
= llgld ™ lgllq = Nl fllligllg.

ja

Nain oIIenTg(ﬁ) = ||dllq Ja siten||Tgll. > |lgllq duaalinormin maaritelméan perusteellao
p

Kaanteinen inkluusidLP(A))* c LY9(A) on hankalampi todistaa. Siina tarvitaan mm.
Radon-Nikodymin lausetta, joka muotoillaan seuraavaksi. Olkerebesgue-mitallisten
joukkojenc-algebraR™:ssa. Kuvaug : M — R U {00} on merkkimitta(signed measuje
jos

(i) u() =0

(i) > u(E)) = u(|_JEj) kaikilla pareittain pistevieraill&,; € M.

=1 =1
Huomautus3.2.4 Pateeu on merkkimitta jos ja vain jos on olemassa ei-negatiiviset mitat
o u siten, ettdy =yt — .

Maaritelméa 3.2.5. Merkkimitta ¢ on absoluuttisesti jatkuva Lebesguen mitan suhteen,
merkitdanu << | - |, jos ehdostdE| = 0 aina seuraa(E) = 0.

Lause 3.2.6 (Radon-Nikodym).Olkoon A c R" mitallinen jau aarellinen merkkimitta,
joka on absoluuttisesti jatkuva Lebesguen mitan suhteen. Tallin on olemassa tasan yksi
g € LY(A) siten, etta

u(E) = fg(x) dx kaikille mitallisille E c A.
E
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Radon-Nikodymin lauseen todistus I0ytyy mm. l&hteesta [8].
Lause 3.2.7.(F. Riesz) OlkoorA c R" mitallinen,1 < p< ~jaT € (Lp(A),||-||p)* =
(LP(A))*. Talloin on olemassa yksikasitteingre LY(A), q = p%l siten, etta

TU):Lffgdx kaikilla f € LP(A)
A

jallTll = gl

Huomautus3.2.8 Lauseiden 3.2.3 ja 3.2.7 nojalla sfIs’(A))* = L9(A). Erityisesti avaruus
LP(A) on refleksiivinen kaikillal < p < co.

Todistus. Oletetaaan ensin, etfd| < +co. OlkoonE € M ja merkitdan

1, xeEnA
0, muutoin

Xena(X) = {

Talléin

IlvEnallp = (f 1dx) —IENA]P < co.
ENA
Maaritellaanu(E) := T (yena), jolloin

1(@) =T(ro) =T(0)=0
ja

.U(U E)) =TOuz, 508 = T (YU, Eom)

=1
:T(i/\/Eij) = i T(XEjﬂA) = i/’t(EJ)
=1 j=1 =1

kaikilla pareittain pistevieraill&; € C. Lisaksi

1 1
I(EN = 1T (renn)l < ITlLdenallp < ITILEN AP < [ITILIAP < +oo,
joteny on aarellinen merkkimitta. Ja jg&| = 0O, niin u(E) = T(yena) = T(0) = 0. Nain
ollen u on myds absoluuttisesti jatkuva Lebesguen mitan suhteen, ja Radon-Nikodymin
lauseen nojalla on olemasga L1(A) siten, ettgu(E) = | gdxkaikilla E € M, E c A

Seuraavaksi on tarkoitus osoittaa, gftédn etsitty funkti(E), toisin sanoemy € LYA) ja
T(f) = fA fgdxkaikilla f € LP(A).
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k

(1) Olkoonf € LP(A) yksinkertainen funktio, tsf = Zci)(pm joillakin ¢ e Rja A € C.
i=1

Talloin |

DM~

K
T(f) = T( CGT(yana) = Z G u(AY)
i1

k
i=1

k
> [ xmatamdx= | (;Cvﬂm}gdx

Cxa mA] =

Il
ey

k
i=1

(2) Olkoonf > O, rajoitettu ja mitallinen; talldinf € LP(A), silla |A] < c. Valitaan yksin-
kertaiset funktiotf; siten, ettédd < f; < fi,; < f jalimi_. fi(X) = f(X) m.k. x € A. Koska
Ifi — fIP < [fIPjalf|P € LY(A), niin||f — fillp —» Okuni — oo dominoidun konvergenssin
lauseen nojalla. Edelleen, koskaon jatkuva lineaarikuvaus, niin kohdan (1) nojalla

T(H) = imT(6) = fm [ figdx= [ fgax

missa viimeisin yhtasuuruus seuraa jalleen dominoidun konvergenssin lauseesta ja siita,
ettalfi (g9l < [T (g < lIfll.lg(x)| € L*(A).

(3) Olkoonf rajoitettu ja mitallinen funktio, j& * ja f~ sen positiivi- ja negatiiviosat. Edel-
lisen kohdan nojalla

T(f):T(f*—f‘):T(f*)—T(f‘):ﬁf*gdx—j;f‘gdx

:f(f*—f‘)gdx:ffgdx
A A

(4) Osoitetaan seuraavaksi, efté L9(A). Tata varten merkitaam= |g|%2g ja

h(x), jos|h(X)| < j
hi(x):{o() jos [0 < J
R muutoin.

Koskah; € L*(A) kaikilla j, seuraa kohdasta (3), etta

| [hgat =T <ITh, < o (3.2.1)
A

ja siten

fh,-g dx:f lgfdx=:1jeR kaikilla j.
A Aflhi<j}

Toisaalta

1

P N % qa a-1
||hj||p:(f|hj|pdx) :(f (g )qldx) =(f |g|‘*dx) =17
A An{lhi<j} AN{lhi<j}
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joten epayhtald (3.2.1) voidaan kirjoittaa muotdgf{ < |T|l.. N&in ollen

i
(f Iglqu) <||T. kaikilla t > O.
An{igl<t)

Kun viela huomataan, etta kosgae L1(A), niin|g(x)| < +co m.k.x € A, seuraa edellisesta,
ettag € LY(A) jallgllq < [ITIl..

(5) Méaaritellaan funktionaali

T : LP(A) - R, T(f) ::ffgdx

A

Lauseen 3.2.3 nojall@ € (LF’(A), ||~||p)* jallTll. = liglly- Lisaksi tiedetaan, etfd(f) = T(f)
kaikilla f € L*(A). Olkoon f € LP(A) ja valitaan jono rajoitettuja funktioitd; € L*(A)
siten, ettaf; — fLP(A):ssa. Tallaiseksi jonoksi kelpaa esimerkiksi funktiot

f(x), joslf(¥)I <]
f;(X) =11, jos f(x) > |,
-, josf(x) < -]
KuvausterT ja T jatkuvuuden perusteella saamme
T(f) = lim T(f;) = lim T(f;) = T(f).
]—)OO J—)OO
Néin ollen siisT = T, ja erityisesti
T(f) = f fgdx  kaikilla f € LP(A)
A

jallTll. = lldllq. Funktiong yksikasitteisyyden toteaminen on helppoa, ja se jatetaan lukijalle
harjoitustehtavaksi.

(6) TapaugA| = co: OlkoonA; = AN B(0,1),i =1,2,.... TallGin|A] < +c0, Ay CAs C ...
jaUis, A = A Maaritellaan

Ti : LP(A) — R, Ti(f) = T(f),

missa _
F(x) = {f(x), josxe A

0, muutoin

Koska f € LP(A), niin f € LP(A). Lisaksi selvastiT; € (LF’(Ai),II-IIp)* jallTille < ([Tl
Todistuksen alkuosan perusteella on olemassa yksikasittgireh(A) siten, etta

Ti(f):ffgidx kaikilla f € LP(A)
A
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jallTill. = llgillg- Josi > |, niin gi(X) = g;(X) kaikilla x € A; c A;, silla muutoing; ei olisi
yksikasitteinen. Taten on olemasy) := lim;_, gi(x) m.k. x € A. Edelleen

f gl dx = fim f GI9dx = lim [Ty < IT|°
A |—00 A |—00

monotonisen konvergenssin lauseen nojalla, joterL9(A) jallglly < |[T|l.. Lisaksigi — g
L%ssa dominoidun konvergenssin lauseen perusteella.

Olkoon nytf € LP(A) ja merkitdanf; = f ya. Jalleenf; — f LP :ssd kuni — oo
dominoidun konvergenssin lauseen nojalla, joten

T(f) = lim T(f) = lim T;(f;) = lim f fig dx= f fgdx
|—00 |—00 |—00 A A
Yll& viimeinen yhtasuuruus seuraa siitd, ettd— f LP :ssd,g; — g L%ssa ja Holderin
epayhtalosta. |

Huomautus3.2.9 (i) Samaan tapaan voidaan osoittaa, (9ILI%(A))* = L*(A). Sen sijaan
(L=(A)" # LY(A): esimerkiksiT(f) = [, f ddo € (L*(A))" \ L*(A). Erityisesti siisL'(A) ei
ole refleksiivinen.
(i) Nyt tiedetaan, ettd, — f avaruudesshP(A), (fx, f € LP(A),1 < p < =) josja vain
jos
lim ffkg dx= f fgdx  kaikillage L9A), L +21=1
k—co Ja A P g

Esimerkki 3.2.10. Olkoonl < p< o0, A=1]0,1[ ja
ki, xe]0, 1,
fk(x) = ]1 k[
0, xel[pl1L

Tallgin f, — 0 kun k — oo, mutta jono(fy) ei suppene vahvasti minnekaan: Olkoon
g € LA jae > 0. Valitaany € Cg(A) siten, ettdllp — gllq < & (téllaisen funktion
olemassaolo osoitetaan Lauseessa 3.2.14). Té‘yﬂ@rﬁ( dx = 0 kunkon riittdvan suuri, ja
siten Holderin epayhtélon avulla saamme

|ffkgdx—f0~gdx|s|f(g—so)fkdx|+|fsofkdx|sf|g—¢||fk|dx
A A A A A

<119 - ¢llgll fillp < &,
silla || fill, = 1 kaikilla k. Siis:

1. fy = Okunk — oo, mutta koska| fi — Ol, = [ full = 1 kaikilla k, jono(fi) ei suppene
vahvasti nollaan (eika tietysti mihink&d&n muuallekaan).

2. LP-normil|-||, ei ole jatkuva heikon konvergenssin suhtegn: O, muttai!im I fillp #
10Il,,. Siten heikko alhaalta puolijatkuvuus

Ifllp < Iirkn inf |1 fillp kun f, — f

on "parasta"mita voidaan sanoa.
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Heikon ja vahvan suppenemisen vélistd suhdetta selventdd ns. Radon-Rieszin lause:

Lause 3.2.11.0lkoonl < p < o« ja fx, f € LP(A). Talléin f, — f vahvastiLP:ssé jos ja
vain jos fi = ja limy |l fidlp = IIfllp.

Vastaava tulos on itse asiassa totta kaikissa lokaalisti tasaisesti konvekseissa normiava-
ruuksissa, katso [13LP-avaruuksien tasainen konveksisuus puolestaan perustuu ns. Clark-
sonin epayhtéldihin. Tapays= 2 on helpohko harjoitustehtava.

Seuraavaksi osoitetaan, ettB-funktioita voidaa approksimoid@®- funktioilla. Tata
varten olkoom € C3'(R") siten, etta

(i) n(x) >0 kaikilla x € R".
(i) n(—=x) = n(x) kaikilla x € R".
(i) suppn c B(O,r), ts.n(x) = Okaikilla x, joille [x| > 1.
(iv) [.n(X)dx= fB(O,l) n(x)dx= 1.
Esimerkiksi voitaisiin valita

1
Cew?, |X <1,
X) =
7 {o, x> 1,

missaC > 0 on valittu siten, etta (iv) on voimassa.

Maaritellaan lisaksi.(x) := e"n(%), € > 0. Talléinn, € Cz(R"), suppn, C B(0,¢) ja
oo e X = 1.

Maaritelma 3.2.12. Olkoon f € LY(R") jan, kuten edella. Maaritellaan funktiohsilotus

fe(X) =0+ ()= [ f(Y)n(x-y)dy.

Rn
Huomautus3.2.13 (i) Kannattaa huomata, etta silotuksénlauseke voidaan kirjoittaa
muuttujanvaihtoja hyodyntaen monella eri tavalla:

L0)= | TOm(x=y) dy =" | f(x-2n.(2dx

Rn
= [ tx-2emC)dz’T [ f(x-eome)de.
RN E RN

(i) Oletus f € LY(R") takaa sen, etta silotus on aina pisteittain hyvin maaritelty ja
reaaliarvoinen:

e f W) I (x—y)l dy < M, f )l dy < +oo.
B:(X) — B:(X)

=Wlg

Itse asiassa tahan riittaisi jo se, ettan integroituva jokaisessa pallossa.
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Lause 3.2.14.0lkoonf € LY(R") ja 5, kuten edella. Talldin

. . of, 0 on, .
(i) f. e C°[R") ja % = a—xi(ng « f) = ( an )* f; vastaavalla tavalla saadaan myo6s
silotuksen korkeammat osittaisderivaatat.

(i) Jos f € C(Q), Q c R" avoin, niin f(X) — f(X) tasaisestiQ:n kompakteissa osa-
joukoissa.

(iii) Jos f € LP(R"),1 < p < oo, niin f, € LP(R"), [Ifllp < [Ifllp ja lIf. — fllp, = O kun
e— 0.
Todistus.
(i) Olkooneg R":ni:s kantavektori, siig = (0,...,0,1,0,...,0). Nyt

fo(x+te) - f.() _ 1

] T [ 1omocr e -nay- [ 16—y

- [ pop(TR=IEN) 23 -y

t dom. konv. Jpn

t-0 On
—_— X_
- é%( y)
an
= — x f(X),
o )
joten osittaisderivaatt%% on olemassa J% = j—)'z x f(X). Soveltamalla samaa paattelya

funktion f, sijaan sen ensimmaisen kertaluvun osittaisderivaattoihin saamme osoitettua toi-
sen kertaluvun osittaisderivaattojen olemassaolon. Jatkamalla induktiivisesti ndemme, etta
f. € C(RM).

(i) Olkoon B = B(xo,r) c Q siten, ettédBB = B(xo, 3r) ¢ Q. Koskaf on tasaisesti jatkuva
kompaktissa joukosszB, kaikilla o > 0 on olemassa > O siten, ettgf(x) — f(y)| < J, kun
X,y € 2B, |[X—Y| < &. Siten josx € Bja0 < & < r, niin saadaan

1091091 =1 [ fOmx=y)dy- [ 16anx=y) e

sf |f(y)—f<x)|n(x—y)dysaf n(x—y)dy = 6.
B(x.&) B(x.&)

=1

Nain ollenf, — f tasaisesti suljetussa palloBaa koska mika tahansa kompakti joukko
K c Q voidaan peittaa aarellisella maaralla tallaisia palloja, vaite seuraa.

(iif) Holderin epayhtélon avulla saamme

001 =1 [ $0)nx=y)¥Pntx—y)" Py

/p (p-1)/p 1/p
< (Ln”(ynp?]()(—)/)d)/) (Ln U(X—y)dy) = (\[Rn|f(y)|pn(x_y) dy|
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joten Fubinin lauseen nojalla

itpaxs [ ([ itorrnex-y o) ox

= f(y)P —-y)dx| dy= fIP dy.
it ( [ ax-vaxay= [ itray

Nain ollen siisf, € LP(R") ja | f:llp < IIfllp.

Olkoon nyty : R" — R jatkuva kompaktikantajainen funktio siten, efftai— f||, < ¢.
(Tallainen funktio on aina olemassa: riittaa todeta asia mitallisen joukon karakteristiselle
funktiolle.) Nyt

Ife = fllo = 1fe — e + 0 =@ + ¢ = fllp < lIfs — @allp + Il — @llp + ll — fllp.

Koskaf, — ¢, = (f — )., niin [|f, = ¢.llp < If — ¢llp < 6. Liséksi koskap on kompakti
kantajainen, on olemassa suljettu pafio= B(0, R) siten, ettép(x) = ¢.(x) = 0 kaikilla
x € R"\ Bjakaikilla0 < ¢ < 1. Siten

p —
e — gl = ( f 609 9P = suple 00~ 01 B
B(O,R

xeB
mika menee nollaan kua — 0 kohdan (ii) nojalla. Nain olledim sup,_¢|If, — fllp < 20
kaikilla 6 > O. O

Seuraus 3.2.15C7(Q2) on tihealP(2):ssa kaikillel < p < oo, ts. jokaisellef € LP(Q) on
olemassa jond; € C5(Q) siten, ettd] f; — f||, '— O.

Todistus.Olkoon f € LP(Q) ja valitaan kompaktikantajainen funktigne C(Q) siten, etta
If —¢llp < 6. OlkoonK c ©Q kompakti joukko siten, etté(x) = O kaikilla x € Q \ K.
Jos0 < ¢ < dist(K, 0Q), niin ¢.(X) = 0 kompaktin joukorK, := {x € Q : dist(x,K) < &}
ulkopuolella. Siterp, € C3(Q) jallf — @llp < IIf = ¢@llp + llg — @:llp < 6 + [l — @:llp, joten
vaite seuraa Lauseen 3.2.14 kohdasta (iii). |

3.3 Sobolev-avaruudet

Tarkastellaan funktionaalia

1= [ 1vuedx
Q
missaQ c R" on avoin ja rajoitettuf € C(0Q) jau € K, misséa
K ={ve CHQ) NCQ) : v(x) = f(x) kaikilla x € 9}

Jotta voisimme soveltaa Lausetta 3.1.21, meidén tulisi I6ytaa refleksiivinen Banach-avaruus
(X, II]l) siten, ett&

1. K c X on suljettu ja konveksi.
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2. |1 on koersiivineni1(u) — +oo kun|ju|| — +oo.
3. | on heikosti alhaalta puolijatkuva joukosksa

Koersiivisuus edellyttaa sita, etta termfgqulzdxtulisi esiintya normissd-||. Edellisen

kappaleen perusteella tiedetaan, ¢He(Q). |1,)) on refleksiivinen Banach-avaruus, kun
1 < p < oo. Nain ollen ensimmainen yritys vaadituksi avaruudeksi voisi@4Q), ||| 12),
missa

1
2
[UllLze = VU2 = ( f |Vu|2dx) .
Q

Tama ei kuitenkaan ole normiavaruus, silldl, .= = 0 kaikilla vakiofunktioillau = c.
Normiin on siis otettava mukaan myds funktidse eika pelkastaan sen derivaattoja. Tama
johtaa luonnollisella tavalla yritteese@@'(Q), |||l1.2), missa

1 1
2 2
Hth:HWb+HVw&=(jWUFdﬁ +(1WVUng :
Q Q

Nain saadaan normiavaruus, joka ei kuitenkaan ole taydellinen.

Maaritelmé 3.3.1. OlkoonQ c R" avoin jal < p < co. Maaritelladn Sobolev-avaruus
WLP(Q) joukon
{eeC™(Q): llgllLp < +oo}

tdydentymé&na normin

o = llelly + Vel = ( fQ |so(x)|pdx)5 + ( fg qu(X)lde)p

suhteen, tsu € W-P(Q) jos ja vain josu € LP(Q) ja on olemassa vektoriarvoinen funktio
v € LP(Q;R") siten, etta jollekin funktiojonolley; € C*(Q) pateellg; — Ullvq) — O ja
IVe; = VllLey — 0. Talléin sanotaan, ettéon u:n Sobolev gradientifheikko gradientti) ja
merkitaan

v=Du, (eli(vy,Vs,...,Vy) =(Dy,...,Dyu)).

Huomautus3.3.2 (i) WP(Q) on normiavaruus (HT), joten se on Banach.
(i) WhP:ssa kaytetaan usein ekvivalenttia normia

lully,p == (L lu()|P + [Vu(x)|P dx)ﬁ

. . 1 - - - .
jolloin sisllullyp < llullzp < 2||u||’1’p, tai ekvivalenttia normia
n
ou
Ul 2= lulp + D l1=—llp.
i=1 !
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(iii) Jos u € WEP(Q) N CY(Q), niin u:n Sobolev gradientDu on sen "rehellinen"gradientti
Vu: Olkoonu, = 5 = u funktion u silotus. Talléin

0(x) = f Oy dy= f | U D) oz

joten

t—0 t

Us(X + te-.t) “u() fB(o )(u(x+ te +2) — u(x+ Z))U(Z) dz

B t—0 t

:fB(OF)&(X+Z)77(Z)dZ n*( )( )—(&) (X).

Lauseen 3.2.14 nojall%‘f = (@) — _x. LP:ssa kaikillai = 1,. .., n, ja siten|u, — ull, — O

_f (Iim u(x + te +z)—u(x+’z))n(z)OIZ
B(0.2)

%
jallVu, — Vul|, = Okune — 0. §obo|ev gradientiiu maarltelmasta seuraa nyt suoraan,
ettdDu = Vu = (ﬁx (%’n)

Sobolev avaruusVP(Q) voidaan samaistaa avaruudeP(Q) x LP(Q) x ... x LP(Q)

n+1 kpl
suljetun aliavaruuden kanssa:

u~ (u,Dyu,...,Dpu) € LP(Q) x LP(Q) x ... x LP(Q).
Tama havainto ja hieman funktionaalianalyysia antaa
Lause 3.3.3.0lkoonQ c R"avoin jal < p < oo. Tall6in
(a) WLP(Q) on refleksiivinen

(b) (WHP(Q))" = LYQ) x LYQ) x ... x LYQ), miss&l + £ = 1.
n+1 kpl

Erityisesti siis josuy, u € W-P(Q), niin u, — u avaruudessaVP jos ja vain josu, — u
LP:ssa jaDjux — Dju LP:ssé kaikillai = 1,...,n

Kirjallisuudessa Sobolev avaruudet maaritelladn yleensé seuraavassa lauseessa esiinty-
van osittaisintegrointikaavan avulla.

Lause 3.3.4.0lkoonu € W*P(Q),1 < p < oo. TallGin v € LP(Q,R") on u:n Sobolev
gradientti jos ja vain jos

fu—wdx_—fviwdx kaikillay € Cy(Q),i=1,...,n. (3.3.1)
Q
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Todistus. Osoitamme tassa yhteydessa pelkastaan, ettd Sobolev gradientti toteuttaa osit-
taisintegrointikaavan (3.3.1). Tata varten olkggte C(Q) siten, ettédy; — u LP:ssa ja

Z—Q — Vv LPssaj=1,...,n.Olkoonxe Qjag =(0,...,0,1,0,...) avaruuderR" i:s kan-
tavektori. Funktiap;y € Cg(Q2) ja asettamallg;(X)y(x) = 0 kaikilla x € R" \ Q voidaan

tulkita, ettap;y € C3'(R"). Nyt

t P
ewxrte) - (uc-te) = [ 2o 1 sq)ds

t t

[ 9 i |
—fa—xi(x+ se)y(x+ se)ds+fa—xi(x+ sg)pj(x+ sg)ds

~t —t

mista saadaan kun— +oo

[ee) (o)

dp; o
Phydx = - [ 02 dx.
famw X fsoja)q X

—00 —00

Integroimalla muiden muuttujiery, k # i, suhteen ja kayttamalla Fubinin lausetta saadaan

Ip; _ .
| Fomedx=- [ gz

Koskag; — u LP:ssa, niing; — u LP:ssa. Siten

6',0 j—oo f (fﬁﬂ
—dX — u—dx
Lg”'zm o 0%

silld 22 € Co(Q) € LYQ) = (LP(Q))". Samoin

joten (3.3.1) seuraa. O

Esimerkki 3.3.5. (a) Olkoonn=1,Q =1]0,2[, ja

X, O0<x<1,
u(x) =
1, 1l<x<2

Talloin u € WEP(Q) kaikilla 1 < p < oo ja sen Sobolev derivaatta on

1, kunO<x<1,
v(X) =
0, kunl<x<?2.
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Taman osoittamiseksi huomataan ensin, @tée LP(Q) kaikilla1l < p < co. Olkoon
nyty € Cy(Q). Talloin

S

2
fu(x)L//(x)dx: X!//’(X)dX+fl,0’(X)dX
@ 1

——
0

°—_ . o

1
x(X) - f p() dx+ w(2) —u(L)
0 =

1 2
— (1)~ f () dx— (1) = - f POOV(X) dx
0 0
(b) Olkoonn=1,Q=1]0,2[ja

X, kunxe€]0,1],
u(x) =
2, kunxell,2].

Talloin u ¢ WEP(Q) millaan p, silla jos olisi olemassa € LP(Q) siten, etta osittai-
sintegrointikaava (3.3.1) patee, niin

1 2
—fvwdx:fuw’dx:fxw’(x)dx+ Zf:p’(x)dx
Q Q 0 7
1

- f () dx— (1)
0

kaikilla v € C3(Q). Valitaan nyty; € Cy(Q) siten, ettay;(1) = 1,0 < y; < 1
kaikilla j jayj(X) — Okun j — oo kaikilla x €]0, 2[\{1} (esimerkiksi voitaisiin valita
i = Xiaedp* n1/j)- Talléin dominoidun konvergenssin lauseen nojalla

1
ozgm(—vajdX)=J!i;go[—fwj(x)dx—w,-(l)]=—1,
0

mik& on mahdotonta.

Huomautus3.3.6 (i) Edellisestéa esimerkistéi saa vetaa sita johtopaatosta, etta Sobolev
funktiot olisivat jatkuvia, silla se ei ole totta.

(i) Edellisen esimerkin (b)-kohdan nojalla on olemassa& LP(Q) siten, ettdu ¢
WLP(Q). Vastaavasti esimerkin (a)-kohdassa on esimerkki funktiostaWP(Q) siten,
ettau ¢ CH(Q).

Sobolev derivaatoille patevat mm. seuraavat laskusaannot: (katso esim. [7], [15])

36



1. josu,v e WEP(Q), niin Au + uv € WEP(Q) kaikilla A,z € R ja

D(Au + uv) = ADu + uDv m.k.

. . : 0 N .
2. josu e WP ja g € CHQ) siten, ettap, 8—)(’: € L™(Q), niin up € WHP(Q) ja
D(u¢) = uDg + ¢Du m.k. (tulos&antad)
3. josu € WP(Q)ja f : R — R on jatkuvasti derivoituva s.ef’ € L®(R) niin,
foue WHP(Q) ja

D(f ou) = f'(u)Du m.k. (ketjusaanto).

4. josu,v e WHP(Q), niin maxu, v}, min{u, v} € WP ja

Du m.k. joukossgdu(x) > v(X)
Dv m.k. joukossdu(x) < v(X)

D(maxu,v}) = {

Du m.k. joukossdu(x) < v(X)

}
}
}
Dv m.k. joukossdu(x) > v(X)}

D(min{u, v}) = {
Erityisesti

ut = maxu, 0} € W-P(Q)
u” = —min{u, 0} € W-P(Q)
u = u" +u e WP(Q)

Lisaksi kaikillad € R, Du(x) = 0 m.k. joukossdx € Q : u(x) = 4}.

3.3.1 Reuna-arvoista Sobolev-mielessa

Tarkastellaan jalleen funktionaalin

() = fnguFdx,

minimoimista joukoss& = "{u: u e W%(Q), ulyq = f}”, missa reuna-arvat € C(0Q)
on annettu. Lauseen 3.1.21 soveltaminen tdssa tapauksessa edellyttdspretsdbolev
avaruuderw?(Q) suljettu (ja konveksi) osajoukko. Ongelmana on kuitenkin loytaa oikea
tulkinta ehdolleu|;q = f. Tassa yhteydessa on syyta pitaa mielessa, etta Sobolev funktio
on periaatteessa maaritelty vain m.k|g&| = 0, ainakin josQ2 on "siisti".

Ensimmaisena mieleen voisi tulla minimimoida funktionaalia joukossa

Ky = {ue WH2(Q) nC(Q) : u(x) = f(x) kaikilla x € 4Q}.

JoukkoK; ei kuitenkaan yleensa ole suljettu-2(Q):ssa.
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Méaéritelma 3.3.7. OlkoonQ c R" avoin jal < p < co. Maritelladn aliavaruug/, ()

joukonCg’(€2) sulkeumana normift|1, suhteen, toisin sanoene Wé’p(Q) jos ja vain jos
on olemassa jong; € C7' (L) siten, ettd|p; — ull,p — Okun j — oo eli

j—>u LP:ssa
Vyj — Du LP:ssa

Huomautus3.3.8 (i) JoukkoW,P(Q) on W-P(Q):n suljettu aliavaruus: jos,v e WP(Q),
niin Au + uv € W P(Q) kaikilla A, u € R.

(i) Wé’p(Q) # WEP(Q) aina kunQ on rajoitettu joukko. Taméan osoittamiseksi riittaa
tarkastella vakiofunktioita, todistuksen yksityiskohdat jatetaan lukijalle.

(iii) Intuitiivisesti Wé’p(Q) koostuu niistd Sobolev funktioista, jotka haviavat reunal-
la 9Q. Taman tulkinnan kanssa kannattaa kuitenkin olla varovainen, silla ehdosta
Wé’p(Q) N C(Q) eiyleisesti ottaen seuraa, etix) = 0 kaikilla 9Q.

Olkoonv € W-P(Q). Merkitaan
WEP(Q) := {ue WEP(Q) @ u—v e WSP(Q)),

toisin sanoeanl’p(Q) koostuu niistd Sobolev funktioista, joilla on samat reuna-arvot kuin
funktiolla v (edella méaaritellyssa mielessa). JoukkpP(Q) on suljettu (ja konveksiu €
W, P(Q) jos ja vain josu = v + h jollekin h € W P(Q).

Seuraavassa lauseessa oletetaan (EttAR" on rajoitettu avoin joukko, jonka reuna
0Q on luokkaaC!. Tama tarkoittaa seuraavaa: jokaisetfac 9Q on olemassa > 0 ja
diffeomorfismi (jatkuva dierentioituva bijektio, jonka k&danteiskuvaus on myds jatkuvasti
differentioituva)r : B(xo,r) — D, D c R" siten, etta

(i) o(B(x,r)NQ) cRY ={(Xg,...,%) € R": x, > 0},
(i) o(B(x,r)NoQ) c dR:.

Lause 3.3.9.0lkoonQ c R" avoin ja rajoitettu joukko, jonka reunédQ on luokkaaC?.
Talléin jokaisellal < p < oo on olemassa jatkuva lineaarikuvaRs : W-P(Q) — LP(5Q)
siten, etta

(i) josue WLP(Q) N C(Q), niin Ry(U) = Ulso.

(i) Ro(u) = 0jos ja vain josu € W, P(Q).
(ts.Ry(U) = Ry(V) &= u-veW,P(Q) = ueW;"(Q))
FunktioR,(u) € LP(0Q) on nimeltaan Sobolev funktianjalki (engl. trace).

Huomautus3.3.10Q (i) On olemassd € C(9B), B = B(0, 1), siten, ettaf # Ry(u) kaikilla
ue WH(B), 1 < p < oo, ts. f ei ole minkaan Sobolev funktion jalki. Itse asiassa patee
seuraava tulos: Olkoof rajoitettu,0Q luokkaaC? ja f € C(6Q). TallGin

f = Ry(u) jollakin u e W-P(Q)

p
— f f |f(X) f(y)2| dq_{n—l(y)dq_{n—l(x)<+oo’
o Jaa  IX=YyIMP"
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missaH"! tarkoittaan — 1-ulotteista Hausddi-mittaa.
(i) Lause 3.3.9 ja yo. huomautus patevat hieman yleisemmin oletuksin, esimerkiksi jos
Q on kuutio.

Esimerkki 3.3.11. Josf : 9Q — R on Lipschitz-jatkuva, ts. on olemaska< +oo siten,
etta|f(xX) — f(y)| < Lix —y| kaikilla x,y € dQ, niin on olemassa siten, ettau € W-P(Q
jaRp(u) = f kaikilla 1 < p < oo. Erityisesti josf € CYdQ), niin f = Ry(u) jollakin
ue WHP(Q).

3.3.2 Epayhtaloita ja upotuslauseita

Tarkastellaan jalleen funktionaalin

l(u) = LlDuFdx

minimointia joukoss& = {u € W*(Q) : u— g € WX*(Q)}, missdg € W-3(Q) on annettu
funktio; reunaehto on siis NR,(U) = Ry(g). Lauseen 3.1.21 oletuksiin kuului funktionaalin
| koersiivisuusi(u) — +oo kun|ully» — co. Koska

1/2 1/2
||U||l,2:(f|u|2dx) +(f IVUIZdX) = |lullz + 1 (U)?,
Q Q

tarvitsemme koersiivisuuden toteamista varten epayhtalon, joka kertoo, etté|jos»
+00, Niin Myas||Vu||, — +oo.

Lause 3.3.1%.(Sobolevin epayhtald) OlkoaR c R" avoin. Talléin josl < p < n, niin
W2P(Q) c L™5(Q) ja on olemassa vaki6 = C(n, p) siten, etta

lull e < CIDull,  kaikilla u e W2 P(Q).

Todistus.Olkoonu € C3(Q) ja p = 1. Jatkamallau nollanaQ:n ulkopuolelle voidaan
olettaa ettal € C3’(R"). Talloin kaikillax € Q on

Xi
ou .
u(x):fa—xi(...,m_l,t,ml,..‘)dt, i=1...,n,

—00

joten

uXX)|" < nf‘a_‘ dx < ]_[f|Vu| dx.
i=1 ¥ X i=1 ¥

Integroimallax;:n suhteen tama antaa

flu(x)lnll dxlsf i[[f”wuldx

—00 (9]

1
[eS)

(o) n—-1 ©o n ﬁ
dxlz(fWuldxl] f [fquldx] dxq
Mi=2

o0

1
n-1

(o)

. L - 1/n-1
n

g[fVudxl] ]_[ ffquldxdxl) :
i=2

oo —oo
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missa viimeisin epayhtald saadaan yleistettya Holderin epayhtaloa

kayttaen. Intergroimalla samaan tapaan muuttdpasuhteen saadaan

fflulnll dxdX%
- 00 / oo 1/n-1 0o oo 1/n-1
sf[ |Vu|dx1J [ffquldx dxl] dx
2 o |:2
00 00 ﬂ n 00 00
= ffquldxldxz f[fquldxl] —[[f IVul dx dx

\—co —oo —0 0

o0 (o] n (o] o0 (o]
ffquldxldxz {ffquldxldxz [fffquldxldxzdx
=3 —00 —00

\—co —oo
Jatkamalla muuttujiers, . . ., X, osalta vastaavasti saadaan lopulta

f|u|”/“‘1dx:f...flul”/”‘ldxl...d
Q
n 0 0 1/n-1 /-1
sl_[ f...fquldxl...dxn :(fWuldx)
i=1 > Q

eli epayhtald|ull o < [[Vull; on nyt todistettu kaikilleu € Cg(€).

Josu € W2H(Q) \ C(Q), niin 10ytyy ¢; € C3(Q) siten, ettép; — u avaruudessa/2,
Talloin [lgj — @l o < [[Ve; — Verlls — 0, joten(g;) on Cauchy-jond.""(Q):ssa ja koska
L""-1(Q2) on Banach, l0ytyw € L""(Q) siten, ettdly; — Vlln/n-1y = Okun j — co. Mutta
koskap; — u L}(Q):ssa, niinv = u ja siten

n—l

dx

1
n-1

IA

lUlln/n-1 = V-2 = iM flgjllnmn-1 < lim [[Veilly = [IDull;.
]*)00 JA)OO

Lauseen tapaup > 1 seuraa soveltamalla tapaugia= 1 funktioonv = |u|”, misséa

p(n-1)
v = ID>1

n/n-1 n/n-1
(flul’”/”‘ldx) :(f |v|”/“-1dx) slev|dx
Q Q Q
—y f|u|7‘1|Du|dx Osery(f|u|(y-l>pf"l dx) (f|Du|pdx) .
Q Q Q
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Luvunvy valinnan perusteella

joten
w  \TP/MP 1/p
(flulﬁ dx) < C(leulpdx) )
Q Q

Lause 3.3.13.0lkoonQ c R" siten, ettdQ| < oo, U € Wg’p(g) ja1<p< oo TAIBIN
() josl< p<n,ninue LYQ) kaikilla 1< q < 7% ja

1 1/q 1 1/p
(*) (@ L |u|q dX) < C |Q|1/n (@ L |Du|p dx) ’ C= C(n’ p)

(b) josp = n, niinu e LYQ) kaikilla 1 < g < o ja (x) patee.
(c) josp>n, ninue C(Q)NLYQ) kaikilal<g< xja

1/p
sup ju(x)| < C |Q|1/“‘1/p(f|Du|pdx) )
Q

XeQ

Yll& olevasta lauseesta seuraa erityisesti, ettéUjasWé’p(Q) ja Q on rajoitettu, niin
llull, < C(n, p, Q) [IDull,. Tama epayhtald riittda useimmissa talla kurssilla vastaan tulevista
tilanteista.

Edelliset lauseet ovat voimassa oIetukseIIaWé’p(Q). Yleisemmin pétee

Lause 3.3.14.(Poincarén epayhtald) Olkooh < p < co. TallGin on olemassa vakiG =
C(n, p) > O siten, etta

1 ) 1/p 1 . 1/p
— u-uglPdx|] <C(n,p)r —fDu dx)
(|B|f3' ° ) P (|B| oY

kaikilla palloilla B = B(xo, r) ¢ R" ja kaikilla u € WY-P(B); tassaug := é fB u(x) dx

Variaatiolaskennassa tarvitaan hyvin usein erilaisia kompaktisuustuloksia. Sobolev ava-
ruuksien kohdalla tarkein naista on ns. Rellich-Kondratshovin lause:

Lause 3.3.15(Rellich-Kondratshov) Olkoof2 c R" rajoitettu,1 < p < cojau; € Wg’p(Q)
siten, etta
lujllp < M < 400 Kaikilla j =1,2,...

Tall6in on olemassa € Wé’p(Q) ja osajono(u;,) c (u;) s.e.u;, = uW-P:ssa ja
(a) josl < p < nniin uj, — u L%Q):ssa kaikillal < q < %
(b) josp = n, niinu;, — u LY(Q):ssa kaikillal < g < o
(c) josp > n, niin u;, — utasaisesti:ssa. (jaL%(Q):ssa kaikillal < q < o)
Edella olevien lauseiden todistukset ja paljon lisaéd Sobolev-avaruuksista 16ytyy mm.
kirjoista [7] ja [15].
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Harjoitustehtavia
1. OlkoonC([0,1]) = {f : [0,1] — R, f jatkuvd, ja

1
1l :=f0 1 (X)ldx

Osoita, ettdC([0, 1]), ||-|l1) on normiavaruus, mutta ei Banach.

2. Olkoon (X, ] - ||) refleksiivinen Banach avaruuk, c X suljettu ja konveksi, seka
0l e X\ K. Osoita, ettd on olemassge< K siten, etta

llup — Q| < [ju— 1 kaikille u € K.

3. Olkoonfj, f € LP(A) jag;, g € LYA) siten, ettéf; — f LP(A):ssajag; — g LY(A):ssa
(‘—1) + é = 1). Osoita, etta
fig; — fg L'(A):ssa
(Vihje: Holderin epayhtalo).

4. Olkoon A c R" mitallinen siten, ettdA| < oo ja f € LP(A). Osoita, etta jod < q <

p < oo, Niin
1 1/q 1 1/p
— fl9dx] < —ffpdx) i
(|A|fA' | ) (|A| N

(Vihje: Holderin epayhtalo).

5. OlkoonQ c R" avoin siten, ettdQ| < o ja f Q — R jatkuva ja rajoitettu. Osoita,

etta
1 1/p
lim | — fIPdx] = ||f|| o).
pw(|ﬂ| fg fI ) 1l

6. OlkoonQ c R" avoin ja rajoitettug > 0ja 1l < p < c. Osoita, etta

(a) joskE c Q on mitallinen, niin on olemassa jatkuva, kompaktikantajainen funktio
¢ € Co(Q) siten, ettdlye — ¢llp < &.

(b) jos f = ¥, ciyg, missac > 0ja E; c Q on mitallinen, niin on olemassa
jatkuva, kompaktikantajainen funktipe Cy(€2) siten, ettg|f — ¢||, < &.

(Vihje: jos E c Q on mitallinen, niin kaikillee > 0 on olemassa avoin joukka ja
suljettu joukkoF siten, ettédFf c ECc Ac QjalA\ F|<e€.)

7. Osoita, ettdC7'(]0, 1[) ei ole tiheassa avaruudedsa(]0, 1[).

8. Olkoon; ja Q, R":n avoimia joukkoja siten, ett®; on Q,:n kompakti osajoukko.
Osoita, etta on olemassiee C'(€22) siten, ettédd < u(x) < 1 kaikillaxe Q;jau=1
joukossa;.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

. Olkoon f, f; € L¥(Q), j = 1,2,.... Osoita, etta

Ifi=fle>0 = fi—fja Imifjl=fl.

Olkoon f, fj € LP(Q), 1 < p < o, siten, etté
(i) on olemassaM > O siten, ettd|f;||, < M kaikilla j € N.
(i) Iim,-w,fQ fipdx= fQ fo dxkaikille ¢ € C3(Q).
Osoita, ettdf; — f avaruudesshP(Q).

Maaritellaan
1, josxelkk+1],

f 10, R, fu(X) = )
10, 0o[ <) {O, muutoin.

Osoita, ettaf, — 0 avaruudess&P(]0, o) kaikille 1 < p < oo, muttaf, -~ 0
avaruudessh'(]0, o).

Olkootu,v € W-P(Q), 1 < p < co. Osoita, ettdD(u + v)(X) = Du(x) + Dv(x) m.k.
xe Q.

Olkoonu e WHP(Q), 1 < p < o ja¢ € CHQ) siten, ettép, |[Vo| € L¥(Q). Osoita, etta
up € W-P(Q) ja D(ug) = uDg¢ + ¢Du.

Olkoonu € W*P(]0, 1), 1 < p < oo. Osoita, etta

) 1 1/p
109 - uy) < -y [ iDuPa
0
m.k. X,y €]0, 1[. (Vihje: todista ensin sama tulos funktiolee C* N WP kayttaen
Hoélderin epayhtal6a.)

Olkoon0 < @ < 1,n = 2jau: B(0,1) » R U {eo}, u(x) = |x. Osoita, etta
u e WH(B(0, 1)).
(Ohje: Osoita, ett®du = —a|x|~*~?X toteuttaa osittaisintegrointikaavan.)

Osoita maaritelmaa kayttaen, ewd*(10, 1[) # W-2(0, 1]).

Olkoonu: B(0,1) — R, u(x) = 1 - |x|. Osoita, ettds € W, *(B(0, 1)).
(Vihje: silota funktioitauk(x) = maxXu(x) — %,O}.)

Olkoonu € W,*(10, 1]), 1 < p < co. Osoita, etté

lull < PIIDUp.

Olkoonu € Wé’p(]O, 1)), 1 < p < . Osoita, ettd on olemassa jatkuva funkiio
Q — R siten, ettéu(x) = 0(x) m.k. x € Qjai(0) = ti(1) = 0.
(Vihje: edellinen tehtavéa tasainen suppeneminen.)
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20. OlkoonQ c R" rajoitettu jal < p < co. Osoita, etté
§ = (ue WyP(Q) Ilullp = 1)

on Sobolev avaruudewP(Q) heikosti suljettu osajoukko.
(Vihje: Rellich-Kondratshov)
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Luku 4

Variaatiolaskennan suora menetelma ja
ratkaisun olemassaolo

4.1 Heikko alhaalta puolijatkuvuus

Tarkastellaan funktionaalia

I(u):fQF(x,u,Du)dx,

missaQ c R" on avoin ja rajoitettuf : Q x R x R" — R on jatkuva ja toteuttaa seuraavan
kasvuehdon: on olemas&a p < o, @, > 0 siten, etta

F(X,sé&)2alélP-B  kaikilla(x s¢&) € QxRxR". (4.1.1)
Tallgin
|(u)zfa|Du|F’—,8dx:a||Du||[’p(Q)—/3|Q|.
Q

Nyt jos halutaan minimoida funktionaallgoukossaK = Wg’p(Q), missag € WP(Q) on
annettu, niin Lauseen 3.3.13 nojalla

I(u) > |IDully - BIQ > a(IID(U —9llp - IIDQIIp)IO - BIQ|
> a(C(n, Pllu - gllzp - IDglly)” ~ A
2 &(C(n, PIullLe — C(n, PIgllp — IIDgllp)Io —BIQ| > +oo  jos|ullyp — +oo.
Nain ollen ehto (4.1.1) takaa funktionaalitkoersiivisuuden.

Lause 4.1.1.0lkoonQ c R"rajoitettu ja olkoon kuvauf : QxRxR" — R siten, etta ehto
(4.1.1) on voimassd; € C! ja kuvaust — F(x, s, &) on konveksi kaikillgx, s) € Q x R.
Tallgin | on heikosti alhaalta puolijatkuveV*P(Q):ssa: josu; — u W-P(Q):ssa, niin

[(u) < IirolLE‘f I (u;).
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Todistus.llman yleisyyden menetysta voidaan olettaa, gtt& 0; muussa tapauksessa
tarkastellaan funktiotd = F + S, jota vastaavan funktionaalin minimoivat tasmaélleen
samat funktiot kuin alkuperéisenkin funktionaalin.

Olkoonu; € WP(Q) siten, ettéau; — u W-P:ssa. Koska jokainen heikosti suppeneva
jono on rajoitettu, on olemas$4 < +oo siten, etta

lujllp <M kaikilla j=1,2,....

Rellich-Kondratshov'n lauseen, Lause 3.3.15, nojalla on olemassa os@jgha- (u;)
siten, ettdu;, — u LP(Q):ssa jau;(x) — u(x) m.k. x € Q. Egorovin lauseesta (katso
tahan lukuun liittyvat harjoitustehtavét) puolestaan seuraa, etta katkill@ on olemassa
mitallinen joukkoE, c Q siten, ettdQ\E,| < gjau; — utasaisesti joukosds,. Merkitaan

1
F. = {x € Q: [u(X)| + |Du(x)| < —}.
&
Talldin

. 1 . 1
2\ Fel < X Ul > -+ X2 DUl > -]

< 2.9f lul dx+ Zsf |Du| dx
{lul> ) {IDu> 4}

< 2&(||ully + |IDull1)

ja2e(||lully + ||Dull1) — Okune — 0, sillau € W-P(Q) ¢ WHL(Q), koskaQ rajoitettu. Nain
ollen jos asetetaa@®, = E, N F,, niin |Q \ G,| — 0 kune& — 0. Liséksi voidaan olettaa
G, cc Q.

KoskaF(x, s,&) > Okaikilla (x, s,&) € Q xR x R" ja koskaé — F(X, s, &) on konveksi,
saamme Lemman 2.2.5 avulla

I(ujk):fF(x,ujk,Dujk)dxzf F(x, uj,, Du;,) dx
@ Ce (4.1.2)
zf F(x,u,-k,Du)dx+f V:F(X, uj,, Du) - (Du;, — Du)dx
Gg Gs

Osoitamme ensin, etta

Iimf F(x,ujk,Du)dx:f F(x, u, Du) dx (4.1.3)
Gs

k— o0 G.

Tatéa varten palautetaan ensin mieleen, ett& jo$s,, niin [u(X)|, |IDu(x)| < % Koska lisaksi
uj, — utasaisesti joukosd@, ja F € C*, on

%(x, t, Du(X))‘ <C  kaikilla x € G, jalt| < supu(3)l, luj (X)I}.

Siten analyysin peruslauseen nojalla
Ujk(X)
| f F(X, U;,. DU(X)) — F(x, u(x), Du(x)) dx < f f ‘%(x,t, Du(x))| dt dx
Gg Gs
u(x)

< Cf lu(x) — uj, ()| dx'° 0
G,

o
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silla u;, — utasaisest(s,:ssa; (4.1.3) on siten todistettu.
Seuraavaksi tarkastelemme epayhtalon (4.1.2) oikean puolen jalkimmaista termia ja
osoitamme, etta

f V:F(x, uj,, Du) - (Duj, — Du)dx — 0, kunk — oo. (4.1.4)
G,

&

Tutkittava integraali voidaan hajottaa kahteen palaseen
fVSF(x, uj,, Du) - (Du;, — Du)dx = f(VscF(x, Uj,, DuU) — V¢F (X, u, Du)) - (Du;, — Du) dx
Gs Ge

+ stcF(x, u, Du) - (Du;, — Du) dx
Gs

=A+ By

Naistd B, — 0 kunk — oo, sillda Du;, — Du heikosti LP(Q):ssa jaV.F(x,u,Du) €
L= (€;R") c (LP(Q; R")". KoskaVF on jatkuva, on se tasaisesti jatkuva jokaisessa kom-
paktissa joukossd c R?"1. Siten kaikilles > 0 saadaan Holderin epayhtaloa kayttaen

|Ay| < fG IV:F (X, uj,, Du) — V.F(x, u, Du)| |Du;, — Dujdx

1/q
< (f |VeF(X, uj,, Du) — V:F (X, u, Du)|q) IDu;, — Dull,
G,
< 0|G,|M92M,

kunk = k(6) € N on riittavan suuri. Siten (4.1.4) on myds todistettu.
Yhdistalla aputulokset (4.1.3) ja (4.1.4) saamme epayhtalon (4.1.2) nojalla

Iimigf I (uj,) zle(x, u, Du)dx:fQF(x, u(x), Du(x))ye, dx

e

kaikille £ > 0. KoskaF(x, s,¢) > 0ja|Q\ G,| — 0kune — 0, monotonisen konvergenssin
lause anta#Q F(x, u, Du)yg, dx — fQ F(x, u, Du) dx. Lause on todistettu. O

Huomautust.1.2 OletusF € CH(Q x R x R") ei ole valttamaton, vaan riittaisi olettaa, etta
e F on ns. Caratheodory-funktio:
X — F(x, 5 &) on mitallinen kaikilla(s, &) € R xR",
(s,¢) = F(x s &) on jatkuva m.kx € Q.
o &£ — F(x s &) on konveksi m.kx € Q ja kaikille se R.

e F(x,58) 2 oflP - B.

Kuvaukser¢ — F(x, s, &) konveksisuus on itse asiassa myos valttamaton ehto heikolle
alhaalta puolijatkuvuudelle.
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Lause 4.1.3.0lkoonQ c R" rajoitettu, F : Q x R x R" — R jatkuva ja oletetaan, etta
I(u) = f F(x, u(x), Du(x)) dx
Q
on heikosti alhaalta puolijatkuvelV-P:ssa,1 < p < oo. Talloin kuvaust — F(x, s, £) on

konveksi kaikill€x, s) € Q x R.

Todistus. Oletetaan, yksinkertaisuuden vuoksi, €, s, &) = G(¢), missaG € C*(R") ja
G(¢) = Okaikilla ¢ € R™. Oletetaan lisaksi, ett@ = ]0,1[" =10, 1[ x ... x]0, 1[.

Kiinnitetddn¢&, € R" ja olkoon¢ € C§(]0, 1["). Seuraavaksi maaritellago, 1]" -
jaksollinen funktiog : R" — R siten, ettdp(x) = ¢(X) kaikilla x € [0, 1]"; jatkossa sa-
maistamme funktiop ja . Maaritella&n seuraavaksi funktiojonot

o) = 6009,
U(X) = &o - X+ ¢@i(X).

Todistuksen ensimmaisena askeleena toteammeyettdu heikostiwbP(Q):ssa, mis-
sau(x) = & - x: kaikilla y € Cg(]0, 1[") nimittain patee

| ukwdx—f wrdx=1 [ a0 de < LRy -
10,1 10,1 0.1

ja

0
[ Zeyax f‘ M= [ 2%ydx-= |j‘ ——mmwunm
0 01[n5 |

10,10 0% a1 0%
19(p o hy)
=| - X) ¥ (X) dX
o K 0% (X) (%)

ot _ f 1o N3 () x|
Integ Ol[n k

Nl O koo
S T ”aX'Hoo - 0,

missahy(X) := kx. Koska lisaksi

1/p 1/p
||uk||ps(f % |pdx) +(f |sok|pdx)
10,1 10,1

< Cnléol + EIIQBIIW

ja
Op(kX
||f’“k||pS|§o|+(f |f;( )|pdx) < ol + 152 e
Jo.p X
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eli suglludlyp < oo, Niin tama riittad osoittamaan, ettig — u WEP:ssa. Nyt oletuksen
mukaan

f G(Du(x)) dx < liminf G(Duy(x)) dx
101" k=eo o Jloap ————
G(é0+Dyk(X)

joten

G(&) < liminf G(& + De(kx)) dx = liminf (k_n G(& + De(y)) dy) .
k— o0 lo.1[n k— o0 JO.K["

Koskay — G(& + De¢(y)) on jaksollinen funktio, on

Glto + DA dy=K" [ Gleo + D) oy

JOK"

ja siten saamme lopulta epayhtalon

G(éo) < G(éo+ Dg(y) dy  kaikilla ¢ € C(10, 1[").

101"

Erityisesti tasta seuraa, etta funktio

g:R->R, gt) = f G(&o + tDg(x)) dx
j0.4["
saavuttaa pienimman arvonsa pisteess®. Nain olleng’(0) = 0jag”’(0) > O eli
GO ho= [ 6o+ Dp)dxlo= [  TG(E+ Dy() - DplX)dx o
j0.4[" j0.1["
- [ ¥6(e) - Dot dx=0

j0.4["

ja

d2
g’ (1) o= f —G(&o + tDp(X)) dX |=0= f D*G(¢0)De(X) - Dp(X) dx = 0
]O,l[n dt ]0,1[n

kaikilla ¢ € C(0, 1["); edeIIé\(DzG(go))ij = %{,ng(go) on funktion G toisen kertaluvun

osittaisderivaattojen muodostama symmetrinenn-matriisi.
Kiinnitetaan seuraavakgic R" ja valitaans(x) = ew, (*2) y(x), misséay € C (10, 1["),
e > 0jaw, on jaksollisen funktion

W(X) = X 0<x=<1/2 jaw(x+ 1) =w(x) kaikilla x € R,
1-x, 1/2<x<1

silotus. Tallgin X 1 X
Dep(x) = ey (X)W (Tn) ST+ EWs (Tn) Vo),
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joten saamme
0< | (w)%?|D*G(&)n -n| dx

+26 | yww,[D°G(&)n - Vy(x)| dx
oap =2 _
: raj.

2 2[2 .
v L W2 [DSE@TH00 -9y 9] x

raj.

-0
> |D?G(éo)n - n|wP(x) dx=D°G(&o)n | | wPdx
101" 101"
Siten
D2G(&o)y-n >0 kaikilla & € R" ja kaikillan € R",
joten Seurauksen 2.2.4 nojalla funk€@oon konveksi. m|

4.2 Olemassaolo ja yksikasitteisyys

Sobolev avaruuksien yhteydessa abstrakti olemassaololause Lause 3.1.21 sanoo seuraavaa:
OlkoonQ c R"rajoitettu,1 < p < oo, K ¢ WEP(Q) heikostu suljettu ja epatyhja joukko
ja kuvausl : K — R siten, etta

(i) 1 on koersiivineni(u;) — +oo, kun|ujllyp = +o0, Uj € K
(if) 1 on heikosti alhaalta puolijatkuva: jokaiselle jonoflg) c K siten, ettéu; — u e K
patee
[(u) < liminf I(u;).
J—)OO
Tallgin inf « I (u) € R ja on olemassg, € K siten, etta
[ (Up) = inf(u).
ueK
Edellisissa luvuissa todistettujen tulosten perusteella saamme taten
Lause 4.2.1.0lkoonQ c R" rajoitettu ja
I(u) = f F(x,u,Du),dx, FeCHQxRxR"
Q
siten, etta
(a) onolemassa < p < o, a1, az = 0, 81,8, > 0 siten, etta
a1é|P — B1 < F(X, 8,€) < azél’ + B2

kaikilla (x, s,¢) € (A xR x R").
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(b) kuvaust — F(x, s, &) on konveksi kaikillgx, s) € Q x R.
Tallsin, josg € W-P(Q) ja K = W, P(Q), niin on olemassa, € Wy P(Q) siten, etta
I(U) < I(u) kaikilla u € W;P(Q).

Todistus. Ensin huomataan, etta
Inf10) < 19) = [ F(xa(9. Dg(x) dx
< a2 [ DGO chct i <40
silla g e WP(Q). Lisaksil on koersiivinen, koska oletuksen ja Lauseen 3.3.13 nojalla

I(u) > a’lf IDUP dX— B1|Qf = a4||DUlly — A1l
Q

> a1 (ID(u - g)ll, - IDglly)” — Al
> a1 (C(n. Plu - gllep — IDgllp)” - A1l
> a1 (C(n. Pllullzp — CO. P)liglp — 1Dgllp)” — B1IQ| — +00,  jos  [[ullyp — +eo.

Valitaan jonouy, € Wy P(Q) siten, etté

[(u) — inf [I(u);

ueWP(Q)

tallainen jono l6ytyy aina infimumin maaritelmén perusteella. Koersiivisuuden perusteella
on olemassaM > O siten, ettd|udl,p < M Kaikilla k = 1,2,..., silla muutoin 16ytyisi

osajono(Uy;) C (Uy) siten, ettd|uy [l1,p — +oo ja talléinl(uy) — +oo.

KoskaB(0, M) = {v € Wé’p(Q) . IIVllLp < M} on konveksi, suljettu ja rajoitettu, on se
heikosti jonokompakti. Siten on olemassa osaj@i) < (Uy) jaUp € ng’p(Q) N B(0, M)
siten, ettaly, — Ug WLP:ssa. Lauseen 4.1.1 mukahmon heikosti alhaalta puolijatkuva,
joten

I (Uo) < liminf I(ug) = inf I(u).
jooo uekK

|

Lause 4.2.2.0letetaan edellisen lauseen oletusten lisaksi, etta furkkte riijpu muutu-
jastas, ts.F(x, s,&) = G(x,£&) € CHQ xR, ja ettds — G(x, €) on aidosti konveksi:

G(x 11 + (1 - 1)&2) <tG(X, &) + (1 - 1)G(x. £2)

kaikille t € ]0,1[, x € Q ja &1,& € R, & # &. Tallin on olemassa yksikasitteinen
minimoijau, € WyP(Q), ts.

I(U) < I(u)  kaikilla u e W;P(Q), u # .
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Todistus. Tehdaén antiteesi ja oletetaan, ettéa 16ytyy kaksi minimaoijga, € ng’p(Q),
U # Up. Tallgin [Jup — Wallyp = llus — Wllp + [[Dus + Dugll, > O, ja erityisesti Sobolevin
epayhtalon, Lause 3.3.13, nojalla : Du;(X) # Duy(X)}| > 0. Koskau = %(ul + W) €
Wé’p(Q) ja¢é — G(x, &) on aidosti konveksi, niin

inf I(u)sI(U):fG(x, DU)dx:fG(x,lDul+%Du2)dx

ueWy (@)
<}fG(x, Dul)dx+}fG(x, Du,) dx
2 Jo 2 Jo

= 0@+ W)= inf 1),

ueWy P(Q)
mika selvastikin on mahdotonta. O

Seuraavaksi tarkastellaan esimerkkeja, jotka nayttavat, ettéa Lauseen 4.2.1 oletukset ovat
todella tarpeen.

Esimerkkeja. a) Olkoonn=1,Q =10, 1[ja
11
I(u) = f EU(X)Z +(1-u(®?%dx,  ue W*(Q).
0

Osoitamme seuraavaksi, ettei ole olemassa funktigtae Wé"‘(Q) siten, ettal(uy) =
infueWéA(Q) I (u), ts. minimointiongelmalla ei ole ratkaisua.

Olkoonu € Wé"‘(Q). Lauseen 3.3.13 nojalla voidaan olettaa, atté jatkuva. Toteam-
me aluksi, ettd(u) > 0 kaikilla u € W,*(Q): Josu = 0, niin

| (u) > fol(l - Uu(X??dx=1>0.

Jos taasl # 0, niin joukon{x € Q : |u(x)| > %} mitta on positiivinen jollekirk € N, ja siten

1, 1(1\ 1
I(u)zf0 Eu(x) dx> E(R) |{|u|>E}|>O.

Lisaksi jo suoraan funktionaalin lausekkeesta nahdaanlré[]t&za,éf;(g) I(u) > 0. Méaaritel-

laan seuraavaksi jono sik-sak-funktioitpe Wé"‘(Q) siten, ettgu;(x)| < 2—1, j=12,...]ja
Ui ()| = 1 m.k.Q:ssa. Talléin

|(u-)—fliu-(x)2+(1_u'(x)2)2dx<f11 1) 4= 0
17 = 0 2 J j - 0 212i
ja siteninfuewé,4(9) I(u) = 0. Nyt siis

inf 1(u) =0, muttal(u) > 0kaikillau e Wé"‘(Q).
ueW,4(Q)
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Ongelmana tassa esimerkissa on se, etta vaikka 0 W*4(Q):ssa (vertaa Lauseen
4.1.3 todistus), niif(u;) — 0 < 1(0) eli | ei ole heikosti alhaalta puolijatkuva. Syy tahan
on se, ettd kuvaus: & - 35 + (1 - £%)? ei ole konveksih”’(¢) = -4 + 1262 < 0kuné& on
lahella nollaa.

1
b) OlkoonQ =1-11[, I(u) = [ (X)*x*dx ue W3%(Q), misség(x) = X, ts. reunaeh-
-1
dotovatu(-1) = -1, u(1) = 1. Jélleen voidaan Lauseen 3.3.13 nojalla olettaa, etta jokainen
ue Wy?(Q) on jatkuva jau(-1) = -1, u(1) = 1
Kuten edellisessékin esimerkissa osoitamme, ettei minimointiongelmalla ole ratkaisua.
Tarkemmin sanottuna tulemme nayttamaan, iefté(u) = 0, muttal (u) > 0 kaikilla u €

W5 %(Q).
Olkoon
-1, xe[-1,—¢]
U:(X) =22X, X€]-&¢
1, X € [&,1]
Talloin

r 1 28 283 e—0
Koska selvést (u) > 0 kaikilla u € W3*(©), oninf 1(u) = 0
Kiinnitetadn seuraavaksie W, *(Q) ja valitaany; € C=(Q) siten, ettdp; — u W-2:ssa
jag;(X) = u(x) kaikilla x € Q. Koskau(1) — u(-1) = 1 - (-1) = 2jau on jatkuva, loytyy
X,y € Q siten, ettau(x) — u(y) > 1. Siten

X 1
1< u(x) - uy) = lim ¢;() - ¢;(y) = lim f () dt < lim f ¢}l = f IDut) dit,
y -1

mink& perusteelldx : |Du(x)| > = | > 0 jollakin k € N. Taman perusteella puolestaan

1
I(u):_leu(X)|2X4dX2Lou|2%}|Du|2X4dX

1
= if IDul>x* dx

i1 Y {IDuz {in(2-I<|xj<277+1)

-1 1 . .
> ) ie@)IDu 2 N2 <M <27 > 0,
j=1

silla jokin summan termeista on positiivinen.
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Talla kertaa ongelmia aiheuttaa se, etta funktionaaiiole koersiivinen:

€ 2 1/2
1
|%M2=H%M+D%22D%M={j(;)dq

—&
12
28 / 25—>0
=|— = /- — oo,

g2 e

muttal (u,) — 0. Huomaa myos, etti(x, s, &) = x*¢? on konveksi muuttujag suhteen.
c) OlkoonQ c R" rajoitettu,1 < p< o jaS ={u e Wé’p(Q) . lull, = 1}. Talléin on
olemassal, € S siten, etta

leuolpdxsf|Dv|pdx kaikillav € S. (4.2.1)
Q Q

Josu € S, niin-uesS jafQ ID(-u)|P = fQ |DulP. Nain ollen ratkaisu ei ole yksikasitteinen.
On kuitenkin niin, etta ratkaisuja on vain 2 kappaletta, toinen ei-negatiivinen m.k. ja toinen
ei-positiivinen m.k.

Taman todistamiseksi olkoamy € S siten, etta (4.2.1) patee kaikillae S. Tallgin
W= Ul € Sja [,[DwPdx = [ [Dugl’dx joten myds mydsv on minimointiongelman
ratkaisu. Oletetaan, etfée S on my6s minimoija jdi(x) > 0 m.k. x € Q. Merkitaan

W(X)P + a(x)p)” P

h(x) = ( .

wP + QP 1
IIh||P = dx:—(pr+fﬁp)
P Q 2 2 Q Q
1 - 1
= 5 (ImiIp + o) = 5@ +1) =1

Talléin

eli [|h|l, = 1. Lisaksi

1 (WP + gP\YPt 1
Dh= - (X1 = (pwWPLDw + piP1Di) = hi P (wP-Dw + &P-Di),
p\" 2 2 2
joten
1 1(wPDw @PD{)|°
DhIP = hP&-P [ Z(wP1D OP-IDQIP = hP|=
|Dh| |2(w w+ U a > hpW+ G
Dw Da|P
=hP|s(X)— + (1 — (X)) —| .
S — + (1 - s00)—=
missa

wP 1wP
S wP+{P 2he’

s(x)
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Koska kuvaug — |£|P on konveksi, saamme edelleen

Dw Da|P Dw/|P Da|P
hP —+(1- —| <hP ‘— 1- —
S(><)W + (1 - 5(x)) - (S(X) W + (1 - 5(x)) - )
_}Wp pr+1.0p Da|P
2 27 |0
1 1
_ = P TIDMNIP
2|DW| + 2|Du| ,

eli kaiken kaikkiaan

1 1
|Dh|p§—f|DW|p+—f|DG|p.
fg 2 Ja 2 Ja

Koskaw ja {i ovat minimoijia, on ylla oltava yhtasuuruus. Edelleen, kogke» |£]° on
Dw(x)  DU(x)
. W) (X
Tama yhtasuuruus puolestaan on voimassa jos ja vain o€ jollakin C € R.

Tarkkaavainen lukija huomaa varmaan, etta edella esitetty paattely on itse asiassa voi-
massa vain jos sek#ettail ovat positiivisia funktioita. TAma kuitenkin seuraa ns. Harnac-
kin epayhtalosté, joka on voimassa kaikille ehdon (4.2.1) toteuttaville funktioille.

aidosti konveksi, on yhtadsuuruus mahdollista jos ja vai m.k. x € Q.

Harjoitustehtavia
1. OlkoonQ c R3 rajoitettu jag € W-?(QQ). Osoita, etta funktionaali

| : K-> R, I(u) = leu(x)lzdx
Q
on koersiivinen joukossE = Wy*(Q): josu; € Wy*(Q) on jono funktioita siten, etta
llujll2 = o kun j — oo, niin 1 (u;) — .
2. OlkoonQ c R" rajoitettu jaA(X) = (a;(X))i; symmetrinem x n -matriisi siten, etta

() &; : Q — R on jatkuvasti diferentioituva kaikilla, j = 1,...,n,
(i) 1€1? < (A(X)€) - € < 1P| kaikilla x € Q ja kaikilla & € R".

Olkoon
[(u) = f(A(x)Du(x)) - Du(x) dx

Osoita, ettd on heikosti alhaalta puolijatkuv&*?(Q):ssa.

3. OlkoonQ c R" rajoitettu jag € W*?(Q) annettu funktio. Osoita, ettd on olemassa
Up € Wy (Q) siten, etta

f IDul? dx < f IDvi?dx  kaikilla v e W*(Q).
Q Q
4. Osoita, ettd edellisen tehtavan funktipon yksikasitteinen.
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. OlkoonQ c R" rajoitettu,1 < p < o ja s = {u e WyP(Q) : |lull, = 1}. Osoita, ettd
on olemassayg € S siten, etta

f|Duo|pdxsf|Dv|pdx kaikillav e S.
Q Q

. Olkoon )
0= [ @¢-@oode uewq- 11D,
“1

Osoita, ettd saavuttaa pienimman arvonsajouko\e,\ﬁ(] -1,1)).
(Vihje: Minimoija ug [0ytyy paattelemalla.)

. OlkootQ c R" rajoitettu,h € L2(Q) ja
I(u) = fg%|Du(x)|2 — h(x)u(x) dx, ue WoX(Q).

Osoita, ettéd on olemassa funktige Wé’Z(Q), joka minimoi funktionaalin joukossa
W23(Q).
(Vihje: Tarvitset Holderin epayhtal6a.)

. Osoita, ettd edellisen tehtdvan minimaigpon yksikasitteinen.

. Todista Egorovin lause: J§8| < oo, f, f; A — R ovat mitallisia siten, ettd;(x) —
f(X) m.k. x € A, niin kaikilla & > 0 on olemassa mitallinei, c A siten, etta
A\ E/| < gjaf; — f tasaisesti joukosda,.

(Vihje: Olkoot

[

1
Ecm = (_JXIfi00 - f091 = 7).

j=m

Tallgin kaikille k € N on olemassay, € N siten, ettdEy i, | < e27% (miksi?). Nayta,
ettakE, .= A\ U2, Exm kelpaa.)
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Luku 5

Euler-Lagrangen yhtalo

Riittavat ja valttamattomat ehdot R":sséa

Ennen kuin tarkastelemme aareténulotteista tilannetta, on hyva hakeaifiaté Olkoon
f : R" — R jatkuvasti diferentioituva jaxg € R" siten, etta

f(xo) < f(x) kaikilla x € R".
Talldin jose € R", niin
f(Xo) < f(x +te) kaikillat e R.
Siten funktiog(t) = f(xo + te) saa pienimman arvonsa pisteessd0, mista seuraa, etta
0=g'(0) = VI(xo + t€) - € lo= Vf(X0) - € = Def(Xo).

Liséksi siita, ettédv f(Xo) - € = 0 kaikilla yksikkodvektoreillae € R" seuraa tunnetusti, etta
V(%) =0.

Huomautus.0.3 (i) Edella riittaisi olettaa, ettd(xy) < f(x) kaikilla x jossakin pienessa
Xo:N ymparistossa.

(i) EhdostaVv f (xg) = O ei yleisesti ottaen seuraa, etta funktioflmn minimi pisteessa
Xo. Kuitenkin josf : R" — R on jatkuvasti diferentioituva ja konveksi, niin Lemman 2.2.5
nojallaVf(xy) = 0 jos ja vain josf saavuttaa pienimmé&n arvonsa pisteegsa

5.1 Ensimmainen variaatio

OlkoonQ c R"jaF : Q x R x R" — R jatkuvasti diferentioituva siten, ettd on olemassa
luvutl < p< oo, @ > a1 > 0jagy, B2 € Rjoille

@1)él? — B1 < F(X, S, &) < aalél® + Ba.

Merkitaan

I(u) = L F (X, u(x), Du(x)) dx
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Kiinnitetaan reuna-arvag € W-P(Q) ja oletetaan, etté, € ng’p(Q) on siten, etta
I(up) < 1(u) kaikilla u e WyP(Q).
Olkoony € C3(Q2) ja merkitaany, := ug + ty. Talloin u, € ng’p(Q) kaikillat € R, silla

W-g=(U-0+ ty  eWPQ)
N—— N——

WSP(Q)  eCT (W P(Q)

Koskaup minimoi funktionaalinl, niin 1(ug) < I(u) kaikilla t € R. N&in ollen funktio
h:R — R, h(t) = I(u) saavuttaa pienimman arvonsa pistegss®, ja siten

dt
) d
= _tF(X’ Ug + t, Dug + tDy) dX =g
Q

0=h(0)= E L F (X, Ug(X) + ty(X), Dug(X) + tDy(X)) dX |i=o

d

IF 5 OF o
= | — ty, DUg + tD il ty, DUg + tDY) — dX |,
fgas(x,uw ¥, Dug + w)w+;a§i(x,uO+ ¥, Dug + tﬁ)a)q X |i=o

) fg %X’ Uo(X). DUo(X)) (X) + V¢F (X, Uo(x), Duio(x)) - Dy(x) dx

Edellisen paéattelyn koht&) on voimassa dominoidun konvergenssin lauseen nojalla jos
kaikilla riittavan pienillat € R erotusosamaarille

h(t) - h(0)  F(X, Up + ty, Dup + tDy) — F(X, Uo, DUo)
t B t

|6ytyy yhteinen integroituva majorantti. Valiarvolauseen nojalla tallainen majorantti [6ytyy
jos
oF
h'(t) = E(X’ Uo + tyr, DUp + tDyY)y + Ve F(X, Up + ty, Dug + tDy) - Dy

on tasaisesti integroituva kaikilla itseisarvoltaan riittavan pierillkoskay € C7(Q),
riittdé olettaa, ettd-(x, uo + ty, Dug + tDY) ja V¢F (X, Up + ty, DUo + tDy) integroituvat
tasaisesti. TAma puolestaan on totta esimerkiksi jos on olemassalvakiositen, etta

E (% sl IVeF(x 5.8) < CL+ 3P +1¢7) (5.1.1)
kaikilla (x,s,¢) € @ x R X R".

Maaritelma 5.1.1. Sanotaan, etta funktio € W-P(Q) toteuttaa funktionaalia vastaavan
Eulerin yhtalon heikossa muodos$as

L%(x, u(x), Du(x))y(x) + VeF(x, u(x), Du(x)) - Dy/(x)dx= 0

kaikilla y € C3(Q).
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Esimerkki 5.1.2. Olkoon
() = f L 1bu - hxu(x) dx
02
missah € L?(Q) annettu funktio. Talldin

1 oF )
F(xs¢) = §|§|2 -h(Ys  —=(xs&)=-h(), javVeF(xsé)=¢

joten Eulerin yhtalon heikko muoto on

f —h(X)y(X) + Du(x) - Dy(x)dx=0 kaikilla y € Cy'(€2).

Edella tehty paattely antaa meille seuraavan lauseen:

Lause 5.1.3.0lkoonQ c R" rajoitettu,g € W-P(Q) ja up € Wy P(Q) siten, ettdl (Uo) < I (u)
kaikilla u € Wy P(Q), missé

I(u):fQF(x,u(x), Du(x)) dx

toteuttaa ehdori(u) € R kaikilla u € W;P(Q). Tallsin jos osittaisderivaatags ja V.F
toteuttavat ehdon (5.1.1), niug toteuttaa Eulerin yhtalon heikossa muodossa, ts.

F
f ?9_5()(’ Uo, Dup)y(X) + V<F (X, Up, Dup) - Dyr(x) dx =0 (5.1.2)
Q
kaikilla y € Cg ().
Huomautus.1.4 Jos funktionF osittaisderivaatoille on voimassa vahvempi kasvuehto
EXSLIVEF(x s &l < CA+I97 "+ 16"

jollakin C > Ojakaikilla(x, s, &) € QxRxR", niin (5.1.2) patee kaikilla € Wé’p(Q). Tama
nahdaan kayttaen Hdolderin epayhtaléa ja tietoa, etta jokahﬁesﬁeWé’p(Q) on olemassa
jonoy; € CJ(Q) siten, ettdly —yillLp — Okun j — oo; todistuksen yksityiskohdat jatetaan
lukijalle harjoitustehtavaksi.

Yleisesti ottaen funktio, joka toteuttaa Eulerin yhtalén heikossa muodossa ei valtta-
mattd minimoi vastaavaa funktionaaliaSopivan konveksisuusoletuksen ollessa voimassa
tulos kuitenkin patee.

Lause 5.1.5.0lkoonQ c R" rajoitettu ja funktionaali
I(u) = fG(x, Du) dx
Q

siten, ettdG € CY(Q), &€ — G(x, &) on konveksi kaikillex € Q ja aq)€|P < G(X, &) < alé|P
joillekin a, > a4 > 0. Tallgin, josg € W-P(Q) on annettu, niin

[(uw)= inf I(u) josjavainjos ugtoteuttaa Eulerin yhtalon heikossa muodassa

ueWyP(Q)
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Todistus. Oletetaan ensin, ett&® minimoi funktionaalinl joukossaNé’p(Q) ja olkoony €
Cg(Q2). Edellisen lauseen todistelun perusteella riittaa osoittaa, etta

f [V:G(x, Dup + tDy/) - Dy|dx < C
Q
kaikilla |t| < 1. Lemman 2.2.5 nojalla
G(x, &) = G(x, &) + V:G(X, &) - (€ — &) kaikilla &, & € R", x € Q.
Nain ollen
V:G(x, Dup + tDy) - Dy < G(X, Dug + (1 + t)Dy) — G(X, Dug + tDy)

< a2|Dug + (1 + )DyP — a1|Dug + tDy/P
< (ZPCZZ - Cll)lDUO + tDl/llp + 2pa’2|Dl//|p.
ja
V:G(x, Dup + tDy) - Dy > G(X, Dug + tDy) — G(X, Dug + (t — 1)Dy)
> a1|Dug + tDlﬁlp — a»|Dug + tDlﬁ - Dlﬁlp
2> (Cll - 2pC¥2)|DUO + tDl/llp - 2p02|D¢|p.

Yhdistamalla nama kaksi epayhtaloa saamme
fleeG(x, Dup + tDy) - Dy/|dx < C(f |Dug|P dx + f |Dw|pdx) < 400
Q Q Q

kaikilla |t| < 1 kuten halusimmekin.

Lauseen kaanteista puolta varten olkaoa Wé’p(Q), jolloin siisug — v € Wé’p(Q), ja
siistit funktioty; € Cg(Q) siten, ettdly; — (Uo — V)ll1,p — 0ja Dyj(X) — Dug(X) — DV(X)
m.k. x € Q. Oletuksen nojalla

fVSG(x, Dup) - Dyjdx=0 kaikilla j.
Q

Dominoidun konvergenssin lauseen avulla, kayttaen hyvaksi todistuksen alkuosan arvioita,
saamme

fQVgG(x, Dup) - (Dug — Dv)dx = Jlm fg V.G(x, Dup) - Dyrj dx = 0.
Koska kuvaug — G(x, &) on konveksi, Lemma 2.2.5 antaa
G(x, Dug) + V:G(X, Dug) - (Dv — Dup) < G(x, Dv).
Intergroimalla tdma epayhtalé saadaan
fQG(x, Duo) dx+ fgng(x, Dup) - (Dv — Dug) dx < LG(X, Dv)dx.

Koska vasemman puolen toisen termin tiedetédén olevan nolla, tasta seuraa lopulta

fG(x, Duo)dxst(x, Dv) dx
Q Q
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Esimerkkeja. a) Olkoon
1

I(u) = f%u’(x)2 +(L-u(x?dx,  ueW-(]o,1].
0
Talloin F(s,¢) = 3£2 + (1 - §9)°3, joten

_ _ 2
oF
g =

Sitenl:n Eulerin yhtalon heikko muoto on
1

f U(Xw'(X) — 6(1 - u(X)22u(x)w(x)dx =0 Kaikillay € C3(0, 1].

0
b) Olkoon

I(u) = %leulpdx, QcR", ueWéLp(Q), 1<p<oo,
Q

jolloin F(x 5.£) = 1P = £(¢P)P? = 1 (51, )" £ = (1., &) € R". Talloin

oF 1 p(o& L)
_-.b 2 .28, — |£P-2 _
O 2[25) 2= 6%, k=1....n

eli
oF oF
VeF(E) = (a—gl . E) = (1P %0, . .. €728 = |€P %

Siten Eulerin yhtalon heikko muoto on
f IDUP?Du- Dy dx=0 kaikillay € C3 ().
Q

Tama patee myds kaikilla € WP(Q): Olkoonv e WP(Q) ja valitaany; € C(Q) siten,
ettélly; — VilLp — 0. Tallin

f|Du|p-ZDu~Dvdx:f|Du|p—2Du-(Dv—D¢,-)dx+f|Du|p-2Du-D¢/jdx
Q Q Q

:f|Du|p‘2Du-(Dv—ij)dx
Q

Holderin epayhtalon nojalla

1-1/p 1/p
leulp‘ZDu~(Dv— Dz//j)dxi < (f |Du|pdx) (f |Dv — Dg[/jlpdx)
Q Q Q

_ jooo
= ||Dullf Dy — DVll, — O,

jotenf IDUP-2Du - Dv dx = 0 kaikilla v € W, (Q).
Q

61



5.2 Eulerin yhtalon vahva muoto

Eulerin yhtalén heikko muoto on hyodyllinen variaatiolaskennan teorian rakentamisen kan-
nalta, mutta jos tarkoituksena on minimoivan funktion lIdytdminen ei siité yleensa ole pal-
joakaan iloa. Jos kuitenkin minimoiva funktio on riittavan saannéllinen, voidaan sen 0soit-
taa toteuttavan myos selvasti vahvemman ehdon, jota kayttaen voidaan sopivissa erikoista-
pauksissa loytaa eksplisiittinen lauseke minimoivalle funktiolle. Tarkastelemme asiaa aluk-
si esimerkin kautta.

Esimerkki 5.2.1. Olkoon
1 1
I(u) = f éu’(x) — h(X)u(x) dx,
0

missau € W3%(Q) ja h € L3(Q) on annettu funktio. TalloifF (x, s, &) = 32 - h(X)s, joten
Eulerin yhtalon heikko muoto on

1
f W)Y (X) — h(x)w(x) dx=0  kaikilla v € C3(0, 1]);
0

tama ehto toteutuu jos ja vain josminimoi funktionaalinl. Oletetaan, etté € C(]0, 1)
jah e C(]0, 1[). Tallgin osittaisintegrointi antaa

1 1 1
[ weweax= [ woaweo - [wpmweadx=- [ uue9dx
0 0 0 0
eli Eulerin yhtalon heikko muoto voidaan kirjoittaa muodossa

f (~U'(x) - h())w()dx=0  Kaikillay € C(<). (5.2.1)

Koskax — —u”(x) — h(x) on oletuksemme mukaan jatkuva funktio, on helppo n&hda, etta
ehdosta (5.2.1) seuraal”(x) — h(x) = 0 kaikilla x € ]0, 1[. N&in ollen

u’(x):fu”(t)dt+c:c—fh(t)dt,
0 0

mistd saamme
X

y
u(x) = u(O) + f [c f h(t) dt] dy.

0
1 y

Vakio ¢ saadaan ratkaistua ehdosfd) = 0 eli f(c fh(t)dt] dy = 0. Esimerkiksi jos
0 0

h(x) = 1 kaikilla x €]0, 1[, niin saamme
1 2

1
u(x) = X~ 5X
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Edella tehdyn paattelyn jalkeen on syyta kysya minimoiko l16ydetty funktiodella
funktionaalinl ? Osoitimme, etta jos € C? on minimoija, niin se on valttamatta muotoa

X y
u(x) = f (c— f h(t) dt) dy.
0 0

Toisaalta funktionaalin aidon konveksisuuden perusteella tiedamme, etté 16ytyy yksikasit-
teinenuy € Wé’z(Q), joka minimoi funktionaalinl ja ainoana funktiona toteuttaa Eulerin
yhtalén heikon muodon. Siten

X y
u(x):f(c—fh(t)dt)dy
0 0

on etsitty minimoija, jos pystymme nayttamaan, ettéa se kuuluu oikeaan Sobolev avaruuteen
WE2(Q).
0

Seuraavaksi tarkoituksena on pyrkia yleistaméaan edellisen esimerkin osittaisintegroin-
tiin perustunut paattely yleiseen tilanteeseen. Aluksi tarvitaan kuitenkin seuraava yksinker-
tainen, mutta tarkeé aputulos:

Lemma 5.2.2.0lkoonQ c R"ja v e LY(Q).
(a) Jos

fv(x)w(x) dx=0 kaikilla y € Cg'(€2)
Q
ninv =20 (ts.v(x) = 0m.k.x € Q).
(b) Jos joukkd? on yhtenainen ja
fv(x)g—i(x) dx=0 kaikilla y € C5'(Q) ja kaikillai =1,...,n,
o :

niin v on vakiofunktio.

Todistus.a) Merkitaan; = {x € Q : dist(x, R"\ Q) > %},j =1,2,....Kiintedlle j, olkoon
O<ex< % ja v, funktionv silotus. Tall6in josx € Q;, niin oletuksen mukaan

V() = f V() n(x - y) dy = 0.

eCy(Q)
Siten Lauseen 3.2.14 perusteella

0=1lim ||vg—VI|L1(Qj)=f Iv(x)l dx
-0 Qi

J

Nain ollenv(x) = 0 m.k. x € Q;, jotenv(x) = 0 m.k. x € Q.
b) Lauseen 3.2.14 ja oletuksen nojalla

0V, on e
X) = V() —(x-vy)dy=0 kaikillai=1,...,n.
0= | gy
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SitenVv,(x) = 0 kaikilla x € Q;. Kiinnitetdan seuraavaksiy € Q. KoskaQ on avoin
ja yhtenainen, ja siten polkuyhtenainen, 16ytyy jatkuva kuvaud0, 1] — Q siten, etta
v(0) = X, y(1) = y. Merkitaan

I'={y{t): te[0,1]} c Q.

Koskal™ on kompakti, on olemassg € N siten, ettd” c Qj,. Nyt

1

V(¥ — Vi) = f W,0(1) (B dt = 0,

0

jotenv, on vakiofunktio, tsv,(x) = c(¢e) kaikilla x € Q.

Koskav, — v L}(Q)):ssa, on olemassa osajonpsiten, ettav,, — v(X) m.k. x € Q;.
Siten on olemassa raja-arlim_,., ¢(¢) = cjav(x) = cm.k.x € Qj, j = 1,...,n. Koska
Q; c Qj,1 C...,0onv(x) = cm.k. x € Q eli von vakiofunktio. m

Lause 5.2.3.0lkoonQ c R" rajoitettu, F € C2(Q x R x R") ja u € C3(Q) siten, etta

f g—;(x, u(x), Du(X))y(x) + V:F(x, u(x), Du(x)) - Dy(x)dx =0
Q
kaikilla y € C2(Q) (ts. u toteuttaa Eulerin yhtalon heikon muodon). Tallgin

—div(V:F (X u(x), Du(x))) + %(x, u(x), Du(x)) = 0 kaikilla x € Q.
Todistus. Merkitaéan
oF
3
jaw(x) = (wy(X), ..., wn(X) € CY{Q,R"). Osoittaisintegrointi antaa

Wi(X) = ——(, u(x), Du(x))

fng(x,u(x), Du(x))-Dl//(x)dx:fw(x)-D(,//(x)dx:ZfWi(x)z—Z(x)dx
Q Q o1 YO

(9Wi
- (— [ a—xi(x)z//(x)dx)

L oW, _ .
__ fg [i:1 a—Xi(x)]w(x)dx_ - fg (div w0))w(x) dx

= f div(VF (x, u(x), Du(x)))y(x) dx
Q

Siten
0= fg VeF (X, u(x), Du(x)) - Dy(X) + %(x, u(x), Du(x))y(x) dx
= fg (— div(V¢F(x, u(x), Du(x))) + (Z—Z(x, u(x), Du(x)) | w(x) dx
kaikilla ¢ € C3(Q), joten vaite seuraa suoraan Lemmasta 5.2.2. O
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Maaritelmé 5.2.4. Osittaisdiferentiaaliyhtal®
. F
—div(V:F (X, u(x), Du(x))) + ?9_5()(’ u(x), Du(x)) =0 (5.2.2)

on funktionaalid (u) = fQ F(x, u, Du) dx vastaavaulerin yhtalé(vahvassa muodossa).
Esimerkkeja. a) Olkoon
W= [ ibu?d WE(Q
(W= | 5IDuPdx ueW;Q).
Q
missag € W?(Q) on annettu. Koska kuvaus — 2|¢?> on konveksi, seuraa Lauseesta
5.1.5, ettayg € Wé’Z(Q) minimoi funktionaalinl jos ja vain josu, toteuttaa Eulerin yhtalon

heikossa muodossa.
KoskaF(¢) = %|§|2 jaV:F(€) = &, niin Eulerin yhtalon heikko muoto on

f Du(x) - Dy(x)dx= 0 kaikilla y € C3(Q).
Q
Josu € C?(Q), niin osittaisintegroinnilla saadaan
f —div(Du(X))y(x) = 0 kaikilla y € C3(€),
Q

joten— div(Du(x)) = 0 kaikilla x € Q. Nyt Du(X) = (£(X), ..., 2(x)) ja siten

> 0X1

n n 2
_ div(Du(x) = — Zl a% (g—:(x)) -2 82(;; (X) =1 —AU(X),

MIiSS&A on ns.Laplace-operaattori
b) Olkoon

1
I(u) = fx“(u’(x))zdx, u e W2(10, 1.
]

Nyt F(x, &) = x*¢?, 55 = 0ja 2 (x.€) = 2x*¢. Nain ollen Eulerin yhtalon heikko muoto on

1
f2x4u’(x)w’(x) dx=0 Kkaikillay € Cy(Q),

-1

mista vahvaksi muodoksi saadaan
d ,
—&(Z%U (X))) =0

eli

—-8xU'(X) — 2x*u”(x) = 0.
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5.2.1 Sidotun minimointiongelman Eulerin yhtald: esimerkki
OlkoonQ c R" rajoitettu ja
l(u) = }f|Du(x)|2dx
2 Jo
Minimoidaan tata fuktionaalia joukossa
S:={ve W;A(Q) : [IVll2 = 1).

Koska$S on Lauseen 3.3.15 nojalla heikosti suljettu, on suhteellisen helppo osoittaa, ettéd on
olemassay, € S siten, ettél (up) < 1(v) kaikilla v € S. Mutta miké on ongelmaa vastaava
Eulerin yhtalo?

Olkoony € C(Q) ja merkitddanw, = up + ty € Wy(Q). Kun [t| on riittdvan pieni,
pateewilz > [|Uoll2 — [tlllyll2 > O ja

t € S.

Ut =
[Ivwell2

Koskaup on minimoija, onl(Up) < I(w), kunt € ]—¢, g[. Funktiollag(t) = 1(u) on siten
minimi pisteessd = 0 ja saamme

o W) - Hw) 11 5 1 )
0—9(0)—[[%——1@); Eleutl dx_ELlDuol
= 1|im1 f |Dug + tDy/|? dx — leu 1> dx

=28 T\ g ugg oY °

1. 1( 1 1
= Zlim ( f|Duo|2+2tDuo-Dw+t2|D¢|2dx— m ||2f|Duo|2dx)
Uop Q

210t w3

- Liim M[m o2 dx -+ 22fD0 Dy dx+ t2f|D¢|2dx
210 Ul IUll3 Jo

Koskal|uollz = [t] l¥llz < [Ill2 < [Uoll2 + [t] [l]l2, niin [Jugllz — [luoll = 1 kunt — 0. Jatketaan
yo. yhtaloketjua:
1 . u 2 u 2
[ o i (BEE). o oy,
-2 t—>°° t[uol5]1ue[[5 Q
missa

l1Uol12 — [1u12 _ I, uol? dx = [} Iuo + ty|? dx _ Jo luol? dx— [ (luol? + 2tugys + t3y2) dx
tlluol |31kl 13 tllull3 tllull3

—2 dx—t 5
fQUol//X fgwttouodde
0

[
——

—1

Saadaan siis kaiken kaikkiaan yhtalo
f Duo - Dy dx = /lf Uy dx kaikilla ¢ € C3(€), (5.2.3)
Q Q
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missaa = fQ |Dugl?dx > 0. Tama on Eulerin yht&lon heikko muoto, jossa siis tuntematto-
mia ovat sekél, € Wo*(Q) ettdl € R.

Huomautus.2.5 Samaan tulokseen paadyttaisiin myos paattelylla
d 1d 1

0=0'(0)= —I(U) k=0 = =— [————5 | DU + tDy|* dx|l:-
g'(0) at (W) l=0 Zdt(||u0+tt//||§fgl o Yl )lt—O

1d (fQ|Duo+tDw|2dx)
= = =0 = ..y
2dt{  [luo+tylz )

jossa viimeiseen muotoon sovellettaisiin osamaaran derivointisaantoa.

Edellisen esimerkin funktionaalin Eulerin yhtalon vahva muoto saadaan jalleen osittai-
sintegroinnilla, mik& antaa

f Duo(X) - Dy(x) = - f div(Duo(x))¢(x) dx = — f Auo(X)y(x) dx
Q Q Q
Saadaan siis

f (=Aup(X) — Aug(X)) ¥(X)dx =0 Kaikilla y € C3(Q)

eli pAddymme lopulta yhtal666n
—Au(X) = Au(x) ka?k?lla X € Q, (5.2.4)
uix)=0 kaikilla x € 0Q.

Huomautus5.2.6 (i) Josu € C?(Q) toteuttaa yhtalon (5.2.4), niin myos funkt@u(x)
toteuttaa sen kaikille vakioill€ € R. Erityisestiu = 0 on aina ratkaisu.

(i) Josu € Wo*(Q), u # 0, toteuttaa yht&lon (5.2.3), niin sanotaan, ettin Laplace
operaattorinA ominaisfunktioja luku A u:ta vastaavaminaisarvo (vrt. matriisin A (eli
lineaarikuvauksen) ominaisarva#ix = Ax.)

(i) Edella suoritettua paattelya kannattaa verratéedentiaalilaskennan kurssilta tut-
tuun Lagrangen kertojien menetelmdan: Olkdon R" — Rjag : R" — R jatkuvasti
differentioituvia,S = {x € R" : g(x) = 0}, ja oletetaan, ett&¥g(x) # O kaikilla x € S. Jos
f(%0) < f(X) kaikilla x € S, niin Vf(Xy) = 21g(Xo) jollekin A € R.

Edella tehdyn péaattelyn vastaavat kuvaukset olivat

I(u):%fngulzdx ja J(u):Llulzdx—l;

huomaa, et = {u : J(u) = 0} = {u € Wy*(Q) : |lull, = 1}. Eulerin yht&lén heikon
muodon (5.2.3):n voidaan tulkita tarkoittavan yhtalG@,g) = 1J’(up).
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5.3 Eulerin yhtalon ratkaiseminen

Mielivaltaista funktionaalia vastaava Eulerin yhtalon ratkaiseminen ei yleensa onnistu. Seu-
raavassa keskitytaankin yksiulotteisiin erikoistapauksiin, joissa yhtalon muoto mahdollis-
taa tietyt lisdtarkastelut ja antaa tydkalut sen ratkaisemiseen.

OlkoonQ = ]a, b[, erityisesti siisn = 1, ja

I(u) = fg F (X, u(x), u'(x)) dx, missaf € C?(Q x R x R").

Eulerin yhtaléon vahva muoto on talléin

d (oF , oF LY
_&(8_5()(’ u(x), u (X))) 55U, U (x) =0,

missa termi%( (g—g(x, u(x), u’(x))) on auki kirjoitettuna

2

aga aga
(X u(x), U (x))Hu”(x).

x| G w0 ) -

X

(95 2

A. Funktio F(x, s, &) ei riipu muuttajasta x.

Talloin tietysti (;’;gx = 0. Lisaksi josu € C?(Q) toteuttaa Eulerin yhtalon vahvassa muodos-
sa, niin ‘

oF .
E(X) := F(u,u) — u’a—f(u, u’) = vakio.
Lauseketté&E sanotaartulerin yhtalon ensimmaiseksi intergraaliksi

Todistus. Suora lasku antaa

E(X) = x| FUX), U(x) —u (X)—(U(X) u (X))]
= (Z—S(u, uu’ + (Z—g(u, uu” — u”(;—é:(u, u) - (u’)z(?;gs( u) - 82; (u, u)u'y”
J(OF . 0°F N O°F,
=u (—(u,u)— u 8§as(u,u) — a—gz(u,u)u )
oF oF ) _
_U(—( )__(a_f(UU)))_O’

missé viimeisin yhtasuuruus seuraa oletuksestapeitéEulerin yhtalon ratkaisu. O

Esimerkkeja. a) Pyérahdyskappaleen pinnan alan minimointi:
1
I(u) = 27rfu(x) 1+ w(x)?2dx
0
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missau € W(]0,1[), u(0) = @ > 0, u(l) = 8 > Ojau(x) > 0 mk. x € ]0,1[. Tassa
tapauksessa sis(s, &) = sy1+ &2 joten%k = \[1+¢2ja % -5 ffz.

Eulerin yhtalon ensimmainen integraali on siten

ul
uyl+ (U)?-vu———-=c¢,
) V1+(w)?

mika voidaan kirjoittaa my6s muodossa
u(L+ (U)) - u(Uy? = cy1+ (W)2
Taman yhtalon vasen puoli sievenee natisti, jolloin saamme
u() = cV1+u(x?;
huomaa, etta tasta seu@aa 0 ja u(x) > ¢ > 0 kaikille x € ]0, 1[. N&in ollen

u()

(T)z =1+ u (x>

Sijoituksella@ = coshv(x), jolloin U'(x) = csinhv(x)V'(x), saamme edellisen yhtalén
muotoon
costt v(x) = 1 + ¢Zsink? v(x) (V' (X))>.

Koskacosttt — sintf = 1, niin paddymme lausekkeeseen
sink? v(x)(c®V/(x)? — 1) = 0,

joka toteutuu jos/(x) = 0 (eli u = ¢) tai josv'(x)? = 0—12 Jalkimmainen vaihtoehto antaa

V(x) = £2 jollakin x, € R,

mista edelleen saamme

u(x) = ccoshv(x) = ccosh> _CXO.

Geometrisesti ratkaisu on ns. ketjukayrd, ja paranogbyritddn ratkaisemaan annetuista
reunaehdoista:
{ u0)=a < ccosh? =«

u(l)=p8 < ccosh=2 =p.

Jalleen on syyta kysya onko nyt |I0ydetty myds alkuperdisen minimointiongelman rat-
kaisu? Osoittautuu, etta tilanne ei ole aivan yksinkertainen, silla

e Kuna jaB on annettu, voi muotoa(x) = ccosh™—2 olevia kayria, jotka toteuttavat
ko. reunaehdot, olla 0,1 tai 2 kappaletta.
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¢ \oidaan osoittaa, etta "minimoija"on aina olemassa ja se on joko ketjukayréa tai kah-
desta pyorahdyskiekosta muodostuva ns. Goldschmidtin ratkaisu. Goldschmidtin rat-
kaisu ei kuitenkaan kuulu avaruute@-!, ja sen roolin ymmartaminen vaatisikin
funktionaalinl laajentamista rajoitetusti heilahtelevien funktioiden luokkaan.

¢ Minimointiongelman ratkaisu ei aina ole yksikasitteinen.
b) Brachistochrone-ongelma, jossa tutkittava funktionaali on

’ 2
() = f 1+u(x)

u(x)

missau € W1(]0, 1]), u(0) = 0 > -8 = u(1) ja u(x) < O kaikilla x €]0, 1[. Tassa tapauk-
sessa Siif (s, &) = ,/1*5 ,jotendt = 11+ &£2(-s)¥%ja % = \/_isé(l + £2)7Y22¢, Nain
ollen Eulerin yhtélon vahva muoto on
(0 9 (T 10 G () A R (O
V=Uu(L+ (W)D)¥2 2(-upP21+ W) 2(-u)¥?

Eulerin yhtalon ensimmainen integraali puolestaan saa muodon

1+u(* u'(X)
C-u(x) \/—u(x 1+ w(x)?

joka sievenee helposti yhtaloksi
2 1 .
ux)(L+u’(¥)°) =-= =k
Taman diferentiaaliyhtalon ratkaisu on katevinta esittda muodossa

X(t) = —4(t - sint),
y(t) = (1 - cost).

Parametrk ratkaistaan jalleen reunaehdon avul@t) = 1 = y(t) = —B. Geometrisesti
ratkaisu on sykloidi eli kayta, joka syntyy ympyran kehalla olevan pisteen ratana ympyran
pyoOriessa suoraa viivaa pitkin.

B. Funktio F(x, s, ¢) ei riipu muuttujasta s
Talléin Eulerin yhtalén vahva muoto on

d

x| ue) <o

. oF . . S
minka perusteella kuvaus— 6_§(X’ u’(x)) on identtisesti vakio.
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Esimerkki 5.3.1. Olkoon
1
I(u):fh(x) V1 + (xu(x))2dx,
0

misséh on annettu jatkuva funktio. Talléin sis(x, s, &) = h(x) /1 + (X£)? ei riipu muut-
tujastasja siten
oF X2U'(X)

o =" (XU (X)2

h(x)2x*’ (X)? = ¢®x2U'(X)?,

C.

Tasta saadaan

mista voidaan ratkaista:

c2

R T

C
o e —
X h(x)2X2 _ C2

Taman jalkeen funktio saadaan integroimalla,

X

u(x) = fu’(y) dy+c.

Harjoitustehtavia

1. Johda funktionaalin

I(u) = fol u(x) V1+w(x)2dx ue W0, 1)

Eulerin yhtalon heikko esitysmuoto.

2. Osoita, etta funktionaalin
— 1 2 1,2
I(u) = QIDU(X)I — h(x)u(x) dx, ue Wy (Q),
Q

misséh € L2(Q), minimoija Uy on ainoa funktio joukoss#V,*(Q), joka toteuttaa
ehdon

f Du(x) - Dy(x) dx = f h(X)y(x) dx kaikilla y € C7(Q).

(Vihje: Nayta ensin, etté yo. ehto patee mydsgos W, *(Q).)
3. Olkoon .
0= [ uPEe-uPde uewHg -1,

1
ja reunaehtoinal(-1) = 0, u(l) = 1. Osoita, etta ongelmalla on yksikasitteinen
ratkaisuup € C1(J0, 1]) \ C(]0, 1]).
(Vihje: Ratkaisu loytyy “valistuneella arvauksella™.)
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10.

11.

. Maarita edellisen tehtavan funktionaalin Eulerin yhtald heikossa ja vahvassa muo-
dossa.
. Maarita funktionaalin
I(u) = f 1 + [DU(X)2 — u(x) dx, ue WH(Q)
Q
Eulerin yhtal6é heikossa ja vahvassa muodossa.
. Mé&arita funktionaalin

I(u) = j:(l — U (x)?)2dx ue W40, 1]

Eulerin yhtéld heikossa muodossa ja etsi sellainen funktie wg»“(]o, 1]), joka
toteuttaa ko. Eulerin yhtalon, mutta ei kuitenkaan minimoi funktiondalia

. Laplace-operaattorin ominaisarvo-ongelma tapauksessa yhdessa ulottuvuudessa: Et-

si kaikki parit(u, 1), jotka toteuttavat dierentiaaliyhtalon
—u”(x) = Au(x)

valilla 10, 1[ ja joille u(0) = u(1) = 0.

. Mik& edellisen tehtavan ominaisfunktioigia O antaa pienimman arvon osaméaa-

ralle L
Jo W(PPdx
S
Jo lUC)I2 dx

(Vihje: Voit laskea suoraan tai kayttaa ominaisfunktion ja sité vastaavan ominaisar-
von vélista yhteytta.)

. Olkoon

l(u) = fl VIHUO dx ue W0, 1], u(x) > 0kaikilla x €]0, 1.
0 u(x)

Maarital :n Eulerin yhtalo heikossa ja vahvassa muodossa.

Maarita edellisen tehtavan Eulerin yhtalon ensimmainen integraali ja etsi funktiot,
jotka toteuttavat ko. ehdon annetuille reunaehdaoi@ = u(1) = 0.
(Vihje: etsityn funktion kuvaaja on ympyran kaari.)

Olkoonv € WP(Q), 1 < p < oo. Keksi sellainen variaatio-ongelma (siis funktio-
naalil(u) = fg F(x, u, Du) dx ja sopivat reunaehdot), jonka yksikasitteinen ratkaisu
annettu funktiov on.
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Luku 6

Ratkaisujen saanndllisyydesta

Olkoonug funktionaalin

I(u):fg;F(x,u,Du)dx

annetussa joukosg& minimoiva funktio. Josug € C?, niin tiedamme, ettéy, toteuttaa
funktionaalial vastaavan Eulerin yhtalon seka heikossa ettd vahvassa muodossa. Toisaalta
kurssilla on tullut jo vastaan useita esimerkkeja funktionaaleista, joiden minimoijat eivat
ole C%-funktioita. Nama havainnot johtavat luonnolliseen kysymykseen: mita tulee olettaa
funktiostaF, jotta voisimme paatella funktionaallrminimoijan olevarC?-funktio?
Minimointiongelmien ratkaisujen saanndllisyyden tutkiminen on yksi variaatiolasken-
nan haastavimmista osa-alueista ja silla saralla on yha edelleen runsaasti avoimia ongel-
mia. Talla kurssilla keskitymme edellisen luvun tapaan l&hinna yksiulotteiseen tapaukseen;
useampiulotteisen tapauksen kattava kasittely vaatisi nimittain aivan oman kurssinsa.

6.1 Yksiulotteinen tapaus
Lause 6.1.1.0lkoonQ = ]a, b[ rajoitettu vali jaF € C?([a, b] x R x R) siten, etta
() onolemassa,B > 0jal< p< oo siten, etta

alélP < F(x, 58 <B(L+1£P) kaikilla (x,s,€) € [a,b] xR x R.
(I) on olemassa funktidv :]0, co[—]0, oo[ siten, etté
oF oF

kaikille (x, s,€) € [a,b] x R xR, joille VX2 + &£ < R.

(1) &€ — F(x, s &) on tasaisesti aidosti konveksi kaikil(, s), ts. on olemassa > 0

siten, etta ,
aa_ggf(x’ s, &) > & > Okaikilla (x, s,&) € [a,b] xR x R.
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Olkoong € WP(Q) annettu jau € ng’p(Q) funktionaalinl(v) = fg F(x, v(x), v'(x)) dx
minimoija joukossaW, "(Q). Talldin u € C2(Q) ja u toteuttaa Eulerin yhtalén vahvan
muodon

d (oF ) OF o
- (a_g(x’ U(x), U (x))) + 2 U9, U(¥) = 0 Kaikilla x €]a. bf

Huomautus.1.2 (i) Voidaan osoitaa, etta jds € CX, 2 < k < oo ja (I)-(lll) ovat voimassa,
niin ratkaisu on yhta saannollinen elie C¥(Q).
2
(i) jos p > 1, niin ehdon (lIl) sijaan riittaisi olettaa, ett%'?(x,s,g) > 0 kaikilla
(%, 5¢) e[abl xRxR.

1
Esimerkkeja. a) Olkoon I (u) = [ (u'(x)?- 1)2 dx, u € WX*(]0, 1]). Tallsin esimerkiksi
0

X, x €]0, &f,
u(x) = 10.2
1-x xe[351],

funktio

on minimoija (sillaw’(x)? = 1 m.k. X), mutta se ei ole edes jatkuvasti derivoituva maaritte-
2

. . F
lyvalillaan. Huomaa, ett&(x, s, &) = F(¢) = &* — 262 + 1, joteng? =122 — 4 < Okun

|£] on riittAvan pieni.
1

b) OlkoonI(u) = [u(¥)?(2x—u(X)* dx, u € W*(] - 1, 1) siten, ettau(-1) = 0,
-1

u(1) = 1. Ongelmalla on ratkaisu

0, xe€]-10],

u(x) =1,

x5, Xe[0,1]
: 1 5 . 5 °F
jau e CYQ) \ C¥Q). Huomaa, ettd (x, s, &) = S2(2x — &), jotena—é:2 = 2&* > 0. Nain
ollen ehto (lll) on optimaalinen.
Absoluuttisesti jatkuvista funktioista

Lauseen 6.1.1 todistamisessa kaytetaan hyvéaksi absoluuttisesti jatkuvien funktioiden pe-
rusominaisuuksia, jotka seuraavassa palautetaan mieliin:
Funktioh : [a,b] — R on absoluuttisesti jatkuvadlilla [a, b], jos kaikillee > 0 on
olemassa > 0 siten, ettd aina kufg;, bi[c [a,b], i = 1,..., movat pareittain pistevieraita
m

valeja siten, ett% b — & < &, niin

i=1

2 Ih(b) - h(@)l <.
i=1
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On helppo nahda, etta jokainen absoluuttisesti jatkuva funktio on jatkuva. Lis&ksi jos
h on absoluuttisesti jatkuva valillga, b], niin sen tavallinen derivaattal(x) on olemassa
m.k.x €]a, b, ¥ € L1(]a, b[) ja

h(x) = h(a) + f h(t)dt kaikilla x € [, b].
a
Kaantaen, josv € L*(Ja, b[) jaa € R, niin funktio
X
h(X) = a + fw(t) dt, xe[ab]
a

on absoluuttisesti jatkuva valillg, b], h(a) = @ jah’(X) = w(x) m.k. x.
Absoluuttisesti jatkuvilla funktioilla on myds laheinen yhteys yksiulotteisiin Sobolev-
avaruuksiin:

e josue WP(Ja,b[), 1 < p < o, niin on olemassd :]a, b[— R siten, etta

a) u(x) = t(x) m.k. x,
b) G on absoluuttisesti jatkuva jokaisella vali[lé d] c]a, b, ja

c) u:n Sobolev derivaatt®u(x) on sama kuinii:n pisteittainen derivaatté’(x)
m.k. x.

e Kaantaen, josl :]a, b[— R on absoluuttisesti jatkuva jokaisella vali[lé d] c]a, b[
jau,u € LP(Ja, b[), niin u € W-P(]a, b[).

Lauseen 5.1 todistuKoska Q =]a, b[ on rajoitettu jau absoluuttisesti jatkuva, niin on
helppo nahda, ettéd € L>(Ja, b[). Siten on olemassR > 0 siten, ettay/x2 + u(x)2 < R
kaikilla x €]a, b[.

Oletuksen (I1) nojalla

b b
f‘%(x,v,\/)‘+‘%(x,v,\/)‘ dxsfM(1+|\/|p)dx< +00
a

a

josv e WHP(Q), joten Lauseen 5.1.3 nojalistoteuttaa Eulerin yhtalon heikon muodon, ts.

b

f %(x, u(x), U (X))’ (x) + %(x, ue), U (x)y(xdx=0  kaikillay € Cy'(€2).

Osittaisintegrointi antaa

b > F
f %(x, u(x), U ((x) dx = — f [ f %(t, u(t),u’(t))dth’(X)dX

a a a
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joten

b

/

a

' (X)dx=0 Kkaikillay € C3 ().

oF , FoF ,
EﬁxmmJNnyfggnm&uanm

Lemman 5.2.2 nojalla on olemassa vakie R siten, etta

X

%(x, u(x),u’(x)) =c+ f%(t, u(t), u’(t))dt m.k.x €]a, bf.

a

Koska|Z (t, u(t), u'(t))| € LY, niin kuvaus
oF
X —(X, u(x), u'(x
= g% U0 U ()
on absoluuttisesti jatkuva ja sen derivaatta

(;j_x (%(x, u(x), u’(x))) = %(x, u(x), u'(x)) m.k. X €]a, by.

Todistamme seuraavaksi, ett& C*(]a, b[). Tata varten merkitaan
oF
0 :]a,b[xR xR — R3, 6(x,s,&) := (XS, a—f(x, S &)).
Selvastid € C ja

PF

"o

1 0 O
‘ (X,8,¢)>0.

detD(x, s, &) = detl 0O 1 O
PEPEPE
0E0X  0EDs 02

Koska kuvaug — F(x, s, &) on aidosti konveksi, og — %(x, s, &) aidosti kasvava. Nain
ollen 6 on injektio, ja siten k&anteiskuvauslauseen nojalfeedmorfismi kuvajoukolleen,
ts. on olemassa jatkuvastiffirentioituva kaanteiskuvaus

671:6(Ja,b[ xR xR) — Ja, b[ x R x R.
Koska%(x, S &) >¢e>0, onlimg .o %(x, S, &) = +o0. Néin ollen

6(Ja,b[ x R X R) = ]a,b[ x R x R.

Olkoon nyt

X

h(x) :=c+ f%(t, u(t), u’(t)) dt.

a
Tallgin

0(x, u(x), U'(x)) = (x, u(x), %(x, u(x), u’(x))) = (X, u(x), h(x)) m.k. X €]a, b,
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joten
u'(X) = 631(x, u(x), h(x)) m.k.x
ja
u(x) = u(@) + f u'(t)dt = u(a) + f 63(t, u(t), h(t)) dt.

a a

Koska f,)—';(x, u,u’) € L%, niin h on absoluuttisesti jatkuva. Erityisesti siis kuvaxis—
651 (x, u(x), h(x)) on jatkuva ja nain ollen joten € C*(]a, b[).

Lopuksi osoitamme vield, ettae C?(]a, b[). Koska tiedetaan jo, ettiie C*(]a, b[), on
X %(x, u(x), u'(x)) jatkuva, ja siten funktio

X

OF ) _ oF /
T () = o+ [ Zotu.uo)dt

a

on jatkuvasti derivoituva. Olkoon nyt

Gly.7) = %(y, u(y). ) — hey).

jolloin G € C'(Ja, b[xR). Koska%(x, n) = ZZTE(X’ u(x),n) # 0jaG(x, u'(x)) = 0 kaikilla

x €]a, b[, niin implisiittifunktiolauseen nojalla’ € C1(Ja, b[), ja

(;’Z—X;(x, u(x), u'(x)) + a%Fg(x, u(x), U U (X) — 2 (x, u(x), u'(x))

92F

u’(x) = -
25 (6 U9, U'(¥)

mista seuraa suoraan, ettoteuttaa Eulerin yhtalon sen vahvassa muodossa. m|

6.2 Yleinen tapausn > 1

Useampiulotteisessa tapauksessa minimointiongelman ratkaisun saanndllisyysominaisuuk-
sien todistamisessa kaytetddn yleensa eri metodeja kuin edelld kasitellyssa yksiulotteises-
sa tapauksessa. Perusoletukset ovat kuitenkin lahes samat, ja niista tarkein on funktion
F(X, s &) aito konveksisuus muuttujansuhteen.

Lause 6.2.1.0lkoonQ c R" rajoitettu jaF € C*(Q x R x R") siten, etta
() on olemassa,3 > 0ja 1l < p < oo siten, etta

alélP < F(x,8¢&) <p@+ |§|2)p/2

(I1) on olemassa vakiaty, c; > O siten, etta

(X, 8.¢)

0°F
‘ < Cp Kkaikilla (x, s ¢)jakaikillai,j=1,...,n

O&i0¢|
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ja

Z a‘flafj( 5,5)77071 ( ézagF(X, S,f)n) n> C]_(l n |§|2)p/2|77|2

i,j=1

(111 on olemassa rajoitettu, jatkuva, kasvava ja konveksi funktin[0, o) —

siten, ettéw(0) = O ja
IF(% 88 = F. 1,8l < (L+ kPP 2w(x -y + s~ 1P).
Talléin josu € W-P(Q) minimoi funktionaalin

I(u):fQF(x,u,Du)dx

joukossaW, P(Q), niin u € C3(Q).

Lauseen 6.2.1 todistus l6ytyy esimerkiksi viitteista [9] ja [12].
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