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Luku 1

Johdanto

Mitä on variaatiolaskenta?

"Lorsqu’il arrive quelque changement dans la Nature, la quantité d’action
nécessaire pour ce changement est la plus petite qu’il soit possible"

(If there occurs some change in nature, the amount of action necessary for this
change must be as small as possible.)

Pierre Louis Moreau de Maupertuis (1698-1759)

Variaatiolaskentaa voidaan pitää ääretönulotteisena yleistyksenä analyysin peruskurs-
seilta tutusta ongelmasta löytää reaaliarvoisen funktion minimi- ja maksimipisteet. Hie-
man laajemman tulkinnan mukaan kyseessä on tietyn tyyppisten optimointi-ongelmien
matemaattinen teoria. Klassisessa variaatiolaskennassa käsiteltävät ongelmat ovat peräisin
yleensä fysiikasta tai geometriasta, kun taas moderni teoria saa innoituksensa esimerkiksi
taloustieteistä, tietotekniikasta, kemiasta, biologiasta jne. 1700-luvun alussa alkunsa saa-
nut ala on vaikuttanut hyvin merkittävästi monien muiden matematiikan alojen kuten funk-
tionaalianalyysin ja osittaisdifferentiaaliyhtälöiden teorian kehitykseen ja on yhä edelleen
hyvin aktiivisen tutkimuksen kohteena.

Esimerkkejä

Parhaiten variaatiolaskennasta saa kuvan esimerkkien avulla. Alla on käsitelty lyhyesti joi-
takin hyvin klassisia ongelmia, joista osaan palataan tarkemmin myöhemmin. Mukaan on
otettu myös pari hieman erikoisempaa variaatio-ongelmaa, joiden tarkoituksena on antaa
lukijalle jonkinlainen aavistus tämän matematiikan alan kattavuudesta.

1. Brachistochrone-ongelma

Variaatiolaskennan katsotaan usein saaneen alkunsa Johann Bernoullin vuonna 1696Acta
Eruditorumlehdessä esittämästä Brachistochrone-ongelmasta, joka voidaan muotoilla seu-
raavasti: OlkootP1 = (x1, y1) ja P2 = (x2, y2) tasonR2 kaksi pistettä siten, ettäx1 < x2 ja
y1 > y2. Tehtävänä on etsiä sellainen pisteetP1 ja P2 yhdistävä käyräγ, jota pitkin kitkatta
liukuva kappale liukuu pisteestäP1 pisteeseenP2 mahdollisimman nopeasti.
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Jos käyräγ on esitettävissä jatkuvasti differentioituvan funktionu : [x1, x2] → R ku-
vaajana, saadaan liukumiseen kuluvaksi ajaksi

T =
1√
2g

x2∫

x1

√
1 + u′(x)2

√
y1 − u(x)

dx,

olettaen, ettäu(x) ≤ y1 kaikilla x ∈ [x1, x2]. Ongelmana on siis etsiä funktion

I : K → R, I (u) =

x2∫

x1

√
1 + u′(x)2

√
y1 − u(x)

dx

minimi joukossa

K =
{
u : [x1, x2] → ]−∞, y1] : u ∈ C([x1, x2]) ∩ C1(]x1, x2[),

u(x1) = y1, u(x2) = y2
}
.

Brachistochrone-ongelman ratkaisivat Johann Bernoullin ohella ainakin hänen veljensä
Jakob ja herrat Isaac Newton, Gottfried Leibniz ja Guillaume de l’Hôpital. Veljesten välisen
kilpailun nimissä Jakob Bernoulli johti brachistochrone-ongelmasta vaikeamman version,
jota ratkaistessaan hän ja hänen oppilaansa Leonhard Euler tulivat kehittäneeksi joitakin
klassisen variaatiolaskennan perusmetodeista.

2. Pyörähdyskappaleen pinnan pinta-alan minimointi

Tehtävänä on minimoida funktionu : [0,1] → [0,∞[, u ∈ C1(]0,1[) ∩ C([0,1]) kuvaajan
pyörähtäessäx-akselin ympäri syntyvän pinnan pinta-ala

A(u) = 2π

1∫

0

u(x)
√

1 + u′(x)2 dx

joukossa

Aα,β = {u ∈ C1(]0,1[) ∩ C([0,1]) : u(0) = α > 0,u(1) = β > 0},
missäα, β ∈ R ovat funktionu ennalta määrätyt reuna-arvot. Huomaa, että vaikka sään-
nöllisyysvaatimusu ∈ C1(]0,1[) ∩ C([0,1]) takaa sen, että integrandiu(x)

√
1 + u′(x)2 on

pisteittäin hyvin määritelty, ei siitä kuitenkaan voida suoraan päätellä, ettäA(u) olisi äärel-
linen. Lisäksi on selvää, ettäA(u) voidaan järkevästi määritellä myös esimerkiksi paloittain
affiinille funktiolle, joka ei kuulu luokkaanC1(]0,1[).

3. Newtonin virtausongelma (Principia 1686)

Tehtävänä on suunnitella kappale siten, että sen virtausvastus (ilmassa tai vedessä) on mah-
dollisimman pieni. Yksinkertaisimmassa tapauksessa tutkittavana on pyörähdyskappale,
jonka muoto ilmaistaan vähenevän funktionv : [0, r] → [0,M], v ∈ C1(]0, r[) ∩ C([0, r])

3



avulla; reunaehdot ovat nytv(0) = M ja v(r) = 0, missä pyörähdyskappaleen pohjan säde
r > 0 ja sen korkeusM > 0 on annettu. Minimoitava integraali saa tällä kertaa muodon

R(v) =

r∫

0

v(x)v′(x)3

1 + v′(x)2
dx.

Lisää ongelmasta ja sen yleistyksistä löytyy viitteestä [14].

4. Dirichlet’n integraali

Olkoon Ω ⊂ Rn avoin ja yhtenäinen rajoitettu joukko jaf : ∂Ω → R annettu jatkuva
funktio. Ongelmana on löytääu0 : Ω→ R siten, että

(i) u0 ∈ C(Ω) ∩ C1(Ω)

(ii) u0(x) = f (x) kaikilla x ∈ ∂Ω.

(iii)
∫

Ω

|∇u0(x)|2 dx = inf
{ ∫

Ω

|∇v(x)|2 dx : v toteuttaa ehdot (ii) ja (iii)
}
.

Tehtävänä on siis minimoida funktionaali

I (u) =

∫

Ω

|∇u|2 dx

joukossa
K = {u ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω) : u|∂Ω = f }.

Tämän ongelman ratkaisuja kutsutaanharmonisiksi funktioiksi, ja ne toteuttavat osittaisdif-
ferentiaaliyhtälön

∆u(x) = 0 kaikilla x ∈ Ω

missä

∆u(x) :=
n∑

j=1

∂2u
∂xj∂xj

(x)

on ns.Laplace-operaattori. Dirichlet’n integraali on ylivoimaisesti tärkein useampi ulottei-
nen variaatiointegraali ja variaatiolaskennan yleinen teoria on kehittynyt suurelta osin sen
ymmärtämisen kautta.

Dirichlet’n integraalista on olemassa lukuisia yleistyksiä. Esimerkiksi funktionaali

Ig(u) =

∫

Ω

|∇u|2 + 2g(x)u(x) dx

missäg ∈ C(Ω) on annettu funktio, johtaa ns. Poisson’ yhtälöön−∆u = g(x), ja funktio-
naalin

Ip(u) =

∫

Ω

|∇u|p dx, 1 < p < ∞

minimoivia funktioita kutsutaanp-harmonisiksi funktioiksi.
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5. Minimipinnat

OlkoonΩ ja f kuten edellisessä kohdassa. Tehtävänä on minimoida funktionaalia

J(u) =

∫

Ω

√
1 + |∇u|2 dx

joukossaK = {u ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω) : u|∂Ω = f }. Geometrisesti tulkittunaJ(u) tarkoittaa
funktionu graafin{(x,u(x)) : x ∈ Ω} ⊂ Rn+1 n-ulotteista pinta-alaa. Aiheesta kiinnostuneen
lukijan kannattaa tutustua viitteeseen [11].

6. Isoperimetrinen ongelma

Tehtävänä on etsiä ennalta määrätyn pituisten tason suljettujen ja itseään leikkaamattomien
käyrien joukosta se, jonka rajaaman alueen pinta-ala on suurin mahdollinen. Matemaatti-
sesti tämä voidaan muotoilla esimerkiksi seuraavasti: Tutkitaan jatkuvasti differentioituvia
polkuja

P = {γ : [0,1]→ R2 : γ ∈ C1,

1∫

0

|γ′(t)|dt = 1}.

Tavoitteena on löytää polkuγ0 siten, että sen rajaaman alueen pinta-alalle pätee

A(γ0) ≥ A(γ) kaikilla γ ∈ P,
missä pinta-ala saadaan kaavalla

A(γ) =
1
2

1∫

0

γ1(t)γ
′
2(t) − γ′1(t)γ2(t) dt,

kun merkitäänγ(t) = (γ1(t), γ2(t)) ∈ R2.
Isoperimetrinen ongelma poikkeaa edellisistä esimerkeistä siinä, että se ei sisällä varsi-

naisia reunaehtoja, mutta kylläkin rajoitteen
1∫

0

|γ′(t)|dt = 1. Näin ollen kyseessä on "sidottu

ääriarvo-ongelma".
Isoperimetrinen ongelma voidaan yleistää myös korkeampiulotteiseen tilanteeseen ja

se on mahdollista muotoilla matemaattisesti monella eri tavalla.

7. Laplace-operaattorin ominaisarvot

OlkoonΩ ⊂ Rn avoin, yhtenäinen ja rajoitettu. Merkitään

C2
0(Ω) = {u ∈ C2(Ω) : on olemassa kompakti joukkoK ⊂ Ω siten, että

u(x) = 0 kaikilla x ∈ Ω r K}.
Ongelmana on etsiäu0 ∈ C2

0(Ω) siten, että
∫

Ω
|u0|2 dx = 1 ja

∫

Ω

|∇u0|2 dx = inf
{ ∫

Ω

|∇v|2 dx : v ∈ C2
0(Ω) ja

∫

Ω

|v|2 dx = 1
}
.
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Osoittautuu, että etsitty funktiou0 toteuttaa osittaisdifferentiaaliyhtälön

−∆u(x) = λ1u(x) kaikilla x ∈ Ω

u(x) = 0 kaikilla x ∈ Ω,

missä luvun

λ1 = inf
ϕ∈C2

0(Ω)
ϕ,0

∫
Ω
|∇ϕ|2 dx∫

Ω
|ϕ|2 dx

neliöjuuri on alueenΩ yli pingotetun elastisen kalvon värähtelyn ensimmäinen ominaistaa-
juus [2].

8. Mongén-Kantorovichin massansiirto-ongelma

Olkoon meille annettu tasaisella alustalla kasa hiekkaa ja tilavuudeltaan hiekkakasan ko-
koinen kaivanto. Ongelmana on siirtää hiekka kaivantoon mahdollisimman pienellä työ-
määrällä, kuitenkin niin, että kaivanto täyttyy eikä hiekkaa jää sen ulkopuolelle.

Ongelman matemaattista muotoilua varten olkootf +, f − : R2 → [0,∞[ jatkuvia ja
kompaktikantajaisia funktioita siten, että

∫

R2
f +(x) dx =

∫

R2
f −(x) dx;

tässäf + kertoo hiekkakasan sijainnin ja muodon, kun taas− f − kuvaa kaivantoa. Määritel-
lään kaikkien tilavuudet säilyttävien siirtokuvausten joukko

S( f +, f −) =
{
s : R2→ R2 : kaikille Borel mitallisille E ⊂ R2

pätee
∫

E
f −(y) dy =

∫

S−1(E)
f +(x) dx

}
.

Tehtävänä on minimoida hiekan siirrossa tarvittava työmäärä

W(s) =

∫

R2
|x− s(x)| f +(x) dx

joukossaS( f +, f −). Aiheesta lisää viitteessä [6].

Variaatiolaskennassa tutkittavia kysymyksiä

1. Ratkaisun olemassaolo

Ei ole mitenkään itsestään selvää, että annetulla variaatio-ongelmalla on olemassa ratkai-
su. Itse asiassa jo koko ratkaisun käsite on monissa tilanteissa epäselvä ja vaatii pohdintaa.
Yllä olevissa esimerkeissä tämä ongelma tulee vastaan vaikkapa mietittäessä pitäisikö pyö-
rähdyspinnan pinta-alaa minimoitaessa ottaa kisaan mukaan myös paloittain säännölliset
funktiot vai ei. Kurssin aikana käy lisäksi selville, että hyvin usein käytettävät todistus-
metodit pakottavat laajentamaan joukkoa, jonka yli minimointi tapahtuu; samalla joutuvat
tutkiskelun kohteeksi myös mm. reuna-arvojen tai sidosehtojen tulkinta.
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Esimerkki 1.0.1. (i) OlkoonU = R2 \ {0}, ja ongelmana etsiä lyhin pisteet(1,0) ja (−1,0)
yhdistävä joukkoonU sisältyvä polku. On helppo nähdä, että jokaisen tällaisen polun pituus
on aidosti suurempi kuin 2, ja että kaikilleε > 0 löytyy polku, jonka pituus on pienempi
kuin 2 + ε. Näin ollen lyhintä polkua ei ole olemassa.

(ii) Olkoon

I (u) =

1∫

0

u′(x)2x4 dx,

missä

u ∈ A := {v : [−1,1]→ R : v ∈ C1(] − 1,1[) ∩ C([−1,1]), v(−1) = −1, v(1) = 1}.

Josε > 0 on annettu, niin voidaan valitauε ∈ A siten, että

(i) uε(x) = −1 kaikilla x ∈ [−1,−ε],
(ii) uε(x) = 1 kaikilla x ∈ [ε, 1], ja

(iii) 0 ≤ u′ε(x) ≤ 2
ε

kaikilla x ∈ [−ε, ε].
Tällöin

0 ≤ I (uε) =

1∫

−1

u′ε(x)2x4 dx≤
ε∫

−ε

4
ε2
ε4 dx = 8ε3 ε→0−→ 0

eli I (uε) −→ 0 kunε −→ 0. Koska selvästiI (u) ≥ 0 kaikilla u ∈ A, on inf
u∈A

I (u) = 0.

On kuitenkin helppo nähdä, ettäI (u) > 0 kaikilla u ∈ A. Nimittäin, koska
1∫
−1

u′(x) dx =

u(1)− u(−1) = 2, niin on olemassax0 ∈ ]−1,1[ siten, ettäu′(x)2 ≥ δ ≥ 0 jossakin pienessä
x0:n ympäristössä[a,b] ⊂ [−1,1]. Tästä saamme

1∫

−1

u′(x)2x4 dx≥
b∫

a

u′(x)2x4 dx≥ δ
b∫

a

x4 dx> 0.

Näin ollen tutkimallamme variaatio-ongelmalla ei ole ratkaisua.

2. Ratkaisun yksikäsitteisyys (tai ratkaisujen lukumäärä)

Mikäli onnistumme osoittamaan, että tutkimallamme ongelmalla on olemassa ratkaisuja,
tulee seuraavaksi vastaan kysymys niiden lukumäärästä. Ratkaisun yksikäsitteisyys olisi
toivottava tilanne, sillä silloin tiedetään, että kaikki ratkaisun tuottavat menetelmät vievät
samaan lopputulokseen. Jos ratkaisuja kuitenkin on useita, voidaan niitä yrittää jotenkin
luokitella tai mahdollisesti etsiä lisäehtoja, jotka toteuttavia ratkaisuja on vain yksi kappale.

7



Esimerkki 1.0.2. Edellä mainittu Laplace-operaattorin ominaisarvo-ongelma muotoillaan
usein osamäärän ∫

Ω
|∇ϕ|2 dx∫

Ω
|ϕ|2 dx

minimoinnin kautta. Jos funktiou minimoi tämä Rayleighin osamääränä tunnetun funk-
tionaalin, niin samoin tekee myös funktioCu mille tahansa vakiolleC ∈ R. Näin ollen
minimoija, jos sellaista ylipäänsä on olemassa, ei voi olla yksikäsitteinen.

3. Riittävät ja välttämättömät ehdot

Usein tulee vastaan tilanne, jossa halutaan tutkia onko jokin konkreettinen funktio anne-
tun variaatio-ongelman ratkaisu vai ei. Suoraan määritelmän avulla tämän selvittäminen ei
yleensä ainakaan helposti onnistu, ja siksi tarvitaankin ehtoja, jotka funktion on toteutetta-
va voidakseen olla minimoija (välttämättömät ehdot) ja toisaalta ehtoja, joiden voimassaolo
takaa sen, että kyseinen funktio on minimoija (riittävät ehdot).

Välttämättömistä ehdoista ehdottomasti tärkein on ns. Eulerin yhtälö, joka vastaa diffe-
rentiaalilaskennasta tuttua ehtoa gradientin häviämisestä funktion minimikohdassa. Eulerin
yhtälön toteutuminen ei yleisesti ottaen ole riittävä ehto minimointiominaisuudelle, mutta
monissa tärkeissä tapauksissa näin kuitenkin on. Muita riittäviä ehtoja ovat tietyt toisen
variaation kautta tulevat ehdot, mutta niihin emme tällä kurssilla puutu.

4. Stabiilisuus

Monissa käytännön tilanteissa jotkin variaatio-ongelman parametreista saadaan esimerkik-
si mittausten avulla ja ne ovat näin ollen alttiita mittausvirheille. Olisi siis suotavaa, että
mittausvirheistä johtuva pieni muutos ongelman parametreissa muuttaisi ongelman ratkai-
sua vain vähän. Esimerkiksi pyörähdyskappaleen pinnan pinta-alaa minimoitaessa tämä
tarkoittaa sitä, että minimoiva funktio muuttuisi jatkuvasti annettujen reunaehtojenα ja β
muuttuessa. Reuna- ja sidosehtojen lisäksi ongelman stabiilisuutta voidaan tarkastella vaik-
kapa alueenΩ (esimerkiksi Laplace operaattorin ominaisarvojen yhteydessä) tai funktio-
naalin määrittävän integrandin suhteen.

Toinen käytännön syy stabiilisuus tarkasteluihin on niiden merkitys numeeristen ratkai-
sumenetelmien yhteydessä. Numeeriset menetelmät perustuvat yleensä ongelman sopivaan
approksimointiin yksinkertaisimmilla ongelmilla ja ne antavat parhaimmassakin tapauk-
sessa vain approksimatiivisen ratkaisun, joka voi poiketa todellisesta ratkaisusta huomatta-
vasti, jos variaatio-ongelma on epästabiili.

Tällä kurssilla emme juurikaan ehdi syventyä ratkaisujen stabiilisuuskysymyksiin.

5. Ratkaisun säännöllisyys

Variaatiolaskennassa käytettävät menetelmät pakottavat meidät hyvin usein laajentamaan
tarkasteltavien funktioiden joukkoa, jotta ratkaisun olemassaolo saataisiin todistettua. Tä-
män jälkeen pyritään kuitenkin osoittamaan, että löydetty ratkaisu kuuluu ongelman läh-
tökohdan kannalta “luonnolliseen” luokkaan, eli siihen funktiojoukkoon, jolle ongelma on
alunperin muotoiltu. Toisaalta on perusteltua olettaa, että variaatio-ongelman ratkaisulla on
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joitakin “tavallisista” funktioista poikkeavia ominaisuuksia, jotka ovat seurausta sen mini-
mointiominaisuudesta. Tällaisia ovat erilaiset jatkuvuus-, differentioituvuus- ja integroitu-
vuus ominaisuudet, sekä tietyt kvalitatiiviset omainaisuudet kuten maksimi- ja minimipe-
riaatteet ja ns. Harnackin epäyhtälö.

Tämä ns. säännööllisyysteoria muodostaa variaatiolaskennan kenties vaikeimman ja
laajimman osalueen. Tällä kurssilla tutustumme siihen lyhyesti yksiulotteisten ongelmien
yhteydessä.

6. Eksplisiittiset ratkaisut

Vaikka ratkaisun (eli minimoijan) olemassaolo ja yksikäsitteisyys pystyttäisiinkin todista-
maan, ei ratkaisua yleensä osata kirjoittaa eksplisiittisesti ja on tyydyttävä sen kvalitatiivis-
ten ominaisuuksien tutkimiseen. Tietyissä erikoistapauksissa ongelma voidaan kuitenkin
ratkaista lähinnä Euler-Lagrangen yhtälöä hyödyntäen. Tällä kurssilla aihetta tarkastellaan
muutaman esimerkin kautta.

Huomautus1.0.3. Yleisessä teoriassa riittää tutkia minimointiongelmia, sillä jos tehtävänä
on maksimoida funktionaali

I (u) =

∫

Ω

F(x,u,∇u) dx

joukossaA, on tämä yhtäpitävää funktionaalin

Ĩ (u) = −
∫

Ω

F(x,u,∇u) dx

minimoimisen kanssa.

Harjoitustehtäviä

1. Tarkastellaan tason kaikkia kolmioita, joiden piiri on 1. Osoita, että tällaisten kol-
mioiden joukossa on olemassa pinta-alan maksimoiva kolmio.

2. Tarkastellaan kolmioita∆ABC, missäA = (0,0), B = (1,0), C = (x, y), y > 0, ja
kolmion piiri on 3. Osoita, että tällaisten kolmioiden joukossa suurin pinta-ala on
tasakylkisellä kolmiolla ( siisC = (1/2,

√
3/2)).

3. Olkoon
K = {v : [0,1]→ [0,∞[, v ∈ C([0,1]) ja v(0) = v(1) = 1},

ja

I (v) = π

∫ 1

0
v(x)2 dx

(ts. I (v) on käyränv pyörähtäessä syntyvän kappaleen tilavuus). Osoita, että jokaisel-
le v0 ∈ K päteeI (v0) > inf v∈K I (v).
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Luku 2

Ääriarvo-ongelmistaRn:ssä

Olkoon f : Rn→ R annettu funktio. Tehtävänä on tutkia, millä ehdoilla

(i) on olemassa pistex0 ∈ Rn, jossaf saavuttaa pienimmän arvonsa, ts.

f (x0) ≤ f (x) kaikilla x ∈ Rn.

(ii) minimipiste x0 on yksikäsitteinen, ts.

f (x0) < f (x) kaikilla x ∈ Rn, x0 , x.

Lisäksi halutaan löytää riittäviä ja/tai välttämättömiä ehtoja minimipisteellex0. Tämä dif-
ferentiaalilaskennan kurssilta tuttu ongelma toimii ikäänkuin harjoitusvastustajana ennen
varsinaisten variaatio-ongelmien kimppuun käymistä, ja sen yhteydessä on helpompi tu-
tustua myöhemmin runsaasti tarvittaviin käsitteisiin puolijatkuvuus ja konveksisuus.

2.1 Puolijatkuvuus

Määritelmä 2.1.1. OlkoonA ⊂ Rn mikä tahansa epätyhjä joukko. Funktiog : A→ R on
alhaalta puolijatkua, jos

lim inf
y→x
y∈A

g(y) ≥ g(x) kaikilla x ∈ A,

missä
lim inf

y→x
y∈A

g(y) := lim
r→0

(
inf {g(y) : y ∈ A,0 < |x− y| < r}).

Vastaavasti, funktiog : A → R on ylhäältä puolijatkuva, jos−g on alhaalta puolijatkuva,
toisin sanoen,

lim sup
y→x
y∈A

g(y) ≤ g(x) kaikilla x ∈ A,

missä
lim sup

y→x
y∈A

g(y) := lim
r→0

(
sup{g(y) : y ∈ A,0 < |x− y| < r}).
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Huomautus2.1.2. (i) Puolijatkuvuus määritellään kirjallisuudessa usein funktioille, jotka
voivat reaaliarvojen lisäksi saada myös arvot±∞.

(ii) Funktio g : A → R on jatkuva jos ja vain josg on sekä alhaalta että ylhäältä
puolijatkuva.

(iii) Aivan kuten jatkuvuus, myös puolijatkuvuus voidaan karakterisoida jonoja käyt-
täen. Funktiog : A→ R on alhaalta puolijatkuva jos ja vain jos kaikillax0 ∈ A pätee: jos
xj → x0, xj ∈ A, niin

g(x0) ≤ lim inf
j→∞

g(xj) := lim
j→∞

(inf
k≥ j
{g(xk)}).

Lemma 2.1.3.Funktiog : A→ R on alhaalta puolijatkuva jos ja vain jos

g−1(] −∞, c]) = {x ∈ A : g(x) ≤ c}

on suljettu (relatiivitopologiassa).

Todistus.Oletetaan ensin, ettäg : A → R on alhaalta puolijatkuva, ja olkoon jono(xj) ⊂
{x ∈ A : g(x) ≤ c} siten, ettäxj → x0 ∈ A. Tavoitteena on osoittaa, ettäg(x0) ≤ c. Ilman
yleisyyden menetystä voimme olettaa, ettäxj , x0 kaikilla j ∈ N. Koska oletuksen mukaan

g(x0) ≤ lim inf
y→x0

g(y) = lim
r→0

(inf {g(y) : y ∈ A,0 < |x0 − y| < r}),

ja 0 < |x0 − xj | < r kun j ∈ N on riittävän suuri, ong(x0) ≤ c.
Käänteisen puolen todistamiseksi tehdään antiteesi ja oletetaan, että löytyyx0 ∈ A siten,

että
lim inf

y→x0

g(y) < g(x0) − ε,
jolloin

inf {g(y) : y ∈ A, 0 < |x0 − y| < r} < g(x0) − ε/2
kaikilla riittävän pienillär > 0. Siten löytyy jono(yj) ⊂ A, 0 < |x0 − yj | < 1/ j siten, että
g(yj) ≤ g(x0) − ε/2 kaikille riittävän suurillej ∈ N. Koska joukko

{x ∈ A : g(x) ≤ g(x0) − ε/2}

on oletuksen mukaan suljettu, on oltava

g(x0) ≤ g(x0) − ε/2,

mikä on absurdia. Siispälim inf
y→x0

g(y) ≥ g(x0). �

Esimerkki 2.1.4. OlkoonE ⊂ Rn ja

g : Rn→ R, g(x) =


1, x ∈ E

0, x < E

(ts. g = χE on joukonE karakteristinen funktio). Tällöin edellisen lemman nojallag on
alhaalta puolijatkuva jos ja vain josE on avoin.
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Seuraavaa tulosta emme tällä kurssilla tarvitse, mutta se on silti hyvä tietää. Todistus
jää lukijalle harjoitustehtäväksi.

Lemma 2.1.5.OlkoonΩ ⊂ Rn avoin. Tällöing : Ω → R on alhaalta puolijatkuva jos ja
vain jos on olemassa kasvava jonogj : Ω→ R jatkuvia funktioita siten, että

lim
j→∞

gj(x) = g(x) kaikilla x ∈ Ω.

Huomautus2.1.6. Itse asiassa yllä olevan lemman tilanteessa löytyy kasvava jono funktioi-
tagj ∈ C∞, joka suppenee pisteittäin kohti alhaalta puolijatkuvaa funktiotag. Ylhäältä puo-
lijatkuvalle funktiolle pätee luonnollisesti vastaava tulos eli löytyy vähenevä jono siistejä
fuktioita, joka konvergoi pisteittäin.

2.2 Konveksit joukot ja funktiot

Määritelmä 2.2.1. JoukkoE ⊂ Rn onkonveksi, jos

x, y ∈ E =⇒ λx + (1− λ)y ∈ E kaikille λ ∈ [0,1].

Määritelmä 2.2.2. OlkoonE ⊂ Rn konveksi joukko. Funktiog : E→ R onkonveksi, jos

g(λx + (1− λ)y) ≤ λg(x) + (1− λ)g(y) kaikille x, y ∈ E ja kaikille λ ∈ [0,1].

Konveksit funktiot ja konveksit joukot liittyvät läheisesti toisiinsa. On nimittäin helppo
nähdä, että funktiog : E→ R on konveksi jos ja vain jos senepigrafi

Epi(g) := {(x, t) ∈ Rn+1 : x ∈ E, t ≥ g(x)}
on konveksi joukko.

Annetun funktion konveksisuuden tutkiminen tapahtuu hyvin usein sen derivaattaa hy-
väksi käyttäen.

Lemma 2.2.3.OlkoonΩ ⊂ Rn avoin ja konveksi, jag : Ω→ R jatkuvasti differentioituva.
Tällöin g on konveksi jos ja vain jos

(∇g(x) − ∇g(y)) · (x− y) ≥ 0 kaikilla x, y ∈ Ω.

Tapauksessan = 1 Lemma 2.2.3 sanoo yksinkertaisesti, että jatkuvasti derivoituva
funktio g :]a,b[→ R on konveksi jos ja vain jos sen derivaattafunktiog′ on kasvava. Sama
idea tulee vastaan myös korkeammissa ulottuvuuksissa. Koska

(∇g(x) − ∇g(y)) · (x− y) = (∇g(x) · (x− y)
|x− y| − ∇g(y) · (x− y)

|x− y| )|x− y|
= |x− y|(Deg(x) − Deg(y)),

missäe =
x−y
|x−y| ja Deg(x) ong:n suuntaisderivaatta vektorinesuuntaan pisteessäx, nähdään

Lemman 2.2.3 avulla, ettäg on konveksi jos ja vain jos funktiot → Deg(y + t(x − y)) on
kasvava välillä[0,1] kaikille x, y ∈ E.
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Todistus.Yllä olevan päättelyn perusteella riittää todistaa väite tapauksessan = 1. Olete-
taan ensin, että funktiong :]a,b[→ R derivaatta on kasvava, ja olkoonx, y ∈ ]a,b[, y < x
ja t ∈ ]0,1[. Merkitäänz = tx + (1 − t)y = y + t(x − y), jolloin todistettava epäyhtälö saa
muodon

g(z) ≤ tg(x) + (1− t)g(y).

Väliarvolauseen mukaan on olemassaη ∈]y, z[ ja ξ ∈]z, x[ siten, että

g(z) − g(y)
z− y

= g′(η) ja g′(ξ) =
g(x) − g(z)

x− z
.

Koskag′ on kasvava, ong′(η) ≤ g′(ξ), ja siten

g(z) − g(y)
t(x− y)

≤ g(x) − g(z)
(1− t)(x− y)

.

Kertomalla yhtälö puolittain termilläx− y ja järjestelemällä sopivasti saadaan

g(z) ≤ tg(x) + (1− t)g(y).

Käänteistä implikaatiota varten kiinnitetäänx, y ∈ ]a,b[ siten, ettäy < x. Koska nyt
oletuksen mukaang on konveksi, pätee

g(z) ≤ tg(x) + (1− t)g(y) kaikilla z = tx + (1− t)y, t ∈ ]0,1[,

joka termien uudelleen järjestelyn jälkeen voidaan kirjoittaa muotoon

g(z) − g(y)
z− y

≤ g(x) − g(z)
x− z

.

Kun yllä z→ x eli t → 1, saadaan

g(x) − g(y)
x− y

≤ g′(x).

Vastaavasti, kunz→ y eli t → 0, saadaan epäyhtälö

g′(y) ≤ g(x) − g(y)
x− y

Näin ollen siisg′(y) ≤ g′(x). �

Siinä tapauksessa, että funktiog : ]a,b[ → R sattuu olemaan kahdesti jatkuvasti deri-
voituva, kertoo Lemma 2.2.3, ettäg on konveksi jos ja vain josg′′(x) ≥ 0 kaikilla x ∈ Ω.
Yleisemmin on voimassa

Seuraus 2.2.4.OlkoonΩ ⊂ Rn avoin ja konveksi, sekäg ∈ C2(Ω). Tällöin funktiog on
konveksi jos ja vain jos toisen kertaluvun osittaisderivaattojen muodostama symmetrinen
n× n -matriisi D2g(x) on positiivisesti semidefiniitti kaikillex ∈ Ω.
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Yllä siis [
D2g(x)

]
i j

=
∂2g
∂xi∂xj

(x), i, j = 1,2, . . . , n,

toisin sanoen

D2g(x) =



∂2g
∂x1∂x1

(x) ∂2g
∂x1∂x2

(x) · · · ∂2g
∂x1∂xn

(x)
...

∂2g
∂xn∂x1

(x) ∂2g
∂xn∂x2

(x) · · · ∂2g
∂xn∂xn

(x)



Lisäksi muistetaan, että matriisiD2g(x) on positiivisesti semidefiniitti jos ja vain jos
(
D2g(x)ξ

)
· ξ ≥ 0 kaikilla ξ ∈ Rn,

mikä puolestaan on yhtäpitävää sen kanssa, että matriisinD2g(x) kaikki ominaisarvot ovat
ei-negatiivisia. Yllä olevan ehdon ja funktion

h(t) = Deg(x + te) = ∇g(x + te) · e =

n∑

i=1

∂g
∂xi

(x + te)ei

kasvavuuden välinen yhteys tulee esille, kun huomataan, että

h′(t) =

n∑

i=1

n∑

j=1

∂2g
∂xi∂xj

(x + te)ejei =
(
D2g(x + te)e

)
· e

kaikille suuntavektoreillee = (e1, . . . , en). Josξ ∈ Rn\{0}, niin voidaan valitae =
ξ

|ξ| , jolloin
saadaan (

D2g(x)ξ
)
· ξ = |ξ|2

(
D2g(x)e

)
· e = |ξ|2h′(0).

Lemma 2.2.5.Olkoong : Ω→ R konveksi jag ∈ C1(Ω). Tällöin

g(x) ≥ g(x0) + ∇g(x0) · (x− x0) kaikilla x, x0 ∈ Ω.

Todistus.Kiinnitetäänx, x0 ∈ Ω ja olkoont ∈ [0,1]. Koskag(tx + (1− t)x0) ≤ tg(x) + (1−
t)g(x0) eli g(x0 + t(x− x0)) − g(x0) ≤ t (g(x) − g(x0)), on voimassa

g(x0 + t(x− x0)) − g(x0)
t

≤ g(x) − g(x0).

Kun t → 0, saamme tästä halutun epäyhtälön∇g(x0) · (x− x0) ≤ g(x) − g(x0). �

Edellä todistettiin tuloksia jatkuvasti differentioituville konvekseille funktioille, mutta
kaikki konveksit funktiot eivät suinkaan ole differentioituvia; helppo esimerkki on funktio
g(x) = |x|. Derivaattoja toiseen kertalukuun saakka löytyy aina kuitenkin melkein kaikissa
pisteissä.

Lause 2.2.6.Olkoong : Ω→ R konveksi funktio,Ω ⊂ Rn avoin ja konveksi. Tällöin

(i) g on jatkuva
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(ii) g on differentioituva m.k.Ω:ssa

(iii) g on kahdesti differentioituva m.k.Ω:ssa: m.k.x0 ∈ Ω on olemassa symmetrinen
n× n-matriisi A siten, että

g(x) = g(x0) + ∇g(x0) · (x− x0) +
1
2

A(x− x0) · (x− x0) + o(|x− x0|2),
toisin sanoen

lim
x→x0

g(x) −
(
g(x0) + ∇g(x0) · (x− x0) + 1

2A(x− x0) · (x− x0)
)

|x− x0|2
= 0.

Tämän tuloksen todistus ei ole aivan helppo ja se sivuutetaan, katso esim. [7].

Määritelmä 2.2.7. Olkoon E ⊂ Rn konveksi joukko. Funktiog : E → R on aidosti
konveksi, jos

g(tx + (1− t)y) < tg(x) + (1− t)g(y)

kaikilla x, y ∈ E, x , y, ja kaikilla t ∈]0,1[.

2.3 Minimin olemassaolo ja yksikäsitteisyys

Lause 2.3.1.Jos funktiof : Rn → R on alhaalta puolijatkuva jalim |x|→∞ g(x) = +∞, niin
g saavuttaa pienimmän arvonsa.

Todistus.Olkoon M0 = g(0) ∈ R. Koskalim |x|→∞ g(x) = +∞, löytyy R0 > 0 siten, että
g(x) ≤ g(0) kaikilla x ∈ Rn \ B(0,R).

Seuraavaksi tarvitaan pientä aputulosta: JosK ⊂ Rn on kompakti jag : K → R alhaalta
puolijatkuva, niing saavuttaa joukossaK pienimmän arvonsa eli on olemassax̂ ∈ K siten,
ettäg(x̂) = inf x∈K g(x). Tämän toteen näyttämiseksi määritellään

cj =


inf x∈K g(X) + 1

j , jos inf x∈K g(x) > −∞,
− j , jos inf x∈K g(x) = −∞.

Tällöin (cj) ⊂ R on vähenevä jono jalim j→∞ cj = inf x∈K g(x). Infimumin määritelmän pe-
rusteella kaikillej ∈ N on olemassaxj ∈ K siten, ettäg(xj) < cj . KoskaK on kompakti (ja
siten jonokompakti), on olemassa osajono(xjk) ⊂ (xj), joka suppenee kohti jotain pistettä
x0 ∈ K. Funktiong alhaalta puolijatkuvuuden nojalla

g(x0) ≤ lim inf
y→x0

g(y) ≤ lim inf
k→∞

g(xjk) ≤ lim inf
y→x0

cjk = inf
x∈K

g(x).

Tämä todistaa aputuloksen. Huomaa kuitenkin, että alhaalta puolijatkuva funktioei välttä-
mättä saavuta suurinta arvoaan kompaktissa joukossa.

Jatketaan alkuperäisen lauseen todistusta soveltamalla aputulosta kompaktiin joukkoon
B(0,R). Näemme, että on olemassax0 ∈ B(0,R) siten, että

g(x0) ≤ g(y) kaikilla y ∈ B(0,R).

Koska erityisestig(x0) ≤ g(0), seuraa tästä, ettäg saavuttaa pienimmän arvonsaRn:ssä
pisteessäx0. �
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Huomautus2.3.2. Jos oletetaan lisäksi, ettäg on aidosti konveksi, niin edellä löydetty mi-
nimipiste on yksikäsitteinen. Nimittäin jos olisi pisteetx1 , x2 siten, ettäg(x1) = g(x2) =

inf x∈Rn g(x), niin funktiong aidon konveksisuuden nojalla

g
(

x1+x2
2

)
< 1

2g(x1) + 1
2g(x2) = inf

x∈Rn
g(x),

mikä on mahdotonta.

Harjoitustehtäviä

1. Olkoot f : A → R ja g : A → R alhaalta puolijatkuvia funktioita joukossaA ⊂
Rn. Osoita, että tällöin myös funktiotf + g ja h(x) = min{ f (x),g(x)} ovat alhaalta
puolijatkuvia.

2. Anna esimerkki alhaalta puolijatkuvasta funktiostaf : [0,1] → R, joka ei saavuta
suurinta arvoaan välillä[0,1].

3. Olkoon f j : A → R kasvava jono jatkuvia funktioita, jotka suppenevat pisteittäin
kohti funktiota f : A→ R, ts.

lim
j→∞

f j(x) = f (x) kaikilla x ∈ A.

Osoita, ettäf on alhaalta puolijatkuva.

4. Olkoon E ⊂ Rn epätyhjä konveksi joukko. Osoita (vaikkapa induktiolla), että jos
m ∈ N, xi ∈ E, λi ≥ 0, i = 1,2, . . . ,m ovat siten, että

∑m
i=1 λi = 1, niin

m∑

i=1

λi xi ∈ E.

5. Olkoon E ⊂ Rn mikä tahansa epätyhjä joukko. MääritelläänE:n konveksi verho
(convex hull)coEasettamalla

coE =


m∑

i=1

λi xi : m ∈ N, xi ∈ E, λi ≥ 0 ja
m∑

i=1

λi = 1

 .

(a) Osoita, että
coE =

⋂

F∈F
F,

missä
F = {F ⊂ Rn : E ⊂ F ja F konveksi}.

(b) Päteeköco(E1 ∩ E2) = co(E1) ∩ co(E2) kaikille joukoille E1,E2 ⊂ Rn?

6. Olkoon E ⊂ Rn konveksi joukko jagj : E → R jono konvekseja funktioita. Osoita,
että
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(i) gi + gj on konveksi.

(ii) λgi on konveksi kaikilleλ ≥ 0.

(iii) jos g(x) := supj∈N gj(x) < ∞ jokaiselle x ∈ E, niin g : E → R on myös
konveksi.

7. Olkoong : Rn→ R konveksi ja jatkuvasti differentioituva. Osoita, että

(i) jos∇g(x0) = 0, niin g saavuttaa pienimmän arvonsa pisteessäx0.

(ii) jos g on ylhäältä rajoitettu (ts. on olemassaM > 0 siten, ettäg(x) ≤ M kaikille
x ∈ Rn), niin g on vakiofunktio.

8. Olkoong : ]0,1[→ R konveksi. Osoita, ettäg on jatkuva funktio.
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Luku 3

Funktioavaruuksista

3.1 Valittuja paloja funktionaalianalyysistä

3.1.1 Banach-avaruudet

OlkoonX mielivaltainen reaalikertoiminen vektoriavaruus, toisin sanoen

(i) X on Abelin ryhmä "yhteenlaskun"+ : X × X→ X suhteen.

(ii) λ(µ f ) = (λµ) f kaikille λ, µ ∈ R, f ∈ X.

(iii) (λ + µ) f = λ f + µ f ; λ( f + g) = λ f + λg.

(iv) 1 f = f kaikilla f ∈ X.

Näistä ehdoista seuraa erityisesti, että

• jos f ,g ∈ X, niin f + g ∈ X.

• jos f ∈ X ja λ ∈ R, niin λ f ∈ X.

• on olemassa nolla-alkio0 ∈ X siten, ettäf + 0 = f kaikilla f ∈ X.

• kaikilla f ∈ X on olemassa vasta-alkio− f ∈ X siten, ettäf + (− f ) = 0.

Huomautus3.1.1. Tällä kurssillaX on poikkeuksetta jokin funktioavaruus,

X ⊂ { f : Ω→ Rm}, Ω ⊂ Rn.

Tällöin määritellään

( f + g)(x) := f (x) + g(x),

(λ f )(x) := λ f (x) jne.

Määritelmä 3.1.2. Kuvaus‖·‖ : X→ [0,∞[ onnormiavaruudessaX, jos

(1) ‖ f + g‖ ≤ ‖ f ‖ + ‖g‖ kaikilla f ,g ∈ X.
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(2) ‖λ f ‖ = |λ|‖ f ‖ kaikilla f ∈ X, λ ∈ R.

(3) ‖ f ‖ = 0 jos ja vain josf = 0.

(X, ‖·‖) on tällöin normiavaruus.

Huomautus3.1.3. Samaan avaruuteen (funktiojoukkoon) voidaan liittää useita normeja.
Esimerkiksi josX = { f : [0,1]→ R | f on jatkuva} =: C([0,1]), niin

‖ f ‖∞ = sup
x∈[0,1]

| f (x)| ja ‖ f ‖1 =

∫ 1

0
| f (x)|dx

ovat normeja avaruudessaX.

Määritelmä 3.1.4. (i) Jono( fk)∞k=1 ⊂ X suppenee(vahvasti/normin mielessä) kohti al-
kiota f ∈ X, merkitäänfk → f , jos limk→∞‖ fk − f ‖ = 0.

(ii) Jono( fn) onCauchy-jono, jos jokaiselleε > 0 on olemassaN = N(ε) > 0 siten, että

‖ fk − f j‖ < ε kaikille k, j ≥ N.

Määritelmä 3.1.5. Normiavaruus(X, ‖·‖) on täydellinen, jos sen jokainen Cauchy-jono
suppenee; ts. jos( fk) on Cauchy jono, on olemassaf ∈ X siten, ettäfk → f .
Täydellisiä normiavaruuksia kutsutaanBanach-avaruuksiksi.

Esimerkki 3.1.6. (C(Ω), ‖·‖∞) on Banach, mutta(C(Ω), ‖·‖1) ei ole.

3.1.2 Duaali

Määritelmä 3.1.7. Banach-avaruuden(X, ‖·‖) duaali X∗ koostuu kaikista rajoitetuista line-
aarikuvauksistax∗ : X→ R. Toisin sanoenx∗ ∈ X∗ jos ja vain jos

1. x∗(λ f + µg) = λx∗( f ) + µx∗(g) kaikille f ,g ∈ X, λ, µ ∈ R.

2. ‖x∗‖X∗ := sup{x∗( f ) : f ∈ X, ‖ f ‖X ≤ 1} < ∞.
Esimerkki 3.1.8. Olkoon(X, ‖·‖) = (C(Ω), ‖·‖∞), ja asetetaan

x∗( f ) :=
∫

Ω

f (x) dx,

mikä selvästi määrittelee lineaarikuvauksenx∗ : X → R. Jos f ∈ X on siten, että‖ f ‖∞ =

sup{| f (x)| : x ∈ Ω} ≤ 1, niin

x∗( f ) ≤
∫

Ω

1dx = |Ω|

missä|Ω| tarkoittaa avoimen joukonΩ n-ulotteista Lebesgue mittaa. Näin ollenx∗ ∈ X∗ jos
|Ω| < ∞.

19



Huomautus3.1.9. (i) Duaaliavaruus(X∗, ‖·‖X∗) on aina Banach-avaruus (vaikkaX olisi itse
pelkästään normiavaruus), kun määritellään

(x∗ + y∗)(x) := x∗(x) + y∗(x)

jne.
(ii) Usein käytetään merkintää〈x∗, f 〉 := x∗( f ). Yksi syy tähän on se, että Cauchy-

Schwartzin epäyhtälö yleistyy muotoon

〈x∗, f 〉 = x∗(‖ f ‖ f
‖ f ‖ ) = ‖ f ‖ x∗

(
f
‖ f ‖

)
≤ ‖ f ‖ ‖x∗‖X∗ .

(iii) Lineaarikuvausx∗ : X→ R on rajoitettu jos ja vain josx∗ on jatkuva:
Cauchy-Schwartzin nojalla nähdään ensin, että jos‖x∗‖X∗ < ∞, niin

|x∗( f ) − x∗(g)| = |x∗( f − g)| ≤ ‖x∗‖X∗ ‖ f − g‖ → 0 kun ‖ f − g‖ → 0.

Jos taasx∗ on jatkuva, mutta ei ole rajoitettu, niin on olemassa jonof j ∈ X, ‖ f j‖X ≤ 1 siten,
ettäx∗( f j) ≥ j. Olkoongj = 1

j f j ∈ X. Tällöin ‖gj‖ = 1
j ‖ f j‖ ≤ 1

j → 0 kun j → ∞, mutta

x∗(gj) =
1
j
x∗( f j) ≥ 1 > 0 = x∗(0),

mikä on ristiriidassax∗:n jatkuvuuden kanssa.

Määritelmä 3.1.10. Banach-avaruus(X, ‖·‖) on refleksiivinen, jos (X∗)∗ = X. Tässä yhtä-
suuruudella tarkoitetaan, että avaruudet ovat isometrisesti isomorfiset: on olemassa bijek-
tiivinen lineaarikuvausT : X→ X∗∗ siten, että‖T f‖X∗∗ = ‖ f ‖X kaikilla x ∈ X.

Huomautus3.1.11. Avaruus(X∗)∗ on siis duaaliavaruudenX∗ (joka on itsekin normiava-
ruus) duaaliavaruus. Siten̂x ∈ X∗∗ = (X∗)∗ jos ja vain jos

x̂(λx∗ + µy∗) = λx̂(x∗) + µx̂(y∗) kaikilla x∗, y∗ ∈ X∗ ja λ, µ ∈ R,

ja
‖x̂‖X∗∗ := sup{x̂(x∗) : ‖x∗‖X∗ ≤ 1} < ∞.

3.1.3 Heikko konvergenssi

Määritelmä 3.1.12. Olkoon(X, ‖·‖) Banach ja(X∗, ‖·‖∗) sen duaali. Jono( f j) ⊂ X suppenee
heikostikohti alkiota f ∈ X, merkitäänf j ⇀ f , jos

x∗( fk)→ x∗( f ) kaikilla x∗ ∈ X∗.

Huomautus3.1.13. Koska yllä olevassa määritelmässäx∗( fk) ja x∗( f )R ovar reaalilukuja,
konvergenssix∗( fk)→ x∗( f ) tarkoittaa normaalia reaalilukujen konvergenssiä.
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Lause 3.1.14.Olkoon( f j) ⊂ X siten, ettäf j ⇀ f ∈ X. Tällöin

(i) jono ( f j) on rajoitettu, ts. on olemassaM > 0 siten, että‖ f j‖ ≤ M kaikilla j.

(ii) ‖ f ‖ ≤ lim inf
j→∞

‖ f j‖, (ts. normi on heikosti alhaalta puolijatkuva).

Määritelmä 3.1.15. (a) JoukkoK ⊂ X on heikosti jonokompakti, jos jokaisella jonolla
( f j) ⊂ K on osajono( f jk), joka suppenee heikosti kohti jotakinf ∈ K.

(b) JoukkoK ⊂ X on heikosti suljettu, jos K on suljettu heikon suppenemisen suhteen:
ehdoista( f j) ⊂ K, f j ⇀ f seuraa ainaf ∈ K.

Huomautus3.1.16. (i) Jos f j → f vahvasti/normin mielessä, toisin sanoen‖ f j − f ‖ → 0
kun j → ∞, niin f j ⇀ f :
Olkoonx∗ ∈ X. Tällöin

|x∗( f j) − x∗( f )| = |x∗( f j − f )| ≤ ‖x∗‖X∗‖ f j − f ‖ → 0,

sillä ‖x∗‖X∗ < ∞. Käänteinen tulos ei yleisesti ottaen pidä paikkaansa. Esimerkkejä heikosti
suppenevista jonoista, jotka eivät suppene vahvasti tulee vastaan hieman myöhemmin.

(ii) JosK ⊂ X on heikosti suljettu, niinK on suljettu (normitopologian suhteen). Kään-
teinen tulos ei jälleenkään päde yleisesti.

(iii) Heikko raja-arvo on yksikäsitteinen: josf j ⇀ f ja f j ⇀ g, niin f = g.

Lause 3.1.17.OlkoonX refleksiivinen Banach-avaruus. TälloinK ⊂ X on heikosti jono-
kompakti jos ja vain josK on rajoitettu ja heikosti suljettu.

Muista, että joukkoK ⊂ X on rajoitettu jos on olemassaM > 0 siten, että‖x‖ ≤ M
kaikilla x ∈ K. Se, että jokainen heikosti jonokompakti joukko on rajoitettu ja heikosti
suljettu on totta myös ilman oletustaX refleksiivisyydestä ja suhteellisen helppo todistaa.
Käänteinen suunta sen sijaan on hieman vaikeampi. Lauseen todistus löytyy esimerkiksi
lähteestä [8].

Huomautus3.1.18. Voidaan osoittaa, että avaruuden(X, ‖·‖) normin mielessä suljetut ja ra-
joitetut joukot ovat kaikki kompakteja jos ja vain jos avaruusX on äärellisulotteinen. Ääre-
tönulotteisen avaruuden tapauksessa on siis pakko siirtyä käyttämään heikon suppenemisen
käsitettä. Äärellisulotteisessa avaruudessa heikko ja vahva suppeneminen ovat sama asia.

Lause 3.1.19.(Mazurin lemma) Josf j ⇀ f , niin on olemassa(g j) ⊂ X siten, että

g j =

j∑

k=1

λk, j fk, λk, j ≥ 0,
j∑

k=1

λk, j = 1

ja
gj → f eli ‖g j − f ‖ → 0.

Seuraus 3.1.20.JosK ⊂ X on konveksi ja suljettu, niinK on heikosti suljettu.
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Todistus.Olkoon( f j) ⊂ K siten, ettäf j ⇀ f ∈ X. Halutaan osoittaa, ettäf ∈ K. Mazurin
lemman nojalla löytyy luvutλk, j ≥ 0 siten, että

j∑

k=1

λk, j = 1 ja gj → f , missä gj =

j∑

k=1

λk, j f j .

KoskaK on konveksi ja( f j) ⊂ K, niin gj ∈ K kaikilla j. Edelleen, koskaK on suljettu ja
gj → f , niin f ∈ K. �

Edelliset lauseet yhdistämällä saadaan seuraavan abstrakti minimin olemassaolotulos:

Lause 3.1.21.Olkoon(X, ‖·‖) refleksiivinen Banach-avaruus ja olkoonK ⊂ X suljettu ja
konveksi joukko. Oletetaan, että kuvausI : K → R on

(i) koersiivinen:I (u)→ ∞ kun‖u‖ → ∞, u ∈ K.

(ii) heikosti alhaalta puolijatkuva joukossaK: jokaiselle jonolle(uj) ⊂ K siten, että
uj ⇀ u ∈ K kun j → ∞ päteeI (u) ≤ lim inf

j→∞
I (uj).

Tällöin infu∈K I (u) > −∞ ja on olemassau0 ∈ K siten, ettäI (u0) = infu∈K I (u).

Todistus.Merkitään

cj =


infu∈K I (u) + 1

j , josinfu∈K I (u) > −∞,
− j, josinfu∈K I (u) = −∞.

Infimumin määritelmän nojalla on olemassauj ∈ K siten, ettäI (uj) ≤ c j, jolloin erityisesti

lim
j→∞

I (uj) = inf
u∈K

I (u).

FunktionI koersiivisuuden nojalla jono(uj) on rajoitettu, eli on olemassaM > 0 siten, että
‖uj‖ ≤ M kaikilla j ∈ N. Nyt jono (uj) sisältyy joukkoonK ∩ B(0,M), joka on rajoitettu,
konveksi ja suljettu, ja siten rajoitettu ja heikosti suljettu. KoskaX on refleksiivinen, Lause
3.1.17 takaa, että joukkoK ∩ B(0,M) on heikosti jonokompakti. Tällöin on olemassa osa-
jono (ujk) ⊂ (uj) ja u0 ∈ K ∩ B(0,M) siten, ettäujk ⇀ u0. Koska I on heikosti alhaalta
puolijatkuva, on

I (u0) ≤ lim inf
k→∞

I (ujk) = inf
u∈K

I (u).

Etsitty minimipiste on siten löydetty. �

Esimerkki 3.1.22. Olkoon(X, ‖·‖) refleksiivinen Banach-avaruus,K ⊂ X konveksi ja sul-
jettu, sekäu ∈ X. Tällöin on olemassau0 ∈ K siten, että

‖u0 − u‖ ≤ ‖u− u‖ kaikilla u ∈ K.
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Todistus.Määritellään funktio

I : K → R, I (u) = ‖u− u‖.

KoskaI (u) ≥ ‖u‖−‖u‖ → ∞ kun‖u‖ → ∞, on I koersiivinen. LisäksiI on heikosti alhaalta
puolijatkuva: Olkoon(vj) ⊂ K siten, ettäv j ⇀ v ∈ K. Merkitäänw j := vj − u ja w = v− u.
Tällöin kaikilla x∗ ∈ X∗

x∗(w j) = x∗(vj − u) = x∗(vj) − x∗(u)
j→∞→ x∗(v) − x∗(u) = x∗(v− u),

jotenwj ⇀ w. Normin heikosta alhaalta puolijatkuvuudesta seuraa, että

I (v) = ‖v− u‖ = ‖w‖ ≤ lim inf
j→∞

‖w j‖ = lim inf
j→∞

‖vj − u‖ = lim inf
j→∞

I (v j),

eli I on heikosti alhaalta puolijatkuva. Nyt Lauseen 3.1.21 nojalla on olemassau0 ∈ K siten,
ettäI (u0) = infu∈K I (u). �

Huomautus3.1.23. (i) Rn:ssä alhaalta puolijatkuvuus määriteltiin epäyhtälöllä

g(x) ≤ lim inf
y→x
y∈A

g(y) = lim
r→0

(inf {g(y) : 0 < |x− y| < r, y ∈ A}) .

Heikko alhaalta puolijatkuvuus täytyy määritellä jonojen avulla, sillä "heikkoja palloja"ei
ole olemassa.

(ii) Variaatiolaskennassa esiintyvät funktionaalitI : K → R ovat erittäin harvoin jat-
kuvia heikon konvergenssin suhteen, ja tämän vuoksi alhaalta puolijatkuvuus on oleellisen
tärkeä käsite.

(iii) Variaatiolaskentaa voidaan harrastaa myös ei-refleksiivisissä avaruuksissa.

3.2 Lp-avaruudet

Määritelmä 3.2.1. OlkoonA ⊂ Rn (Lebesgue-) mitallinen ja1 ≤ p ≤ ∞. Määritellään

Lp(A) := { f : A→ R ∪ {±∞} : f on mitallinen ja‖ f ‖p < ∞},

missä

‖ f ‖p = ‖ f ‖Lp(A) :=

(∫

A
| f (x)|p dx

) 1
p

,1 ≤ p < ∞

ja
‖ f ‖∞ = ‖ f ‖L∞(A) := ess sup

x∈A
| f (x)| = inf {t > 0 : | f (x)| ≤ t m.k. x ∈ A}.

Yllä olevassa määritelmässä samaistetaan funktiot, jotka yhtyvät melkein kaikkialla
joukossaA, ts. f = g jos ja vain jos joukon{x ∈ A : f (x) , g(x)} n-ulotteinen Lebes-
gue mitta on nolla. AvaruusLp(A) on siis tarkkaan ottaen tällaisten ekvivalenssiluokkien
kokoelma. Käytännössä ajatellaan, ettäLp-funktiot on määritelty vain m.k. pisteissä. Mitta-
ja integraaliteorian kurssilta muistetaan, että
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(1) (Lp(A), ‖·‖p) on Banach-avaruus. Erityisesti

‖ f + g‖p ≤ ‖ f ‖p + ‖g‖p kaikilla f ,g ∈ Lp(A).

(2) Hölderin epäyhtälö: Olkoonf ,g : A → R ∪ {±∞} mitallisia ja luvut1 ≤ p,q ≤ ∞
siten, että1

p + 1
q = 1. Jos f ∈ Lp(A) ja g ∈ Lq(A), niin f g ∈ L1(A) ja ‖ f g‖1 ≤ ‖ f ‖p‖g‖q,

ts. ∫

A
| f (x)g(x)|dx≤

(∫

A
| f (x)|p dx

) 1
p
(∫

A
|g(x)|q dx

) 1
q

,1 < p,q < ∞

ja ∫

A
| f (x)g(x)| dx≤

(
ess sup

x∈A
| f (x)|

) ∫

A
|g(x)|dx jos p = ∞,q = 1.

(3) Olkoon f j , f ∈ Lp(A). Josf j → f (siis ‖ f j − f ‖p =
(∫

A
| f j(x) − f (x)|p dx

) 1
p → 0 ), niin

on olemassa osajono( f jk) ⊂ ( f j) siten, että

f jk(x)→ f (x) m.k. x ∈ A.

Huomautus3.2.2. Hölderin epäyhtälöstä seuraa, että jos|A| < ∞ ja 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, niin

Lq(A) ⊂ Lp(A)

ja (?

A
| f (x)|p dx

) 1
p

≤
(?

A
| f (x)|q dx

) 1
q

kaikille f ∈ Lp(A).

Tässä (?

A
| f |p dx

) 1
p

=

(
1
|A|

∫

A
| f |p dx

) 1
p

.

Jos|A| = ∞ ja p , q, niin Lp(A) 1 Lq(A) ja Lq(A) 1 Lp(A).

Seuraavaksi osoitetaan, että avaruuden(Lp(A), ‖·‖p) duaali on isometrisesti isomorfinen
avaruuden(Lq(A), ‖·‖q) kanssa, missä1p + 1

q = 1 (eli q =
p

p−1 ) ja 1 < p,q < ∞. Ensin helppo
osuus:

Lause 3.2.3.Olkoon1 < p < ∞ ja q =
p

p−1 (siis 1
p + 1

q = 1), ja g ∈ Lq(A). Määritellään

Tg : Lp(A)→ R, Tg( f ) =

∫

A
f g dx.

Tällöin Tg ∈
(
Lp(A), ‖·‖p

)∗
ja sen duaalinormi‖Tg‖∗ = ‖g‖q. Erityisesti siisLq(A) ⊂

(Lp(A))∗ .
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Todistus.Koska

Tg(λ f1 + µ f2) =

∫

A
(λ f1 + µ f2)g dx= λ

∫

A
f1g dx+ µ

∫

A
f2g dx= λTg( f1) + µTg( f2)

kaikilla f1, f2 ∈ Lp(A) ja λ, µ ∈ R, kuvausTg on lineaarinen. Hölderin epäyhtälön nojalla
on

|Tg( f )| = |
∫

A
f g dx| ≤

∫

A
| f ||g|dx

Hölder≤
(∫

A
| f |p dx

) 1
p
(∫

A
|g|q dx

) 1
q

= ‖ f ‖p‖g‖q,
joten

‖Tg‖∗ = sup{Tg( f ) : f ∈ Lp(A), ‖ f ‖p ≤ 1} ≤ ‖g‖q < ∞.
Osoitetaan vielä, että‖Tg‖∗ ≥ ‖g‖q. Tätä varten valitaanf = |g|q−2g, jolloin | f (x)|p =(
|g(x)|q−1

)p
= |g(x)|q. Siten

‖ f ‖Lp =

(∫

A
| f (x)|p dx

) 1
p

=

(∫

A
|g(x)|q dx

) q−1
q

= ‖g‖q−1
q < ∞

ja

Tg( f ) =

∫

A
|g|q−2gg dx=

∫

A
|g(x)|q dx = ‖g‖qq

= ‖g‖q−1
q ‖g‖q = ‖ f ‖p‖g‖q.

Näin ollenTg(
f
‖ f ‖p ) = ‖g‖q ja siten‖Tg‖∗ ≥ ‖g‖q duaalinormin määritelmän perusteella.�

Käänteinen inkluusio(Lp(A))∗ ⊂ Lq(A) on hankalampi todistaa. Siinä tarvitaan mm.
Radon-Nikodymin lausetta, joka muotoillaan seuraavaksi. OlkoonM Lebesgue-mitallisten
joukkojenσ-algebraRn:ssä. Kuvausµ :M→ R∪ {±∞} onmerkkimitta(signed measure),
jos

(i) µ(∅) = 0

(ii)
∞∑

j=1

µ(E j) = µ(
∞⋃

j=1

E j) kaikilla pareittain pistevieraillaE j ∈ M.

Huomautus3.2.4. Pätee:µ on merkkimitta jos ja vain jos on olemassa ei-negatiiviset mitat
µ+, µ− siten, ettäµ = µ+ − µ−.
Määritelmä 3.2.5. Merkkimitta µ on absoluuttisesti jatkuva Lebesguen mitan suhteen,
merkitäänµ << | · |, jos ehdosta|E| = 0 aina seuraaµ(E) = 0.

Lause 3.2.6 (Radon-Nikodym).OlkoonA ⊂ Rn mitallinen jaµ äärellinen merkkimitta,
joka on absoluuttisesti jatkuva Lebesguen mitan suhteen. Tällöin on olemassa tasan yksi
g ∈ L1(A) siten, että

µ(E) =

∫

E
g(x) dx kaikille mitallisille E ⊂ A.
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Radon-Nikodymin lauseen todistus löytyy mm. lähteestä [8].

Lause 3.2.7.(F. Riesz) OlkoonA ⊂ Rn mitallinen, 1 < p < ∞ ja T ∈
(
Lp(A), ‖·‖p

)∗
=

(Lp(A))∗ . Tällöin on olemassa yksikäsitteineng ∈ Lq(A), q =
p

p−1, siten, että

T( f ) =

∫

A
f g dx kaikilla f ∈ Lp(A)

ja ‖T‖∗ = ‖g‖q.
Huomautus3.2.8. Lauseiden 3.2.3 ja 3.2.7 nojalla siis(Lp(A))∗ = Lq(A). Erityisesti avaruus
Lp(A) on refleksiivinen kaikilla1 < p < ∞.

Todistus.Oletetaaan ensin, että|A| < +∞. OlkoonE ∈ M ja merkitään

χE∩A(x) =


1, x ∈ E ∩ A

0, muutoin.

Tällöin

‖χE∩A‖p =

(∫

E∩A
1dx

) 1
p

= |E ∩ A| 1p < ∞.

Määritelläänµ(E) := T(χE∩A), jolloin

µ(∅) = T(χ∅) = T(0) = 0

ja

µ(
∞⋃

j=1

E j) =T(χ⋃∞
j=1 E j∩A) = T

(
χ⋃∞

j=1(E j∩A)

)

=T(
∞∑

j=1

χE j∩A) =

∞∑

j=1

T(χE j∩A) =

∞∑

j=1

µ(E j)

kaikilla pareittain pistevieraillaE j ∈ C. Lisäksi

|µ(E)| = |T(χE∩A)| ≤ ‖T‖∗‖χE∩A‖p ≤ ‖T‖∗|E ∩ A| 1p ≤ ‖T‖∗|A|
1
p < +∞,

jotenµ on äärellinen merkkimitta. Ja jos|E| = 0, niin µ(E) = T(χE∩A) = T(0) = 0. Näin
ollen µ on myös absoluuttisesti jatkuva Lebesguen mitan suhteen, ja Radon-Nikodymin

lauseen nojalla on olemassag ∈ L1(A) siten, ettäµ(E) =

∫

E
g dxkaikilla E ∈ M, E ⊂ A.

Seuraavaksi on tarkoitus osoittaa, ettäg on etsitty funktio, toisin sanoen,g ∈ Lq(A) ja
T( f ) =

∫
A

f g dxkaikilla f ∈ Lp(A).
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(1) Olkoon f ∈ Lp(A) yksinkertainen funktio, ts.f =

k∑

i=1

ciχAi∩A joillakin ci ∈ R ja Ai ∈ C.

Tällöin

T( f ) = T


k∑

i=1

ciχAi∩A

 =

k∑

i=1

ciT(χAi∩A) =

k∑

i=1

ci µ(Ai)

=

k∑

i=1

ci

∫

Ai

g dx=

k∑

i=1

ci

∫

A
χA∩Ai (x) g(x) dx =

∫

A


k∑

i=1

ciχA∩Ai

 g dx

=

∫

A
f g dx.

(2) Olkoon f ≥ 0, rajoitettu ja mitallinen; tällöinf ∈ Lp(A), sillä |A| < ∞. Valitaan yksin-
kertaiset funktiotfi siten, että0 ≤ fi ≤ fi+1 ≤ f ja lim i→∞ fi(x) = f (x) m.k. x ∈ A. Koska
| fi − f |p ≤ | f |p ja | f |p ∈ L1(A), niin ‖ f − fi‖pp → 0 kun i → ∞ dominoidun konvergenssin
lauseen nojalla. Edelleen, koskaT on jatkuva lineaarikuvaus, niin kohdan (1) nojalla

T( f ) = lim
i→∞

T( fi) = lim
i→∞

∫

A
fi g dx=

∫

A
f g dx,

missä viimeisin yhtäsuuruus seuraa jälleen dominoidun konvergenssin lauseesta ja siitä,
että| fi(x)g(x)| ≤ | f (x)g(x)| ≤ ‖ f ‖∞|g(x)| ∈ L1(A).

(3) Olkoon f rajoitettu ja mitallinen funktio, jaf + ja f − sen positiivi- ja negatiiviosat. Edel-
lisen kohdan nojalla

T( f ) = T( f + − f −) = T( f +) − T( f −) =

∫

A
f +g dx−

∫

A
f −g dx

=

∫

A
( f + − f −)g dx=

∫

A
f g dx.

(4) Osoitetaan seuraavaksi, ettäg ∈ Lq(A). Tätä varten merkitäänh = |g|q−2g ja

h j(x) =


h(x), jos |h(x)| ≤ j

0, muutoin.

Koskahj ∈ L∞(A) kaikilla j, seuraa kohdasta (3), että

|
∫

A
hjg dx| = |T(hj)| ≤ ‖T‖∗‖hj‖p < ∞ (3.2.1)

ja siten ∫

A
hjg dx=

∫

A∩{|h|≤ j}
|g|q dx =: I j ∈ R kaikilla j.

Toisaalta

‖hj‖p =

(∫

A
|hj |p dx

) 1
p

=

(∫

A∩{|h|≤ j}
(|g|q−1)

q
q−1 dx

) q−1
q

=

(∫

A∩{|h|≤ j}
|g|q dx

) q−1
q

= I
q−1

q

j ,
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joten epäyhtälö (3.2.1) voidaan kirjoittaa muotoonI1/q
j ≤ ‖T‖∗. Näin ollen

(∫

A∩{|g|≤t}
|g|q dx

) 1
q

≤ ‖T‖∗ kaikilla t > 0.

Kun vielä huomataan, että koskag ∈ L1(A), niin |g(x)| < +∞m.k. x ∈ A, seuraa edellisestä,
ettäg ∈ Lq(A) ja ‖g‖q ≤ ‖T‖∗.

(5) Määritellään funktionaali

T̃ : Lp(A)→ R, T̃( f ) :=
∫

A
f g dx.

Lauseen 3.2.3 nojallãT ∈
(
Lp(A), ‖·‖p

)∗
ja ‖T̃‖∗ = ‖g‖q. Lisäksi tiedetään, ettäT( f ) = T̃( f )

kaikilla f ∈ L∞(A). Olkoon f ∈ Lp(A) ja valitaan jono rajoitettuja funktioitaf j ∈ L∞(A)
siten, ettäf j → f Lp(A):ssa. Tällaiseksi jonoksi kelpaa esimerkiksi funktiot

f j(x) =



f (x), jos | f (x)| ≤ j,

j, jos f (x) > j,

− j, jos f (x) < − j.

KuvaustenT ja T̃ jatkuvuuden perusteella saamme

T̃( f ) = lim
j→∞

T̃( f j) = lim
j→∞

T( f j) = T( f ).

Näin ollen siisT = T̃, ja erityisesti

T( f ) =

∫

A
f g dx kaikilla f ∈ Lp(A)

ja ‖T‖∗ = ‖g‖q. Funktiong yksikäsitteisyyden toteaminen on helppoa, ja se jätetään lukijalle
harjoitustehtäväksi.

(6) Tapaus|A| = ∞: OlkoonAi = A∩ B(0, i), i = 1,2, . . . . Tällöin |Ai | < +∞, A1 ⊂ A2 ⊂ . . .
ja

⋃∞
i=1 Ai = A. Määritellään

Ti : Lp(Ai)→ R,Ti( f ) = T( f̃ ),

missä

f̃ (x) =


f (x), jos x ∈ Ai

0, muutoin.

Koska f ∈ Lp(Ai), niin f̃ ∈ Lp(A). Lisäksi selvästiTi ∈
(
Lp(Ai), ‖·‖p

)∗
ja ‖Ti‖∗ ≤ ‖T‖∗.

Todistuksen alkuosan perusteella on olemassa yksikäsitteinengi ∈ Lq(Ai) siten, että

Ti( f ) =

∫

Ai

f gi dx kaikilla f ∈ Lp(Ai)
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ja ‖Ti‖∗ = ‖gi‖q. Josi > j, niin gi(x) = gj(x) kaikilla x ∈ Aj ⊂ Ai, sillä muutoingj ei olisi
yksikäsitteinen. Täten on olemassag(x) := lim i→∞ gi(x) m.k. x ∈ A. Edelleen

∫

A
|g|q dx = lim

i→∞

∫

A
|g̃i |q dx = lim

i→∞
‖Ti‖q∗ ≤ ‖T‖q∗

monotonisen konvergenssin lauseen nojalla, joteng ∈ Lq(A) ja ‖g‖q ≤ ‖T‖∗. Lisäksigi → g
Lq:ssa dominoidun konvergenssin lauseen perusteella.

Olkoon nyt f ∈ Lp(A) ja merkitäänfi = f χAi . Jälleen fi → f Lp :ssä kuni → ∞
dominoidun konvergenssin lauseen nojalla, joten

T( f ) = lim
i→∞

T( fi) = lim
i→∞

Ti( fi) = lim
i→∞

∫

A
figi dx =

∫

A
f g dx.

Yllä viimeinen yhtäsuuruus seuraa siitä, ettäfi → f Lp :ssä,gi → g Lq:ssa ja Hölderin
epäyhtälöstä. �

Huomautus3.2.9. (i) Samaan tapaan voidaan osoittaa, että
(
L1(A)

)∗
= L∞(A). Sen sijaan

(L∞(A))∗ , L1(A): esimerkiksiT( f ) =
∫

A
f dδ0 ∈ (L∞(A))∗ \ L1(A). Erityisesti siisL1(A) ei

ole refleksiivinen.
(ii) Nyt tiedetään, ettäfk ⇀ f avaruudessaLp(A), ( fk, f ∈ Lp(A),1 < p < ∞) jos ja vain

jos

lim
k→∞

∫

A
fkg dx=

∫

A
f g dx kaikilla g ∈ Lq(A), 1

p + 1
q = 1.

Esimerkki 3.2.10. Olkoon1 < p < ∞, A = ]0,1[ ja

fk(x) =


k

1
p , x ∈ ]0, 1

k [,

0, x ∈ [ 1
k ,1[.

Tällöin fk ⇀ 0 kun k → ∞, mutta jono( fk) ei suppene vahvasti minnekään: Olkoon
g ∈ Lq(A) ja ε > 0. Valitaanϕ ∈ C∞0 (A) siten, että‖ϕ − g‖q < ε (tällaisen funktion
olemassaolo osoitetaan Lauseessa 3.2.14). Tällöin

∫
A
ϕ fk dx = 0 kunk on riittävän suuri, ja

siten Hölderin epäyhtälön avulla saamme

|
∫

A
fkg dx−

∫

A
0 · g dx| ≤ |

∫

A
(g− ϕ) fk dx| + |

∫

A
ϕ fk dx| ≤

∫

A
|g− ϕ|| fk|dx

≤ ‖g− ϕ‖q‖ fk‖p < ε,
sillä ‖ fk‖p = 1 kaikilla k. Siis:

1. fk ⇀ 0 kunk→ ∞, mutta koska‖ fk − 0‖p = ‖ fk‖ = 1 kaikilla k, jono( fk) ei suppene
vahvasti nollaan (eikä tietysti mihinkään muuallekaan).

2. Lp-normi‖·‖p ei ole jatkuva heikon konvergenssin suhteen:fk ⇀ 0,muttalim
k→∞
‖ fk‖p ,

‖0‖p. Siten heikko alhaalta puolijatkuvuus

‖ f ‖p ≤ lim inf
k→∞

‖ fk‖p kun fk ⇀ f

on "parasta"mitä voidaan sanoa.
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Heikon ja vahvan suppenemisen välistä suhdetta selventää ns. Radon-Rieszin lause:

Lause 3.2.11.Olkoon1 < p < ∞ ja fk, f ∈ Lp(A). Tällöin fk → f vahvastiLp:ssä jos ja
vain jos fk ⇀ ja limk→∞‖ fk‖p = ‖ f ‖p.

Vastaava tulos on itse asiassa totta kaikissa lokaalisti tasaisesti konvekseissa normiava-
ruuksissa, katso [13].Lp-avaruuksien tasainen konveksisuus puolestaan perustuu ns. Clark-
sonin epäyhtälöihin. Tapausp = 2 on helpohko harjoitustehtävä.

Seuraavaksi osoitetaan, ettäLp-funktioita voidaa approksimoidaC∞- funktioilla. Tätä
varten olkoonη ∈ C∞0 (Rn) siten, että

(i) η(x) ≥ 0 kaikilla x ∈ Rn.

(ii) η(−x) = η(x) kaikilla x ∈ Rn.

(iii) suppη ⊂ B(0, r), ts.η(x) = 0 kaikilla x, joille |x| ≥ 1.

(iv)
∫
Rn η(x) dx =

∫
B(0,1)

η(x) dx = 1.

Esimerkiksi voitaisiin valita

η(x) =


C e

− 1
1−|x|2 , |x| < 1,

0, |x| ≥ 1,

missäC > 0 on valittu siten, että (iv) on voimassa.
Määritellään lisäksiηε(x) := ε−nη( x

ε
), ε > 0. Tällöin ηε ∈ C∞0 (Rn), suppηε ⊂ B(0, ε) ja∫

Rn ηε dx = 1.

Määritelmä 3.2.12. Olkoon f ∈ L1(Rn) ja ηε kuten edellä. Määritellään funktionf silotus

fε(x) := ηε ∗ f (x) =

∫

Rn
f (y)ηε(x− y) dy.

Huomautus3.2.13. (i) Kannattaa huomata, että silotuksenfε lauseke voidaan kirjoittaa
muuttujanvaihtoja hyödyntäen monella eri tavalla:

fε(x) =

∫

Rn
f (y)ηε(x− y) dy

z=x−y
=

∫

Rn
f (x− z)ηε(z) dx

=

∫

Rn
f (x− z)ε−nη(

z
ε

) dz
ξ= z

ε
=

∫

Rn
f (x− ε ξ)η(ξ) dξ.

(ii) Oletus f ∈ L1(Rn) takaa sen, että silotusfε on aina pisteittäin hyvin määritelty ja
reaaliarvoinen:

| fε(x)| ≤
∫

Bε(x)
| f (y)| |ηε(x− y)|︸     ︷︷     ︸

≤Mε

dy≤ Mε

∫

Bε(x)
| f (y)|dy< +∞.

Itse asiassa tähän riittäisi jo se, ettäf on integroituva jokaisessa pallossa.
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Lause 3.2.14.Olkoon f ∈ L1(Rn) ja ηε kuten edellä. Tällöin

(i) fε ∈ C∞(Rn) ja
∂ fε
∂xi

=
∂

∂xi
(ηε ∗ f ) =

(
∂ηε
∂xi

)
∗ f ; vastaavalla tavalla saadaan myös

silotuksen korkeammat osittaisderivaatat.

(ii) Jos f ∈ C(Ω), Ω ⊂ Rn avoin, niin fε(x) → f (x) tasaisestiΩ:n kompakteissa osa-
joukoissa.

(iii) Jos f ∈ Lp(Rn),1 ≤ p < ∞, niin fε ∈ Lp(Rn), ‖ fε‖p ≤ ‖ f ‖p ja ‖ fε − f ‖p → 0 kun
ε→ 0.

Todistus.

(i) Olkoonei R
n:n i:s kantavektori, siisei = (0, . . . , 0,1,0, . . . , 0). Nyt

fε(x + tei) − fε(x)
t

=
1
t

(∫

Rn
f (y)η(x + tei − y) dy−

∫

Rn
f (y)η(x− y) dy

)

=

∫

Rn
f (y)

(
η(x− y + tei) − η(x− y)

t

)

︸                            ︷︷                            ︸
t→0→ ∂η

∂xi
(x− y)

t→0→
dom. konv.

∫

Rn
f (y)

∂η

∂xi
(x− y) dy

=
∂η

∂xi
∗ f (x),

joten osittaisderivaatta∂ fε
∂xi

on olemassa ja∂ fε
∂xi

=
∂η

∂xi
∗ f (x). Soveltamalla samaa päättelyä

funktion fε sijaan sen ensimmäisen kertaluvun osittaisderivaattoihin saamme osoitettua toi-
sen kertaluvun osittaisderivaattojen olemassaolon. Jatkamalla induktiivisesti näemme, että
fε ∈ C∞(Rn).

(ii) Olkoon B = B(x0, r) ⊂ Ω siten, että3B = B(x0,3r) ⊂ Ω. Koska f on tasaisesti jatkuva
kompaktissa joukossa2B, kaikilla δ > 0 on olemassaε > 0 siten, että| f (x)− f (y)| < δ, kun
x, y ∈ 2B, |x− y| < ε. Siten josx ∈ B ja 0 < ε < r, niin saadaan

| fε(x) − f (x)| = |
∫

Rn
f (y)η(x− y) dy−

∫

Rn
f (x)η(x− y) dy|

≤
∫

B(x,ε)
| f (y) − f (x)|η(x− y) dy≤ δ

∫

B(x,ε)
η(x− y) dy

︸               ︷︷               ︸
=1

= δ.

Näin ollen fε → f tasaisesti suljetussa pallossaB, ja koska mikä tahansa kompakti joukko
K ⊂ Ω voidaan peittää äärellisellä määrällä tällaisia palloja, väite seuraa.

(iii) Hölderin epäyhtälön avulla saamme

| fε(x)| = |
∫

Rn
f (y)η(x− y)1/pη(x− y)(p−1)/p dy|

≤
(∫

Rn
| f (y)|pη(x− y) dy

)1/p (∫

Rn
η(x− y) dy

)(p−1)/p

=

(∫

Rn
| f (y)|pη(x− y) dy

)1/p

,
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joten Fubinin lauseen nojalla
∫

Rn
| fε|p dx≤

∫

Rn

(∫

Rn
| f (y)|pη(x− y) dy

)
dx

=

∫

Rn
| f (y)|p

(∫

Rn
η(x− y) dx

)
dy =

∫

Rn
| f |p dy.

Näin ollen siisfε ∈ Lp(Rn) ja ‖ fε‖p ≤ ‖ f ‖p.
Olkoon nytϕ : Rn → R jatkuva kompaktikantajainen funktio siten, että‖ϕ − f ‖p < δ.

(Tällainen funktio on aina olemassa: riittää todeta asia mitallisen joukon karakteristiselle
funktiolle.) Nyt

‖ fε − f ‖p = ‖ fε − ϕε + ϕε − ϕ + ϕ − f ‖p ≤ ‖ fε − ϕε‖p + ‖ϕε − ϕ‖p + ‖ϕ − f ‖p.

Koska fε − ϕε = ( f − ϕ)ε, niin ‖ fε − ϕε‖p ≤ ‖ f − ϕ‖p < δ. Lisäksi koskaϕ on kompakti
kantajainen, on olemassa suljettu palloB = B(0,R) siten, ettäϕ(x) = ϕε(x) = 0 kaikilla
x ∈ Rn \ B ja kaikilla 0 < ε < 1. Siten

‖ϕε − ϕ‖p =

(∫

B(0,R)
|ϕε(x) − ϕ(x)|p dx

) 1
p

≤ sup
x∈B
|ϕε(x) − ϕ(x)| |B| 1p ,

mikä menee nollaan kunε → 0 kohdan (ii) nojalla. Näin ollenlim supε→0‖ fε − f ‖p < 2δ
kaikilla δ > 0. �

Seuraus 3.2.15.C∞0 (Ω) on tiheäLp(Ω):ssa kaikille1 ≤ p < ∞, ts. jokaisellef ∈ Lp(Ω) on

olemassa jonof j ∈ C∞0 (Ω) siten, että‖ f j − f ‖p
j→∞→ 0.

Todistus.Olkoon f ∈ Lp(Ω) ja valitaan kompaktikantajainen funktionϕ ∈ C(Ω) siten, että
‖ f − ϕ‖p ≤ δ. Olkoon K ⊂ Ω kompakti joukko siten, ettäϕ(x) = 0 kaikilla x ∈ Ω \ K.
Jos0 < ε < dist(K, ∂Ω), niin ϕε(x) = 0 kompaktin joukonKε := {x ∈ Ω : dist(x,K) ≤ ε}
ulkopuolella. Sitenϕε ∈ C∞0 (Ω) ja ‖ f − ϕε‖p ≤ ‖ f − ϕ‖p + ‖ϕ − ϕε‖p ≤ δ + ‖ϕ − ϕε‖p, joten
väite seuraa Lauseen 3.2.14 kohdasta (iii). �

3.3 Sobolev-avaruudet

Tarkastellaan funktionaalia

I (u) =

∫

Ω

|∇u(x)|2 dx,

missäΩ ⊂ Rn on avoin ja rajoitettu,f ∈ C(∂Ω) ja u ∈ K, missä

K = {v ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω) : v(x) = f (x) kaikilla x ∈ ∂Ω}.

Jotta voisimme soveltaa Lausetta 3.1.21, meidän tulisi löytää refleksiivinen Banach-avaruus
(X, ‖·‖) siten, että

1. K ⊂ X on suljettu ja konveksi.
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2. I on koersiivinen:I (u)→ +∞ kun ‖u‖ → +∞.

3. I on heikosti alhaalta puolijatkuva joukossaK.

Koersiivisuus edellyttää sitä, että termin
∫

Ω
|∇u|2 dx tulisi esiintyä normissa‖·‖. Edellisen

kappaleen perusteella tiedetään, että
(
Lp(Ω), ‖·‖p)

)
on refleksiivinen Banach-avaruus, kun

1 < p < ∞. Näin ollen ensimmäinen yritys vaadituksi avaruudeksi voisi olla(C1(Ω), ‖·‖L1,2),
missä

‖u‖L1,2 := ‖∇u‖L2(Ω) =

(∫

Ω

|∇u|2 dx

) 1
2

.

Tämä ei kuitenkaan ole normiavaruus, sillä‖u‖L1,2 = 0 kaikilla vakiofunktioilla u ≡ c.
Normiin on siis otettava mukaan myös funktiou itse eikä pelkästään sen derivaattoja. Tämä
johtaa luonnollisella tavalla yritteeseen(C1(Ω), ‖·‖1,2), missä

‖u‖1,2 := ‖u‖2 + ‖∇u‖2 =

(∫

Ω

|u|2 dx

) 1
2

+

(∫

Ω

|∇u|2 dx

) 1
2

.

Näin saadaan normiavaruus, joka ei kuitenkaan ole täydellinen.

Määritelmä 3.3.1. Olkoon Ω ⊂ Rn avoin ja1 ≤ p < ∞. Määritellään Sobolev-avaruus
W1,p(Ω) joukon

{ ϕ ∈ C∞(Ω) : ‖ϕ‖1,p < +∞}
täydentymänä normin

‖ϕ‖1,p := ‖ϕ‖p + ‖∇ϕ‖p =

(∫

Ω

|ϕ(x)|p dx

) 1
p

+

(∫

Ω

|∇u(x)|p dx

) 1
p

suhteen, ts.u ∈ W1,p(Ω) jos ja vain josu ∈ Lp(Ω) ja on olemassa vektoriarvoinen funktio
v ∈ Lp(Ω;Rn) siten, että jollekin funktiojonolleϕ j ∈ C∞(Ω) pätee‖ϕ j − u‖Lp(Ω) → 0 ja
‖∇ϕ j − v‖Lp(Ω) → 0. Tällöin sanotaan, ettäv onu:n Sobolev gradientti(heikko gradientti) ja
merkitään

v = Du, (eli (v1, v2, . . . , vn) = (D1u, . . . ,Dnu) ).

Huomautus3.3.2. (i) W1,p(Ω) on normiavaruus (HT), joten se on Banach.
(ii) W1,p:ssa käytetään usein ekvivalenttia normia

‖u‖′1,p :=

(∫

Ω

|u(x)|p + |∇u(x)|p dx

) 1
p

jolloin 1
21/p‖u‖′1,p ≤ ‖u‖1,p ≤ 2‖u‖′1,p, tai ekvivalenttia normia

‖u‖′′1,p := ‖u‖p +

n∑

i=1

‖ ∂u
∂xi
‖p.
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(iii) Jos u ∈ W1,p(Ω) ∩ C1(Ω), niin u:n Sobolev gradienttiDu on sen "rehellinen"gradientti
∇u: Olkoonuε = η ∗ u funktionu silotus. Tällöin

uε(x) =

∫

B(x,ε)
u(y)η(x− y) dy =

∫

B(0,ε)
u(x + z)η(z) dz,

joten

∂uε
∂xi

(x) = lim
t→0

uε(x + tei) − uε(x)
t

= lim
t→0

∫

B(0,ε)

(
u(x + tei + z) − u(x + z)

t

)
η(z) dz

=

∫

B(0,ε)

(
lim
t→0

u(x + tei + z) − u(x + z)
t

)
η(z) dz

=

∫

B(0,ε)

∂u
∂xi

(x + z)η(z) dz= η ∗
(
∂u
∂xi

)
(x) =

(
∂u
∂xi

)

ε

(x).

Lauseen 3.2.14 nojalla∂uε
∂xi

=
(
∂u
∂xi

)
ε
→ ∂u

∂xi
Lp:ssä kaikillai = 1, . . . ,n, ja siten‖uε−u‖p→ 0

ja ‖∇uε − ∇u‖p → 0 kun ε → 0. Sobolev gradientinDu määritelmästä seuraa nyt suoraan,
ettäDu = ∇u =

(
∂u
∂x1
, . . . , ∂u

∂xn

)
.

Sobolev avaruusW1,p(Ω) voidaan samaistaa avaruudenLp(Ω) × Lp(Ω) × . . . × Lp(Ω)︸                                ︷︷                                ︸
n+1 kpl

suljetun aliavaruuden kanssa:

u ∼ (u,D1u, . . . ,Dnu) ∈ Lp(Ω) × Lp(Ω) × . . . × Lp(Ω).

Tämä havainto ja hieman funktionaalianalyysiä antaa

Lause 3.3.3.OlkoonΩ ⊂ Rn avoin ja1 < p < ∞. Tällöin

(a) W1,p(Ω) on refleksiivinen

(b)
(
W1,p(Ω)

)∗
= Lq(Ω) × Lq(Ω) × . . . × Lq(Ω)︸                               ︷︷                               ︸

n+1 kpl

, missä1
p + 1

q = 1.

Erityisesti siis josuk,u ∈ W1,p(Ω), niin uk ⇀ u avaruudessaW1,p jos ja vain josuk ⇀ u
Lp:ssä jaDiuk ⇀ Diu Lp:ssä kaikillai = 1, . . . , n.

Kirjallisuudessa Sobolev avaruudet määritellään yleensä seuraavassa lauseessa esiinty-
vän osittaisintegrointikaavan avulla.

Lause 3.3.4.Olkoon u ∈ W1,p(Ω),1 ≤ p < ∞. Tällöin v ∈ Lp(Ω,Rn) on u:n Sobolev
gradientti jos ja vain jos

∫

Ω

u
∂ψ

∂xi
dx = −

∫

Ω

viψ dx kaikilla ψ ∈ C∞0 (Ω), i = 1, . . . ,n. (3.3.1)
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Todistus.Osoitamme tässä yhteydessä pelkästään, että Sobolev gradientti toteuttaa osit-
taisintegrointikaavan (3.3.1). Tätä varten olkootϕ j ∈ C∞(Ω) siten, ettäϕ j → u Lp:ssä ja
∂ϕ j

∂xi
→ vi Lp:ssä,i = 1, . . . , n. Olkoonx ∈ Ω ja ei = (0, . . . , 0,1,0, . . .) avaruudenRn i:s kan-

tavektori. Funktioϕ jψ ∈ C∞0 (Ω) ja asettamallaϕ j(x)ψ(x) = 0 kaikilla x ∈ Rn \ Ω voidaan
tulkita, ettäϕ jψ ∈ C∞0 (Rn). Nyt

(ϕ jψ)(x + tei) − (ϕ jψ)(x− tei) =

t∫

−t

∂(ϕ jψ)

∂xi
(x + sei) ds

=

t∫

−t

∂ϕ j

∂xi
(x + sei)ψ(x + sei) ds+

t∫

−t

∂ψ

∂xi
(x + sei)ϕ j(x + sei) ds,

mistä saadaan kunt → +∞
∞∫

−∞

∂ϕ j

∂xi
ψ dxi = −

∞∫

−∞

ϕ j
∂ψ

∂xi
dxi .

Integroimalla muiden muuttujienxk, k , i, suhteen ja käyttämällä Fubinin lausetta saadaan
∫

Ω

∂ϕ j

∂xi
(x)ψ(x) dx = −

∫

Ω

ϕ j(x)
∂ψ

∂xi
(x) dx.

Koskaϕ j → u Lp:ssä, niinϕ j ⇀ u Lp:ssä. Siten
∫

Ω

ϕ j
∂ψ

∂xi
dx

j→∞→
∫

Ω

u
∂ψ

∂xi
dx,

sillä ∂ψ

∂xi
∈ C0(Ω) ⊂ Lq(Ω) = (Lp(Ω))∗. Samoin

∫

Ω

∂ϕ j

∂xi
ψ dx

j→∞→
∫

Ω

viψ dx,

joten (3.3.1) seuraa. �

Esimerkki 3.3.5. (a) Olkoonn = 1, Ω = ]0,2[, ja

u(x) =


x, 0 < x ≤ 1,

1, 1 < x < 2.

Tällöin u ∈W1,p(Ω) kaikilla 1 ≤ p < ∞ ja sen Sobolev derivaatta on

v(x) =


1, kun0 < x < 1,

0, kun1 < x < 2.

35



Tämän osoittamiseksi huomataan ensin, ettäu, v ∈ Lp(Ω) kaikilla 1 ≤ p ≤ ∞. Olkoon
nyt ψ ∈ C∞0 (Ω). Tällöin

∫

Ω

u(x)ψ′(x) dx =

1∫

0

xψ′(x) dx+

2∫

1

ψ′(x) dx

=

1/
0

xψ(x) −
1∫

0

ψ(x) dx+ ψ(2)︸︷︷︸
=0

−ψ(1)

= ψ(1)−
1∫

0

ψ(x) dx− ψ(1) = −
2∫

0

ψ(x)v(x) dx.

(b) Olkoonn = 1, Ω = ]0,2[ ja

u(x) =


x, kun x ∈]0,1],

2, kun x ∈ [1,2[.

Tällöin u < W1,p(Ω) millään p, sillä jos olisi olemassav ∈ Lp(Ω) siten, että osittai-
sintegrointikaava (3.3.1) pätee, niin

−
∫

Ω

vψdx =

∫

Ω

uψ′ dx =

1∫

0

xψ′(x) dx+ 2

2∫

1

ψ′(x) dx

= −
1∫

0

ψ(x) dx− ψ(1)

kaikilla ψ ∈ C∞0 (Ω). Valitaan nytψ j ∈ C∞0 (Ω) siten, ettäψ j(1) = 1, 0 ≤ ψ j ≤ 1
kaikilla j jaψ j(x)→ 0 kun j → ∞ kaikilla x ∈]0,2[\{1} (esimerkiksi voitaisiin valita
ψ j = χ]1− 1

j ,1+ 1
j [
∗ η1/ j). Tällöin dominoidun konvergenssin lauseen nojalla

0 = lim
j→∞

(
−

∫

Ω

vψ j dx

)
= lim

j→∞

−
1∫

0

ψ j(x) dx− ψ j(1)

 = −1,

mikä on mahdotonta.

Huomautus3.3.6. (i) Edellisestä esimerkistäei saa vetää sitä johtopäätöstä, että Sobolev
funktiot olisivat jatkuvia, sillä se ei ole totta.

(ii) Edellisen esimerkin (b)-kohdan nojalla on olemassau ∈ Lp(Ω) siten, ettäu <
W1,p(Ω). Vastaavasti esimerkin (a)-kohdassa on esimerkki funktiostau ∈ W1,p(Ω) siten,
ettäu < C1(Ω).

Sobolev derivaatoille pätevät mm. seuraavat laskusäännöt: (katso esim. [7], [15])
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1. josu, v ∈W1,p(Ω), niin λu + µv ∈W1,p(Ω) kaikilla λ, µ ∈ R ja

D(λu + µv) = λDu + µDv m.k.

2. josu ∈W1,p ja ϕ ∈ C1(Ω) siten, ettäϕ,
∂ϕ

∂xi
∈ L∞(Ω), niin uϕ ∈W1,p(Ω) ja

D(uϕ) = uDϕ + ϕDu m.k. (tulosääntö).

3. jos u ∈ W1,p(Ω) ja f : R → R on jatkuvasti derivoituva s.e.f ′ ∈ L∞(R) niin,
f ◦ u ∈W1,p(Ω) ja

D( f ◦ u) = f ′(u)Du m.k. (ketjusääntö).

4. josu, v ∈W1,p(Ω), niin max{u, v},min{u, v} ∈W1,p ja

D(max{u, v}) =


Du m.k. joukossa{u(x) ≥ v(x)}
Dv m.k. joukossa{u(x) ≤ v(x)}

D(min{u, v}) =


Du m.k. joukossa{u(x) ≤ v(x)}
Dv m.k. joukossa{u(x) ≥ v(x)}

Erityisesti

u+ = max{u,0} ∈W1,p(Ω)

u− = −min{u,0} ∈W1,p(Ω)

|u| = u+ + u− ∈W1,p(Ω)

Lisäksi kaikillaλ ∈ R, Du(x) = 0 m.k. joukossa{x ∈ Ω : u(x) = λ}.

3.3.1 Reuna-arvoista Sobolev-mielessä

Tarkastellaan jälleen funktionaalin

I (u) =

∫

Ω

|Du|2 dx,

minimoimista joukossaK = ” {u : u ∈ W1,2(Ω), u|∂Ω = f }” , missä reuna-arvotf ∈ C(∂Ω)
on annettu. Lauseen 3.1.21 soveltaminen tässä tapauksessa edellyttäisi, ettäK on Sobolev
avaruudenW1,2(Ω) suljettu (ja konveksi) osajoukko. Ongelmana on kuitenkin löytää oikea
tulkinta ehdolleu|∂Ω = f . Tässä yhteydessä on syytä pitää mielessä, että Sobolev funktiou
on periaatteessa määritelty vain m.k. ja|∂Ω| = 0, ainakin josΩ on "siisti".

Ensimmäisenä mieleen voisi tulla minimimoida funktionaalia joukossa

K1 = {u ∈W1,2(Ω) ∩ C(Ω) : u(x) = f (x) kaikilla x ∈ ∂Ω}.

JoukkoK1 ei kuitenkaan yleensä ole suljettuW1,2(Ω):ssa.
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Määritelmä 3.3.7. OlkoonΩ ⊂ Rn avoin ja1 ≤ p < ∞. Määritellään aliavaruusW1,p
0 (Ω)

joukonC∞0 (Ω) sulkeumana normin‖·‖1,p suhteen, toisin sanoenu ∈ W1,p
0 (Ω) jos ja vain jos

on olemassa jonoϕ j ∈ C∞0 (Ω) siten, että‖ϕ j − u‖1,p→ 0 kun j → ∞ eli

ϕ j → u Lp:ssä,

∇ϕ j → Du Lp:ssä.

Huomautus3.3.8. (i) JoukkoW1,p
0 (Ω) on W1,p(Ω):n suljettu aliavaruus: josu, v ∈ W1,p

0 (Ω),
niin λu + µv ∈W1,p

0 (Ω) kaikilla λ, µ ∈ R.
(ii) W1,p

0 (Ω) , W1,p(Ω) aina kunΩ on rajoitettu joukko. Tämän osoittamiseksi riittää
tarkastella vakiofunktioita, todistuksen yksityiskohdat jätetään lukijalle.

(iii) Intuitiivisesti W1,p
0 (Ω) koostuu niistä Sobolev funktioista, jotka häviävät reunal-

la ∂Ω. Tämän tulkinnan kanssa kannattaa kuitenkin olla varovainen, sillä ehdostau ∈
W1,p

0 (Ω) ∩ C(Ω) ei yleisesti ottaen seuraa, ettäu(x) = 0 kaikilla ∂Ω.

Olkoonv ∈W1,p(Ω). Merkitään

W1,p
v (Ω) := {u ∈W1,p(Ω) : u− v ∈W1,p

0 (Ω)},
toisin sanoenW1,p

v (Ω) koostuu niistä Sobolev funktioista, joilla on samat reuna-arvot kuin
funktiolla v (edellä määritellyssä mielessä). JoukkoW1,p

v (Ω) on suljettu (ja konveksi):u ∈
W1,p

v (Ω) jos ja vain josu = v + h jollekin h ∈W1,p
0 (Ω).

Seuraavassa lauseessa oletetaan, ettäΩ ⊂ Rn on rajoitettu avoin joukko, jonka reuna
∂Ω on luokkaaC1. Tämä tarkoittaa seuraavaa: jokaisellax0 ∈ ∂Ω on olemassar > 0 ja
diffeomorfismi (jatkuva differentioituva bijektio, jonka käänteiskuvaus on myös jatkuvasti
differentioituva)σ : B(x0, r)→ D, D ⊂ Rn siten, että

(i) σ( B(x0, r) ∩ Ω ) ⊂ Rn
+ = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : xn > 0},

(ii) σ( B(x0, r) ∩ ∂Ω ) ⊂ ∂Rn
+.

Lause 3.3.9.OlkoonΩ ⊂ Rn avoin ja rajoitettu joukko, jonka reuna∂Ω on luokkaaC1.
Tällöin jokaisella1 < p < ∞ on olemassa jatkuva lineaarikuvausRp : W1,p(Ω)→ Lp(∂Ω)
siten, että

(i) jos u ∈W1,p(Ω) ∩ C(Ω), niin Rp(u) = u|∂Ω.

(ii) Rp(u) = 0 jos ja vain josu ∈W1,p
0 (Ω).

(ts.Rp(u) = Rp(v) ⇐⇒ u− v ∈W1,p
0 (Ω) ⇐⇒ u ∈W1,p

v (Ω).)

FunktioRp(u) ∈ Lp(∂Ω) on nimeltään Sobolev funktionu jälki (engl. trace).

Huomautus3.3.10. (i) On olemassaf ∈ C(∂B), B = B(0,1), siten, ettäf , Rp(u) kaikilla
u ∈ W1,p(B), 1 < p < ∞, ts. f ei ole minkään Sobolev funktion jälki. Itse asiassa pätee
seuraava tulos: OlkoonΩ rajoitettu,∂Ω luokkaaC1 ja f ∈ C(∂Ω). Tällöin

f = Rp(u) jollakin u ∈W1,p(Ω)

⇐⇒
∫

∂Ω

∫

∂Ω

| f (x) − f (y)|p
|x− y|n+p−2

dHn−1(y) dHn−1(x) < +∞,
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missäHn−1 tarkoittaan− 1-ulotteista Hausdorff-mittaa.
(ii) Lause 3.3.9 ja yo. huomautus pätevät hieman yleisemmin oletuksin, esimerkiksi jos

Ω on kuutio.

Esimerkki 3.3.11. Jos f : ∂Ω → R on Lipschitz-jatkuva, ts. on olemassaL < +∞ siten,
että | f (x) − f (y)| ≤ L|x − y| kaikilla x, y ∈ ∂Ω, niin on olemassau siten, ettäu ∈ W1,p(Ω
ja Rp(u) = f kaikilla 1 ≤ p ≤ ∞. Erityisesti jos f ∈ C1(∂Ω), niin f = Rp(u) jollakin
u ∈W1,p(Ω).

3.3.2 Epäyhtälöitä ja upotuslauseita

Tarkastellaan jälleen funktionaalin

I (u) =

∫

Ω

|Du|2 dx

minimointia joukossaK = {u ∈ W1,2(Ω) : u− g ∈ W1,2
0 (Ω)}, missäg ∈ W1,2(Ω) on annettu

funktio; reunaehto on siis nytR2(u) = R2(g). Lauseen 3.1.21 oletuksiin kuului funktionaalin
I koersiivisuus:I (u)→ +∞ kun ‖u‖1,2→ ∞. Koska

‖u‖1,2 =

(∫

Ω

|u|2 dx

)1/2

+

(∫

Ω

|∇u|2 dx

)1/2

= ‖u‖2 + I (u)2,

tarvitsemme koersiivisuuden toteamista varten epäyhtälön, joka kertoo, että jos‖u‖2 →
+∞, niin myös‖∇u‖2→ +∞.

Lause 3.3.12.(Sobolevin epäyhtälö) OlkoonΩ ⊂ Rn avoin. Tällöin jos1 ≤ p < n, niin
W1,p

0 (Ω) ⊂ L
np

n−p (Ω) ja on olemassa vakioC = C(n, p) siten, että

‖u‖ np
n−p
≤ C ‖Du‖p kaikilla u ∈W1,p

0 (Ω).

Todistus.Olkoon u ∈ C∞0 (Ω) ja p = 1. Jatkamallau nollanaΩ:n ulkopuolelle voidaan
olettaa ettäu ∈ C∞0 (Rn). Tällöin kaikilla x ∈ Ω on

u(x) =

xi∫

−∞

∂u
∂xi

(. . . , xi−1, t, xi+1, . . .) dt, i = 1, . . . ,n,

joten

|u(x)|n ≤
n∏

i=1

∞∫

−∞

∣∣∣∣∣
∂u
∂xi

∣∣∣∣∣ dxi ≤
n∏

i=1

∞∫

−∞

|∇u| dxi .

Integroimallax1:n suhteen tämä antaa

∞∫

−∞

|u(x)| n
n−1 dx1 ≤

∞∫

−∞

n∏

i=1



∞∫

−∞

|∇u|dxi



1
n−1

dx1 =



∞∫

−∞

|∇u|dx1



1
n−1 ∞∫

−∞

n∏

i=2



∞∫

−∞

|∇u|dxi



1
n−1

dx1

≤


∞∫

−∞

|∇u|dx1



1
n−1 n∏

i=2



∞∫

−∞

∞∫

−∞

|∇u|dxi dx1



1/n−1

,
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missä viimeisin epäyhtälö saadaan yleistettyä Hölderin epäyhtälöä

∫
|g1(x) g2(x) · · · gn−1(x)| dx≤

(∫
|g1|n−1

)1/n−1 (∫
|g2|n−1

)1/n−1

. . .

(∫
|gn−1|n−1

)1/n−1

käyttäen. Intergroimalla samaan tapaan muuttujanx2 suhteen saadaan

∞∫

−∞

∞∫

−∞

|u| n
n−1 dx1dx2

≤
∞∫

−∞



∞∫

−∞

|∇u| dx1



1/n−1
n∏

i=2



∞∫

−∞

∞∫

−∞

|∇u|dxi dx1



1/n−1

dx2

=



∞∫

−∞

∞∫

−∞

|∇u| dx1 dx2



1
n−1 ∞∫

−∞



∞∫

−∞

|∇u| dx1



1
n−1 n∏

i=3



∞∫

−∞

∞∫

−∞

|∇u|dxi dx1



1
n−1

dx2

≤


∞∫

−∞

∞∫

−∞

|∇u| dx1 dx2



1
n−1



∞∫

−∞

∞∫

−∞

|∇u| dx1 dx2



1
n−1 n∏

i=3



∞∫

−∞

∞∫

−∞

∞∫

−∞

|∇u|dx1 dx2 dxi



1
n−1

.

Jatkamalla muuttujienx3, . . . , xn osalta vastaavasti saadaan lopulta

∫

Ω

|u|n/n−1 dx =

∞∫

−∞

. . .

∞∫

−∞

|u|n/n−1 dx1 . . . dxn

≤
n∏

i=1



∞∫

−∞

. . .

∞∫

−∞

|∇u|dx1 . . . dxn



1/n−1

=

(∫

Ω

|∇u|dx

)n/n−1

eli epäyhtälö‖u‖ n
n−1
≤ ‖∇u‖1 on nyt todistettu kaikilleu ∈ C∞0 (Ω).

Josu ∈ W1,1
0 (Ω) \ C∞0 (Ω), niin löytyy ϕ j ∈ C∞0 (Ω) siten, ettäϕ j → u avaruudessaW1,1.

Tällöin ‖ϕ j −ϕk‖ n
n−1
≤ ‖∇ϕ j −∇ϕk‖1→ 0, joten(ϕ j) on Cauchy-jonoLn/n−1(Ω):ssa ja koska

Ln/n−1(Ω) on Banach, löytyyv ∈ Ln/n−1(Ω) siten, että‖ϕ j − v‖n/(n−1)→ 0 kun j → ∞. Mutta
koskaϕ j → u L1(Ω):ssa, niinv = u ja siten

‖u‖n/n−1 = ‖v‖n/n−1 = lim
j→∞
‖ϕ j‖n/n−1 ≤ lim

j→∞
‖∇ϕ j‖1 = ‖Du‖1.

Lauseen tapausp > 1 seuraa soveltamalla tapaustap = 1 funktioon v = |u|γ, missä
γ =

p(n−1)
n−p > 1:

(∫

Ω

|u|γn/n−1 dx

)n/n−1

=

(∫

Ω

|v|n/n−1 dx

)n/n−1

≤
∫

Ω

|Dv|dx

= γ

∫

Ω

|u|γ−1|Du|dx
Hölder≤ γ

(∫

Ω

|u|(γ−1) p
p−1 dx

)p/p−1 (∫

Ω

|Du|pdx

)1/p

.
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Luvunγ valinnan perusteella
γn

n− 1
= (γ − 1)

p
p− 1

=
np

n− p
,

joten (∫

Ω

|u| np
n−p dx

)n−p/np

≤ C

(∫

Ω

|Du|p dx

)1/p

.

�

Lause 3.3.13.OlkoonΩ ⊂ Rn siten, että|Ω| < ∞, u ∈W1,p
0 (Ω) ja 1 < p < ∞. Tällöin

(a) jos1 ≤ p < n, niin u ∈ Lq(Ω) kaikilla 1 ≤ q ≤ np
n−p ja

(∗)
(

1
|Ω|

∫

Ω

|u|q dx

)1/q

≤ C |Ω|1/n
(

1
|Ω|

∫

Ω

|Du|p dx

)1/p

,C = C(n, p).

(b) jos p = n, niin u ∈ Lq(Ω) kaikilla 1 ≤ q < ∞ ja (∗) pätee.

(c) jos p > n, niin u ∈ C(Ω) ∩ Lq(Ω) kaikilla 1 ≤ q ≤ ∞ ja

sup
x∈Ω
|u(x)| ≤ C |Ω|1/n−1/p

(∫

Ω

|Du|p dx

)1/p

.

Yllä olevasta lauseesta seuraa erityisesti, että josu ∈ W1,p
0 (Ω) ja Ω on rajoitettu, niin

‖u‖p ≤ C(n, p,Ω) ‖Du‖p. Tämä epäyhtälö riittää useimmissa tällä kurssilla vastaan tulevista
tilanteista.

Edelliset lauseet ovat voimassa oletuksellau ∈W1,p
0 (Ω). Yleisemmin pätee

Lause 3.3.14.(Poincarén epäyhtälö) Olkoon1 ≤ p < ∞. Tällöin on olemassa vakioC =

C(n, p) > 0 siten, että
(

1
|B|

∫

B
|u− uB|p dx

)1/p

≤ C(n, p) r

(
1
|B|

∫

B
|Du|p dx

)1/p

kaikilla palloilla B = B(x0, r) ⊂ Rn ja kaikilla u ∈W1,p(B); tässäuB := 1
|B|

∫
B

u(x) dx.

Variaatiolaskennassa tarvitaan hyvin usein erilaisia kompaktisuustuloksia. Sobolev ava-
ruuksien kohdalla tärkein näistä on ns. Rellich-Kondratshovin lause:

Lause 3.3.15.(Rellich-Kondratshov) OlkoonΩ ⊂ Rn rajoitettu,1 < p < ∞ ja uj ∈W1,p
0 (Ω)

siten, että
‖u j‖1,p ≤ M < +∞ kaikilla j = 1,2, . . .

Tällöin on olemassau ∈W1,p
0 (Ω) ja osajono(ujk) ⊂ (uj) s.e.ujk ⇀ u W1,p:ssa ja

(a) jos1 < p < n niin ujk → u Lq(Ω):ssa kaikilla1 ≤ q < np
n−p

(b) jos p = n, niin ujk → u Lq(Ω):ssa kaikilla1 ≤ q < ∞
(c) jos p > n, niin ujk → u tasaisestiΩ:ssa. (jaLq(Ω):ssa kaikilla1 ≤ q ≤ ∞)

Edellä olevien lauseiden todistukset ja paljon lisää Sobolev-avaruuksista löytyy mm.
kirjoista [7] ja [15].
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Harjoitustehtäviä

1. OlkoonC([0,1]) = { f : [0,1]→ R, f jatkuva}, ja

‖ f ‖1 :=
∫ 1

0
| f (x)|dx.

Osoita, että(C([0,1]), ‖·‖1) on normiavaruus, mutta ei Banach.

2. Olkoon (X, || · ||) refleksiivinen Banach avaruus,K ⊂ X suljettu ja konveksi, sekä
ũ ∈ X \ K. Osoita, että on olemassau0 ∈ K siten, että

‖u0 − ũ‖ ≤ ‖u− ũ‖ kaikille u ∈ K.

3. Olkoon f j , f ∈ Lp(A) ja gj ,g ∈ Lq(A) siten, ettäf j → f Lp(A):ssa jagj → g Lq(A):ssa
( 1

p + 1
q = 1). Osoita, että

f jgj → f g L1(A):ssa.

(Vihje: Hölderin epäyhtälö).

4. OlkoonA ⊂ Rn mitallinen siten, että|A| < ∞ ja f ∈ Lp(A). Osoita, että jos1 ≤ q ≤
p < ∞, niin (

1
|A|

∫

A
| f |q dx

)1/q

≤
(

1
|A|

∫

A
| f |p dx

)1/p

.

(Vihje: Hölderin epäyhtälö).

5. OlkoonΩ ⊂ Rn avoin siten, että|Ω| < ∞ ja f Ω → R jatkuva ja rajoitettu. Osoita,
että

lim
p→∞

(
1
|Ω|

∫

Ω

| f |p dx

)1/p

= || f ||L∞(Ω).

6. OlkoonΩ ⊂ Rn avoin ja rajoitettu,ε > 0 ja 1 ≤ p < ∞. Osoita, että

(a) josE ⊂ Ω on mitallinen, niin on olemassa jatkuva, kompaktikantajainen funktio
ϕ ∈ C0(Ω) siten, että‖χE − ϕ‖p < ε.

(b) jos f =
∑m

i=1 ciχEi , missäci ≥ 0 ja Ei ⊂ Ω on mitallinen, niin on olemassa
jatkuva, kompaktikantajainen funktioϕ ∈ C0(Ω) siten, että‖ f − ϕ‖p < ε.

(Vihje: jos E ⊂ Ω on mitallinen, niin kaikilleε > 0 on olemassa avoin joukkoA ja
suljettu joukkoF siten, ettäF ⊂ E ⊂ A ⊂ Ω ja |A \ F| < ε.)

7. Osoita, ettäC∞0 (]0,1[) ei ole tiheässä avaruudessaL∞(]0,1[).

8. OlkoonΩ1 ja Ω2 R
n:n avoimia joukkoja siten, ettäΩ1 on Ω2:n kompakti osajoukko.

Osoita, että on olemassau ∈ C∞0 (Ω2) siten, että0 ≤ u(x) ≤ 1 kaikilla x ∈ Ω2 ja u ≡ 1
joukossaΩ1.
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9. Olkoon f , f j ∈ L2(Ω), j = 1,2, . . . . Osoita, että

‖ f j − f ‖2→ 0 ⇐⇒ f j ⇀ f ja lim
j→∞
‖ f j‖2 = ‖ f ‖2.

10. Olkoon f , f j ∈ Lp(Ω), 1 < p < ∞, siten, että

(i) on olemassaM > 0 siten, että‖ f j‖p ≤ M kaikilla j ∈ N.

(ii) lim j→∞
∫

Ω
f jϕ dx =

∫
Ω

fϕdx kaikille ϕ ∈ C∞0 (Ω).

Osoita, ettäf j ⇀ f avaruudessaLp(Ω).

11. Määritellään

fk : ]0,∞[ → R, fk(x) =


1, jos x ∈ ]k, k + 1],

0, muutoin.

Osoita, ettäfk ⇀ 0 avaruudessaLp(]0,∞[) kaikille 1 < p < ∞, mutta fk 6⇀ 0
avaruudessaL1(]0,∞[).

12. Olkoot u, v ∈ W1,p(Ω), 1 ≤ p < ∞. Osoita, ettäD(u + v)(x) = Du(x) + Dv(x) m.k.
x ∈ Ω.

13. Olkoonu ∈W1,p(Ω), 1 ≤ p < ∞ ja φ ∈ C1(Ω) siten, ettäφ, |∇φ| ∈ L∞(Ω). Osoita, että
uφ ∈W1,p(Ω) ja D(uφ) = uDφ + φDu.

14. Olkoonu ∈W1,p(]0,1[), 1 < p < ∞. Osoita, että

|u(x) − u(y)| ≤ |x− y|1− 1
p

(∫ 1

0
|Du|p dx

)1/p

m.k. x, y ∈]0,1[. (Vihje: todista ensin sama tulos funktiolleφ ∈ C∞ ∩W1,p käyttäen
Hölderin epäyhtälöä.)

15. Olkoon 0 < α < 1, n = 2 ja u : B(0,1) → R ∪ {∞}, u(x) = |x|−α. Osoita, että
u ∈W1,1(B(0,1)).
(Ohje: Osoita, ettäDu = −α|x|−α−2x toteuttaa osittaisintegrointikaavan.)

16. Osoita määritelmää käyttäen, ettäW1,2
0 (]0,1[) , W1,2(]0,1[).

17. Olkoonu : B(0,1)→ R, u(x) = 1− |x|. Osoita, ettäu ∈W1,2
0 (B(0,1)).

(Vihje: silota funktioitauk(x) = max{u(x) − 1
k ,0}.)

18. Olkoonu ∈W1,p
0 (]0,1[), 1 < p < ∞. Osoita, että

‖u‖∞ ≤ p ||Du||p.

19. Olkoon u ∈ W1,p
0 (]0,1[), 1 < p < ∞. Osoita, että on olemassa jatkuva funktioũ :

Ω→ R siten, ettäu(x) = ũ(x) m.k. x ∈ Ω ja ũ(0) = ũ(1) = 0.
(Vihje: edellinen tehtävä+ tasainen suppeneminen.)
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20. OlkoonΩ ⊂ Rn rajoitettu ja1 < p < ∞. Osoita, että

S = {u ∈W1,p
0 (Ω) ‖u‖p = 1}

on Sobolev avaruudenW1,p(Ω) heikosti suljettu osajoukko.
(Vihje: Rellich-Kondratshov)
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Luku 4

Variaatiolaskennan suora menetelmä ja
ratkaisun olemassaolo

4.1 Heikko alhaalta puolijatkuvuus

Tarkastellaan funktionaalia

I (u) =

∫

Ω

F(x,u,Du) dx,

missäΩ ⊂ Rn on avoin ja rajoitettu,F : Ω × R × Rn→ R on jatkuva ja toteuttaa seuraavan
kasvuehdon: on olemassa1 < p < ∞, α, β > 0 siten, että

F(x, s, ξ) ≥ α|ξ|p − β kaikilla (x, s, ξ) ∈ Ω × R × Rn. (4.1.1)

Tällöin

I (u) ≥
∫

Ω

α|Du|p − βdx = α‖Du‖pLp(Ω) − β|Ω|.

Nyt jos halutaan minimoida funktionaaliaI joukossaK = W1,p
g (Ω), missäg ∈ W1,p(Ω) on

annettu, niin Lauseen 3.3.13 nojalla

I (u) ≥ α‖Du‖pp − β|Ω| ≥ α
(
‖D(u− g)‖p − ‖Dg‖p

)p − β|Ω|
≥ α

(
C(n, p)‖u− g‖1,p − ‖Dg‖p

)p − β|Ω|
≥ α

(
C(n, p)‖u‖1,p −C(n, p)‖g‖1,p − ‖Dg‖p

)p − β|Ω| → +∞ jos ‖u‖1,p→ +∞.

Näin ollen ehto (4.1.1) takaa funktionaalinI koersiivisuuden.

Lause 4.1.1.OlkoonΩ ⊂ Rn rajoitettu ja olkoon kuvausF : Ω×R×Rn→ R siten, että ehto
(4.1.1) on voimassa,F ∈ C1 ja kuvausξ 7→ F(x, s, ξ) on konveksi kaikille(x, s) ∈ Ω × R.
Tällöin I on heikosti alhaalta puolijatkuvaW1,p(Ω):ssa: josuj ⇀ u W1,p(Ω):ssa, niin

I (u) ≤ lim inf
j→∞

I (uj).
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Todistus.Ilman yleisyyden menetystä voidaan olettaa, ettäβ = 0; muussa tapauksessa
tarkastellaan funktiotãF = F + β, jota vastaavan funktionaalin minimoivat täsmälleen
samat funktiot kuin alkuperäisenkin funktionaalin.

Olkoon uj ∈ W1,p(Ω) siten, ettäuj ⇀ u W1,p:ssä. Koska jokainen heikosti suppeneva
jono on rajoitettu, on olemassaM < +∞ siten, että

‖uj‖1,p ≤ M kaikilla j = 1,2, . . ..

Rellich-Kondratshov’n lauseen, Lause 3.3.15, nojalla on olemassa osajono(ujk) ⊂ (uj)
siten, ettäujk → u Lp(Ω):ssa jaujk(x) → u(x) m.k. x ∈ Ω. Egorovin lauseesta (katso
tähän lukuun liittyvät harjoitustehtävät) puolestaan seuraa, että kaikillaε > 0 on olemassa
mitallinen joukkoEε ⊂ Ω siten, että|Ω\Eε| < ε jaujk → u tasaisesti joukossaEε. Merkitään

Fε :=
{
x ∈ Ω : |u(x)| + |Du(x)| ≤ 1

ε

}
.

Tällöin

|Ω \ Fε| ≤ |{x : |u(x)| > 1
2ε
}| + |{x : |Du(x)| > 1

2ε
}|

≤ 2ε
∫

{|u|> 1
2ε }
|u|dx+ 2ε

∫

{|Du|> 1
2ε }
|Du| dx

≤ 2ε (‖u‖1 + ‖Du‖1)
ja 2ε (‖u‖1 + ‖Du‖1)→ 0 kunε→ 0, sillä u ∈W1,p(Ω) ⊂W1,1(Ω), koskaΩ rajoitettu. Näin
ollen jos asetetaanGε = Eε ∩ Fε, niin |Ω \ Gε| → 0 kun ε → 0. Lisäksi voidaan olettaa
Gε ⊂⊂ Ω.

KoskaF(x, s, ξ) ≥ 0 kaikilla (x, s, ξ) ∈ Ω ×R ×Rn ja koskaξ 7→ F(x, s, ξ) on konveksi,
saamme Lemman 2.2.5 avulla

I (ujk) =

∫

Ω

F(x,ujk,Dujk) dx≥
∫

Gε

F(x,ujk,Dujk) dx

≥
∫

Gε

F(x,ujk,Du) dx+

∫

Gε

∇ξF(x,ujk,Du) · (Dujk − Du) dx.
(4.1.2)

Osoitamme ensin, että

lim
k→∞

∫

Gε

F(x,ujk,Du) dx =

∫

Gε

F(x,u,Du) dx. (4.1.3)

Tätä varten palautetaan ensin mieleen, että josx ∈ Gε, niin |u(x)|, |Du(x)| ≤ 1
ε
. Koska lisäksi

ujk → u tasaisesti joukossaGε ja F ∈ C1, on
∣∣∣∣∂F
∂s

(x, t,Du(x))
∣∣∣∣ ≤ C kaikilla x ∈ Gε ja |t| ≤ sup{|u(x)|, |ujk(x)|}.

Siten analyysin peruslauseen nojalla

|
∫

Gε

F(x,ujk,Du(x)) − F(x,u(x),Du(x)) dx| ≤
∫

Gε

u jk(x)∫

u(x)

∣∣∣∣∂F
∂s

(x, t,Du(x))
∣∣∣∣ dt dx

≤ C
∫

Gε

|u(x) − u jk(x)|dx
k→∞→ 0
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sillä ujk → u tasaisestiGε:ssa; (4.1.3) on siten todistettu.
Seuraavaksi tarkastelemme epäyhtälön (4.1.2) oikean puolen jälkimmäistä termiä ja

osoitamme, että
∫

Gε

∇ξF(x,ujk,Du) · (Dujk − Du) dx→ 0, kunk→ ∞. (4.1.4)

Tutkittava integraali voidaan hajottaa kahteen palaseen
∫

Gε

∇ξF(x,ujk,Du) · (Dujk − Du) dx =

∫

Gε

(∇ξF(x,ujk,Du) − ∇ξF(x,u,Du)) · (Dujk − Du) dx

+

∫

Gε

∇ξF(x,u,Du) · (Dujk − Du) dx

= Ak + Bk.

Näistä Bk → 0 kun k → ∞, sillä Dujk → Du heikosti Lp(Ω):ssa ja∇ξF(x,u,Du) ∈
L∞(Ω;Rn) ⊂ (Lp(Ω;Rn))∗. Koska∇ξF on jatkuva, on se tasaisesti jatkuva jokaisessa kom-
paktissa joukossaS ⊂ R2n+1. Siten kaikilleδ > 0 saadaan Hölderin epäyhtälöä käyttäen

|Ak| ≤
∫

Gε

|∇ξF(x,ujk,Du) − ∇ξF(x,u,Du)| |Dujk − Du|dx

≤
(∫

Gε

|∇ξF(x,ujk,Du) − ∇ξF(x,u,Du)|q
)1/q

‖Dujk − Du‖p
≤ δ|Gε|1/q2M,

kunk = k(δ) ∈ N on riittävän suuri. Siten (4.1.4) on myös todistettu.
Yhdiställä aputulokset (4.1.3) ja (4.1.4) saamme epäyhtälön (4.1.2) nojalla

lim inf
k→∞

I (ujk) ≥
∫

Gε

F(x,u,Du) dx =

∫

Ω

F(x,u(x),Du(x))χGε
dx

kaikille ε > 0. KoskaF(x, s, ξ) ≥ 0 ja |Ω \Gε| → 0 kunε→ 0, monotonisen konvergenssin
lause antaa

∫
Ω

F(x,u,Du)χGε
dx→

∫
Ω

F(x,u,Du) dx. Lause on todistettu. �

Huomautus4.1.2. OletusF ∈ C1(Ω × R × Rn) ei ole välttämätön, vaan riittäisi olettaa, että

• F on ns. Caratheodory-funktio:

x→ F(x, s, ξ) on mitallinen kaikilla(s, ξ) ∈ R × Rn,

(s, ξ)→ F(x, s, ξ) on jatkuva m.k.x ∈ Ω.

• ξ → F(x, s, ξ) on konveksi m.k.x ∈ Ω ja kaikille s ∈ R.

• F(x, s, ξ) ≥ α|ξ|p − β.

Kuvauksenξ → F(x, s, ξ) konveksisuus on itse asiassa myös välttämätön ehto heikolle
alhaalta puolijatkuvuudelle.
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Lause 4.1.3.OlkoonΩ ⊂ Rn rajoitettu,F : Ω × R × Rn→ R jatkuva ja oletetaan, että

I (u) =

∫

Ω

F(x,u(x),Du(x)) dx

on heikosti alhaalta puolijatkuvaW1,p:ssa,1 ≤ p < ∞. Tällöin kuvausξ → F(x, s, ξ) on
konveksi kaikille(x, s) ∈ Ω × R.

Todistus.Oletetaan, yksinkertaisuuden vuoksi, ettäF(x, s, ξ) = G(ξ), missäG ∈ C2(Rn) ja
G(ξ) ≥ 0 kaikilla ξ ∈ Rn. Oletetaan lisäksi, ettäΩ = ]0,1[n = ]0,1[ × . . . × ]0,1[.

Kiinnitetään ξ0 ∈ Rn ja olkoon ϕ ∈ C1
0(]0,1[n). Seuraavaksi määritellään[0,1]n -

jaksollinen funktioϕ̃ : Rn → R siten, ettäϕ̃(x) = ϕ(x) kaikilla x ∈ [0,1]n; jatkossa sa-
maistamme funktiotϕ ja ϕ̃. Määritellään seuraavaksi funktiojonot

ϕk(x) =
1
k
ϕ(kx),

uk(x) = ξ0 · x + ϕk(x).

Todistuksen ensimmäisenä askeleena toteamme, ettäuk ⇀ u heikostiW1,p(Ω):ssa, mis-
säu(x) = ξ0 · x: kaikilla ψ ∈ C∞0 (]0,1[n) nimittäin pätee

|
∫

]0,1[n
uk ψ dx−

∫

]0,1[n
u ψ dx| = |

∫

]0,1[n
ϕk(x)ψ(x) dx| ≤ ‖ϕ‖∞

k
‖ψ‖∞ → 0

ja

|
∫

]0,1[n

∂uk

∂xi
ψ dx−

∫

]0,1[n

∂u
∂xi

ψdx| = |
∫

]0,1[n

∂ϕk

∂xi
ψdx| = |

∫

]0,1[n

∂ϕ

∂xi
(kx)ψ(x) dx|

= |
∫

]0,1[n

1
k
∂(ϕ ◦ hk)
∂xi

(x) ψ(x) dx|
ositt.
=

integ.
| −

∫

]0,1[n

1
k
ϕ ◦ hk(x)

∂ψ

∂xi
(x) dx |

≤ ‖ϕ‖∞
k
‖∂ψ
∂xi
‖∞ k→∞→ 0,

missähk(x) := kx. Koska lisäksi

‖uk‖p ≤
(∫

]0,1[n
|ξ0 · x|p dx

)1/p

+

(∫

]0,1[n
|ϕk|p dx

)1/p

≤ Cn|ξ0| + 1
k
‖ϕ‖∞

ja

‖∂uk

∂xi
‖p ≤ |ξ0| +

(∫

]0,1[n
|∂ϕ(kx)
∂xi

|p dx

)1/p

≤ |ξ0| + ‖ ∂ϕ∂xi
‖∞
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eli supk‖uk‖1,p < ∞, niin tämä riittää osoittamaan, ettäuk ⇀ u W1,p:ssä. Nyt oletuksen
mukaan ∫

]0,1[n
G(Du(x)) dx≤ lim inf

k→∞

∫

]0,1[n
G(Duk(x))︸      ︷︷      ︸
G(ξ0+Dϕk(x))

dx

joten

G(ξ0) ≤ lim inf
k→∞

∫

]0,1[n
G(ξ0 + Dϕ(kx)) dx = lim inf

k→∞

(
k−n

∫

]0,k[n
G(ξ0 + Dϕ(y)) dy

)
.

Koskay 7→ G(ξ0 + Dϕ(y)) on jaksollinen funktio, on
∫

]0,k[n
G(ξ0 + Dϕ(y)) dy = kn

∫

]0,1[n
G(ξ0 + Dϕ(y)) dy

ja siten saamme lopulta epäyhtälön

G(ξ0) ≤
∫

]0,1[n
G(ξ0 + Dϕ(y)) dy kaikilla ϕ ∈ C1

0(]0,1[n).

Erityisesti tästä seuraa, että funktio

g : R→ R, g(t) =

∫

]0,1[n
G(ξ0 + tDϕ(x)) dx

saavuttaa pienimmän arvonsa pisteessät = 0. Näin olleng′(0) = 0 ja g′′(0) ≥ 0 eli

g′(t) |t=0 =

∫

]0,1[n

d
dtG(ξ0 + tDϕ(x)) dx |t=0=

∫

]0,1[n
∇G(ξ0 + tDϕ(x)) · Dϕ(x) dx |t=0

=

∫

]0,1[n
∇G(ξ0) · Dϕ(x) dx = 0

ja

g′′(t) |t=0=

∫

]0,1[n

d2

dt2
G(ξ0 + tDϕ(x)) dx |t=0=

∫

]0,1[n
D2G(ξ0)Dϕ(x) · Dϕ(x) dx≥ 0

kaikilla ϕ ∈ C1
0(]0,1[n); edellä

(
D2G(ξ0)

)
i j

= ∂2G
∂ξi∂ξ j

(ξ0) on funktionG toisen kertaluvun

osittaisderivaattojen muodostama symmetrinenn× n-matriisi.
Kiinnitetään seuraavaksiη ∈ Rn ja valitaanϕ(x) = εwε

(
x·η
ε

)
ψ(x),missäψ ∈ C∞0 (]0,1[n),

ε > 0 ja wε on jaksollisen funktion

w(x) =


x, 0 ≤ x ≤ 1/2

1− x, 1/2 ≤ x ≤ 1
ja w(x + 1) = w(x) kaikilla x ∈ R,

silotus. Tällöin

Dϕ(x) = εψ(x)w′ε

(x · η
ε

) 1
ε
η + εwε

(x · η
ε

)
∇ψ(x),
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joten saamme

0 ≤
∫

]0,1[n
(w′ε)

2ψ2
[
D2G(ξ0)η · η

]
dx

+ 2ε
∫

]0,1[n
ψwεw

′
ε︸ ︷︷ ︸

raj.

[
D2G(ξ0)η · ∇ψ(x)

]
︸                  ︷︷                  ︸

raj.

dx

+ ε2

∫

]0,1[n
(wε)

2
[
D2G(ξ0)∇ψ(x) · ∇ψ(x)

]
︸                                 ︷︷                                 ︸

raj.

dx

ε→0→
∫

]0,1[n

[
D2G(ξ0)η · η

]
ψ2(x) dx =

[
D2G(ξ0)η · η

] ∫

]0,1[n
ψ2 dx.

Siten
D2G(ξ0)η · η ≥ 0 kaikilla ξ0 ∈ Rn ja kaikilla η ∈ Rn,

joten Seurauksen 2.2.4 nojalla funktioG on konveksi. �

4.2 Olemassaolo ja yksikäsitteisyys

Sobolev avaruuksien yhteydessä abstrakti olemassaololause Lause 3.1.21 sanoo seuraavaa:
OlkoonΩ ⊂ Rn rajoitettu,1 < p < ∞,K ⊂W1,p(Ω) heikostu suljettu ja epätyhjä joukko

ja kuvausI : K → R siten, että

(i) I on koersiivinen:I (uj)→ +∞, kun‖uj‖1,p→ +∞, uj ∈ K

(ii) I on heikosti alhaalta puolijatkuva: jokaiselle jonolle(uj) ⊂ K siten, ettäuj ⇀ u ∈ K
pätee

I (u) ≤ lim inf
j→∞

I (uj).

Tällöin infu∈K I (u) ∈ R ja on olemassau0 ∈ K siten, että

I (u0) = inf
u∈K

(u).

Edellisissä luvuissa todistettujen tulosten perusteella saamme täten

Lause 4.2.1.OlkoonΩ ⊂ Rn rajoitettu ja

I (u) =

∫

Ω

F(x,u,Du),dx, F ∈ C1(Ω × R × Rn)

siten, että

(a) on olemassa1 < p < ∞, α1, α2 ≥ 0, β1, β2 ≥ 0 siten, että

α1|ξ|p − β1 ≤ F(x, s, ξ) ≤ α2|ξ|p + β2

kaikilla (x, s, ξ) ∈ (Ω × R × Rn).
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(b) kuvausξ → F(x, s, ξ) on konveksi kaikilla(x, s) ∈ Ω × R.

Tällöin, josg ∈W1,p(Ω) ja K = W1,p
g (Ω), niin on olemassau0 ∈W1,p

g (Ω) siten, että

I (u0) ≤ I (u) kaikilla u ∈W1,p
g (Ω).

Todistus.Ensin huomataan, että

inf
u∈K

I (u) ≤ I (g) =

∫

Ω

F(x,g(x),Dg(x)) dx

≤ α2

∫

Ω

|Dg(x)|p dx+ β2|Ω| < +∞,

sillä g ∈W1,p(Ω). LisäksiI on koersiivinen, koska oletuksen ja Lauseen 3.3.13 nojalla

I (u) ≥ α1

∫

Ω

|Du|p dx− β1|Ω| = α1‖Du‖pp − β1|Ω|

≥ α1

(
‖D(u− g)‖p − ‖Dg‖p

)p − β1|Ω|
≥ α1

(
C(n, p)‖u− g‖1,p − ‖Dg‖p

)p − β1|Ω|
≥ α1

(
C(n, p)‖u‖1,p −C(n, p)‖g‖1,p − ‖Dg‖p

)p − β1|Ω| → +∞, jos ‖u‖1,p→ +∞.

Valitaan jonouk ∈W1,p
g (Ω) siten, että

I (uk)→ inf
u∈W1,p

g (Ω)
I (u);

tällainen jono löytyy aina infimumin määritelmän perusteella. Koersiivisuuden perusteella
on olemassaM > 0 siten, että‖uk‖1,p ≤ M kaikilla k = 1,2, . . ., sillä muutoin löytyisi
osajono(uk j ) ⊂ (uk) siten, että‖uk j‖1,p→ +∞ ja tällöin I (uk j )→ +∞.

KoskaB(0,M) = {v ∈ W1,p
g (Ω) : ‖v‖1,p ≤ M} on konveksi, suljettu ja rajoitettu, on se

heikosti jonokompakti. Siten on olemassa osajono(uk j ) ⊂ (uk) ja u0 ∈ W1,p
g (Ω) ∩ B(0,M)

siten, ettäuk j ⇀ u0 W1,p:ssä. Lauseen 4.1.1 mukaanI on heikosti alhaalta puolijatkuva,
joten

I (u0) ≤ lim inf
j→∞

I (uk j ) = inf
u∈K

I (u).

�

Lause 4.2.2.Oletetaan edellisen lauseen oletusten lisäksi, että funktioF ei riipu muutu-
jastas, ts.F(x, s, ξ) = G(x, ξ) ∈ C1(Ω × Rn), ja ettäξ → G(x, ξ) on aidosti konveksi:

G(x, tξ1 + (1− t)ξ2) < tG(x, ξ1) + (1− t)G(x, ξ2)

kaikille t ∈ ]0,1[, x ∈ Ω ja ξ1, ξ2 ∈ Rn, ξ1 , ξ2. Tällöin on olemassa yksikäsitteinen
minimoijau0 ∈W1,p

g (Ω), ts.

I (u0) < I (u) kaikilla u ∈W1,p
g (Ω),u , u0.
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Todistus.Tehdään antiteesi ja oletetaan, että löytyy kaksi minimoijaau1,u2 ∈ W1,p
g (Ω),

u1 , u2. Tällöin ‖u1 − u2‖1,p = ‖u1 − u2‖p + ‖Du1 + Du2‖p > 0, ja erityisesti Sobolevin
epäyhtälön, Lause 3.3.13, nojalla|{x : Du1(x) , Du2(x)}| > 0. Koskau = 1

2(u1 + u2) ∈
W1,p

g (Ω) ja ξ → G(x, ξ) on aidosti konveksi, niin

inf
u∈W1,p

g (Ω)
I (u) ≤ I (u) =

∫

Ω

G(x,Du) dx =

∫

Ω

G(x, 1
2Du1 + 1

2Du2) dx

<
1
2

∫

Ω

G(x,Du1) dx+
1
2

∫

Ω

G(x,Du2) dx

=
1
2

(I (u1) + I (u2)) = inf
u∈W1,p

g (Ω)
I (u),

mikä selvästikin on mahdotonta. �

Seuraavaksi tarkastellaan esimerkkejä, jotka näyttävät, että Lauseen 4.2.1 oletukset ovat
todella tarpeen.

Esimerkkejä. a) Olkoonn = 1, Ω = ]0,1[ ja

I (u) =

∫ 1

0

1
2

u(x)2 + (1− u′(x)2)2 dx, u ∈W1,4
0 (Ω).

Osoitamme seuraavaksi, ettei ole olemassa funktiotau0 ∈ W1,4
0 (Ω) siten, ettäI (u0) =

infu∈W1,4
0 (Ω) I (u), ts. minimointiongelmalla ei ole ratkaisua.

Olkoonu ∈W1,4
0 (Ω). Lauseen 3.3.13 nojalla voidaan olettaa, ettäu on jatkuva. Toteam-

me aluksi, ettäI (u) > 0 kaikilla u ∈W1,4
0 (Ω): Josu ≡ 0, niin

I (u) ≥
∫ 1

0
(1− u′(x)2)2 dx = 1 > 0.

Jos taasu . 0, niin joukon{x ∈ Ω : |u(x)| > 1
k}mitta on positiivinen jollekink ∈ N, ja siten

I (u) ≥
∫ 1

0

1
2

u(x)2 dx≥ 1
2

(
1
k

)2

|{|u| > 1
k
}| > 0.

Lisäksi jo suoraan funktionaalin lausekkeesta nähdään, ettäinfu∈W1,4
0 (Ω) I (u) ≥ 0. Määritel-

lään seuraavaksi jono sik-sak-funktioitauj ∈ W1,4
0 (Ω) siten, että|uj(x)| ≤ 1

2 j , j = 1,2, . . . ja
|u′j(x)| = 1 m.k.Ω:ssa. Tällöin

I (uj) =

∫ 1

0

1
2

uj(x)2 + (1− u′j(x)2)2 dx≤
∫ 1

0

1
2

(
1
2j

)2

dx
j→∞→ 0

ja siteninfu∈W1,4
0 (Ω) I (u) = 0. Nyt siis

inf
u∈W1,4

0 (Ω)
I (u) = 0, muttaI (u) > 0 kaikilla u ∈W1,4

0 (Ω).
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Ongelmana tässä esimerkissä on se, että vaikkauj ⇀ 0 W1,4(Ω):ssa (vertaa Lauseen
4.1.3 todistus), niinI (uj) → 0 < I (0) eli I ei ole heikosti alhaalta puolijatkuva. Syy tähän
on se, että kuvaush : ξ 7→ 1

2s2 + (1− ξ2)2 ei ole konveksi:h′′(ξ) = −4 + 12ξ2 < 0 kun ξ on
lähellä nollaa.

b) OlkoonΩ = ]−1,1[, I (u) =
1∫
−1

u′(x)2x4 dx, u ∈ W1,2
g (Ω), missäg(x) = x, ts. reunaeh-

dot ovatu(−1) = −1, u(1) = 1. Jälleen voidaan Lauseen 3.3.13 nojalla olettaa, että jokainen
u ∈W1,2

g (Ω) on jatkuva jau(−1) = −1, u(1) = 1.
Kuten edellisessäkin esimerkissä osoitamme, ettei minimointiongelmalla ole ratkaisua.

Tarkemmin sanottuna tulemme näyttämään, ettäinf I (u) = 0, muttaI (u) > 0 kaikilla u ∈
W1,2

g (Ω).
Olkoon

uε(x) =



−1, x ∈ [−1,−ε]
1
ε
x, x ∈ ]−ε, ε[

1, x ∈ [ε, 1]

.

Tällöin

0 ≤ I (uε) =

ε∫

−ε

(
1
ε

)2

x4 dx =
1
ε2

2ε5

5
=

2ε3

5
ε→0→ 0.

Koska selvästiI (u) ≥ 0 kaikilla u ∈W1,2
g (Ω), on inf I (u) = 0.

Kiinnitetään seuraavaksiu ∈W1,2
g (Ω) ja valitaanϕ j ∈ C∞(Ω) siten, ettäϕ j → u W1,2:ssa

ja ϕ j(x) → u(x) kaikilla x ∈ Ω. Koskau(1)− u(−1) = 1− (−1) = 2 ja u on jatkuva, löytyy
x, y ∈ Ω siten, ettäu(x) − u(y) ≥ 1. Siten

1 ≤ u(x) − u(y) = lim
j→∞

ϕ j(x) − ϕ j(y) = lim
j→∞

x∫

y

ϕ′j(t) dt ≤ lim
j→∞

1∫

−1

|ϕ′j | =
1∫

−1

|Du(t)|dt,

minkä perusteella|{x : |Du(x)| ≥ 1
k}| > 0 jollakin k ∈ N. Tämän perusteella puolestaan

I (u) =

1∫

−1

|Du(x)|2x4 dx≥
∫

{|Du|≥ 1
k }
|Du|2x4 dx

=

∞∑

j=1

∫

{|Du|≥ 1
k }∩{2− j≤|x|<2− j+1}

|Du|2x4 dx

≥
∞∑

j=1

1
k2

(2− j)4|{|Du| ≥ 1
k
} ∩ {2− j ≤ |x| < 2− j+1}| > 0,

sillä jokin summan termeistä on positiivinen.
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Tällä kertaa ongelmia aiheuttaa se, että funktionaaliI ei ole koersiivinen:

‖uε‖1,2 = ‖uε‖2 + ‖Duε‖2 ≥ ‖Duε‖2 =



ε∫

−ε

(
1
ε

)2

dx



1/2

=

(
2ε
ε2

)1/2

=

√
2
ε

ε→0→ ∞,

muttaI (uε)→ 0. Huomaa myös, ettäF(x, s, ξ) = x4|ξ|2 on konveksi muuttujanξ suhteen.
c) OlkoonΩ ⊂ Rn rajoitettu,1 < p < ∞ ja S = {u ∈ W1,p

0 (Ω) : ‖u‖p = 1}. Tällöin on
olemassau0 ∈ S siten, että

∫

Ω

|Du0|p dx≤
∫

Ω

|Dv|p dx kaikilla v ∈ S. (4.2.1)

Josu ∈ S, niin −u ∈ S ja
∫

Ω
|D(−u)|p =

∫
Ω
|Du|p. Näin ollen ratkaisu ei ole yksikäsitteinen.

On kuitenkin niin, että ratkaisuja on vain 2 kappaletta, toinen ei-negatiivinen m.k. ja toinen
ei-positiivinen m.k.

Tämän todistamiseksi olkoonu0 ∈ S siten, että (4.2.1) pätee kaikillav ∈ S. Tällöin
w = |u0| ∈ S ja

∫
Ω
|Dw|p dx =

∫
Ω
|Du0|p dx, joten myös myösw on minimointiongelman

ratkaisu. Oletetaan, että̃u ∈ S on myös minimoija jãu(x) ≥ 0 m.k. x ∈ Ω. Merkitään

h(x) =

(
w(x)p + ũ(x)p

2

)1/p

.

Tällöin

‖h‖pp =

∫

Ω

wp + ũp

2
dx =

1
2

(∫

Ω

wp +

∫

Ω

ũp

)

=
1
2

(
‖w‖pp + ‖ũ‖pp

)
=

1
2

(1 + 1) = 1

eli ‖h‖p = 1. Lisäksi

Dh =
1
p

(
wp + ũp

2

)1/p−1 1
2

(pwp−1Dw + pũp−1Dũ) = h1−p1
2

(wp−1Dw + ũp−1Dũ),

joten

|Dh|p = hp(1−p)|1
2

(wp−1Dw + ũp−1Dũ|p = hp

∣∣∣∣∣∣
1
2

(
wpDw
hp w

+
ũpDũ
hp ũ

)∣∣∣∣∣∣
p

= hp
∣∣∣∣∣s(x)

Dw
w

+ (1− s(x))
Dũ
ũ

∣∣∣∣∣
p

,

missä

s(x) =
wp

wp + ũp
=

1
2

wp

hp
.
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Koska kuvausξ 7→ |ξ|p on konveksi, saamme edelleen

hp
∣∣∣∣∣s(x)

Dw
w

+ (1− s(x))
Dũ
ũ

∣∣∣∣∣
p

≤ hp

(
s(x)

∣∣∣∣∣
Dw
w

∣∣∣∣∣
p

+ (1− s(x))
∣∣∣∣∣
Dũ
ũ

∣∣∣∣∣
p)

=
1
2

wp
∣∣∣∣∣
Dw
w

∣∣∣∣∣
p

+
1
2

ũp
∣∣∣∣∣
Dũ
ũ

∣∣∣∣∣
p

=
1
2
|Dw|p +

1
2
|Dũ|p,

eli kaiken kaikkiaan ∫

Ω

|Dh|p ≤ 1
2

∫

Ω

|Dw|p +
1
2

∫

Ω

|Dũ|p.

Koskaw ja ũ ovat minimoijia, on yllä oltava yhtäsuuruus. Edelleen, koskaξ 7→ |ξ|p on

aidosti konveksi, on yhtäsuuruus mahdollista jos ja vain jos
Dw(x)
w(x)

=
Dũ(x)
ũ(x)

m.k. x ∈ Ω.

Tämä yhtäsuuruus puolestaan on voimassa jos ja vain josw = Cũ jollakin C ∈ R.
Tarkkaavainen lukija huomaa varmaan, että edellä esitetty päättely on itse asiassa voi-

massa vain jos sekäw ettäũ ovat positiivisia funktioita. Tämä kuitenkin seuraa ns. Harnac-
kin epäyhtälöstä, joka on voimassa kaikille ehdon (4.2.1) toteuttaville funktioille.

Harjoitustehtäviä

1. OlkoonΩ ⊂ R3 rajoitettu jag ∈W1,2(Ω). Osoita, että funktionaali

I : K→ R, I (u) =

∫

Ω

|Du(x)|2 dx

on koersiivinen joukossaK = W1,2
g (Ω): josuj ∈W1,2

g (Ω) on jono funktioita siten, että
‖uj‖1,2→ ∞ kun j → ∞, niin I (uj)→ ∞.

2. OlkoonΩ ⊂ Rn rajoitettu jaA(x) = (ai j (x))i j symmetrinenn× n -matriisi siten, että

(i) ai j : Ω→ R on jatkuvasti differentioituva kaikillai, j = 1, . . . , n,

(ii) |ξ|2 ≤ (A(x)ξ) · ξ ≤ 106|ξ|2 kaikilla x ∈ Ω ja kaikilla ξ ∈ Rn.

Olkoon

I (u) =

∫

Ω

(A(x)Du(x)) · Du(x) dx.

Osoita, ettäI on heikosti alhaalta puolijatkuvaW1,2(Ω):ssa.

3. Olkoon Ω ⊂ Rn rajoitettu jag ∈ W1,2(Ω) annettu funktio. Osoita, että on olemassa
u0 ∈W1,2

g (Ω) siten, että
∫

Ω

|Du0|2 dx≤
∫

Ω

|Dv|2 dx kaikilla v ∈W1,2
g (Ω).

4. Osoita, että edellisen tehtävän funktiou0 on yksikäsitteinen.
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5. OlkoonΩ ⊂ Rn rajoitettu,1 < p < ∞ ja S = {u ∈ W1,p
0 (Ω) : ‖u‖p = 1}. Osoita, että

on olemassau0 ∈ S siten, että
∫

Ω

|Du0|p dx≤
∫

Ω

|Dv|p dx kaikilla v ∈ S.

6. Olkoon

I (u) =

∫ 1

−1
(4x2 − (u′(x))2)2 dx, u ∈W1,4

0 (] − 1,1[).

Osoita, ettäI saavuttaa pienimmän arvonsa joukossaW1,4
0 (] − 1,1[).

(Vihje: Minimoija u0 löytyy päättelemällä.)

7. OlkootΩ ⊂ Rn rajoitettu,h ∈ L2(Ω) ja

I (u) =

∫

Ω

1
2
|Du(x)|2 − h(x)u(x) dx, u ∈W1,2

0 (Ω).

Osoita, että on olemassa funktiou0 ∈W1,2
0 (Ω), joka minimoi funktionaalinI joukossa

W1,2
0 (Ω).

(Vihje: Tarvitset Hölderin epäyhtälöä.)

8. Osoita, että edellisen tehtävän minimoijau0 on yksikäsitteinen.

9. Todista Egorovin lause: Jos|A| < ∞, f , f j A → R ovat mitallisia siten, ettäf j(x) →
f (x) m.k. x ∈ A, niin kaikilla ε > 0 on olemassa mitallinenEε ⊂ A siten, että
|A \ Eε| < ε ja f j → f tasaisesti joukossaEε.

(Vihje: Olkoot

Ek,m :=
∞⋃

j=m

{x | f j(x) − f (x)| ≥ 1
k
}.

Tällöin kaikille k ∈ N on olemassamk ∈ N siten, että|Ek,mk | < ε2−k (miksi?). Näytä,
ettäEε := A \ ∪∞k=1Ek,mk kelpaa.)
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Luku 5

Euler-Lagrangen yhtälö

Riittävät ja välttämättömät ehdot Rn:ssä

Ennen kuin tarkastelemme ääretönulotteista tilannetta, on hyvä hakea malliaRn:stä. Olkoon
f : Rn→ R jatkuvasti differentioituva jax0 ∈ Rn siten, että

f (x0) ≤ f (x) kaikilla x ∈ Rn.

Tällöin jose ∈ Rn, niin

f (x0) ≤ f (x0 + te) kaikilla t ∈ R.

Siten funktiog(t) = f (x0 + te) saa pienimmän arvonsa pisteessät = 0, mistä seuraa, että

0 = g′(0) = ∇ f (x0 + te) · e |t=0= ∇ f (x0) · e = De f (x0).

Lisäksi siitä, että∇ f (x0) · e = 0 kaikilla yksikkövektoreillae ∈ Rn seuraa tunnetusti, että
∇ f (x0) = 0.

Huomautus5.0.3. (i) Edellä riittäisi olettaa, ettäf (x0) ≤ f (x) kaikilla x jossakin pienessä
x0:n ympäristössä.

(ii) Ehdosta∇ f (x0) = 0 ei yleisesti ottaen seuraa, että funktiollaf on minimi pisteessä
x0. Kuitenkin jos f : Rn→ R on jatkuvasti differentioituva ja konveksi, niin Lemman 2.2.5
nojalla∇ f (x0) = 0 jos ja vain josf saavuttaa pienimmän arvonsa pisteessäx0.

5.1 Ensimmäinen variaatio

OlkoonΩ ⊂ Rn ja F : Ω × R × Rn → R jatkuvasti differentioituva siten, että on olemassa
luvut 1 < p < ∞, α2 ≥ α1 ≥ 0 ja β1, β2 ∈ R joille

α1|ξ|p − β1 ≤ F(x, s, ξ) ≤ α2|ξ|p + β2.

Merkitään

I (u) =

∫

Ω

F(x,u(x),Du(x)) dx.
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Kiinnitetään reuna-arvotg ∈W1,p(Ω) ja oletetaan, ettäu0 ∈W1,p
g (Ω) on siten, että

I (u0) ≤ I (u) kaikilla u ∈W1,p
g (Ω).

Olkoonψ ∈ C∞0 (Ω) ja merkitäänut := u0 + tψ. Tällöin ut ∈W1,p
g (Ω) kaikilla t ∈ R, sillä

ut − g = (u0 − g)︸  ︷︷  ︸
∈W1,p

0 (Ω)

+ tψ︸︷︷︸
∈C∞0 (Ω)⊂W1,p

0 (Ω)

∈W1,p
0 (Ω).

Koskau0 minimoi funktionaalinI , niin I (u0) ≤ I (ut) kaikilla t ∈ R. Näin ollen funktio
h : R→ R, h(t) = I (ut) saavuttaa pienimmän arvonsa pisteessät = 0, ja siten

0 = h′(0) =
d
dt

∫

Ω

F(x,u0(x) + tψ(x),Du0(x) + tDψ(x)) dx |t=0

(∗)
=

∫

Ω

d
dt

F(x,u0 + tψ,Du0 + tDψ) dx |t=0

=

∫

Ω

∂F
∂s

(x,u0 + tψ,Du0 + tDψ)ψ +

n∑

i=1

∂F
∂ξi

(x,u0 + tψ,Du0 + tDψ)
∂ψ

∂xi
dx |t=0

=

∫

Ω

∂F
∂s

(x,u0(x),Du0(x)) ψ(x) + ∇ξF(x,u0(x),Du0(x)) · Dψ(x) dx.

Edellisen päättelyn kohta(∗) on voimassa dominoidun konvergenssin lauseen nojalla jos
kaikilla riittävän pienillät ∈ R erotusosamäärille

h(t) − h(0)
t

=
F(x,u0 + tψ,Du0 + tDψ) − F(x,u0,Du0)

t

löytyy yhteinen integroituva majorantti. Väliarvolauseen nojalla tällainen majorantti löytyy
jos

h′(t) =
∂F
∂s

(x,u0 + tψ,Du0 + tDψ)ψ + ∇ξF(x,u0 + tψ,Du0 + tDψ) · Dψ
on tasaisesti integroituva kaikilla itseisarvoltaan riittävän pienillät. Koskaψ ∈ C∞0 (Ω),
riittää olettaa, että∂F

∂s (x,u0 + tψ,Du0 + tDψ) ja ∇ξF(x,u0 + tψ,Du0 + tDψ) integroituvat
tasaisesti. Tämä puolestaan on totta esimerkiksi jos on olemassa vakioC > 0 siten, että

|∂F
∂s (x, s, ξ)|, |∇ξF(x, s, ξ)| ≤ C(1 + |s|p + |ξ|p) (5.1.1)

kaikilla (x, s, ξ) ∈ Ω × R × Rn.

Määritelmä 5.1.1. Sanotaan, että funktiou ∈ W1,p(Ω) toteuttaa funktionaaliaI vastaavan
Eulerin yhtälön heikossa muodossa, jos

∫

Ω

∂F
∂s

(x,u(x),Du(x))ψ(x) + ∇ξF(x,u(x),Du(x)) · Dψ(x) dx = 0

kaikilla ψ ∈ C∞0 (Ω).
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Esimerkki 5.1.2. Olkoon

I (u) =

∫

Ω

1
2
|Du|2 − h(x)u(x) dx,

missäh ∈ L2(Ω) annettu funktio. Tällöin

F(x, s, ξ) =
1
2
|ξ|2 − h(x)s,

∂F
∂s

(x, s, ξ) = −h(x), ja∇ξF(x, s, ξ) = ξ,

joten Eulerin yhtälön heikko muoto on
∫

Ω

−h(x)ψ(x) + Du(x) · Dψ(x) dx = 0 kaikilla ψ ∈ C∞0 (Ω).

Edellä tehty päättely antaa meille seuraavan lauseen:

Lause 5.1.3.OlkoonΩ ⊂ Rn rajoitettu,g ∈W1,p(Ω) ja u0 ∈W1,p
g (Ω) siten, ettäI (u0) ≤ I (u)

kaikilla u ∈W1,p
g (Ω), missä

I (u) =

∫

Ω

F(x,u(x),Du(x)) dx

toteuttaa ehdonI (u) ∈ R kaikilla u ∈ W1,p
g (Ω). Tällöin jos osittaisderivaatat∂F

∂s ja ∇ξF
toteuttavat ehdon (5.1.1), niinu0 toteuttaa Eulerin yhtälön heikossa muodossa, ts.

∫

Ω

∂F
∂s

(x,u0,Du0)ψ(x) + ∇ξF(x,u0,Du0) · Dψ(x) dx = 0 (5.1.2)

kaikilla ψ ∈ C∞0 (Ω).

Huomautus5.1.4. Jos funktionF osittaisderivaatoille on voimassa vahvempi kasvuehto

|∂F
∂s (x, s, ξ)|, |∇ξF(x, s, ξ)| ≤ C(1 + |s|p−1 + |ξ|p−1)

jollakin C > 0 ja kaikilla (x, s, ξ) ∈ Ω×R×Rn, niin (5.1.2) pätee kaikillaψ ∈W1,p
0 (Ω). Tämä

nähdään käyttäen Hölderin epäyhtälöä ja tietoa, että jokaiselleψ ∈ W1,p
0 (Ω) on olemassa

jonoψ j ∈ C∞0 (Ω) siten, että‖ψ−ψ j‖1,p→ 0 kun j → ∞; todistuksen yksityiskohdat jätetään
lukijalle harjoitustehtäväksi.

Yleisesti ottaen funktio, joka toteuttaa Eulerin yhtälön heikossa muodossa ei välttä-
mättä minimoi vastaavaa funktionaaliaI . Sopivan konveksisuusoletuksen ollessa voimassa
tulos kuitenkin pätee.

Lause 5.1.5.OlkoonΩ ⊂ Rn rajoitettu ja funktionaali

I (u) =

∫

Ω

G(x,Du) dx

siten, ettäG ∈ C1(Ω), ξ 7→ G(x, ξ) on konveksi kaikillex ∈ Ω ja α1|ξ|p ≤ G(x, ξ) ≤ α2|ξ|p
joillekin α2 ≥ α1 > 0. Tällöin, josg ∈W1,p(Ω) on annettu, niin

I (u0) = inf
u∈W1,p

g (Ω)
I (u) jos ja vain jos u0 toteuttaa Eulerin yhtälön heikossa muodossa.
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Todistus.Oletetaan ensin, ettäu0 minimoi funktionaalinI joukossaW1,p
g (Ω) ja olkoonψ ∈

C∞0 (Ω). Edellisen lauseen todistelun perusteella riittää osoittaa, että
∫

Ω

|∇ξG(x,Du0 + tDψ) · Dψ|dx≤ C

kaikilla |t| ≤ 1. Lemman 2.2.5 nojalla

G(x, ξ) ≥ G(x, ξ0) + ∇ξG(x, ξ0) · (ξ − ξ0) kaikilla ξ, ξ0 ∈ Rn, x ∈ Ω.

Näin ollen

∇ξG(x,Du0 + tDψ) · Dψ ≤ G(x,Du0 + (1 + t)Dψ) −G(x,Du0 + tDψ)

≤ α2|Du0 + (1 + t)Dψ|p − α1|Du0 + tDψ|p
≤ (2pα2 − α1)|Du0 + tDψ|p + 2pα2|Dψ|p.

ja

∇ξG(x,Du0 + tDψ) · Dψ ≥ G(x,Du0 + tDψ) −G(x,Du0 + (t − 1)Dψ)

≥ α1|Du0 + tDψ|p − α2|Du0 + tDψ − Dψ|p
≥ (α1 − 2pα2)|Du0 + tDψ|p − 2pα2|Dψ|p.

Yhdistämällä nämä kaksi epäyhtälöä saamme
∫

Ω

|∇ξG(x,Du0 + tDψ) · Dψ|dx≤ C

(∫

Ω

|Du0|p dx+

∫

Ω

|Dψ|p dx

)
< +∞

kaikilla |t| < 1 kuten halusimmekin.
Lauseen käänteistä puolta varten olkoonv ∈ W1,p

g (Ω), jolloin siis u0 − v ∈ W1,p
0 (Ω), ja

siistit funktiotψ j ∈ C∞0 (Ω) siten, että‖ψ j − (u0 − v)‖1,p → 0 ja Dψ j(x) → Du0(x) − Dv(x)
m.k. x ∈ Ω. Oletuksen nojalla

∫

Ω

∇ξG(x,Du0) · Dψ j dx = 0 kaikilla j.

Dominoidun konvergenssin lauseen avulla, käyttäen hyväksi todistuksen alkuosan arvioita,
saamme ∫

Ω

∇ξG(x,Du0) · (Du0 − Dv) dx = lim
j→∞

∫

Ω

∇ξG(x,Du0) · Dψ j dx = 0.

Koska kuvausξ 7→ G(x, ξ) on konveksi, Lemma 2.2.5 antaa

G(x,Du0) + ∇ξG(x,Du0) · (Dv− Du0) ≤ G(x,Dv).

Intergroimalla tämä epäyhtälö saadaan
∫

Ω

G(x,Du0) dx+

∫

Ω

∇ξG(x,Du0) · (Dv− Du0) dx≤
∫

Ω

G(x,Dv) dx.

Koska vasemman puolen toisen termin tiedetään olevan nolla, tästä seuraa lopulta
∫

Ω

G(x,Du0) dx≤
∫

Ω

G(x,Dv) dx.

�
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Esimerkkejä. a) Olkoon

I (u) =

1∫

0

1
2

u′(x)2 + (1− u(x)2)3 dx, u ∈W1,2(]0,1[).

Tällöin F(s, ξ) = 1
2ξ

2 + (1− s2)3, joten

∂F
∂s

= −6(1− s2)2s,

∇ξF =
∂F
∂ξ

= ξ.

SitenI :n Eulerin yhtälön heikko muoto on
1∫

0

u′(x)ψ′(x) − 6(1− u(x)2)2u(x)ψ(x) dx = 0 kaikilla ψ ∈ C∞0 (]0,1[).

b) Olkoon

I (u) =
1
p

∫

Ω

|Du|p dx, Ω ⊂ Rn, u ∈W1,p
g (Ω), 1 < p < ∞,

jolloin F(x, s, ξ) = 1
p |ξ|p = 1

p(|ξ|2)p/2 = 1
p

(∑n
i=1 ξ

2
i

)p/2
, ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ Rn. Tällöin

∂F
∂ξk

(ξ) =
1
p
· p

2


n∑

i=1

ξ2
i


p/2−1

· 2ξk = |ξ|p−2ξk, k = 1, . . . , n.

eli

∇ξF(ξ) =

(
∂F
∂ξ1

, . . . ,
∂F
∂ξn

)
= (|ξ|p−2ξ1, . . . , |ξ|p−2ξn) = |ξ|p−2ξ.

Siten Eulerin yhtälön heikko muoto on∫

Ω

|Du|p−2Du · Dψdx = 0 kaikilla ψ ∈ C∞0 (Ω).

Tämä pätee myös kaikillaψ ∈ W1,p
0 (Ω): Olkoonv ∈ W1,p

0 (Ω) ja valitaanψ j ∈ C∞0 (Ω) siten,

että‖ψ j − v‖1,p
j→∞→ 0. Tällöin

∫

Ω

|Du|p−2Du · Dv dx=

∫

Ω

|Du|p−2Du · (Dv− Dψ j) dx+

∫

Ω

|Du|p−2Du · Dψ j dx

=

∫

Ω

|Du|p−2Du · (Dv− Dψ j) dx.

Hölderin epäyhtälön nojalla
∣∣∣∣∣
∫

Ω

|Du|p−2Du · (Dv− Dψ j) dx
∣∣∣∣∣ ≤

(∫

Ω

|Du|p dx

)1−1/p (∫

Ω

|Dv− Dψ j |p dx

)1/p

= ‖Du‖p−1
p ‖Dψ j − Dv‖p

j→∞→ 0,

joten
∫

Ω

|Du|p−2Du · Dv dx= 0 kaikilla v ∈W1,p
0 (Ω).
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5.2 Eulerin yhtälön vahva muoto

Eulerin yhtälön heikko muoto on hyödyllinen variaatiolaskennan teorian rakentamisen kan-
nalta, mutta jos tarkoituksena on minimoivan funktion löytäminen ei siitä yleensä ole pal-
joakaan iloa. Jos kuitenkin minimoiva funktio on riittävän säännöllinen, voidaan sen osoit-
taa toteuttavan myös selvästi vahvemman ehdon, jota käyttäen voidaan sopivissa erikoista-
pauksissa löytää eksplisiittinen lauseke minimoivalle funktiolle. Tarkastelemme asiaa aluk-
si esimerkin kautta.

Esimerkki 5.2.1. Olkoon

I (u) =

1∫

0

1
2

u′(x) − h(x)u(x) dx,

missäu ∈ W1,2
0 (Ω) ja h ∈ L2(Ω) on annettu funktio. TällöinF(x, s, ξ) = 1

2ξ
2 − h(x)s, joten

Eulerin yhtälön heikko muoto on

1∫

0

u′(x)ψ′(x) − h(x)ψ(x) dx = 0 kaikilla ψ ∈ C∞0 (]0,1[);

tämä ehto toteutuu jos ja vain josu minimoi funktionaalinI . Oletetaan, ettäu ∈ C2(]0,1[)
ja h ∈ C(]0,1[). Tällöin osittaisintegrointi antaa

1∫

0

u′(x)ψ′(x) dx =

1/
0

u′(x)ψ(x) −
1∫

0

u′′(x)ψ(x) dx = −
1∫

0

u′′(x)ψ(x) dx

eli Eulerin yhtälön heikko muoto voidaan kirjoittaa muodossa

1∫

0

(−u′′(x) − h(x))ψ(x) dx = 0 kaikilla ψ ∈ C∞0 (Ω). (5.2.1)

Koskax 7→ −u′′(x) − h(x) on oletuksemme mukaan jatkuva funktio, on helppo nähdä, että
ehdosta (5.2.1) seuraa−u′′(x) − h(x) = 0 kaikilla x ∈ ]0,1[. Näin ollen

u′(x) =

x∫

0

u′′(t) dt + c = c−
x∫

0

h(t) dt,

mistä saamme

u(x) = u(0)︸︷︷︸
=0

+

x∫

0

c−
y∫

0

h(t) dt

 dy.

Vakio c saadaan ratkaistua ehdostau(1) = 0 eli
1∫

0

c−
y∫

0

h(t) dt

 dy = 0. Esimerkiksi jos

h(x) = 1 kaikilla x ∈]0,1[, niin saamme

u(x) =
1
2

x− 1
2

x2.
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Edellä tehdyn päättelyn jälkeen on syytä kysyä minimoiko löydetty funktiou todella
funktionaalinI? Osoitimme, että josu ∈ C2 on minimoija, niin se on välttämättä muotoa

u(x) =

x∫

0

(c−
y∫

0

h(t) dt) dy.

Toisaalta funktionaalin aidon konveksisuuden perusteella tiedämme, että löytyy yksikäsit-
teinenu0 ∈ W1,2

0 (Ω), joka minimoi funktionaalinI ja ainoana funktiona toteuttaa Eulerin
yhtälön heikon muodon. Siten

u(x) =

x∫

0

(c−
y∫

0

h(t) dt) dy

on etsitty minimoija, jos pystymme näyttämään, että se kuuluu oikeaan Sobolev avaruuteen
W1,2

0 (Ω).

Seuraavaksi tarkoituksena on pyrkiä yleistämään edellisen esimerkin osittaisintegroin-
tiin perustunut päättely yleiseen tilanteeseen. Aluksi tarvitaan kuitenkin seuraava yksinker-
tainen, mutta tärkeä aputulos:

Lemma 5.2.2.OlkoonΩ ⊂ Rn ja v ∈ L1(Ω).
(a) Jos ∫

Ω

v(x)ψ(x) dx = 0 kaikilla ψ ∈ C∞0 (Ω)

niin v = 0 (ts.v(x) = 0 m.k.x ∈ Ω).
(b) Jos joukkoΩ on yhtenäinen ja

∫

Ω

v(x)
∂ψ

∂xi
(x) dx = 0 kaikilla ψ ∈ C∞0 (Ω) ja kaikilla i = 1, . . . , n,

niin v on vakiofunktio.

Todistus.a) MerkitäänΩ j = {x ∈ Ω : dist(x,Rn\Ω) > 1
j }, j = 1,2, . . .. Kiinteälle j, olkoon

0 < ε < 1
j ja vε funktionv silotus. Tällöin josx ∈ Ω j, niin oletuksen mukaan

vε(x) =

∫

Ω

v(x) η(x− y)︸   ︷︷   ︸
∈C∞0 (Ω)

dy = 0.

Siten Lauseen 3.2.14 perusteella

0 = lim
ε→0
‖vε − v‖L1(Ω j ) =

∫

Ω j

|v(x)| dx.

Näin ollenv(x) = 0 m.k. x ∈ Ω j, jotenv(x) = 0 m.k. x ∈ Ω.
b) Lauseen 3.2.14 ja oletuksen nojalla

∂vε
∂xi

(x) =

∫

Bε(x)
v(y)

∂η

∂xi
(x− y) dy = 0 kaikilla i = 1, . . . , n.
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Siten∇vε(x) = 0 kaikilla x ∈ Ω j. Kiinnitetään seuraavaksix, y ∈ Ω. KoskaΩ on avoin
ja yhtenäinen, ja siten polkuyhtenäinen, löytyy jatkuva kuvausγ : [0,1] → Ω siten, että
γ(0) = x, γ(1) = y. Merkitään

Γ = {γ(t) : t ∈ [0,1]} ⊂ Ω.

KoskaΓ on kompakti, on olemassaj0 ∈ N siten, ettäΓ ⊂ Ω j0. Nyt

vε(x) − vε(y) =

1∫

0

∇vε(γ(t)) · γ̇(t) dt = 0,

jotenvε on vakiofunktio, ts.vε(x) = c(ε) kaikilla x ∈ Ω.
Koskavε → v L1(Ω j):ssa, on olemassa osajonoεk siten, ettävεk → v(x) m.k. x ∈ Ω j.

Siten on olemassa raja-arvolimk→∞ c(ε) = c ja v(x) = c m.k. x ∈ Ω j, j = 1, . . . , n. Koska
Ω j ⊂ Ω j+1 ⊂ . . ., onv(x) = c m.k. x ∈ Ω eli v on vakiofunktio. �

Lause 5.2.3.OlkoonΩ ⊂ Rn rajoitettu,F ∈ C2(Ω × R × Rn) ja u ∈ C2(Ω) siten, että
∫

Ω

∂ f
∂s

(x,u(x),Du(x))ψ(x) + ∇ξF(x,u(x),Du(x)) · Dψ(x) dx = 0

kaikilla ψ ∈ C∞0 (Ω) (ts.u toteuttaa Eulerin yhtälön heikon muodon). Tällöin

−div(∇ξF(x,u(x),Du(x))) +
∂F
∂s

(x,u(x),Du(x)) = 0 kaikilla x ∈ Ω.

Todistus.Merkitään

wi(x) =
∂F
∂ξi

(x,u(x),Du(x))

ja w(x) = (w1(x), . . . ,wn(x) ∈ C1(Ω,Rn). Osoittaisintegrointi antaa
∫

Ω

∇ξF(x,u(x),Du(x)) · Dψ(x) dx =

∫

Ω

w(x) · Dψ(x) dx =

n∑

i=1

∫

Ω

wi(x)
∂ψ

∂xi
(x) dx

=

n∑

i=1

(
−

∫

Ω

∂wi

∂xi
(x)ψ(x) dx

)

= −
∫

Ω


n∑

i=1

∂wi

∂xi
(x)

ψ(x) dx = −
∫

Ω

(div w(x))ψ(x) dx

= −
∫

Ω

div(∇ξF(x,u(x),Du(x)))ψ(x) dx.

Siten

0 =

∫

Ω

∇ξF(x,u(x),Du(x)) · Dψ(x) +
∂F
∂s

(x,u(x),Du(x))ψ(x) dx

=

∫

Ω

(
−div(∇ξF(x,u(x),Du(x))) +

∂F
∂s

(x,u(x),Du(x))

)
ψ(x) dx

kaikilla ψ ∈ C∞0 (Ω), joten väite seuraa suoraan Lemmasta 5.2.2. �
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Määritelmä 5.2.4. Osittaisdifferentiaaliyhtälö

−div(∇ξF(x,u(x),Du(x))) +
∂F
∂s

(x,u(x),Du(x)) = 0 (5.2.2)

on funktionaaliaI (u) =
∫

Ω
F(x,u,Du) dx vastaavaEulerin yhtälö(vahvassa muodossa).

Esimerkkejä. a) Olkoon

I (u) =

∫

Ω

1
2
|Du|2 dx, u ∈W1,2

g (Ω),

missäg ∈ W1,2(Ω) on annettu. Koska kuvausξ 7→ 1
2 |ξ|2 on konveksi, seuraa Lauseesta

5.1.5, ettäu0 ∈W1,2
g (Ω) minimoi funktionaalinI jos ja vain josu0 toteuttaa Eulerin yhtälön

heikossa muodossa.
KoskaF(ξ) = 1

2 |ξ|2 ja∇ξF(ξ) = ξ, niin Eulerin yhtälön heikko muoto on
∫

Ω

Du(x) · Dψ(x) dx = 0 kaikilla ψ ∈ C∞0 (Ω).

Josu ∈ C2(Ω), niin osittaisintegroinnilla saadaan
∫

Ω

−div(Du(x))ψ(x) = 0 kaikilla ψ ∈ C∞0 (Ω),

joten−div(Du(x)) = 0 kaikilla x ∈ Ω. Nyt Du(x) =
(
∂u
∂x1

(x), . . . , ∂u
∂x1

(x)
)

ja siten

− div(Du(x)) = −
n∑

i=1

∂

∂xi

(
∂u
∂xi

(x)

)
= −

n∑

i=1

∂2u
∂xi∂xi

(x) =: −∆u(x),

missä∆ on ns.Laplace-operaattori.
b) Olkoon

I (u) =

1∫

−1

x4(u′(x))2 dx, u ∈W1,2(]0,1[).

Nyt F(x, ξ) = x4ξ2, ∂F
∂s = 0 ja ∂F

∂ξ
(x, ξ) = 2x4ξ. Näin ollen Eulerin yhtälön heikko muoto on

1∫

−1

2x4u′(x)ψ′(x) dx = 0 kaikilla ψ ∈ C∞0 (Ω),

mistä vahvaksi muodoksi saadaan

− d
dx

(
2x4u′(x))

)
= 0

eli
−8x3u′(x) − 2x4u′′(x) = 0.
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5.2.1 Sidotun minimointiongelman Eulerin yhtälö: esimerkki

OlkoonΩ ⊂ Rn rajoitettu ja

I (u) =
1
2

∫

Ω

|Du(x)|2 dx.

Minimoidaan tätä fuktionaalia joukossa

S := {v ∈W1,2
0 (Ω) : ‖v‖2 = 1}.

KoskaS on Lauseen 3.3.15 nojalla heikosti suljettu, on suhteellisen helppo osoittaa, että on
olemassau0 ∈ S siten, ettäI (u0) ≤ I (v) kaikilla v ∈ S. Mutta mikä on ongelmaa vastaava
Eulerin yhtälö?

Olkoonψ ∈ C∞0 (Ω) ja merkitäänwt := u0 + tψ ∈ W1,2
0 (Ω). Kun |t| on riittävän pieni,

pätee‖wt‖2 ≥ ‖u0‖2 − |t|‖ψ‖2 > 0 ja

ut :=
1
‖wt‖2wt ∈ S.

Koskau0 on minimoija, onI (u0) ≤ I (ut), kun t ∈ ]−ε, ε[. Funktiollag(t) = I (ut) on siten
minimi pisteessät = 0 ja saamme

0 = g′(0) = lim
t→0

I (ut) − I (u0)
t

= lim
t→0

1
t

(
1
2

∫

Ω

|Dut|2 dx− 1
2

∫

Ω

|Du0|2
)

=
1
2

lim
t→0

1
t

(∫

Ω

1

‖ut‖22
|Du0 + tDψ|2 dx−

∫

Ω

|Du0|2 dx

)

=
1
2

lim
t→0

1
t

(
1

‖ut‖22

∫

Ω

|Du0|2 + 2tDu0 · Dψ + t2|Dψ|2 dx− 1

‖u0‖22

∫

Ω

|Du0|2 dx

)

=
1
2

lim
t→0


1
‖ut‖22
− 1
‖u0‖22

t

∫

Ω

|Du0|2 dx+
2

‖ut‖22

∫

Ω

Du0 · Dψdx+
t

‖ut‖22

∫

Ω

|Dψ|2 dx



Koska‖u0‖2−|t| ‖ψ‖2 ≤ ‖ut‖2 ≤ ‖u0‖2 + |t| ‖ψ‖2, niin ‖ut‖2→ ‖u0‖2 = 1 kun t → 0. Jatketaan
yo. yhtälöketjua:

=
1
2

∫

Ω

|Du0|2 dx lim
t→∞

(‖u0‖22 − ‖ut‖22
t‖u0‖22‖ut‖22

)
+

∫

Ω

Du0 · Dψdx

missä

‖u0‖22 − ‖ut‖22
t‖u0‖22‖ut‖22

=

∫
Ω
|u0|2 dx−

∫
Ω
|u0 + tψ|2 dx

t‖ut‖22
=

∫
Ω
|u0|2 dx−

∫
Ω
(|u0|2 + 2tu0ψ + t2ψ2) dx

t‖ut‖22
=
−2

∫
Ω

u0ψ dx− t
∫

Ω
ψ2

‖ut‖22︸︷︷︸
→1

t→0→ −2
∫

Ω

u0ψ dx.

Saadaan siis kaiken kaikkiaan yhtälö
∫

Ω

Du0 · Dψ dx = λ

∫

Ω

u0ψ dx kaikilla ψ ∈ C∞0 (Ω), (5.2.3)
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missäλ :=
∫

Ω
|Du0|2 dx> 0. Tämä on Eulerin yhtälön heikko muoto, jossa siis tuntematto-

mia ovat sekäu0 ∈W1,2
0 (Ω) ettäλ ∈ R.

Huomautus5.2.5. Samaan tulokseen päädyttäisiin myös päättelyllä

0 =g′(0) =
d
dt

I (ut) |t=0 =
1
2

d
dt

(
1

‖u0 + tψ‖22

∫

Ω

|Du0 + tDψ|2 dx

)
|t=0

=
1
2

d
dt


∫

Ω
|Du0 + tDψ|2 dx∫

Ω
|u0 + tψ|2

 |t=0 = . . . ,

jossa viimeiseen muotoon sovellettaisiin osamäärän derivointisääntöä.

Edellisen esimerkin funktionaalin Eulerin yhtälön vahva muoto saadaan jälleen osittai-
sintegroinnilla, mikä antaa

∫

Ω

Du0(x) · Dψ(x) = −
∫

Ω

div(Du0(x))ψ(x) dx = −
∫

Ω

∆u0(x)ψ(x) dx.

Saadaan siis
∫

Ω

(−∆u0(x) − λu0(x))ψ(x) dx = 0 kaikilla ψ ∈ C∞0 (Ω)

eli päädymme lopulta yhtälööön

−∆u(x) = λu(x) kaikilla x ∈ Ω,

u(x) = 0 kaikilla x ∈ ∂Ω.
(5.2.4)

Huomautus5.2.6. (i) Jos u ∈ C2(Ω) toteuttaa yhtälön (5.2.4), niin myös funktioCu(x)
toteuttaa sen kaikille vakioilleC ∈ R. Erityisestiu = 0 on aina ratkaisu.

(ii) Josu ∈ W1,2
0 (Ω), u , 0, toteuttaa yhtälön (5.2.3), niin sanotaan, ettäu on Laplace

operaattorin∆ ominaisfunktioja luku λ u:ta vastaavaominaisarvo. (vrt. matriisin A (eli
lineaarikuvauksen) ominaisarvot:Ax = λx.)

(iii) Edellä suoritettua päättelyä kannattaa verrata differentiaalilaskennan kurssilta tut-
tuun Lagrangen kertojien menetelmään: Olkoonf : Rn → R ja g : Rn → R jatkuvasti
differentioituvia,S = {x ∈ Rn : g(x) = 0}, ja oletetaan, että∇g(x) , 0 kaikilla x ∈ S. Jos
f (x0) ≤ f (x) kaikilla x ∈ S, niin ∇ f (x0) = λg(x0) jollekin λ ∈ R.

Edellä tehdyn päättelyn vastaavat kuvaukset olivat

I (u) =
1
2

∫

Ω

|Du|2 dx ja J(u) =

∫

Ω

|u|2 dx− 1;

huomaa, ettäS = {u : J(u) = 0} = {u ∈ W1,2
0 (Ω) : ‖u‖2 = 1}. Eulerin yhtälön heikon

muodon (5.2.3):n voidaan tulkita tarkoittavan yhtälöäI ′(u0) = λJ′(u0).
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5.3 Eulerin yhtälön ratkaiseminen

Mielivaltaista funktionaalia vastaava Eulerin yhtälön ratkaiseminen ei yleensä onnistu. Seu-
raavassa keskitytäänkin yksiulotteisiin erikoistapauksiin, joissa yhtälön muoto mahdollis-
taa tietyt lisätarkastelut ja antaa työkalut sen ratkaisemiseen.

OlkoonΩ = ]a,b[, erityisesti siisn = 1, ja

I (u) =

∫

Ω

F(x,u(x),u′(x)) dx, missäf ∈ C2(Ω × R × Rn).

Eulerin yhtälön vahva muoto on tällöin

− d
dx

(
∂F
∂ξ

(x,u(x),u′(x))

)
+
∂F
∂s

(x,u(x),u′(x)) = 0,

missä termi
d
dx

(
∂F
∂ξ

(x,u(x),u′(x))

)
on auki kirjoitettuna

d
dx

(
∂F
∂ξ

(x,u(x),u′(x))

)
=
∂2F
∂ξ∂x

(x,u(x),u′(x)) +
∂2F
∂ξ∂s

(x,u(x),u′(x))u′(x)

+
∂2F
∂ξ2

(x,u(x),u′(x))u′′(x).

A. Funktio F(x, s, ξ) ei riipu muuttajasta x.

Tällöin tietysti ∂
2F

∂ξ∂x ≡ 0. Lisäksi josu ∈ C2(Ω) toteuttaa Eulerin yhtälön vahvassa muodos-
sa, niin

E(x) := F(u,u′) − u′
∂F
∂ξ

(u,u′) = vakio.

LausekettaE sanotaanEulerin yhtälön ensimmäiseksi intergraaliksi.

Todistus.Suora lasku antaa

d
dx

E(x) =
d
dx

[
F(u(x),u′(x)) − u′(x)

∂F
∂ξ

(u(x),u′(x))

]

=
∂F
∂s

(u,u′)u′ +
∂F
∂ξ

(u,u′)u′′ − u′′
∂F
∂ξ

(u,u′) − (u′)2 ∂
2F

∂ξ∂s
(u,u′) − ∂

2F
∂ξ2

(u,u′)u′u′′

= u′
(
∂F
∂s

(u,u′) − u′
∂2F
∂ξ∂s

(u,u′) − ∂
2F
∂ξ2

(u,u′)u′′
)

= u′
(
∂F
∂s

(u,u′) − d
dx

(
∂F
∂ξ

(u,u′)
))

= 0,

missä viimeisin yhtäsuuruus seuraa oletuksesta, ettäu on Eulerin yhtälön ratkaisu. �

Esimerkkejä. a) Pyörähdyskappaleen pinnan alan minimointi:

I (u) = 2π

1∫

0

u(x)
√

1 + u′(x)2 dx,
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missäu ∈ W1,1(]0,1[), u(0) = α > 0, u(1) = β > 0 ja u(x) ≥ 0 m.k. x ∈ ]0,1[. Tässä
tapauksessa siisF(s, ξ) = s

√
1 + ξ2, joten ∂F

∂s =
√

1 + ξ2 ja ∂F
∂ξ

= s ξ√
1+ξ2

.

Eulerin yhtälön ensimmäinen integraali on siten

u
√

1 + (u′)2 − u′u
u′√

1 + (u′)2
= c,

mikä voidaan kirjoittaa myös muodossa

u(1 + (u′)2) − u(u′)2 = c
√

1 + (u′)2.

Tämän yhtälön vasen puoli sievenee nätisti, jolloin saamme

u(x) = c
√

1 + u′(x)2;

huomaa, että tästä seuraac > 0 ja u(x) ≥ c > 0 kaikille x ∈ ]0,1[. Näin ollen

(
u(x)

c

)2

= 1 + u′(x)2.

Sijoituksella u(x)
c = coshv(x), jolloin u′(x) = csinhv(x)v′(x), saamme edellisen yhtälön

muotoon
cosh2 v(x) = 1 + c2 sinh2 v(x)(v′(x))2.

Koskacosh2 t − sinh2 = 1, niin päädymme lausekkeeseen

sinh2 v(x)(c2v′(x)2 − 1) = 0,

joka toteutuu josv(x) ≡ 0 (eli u ≡ c) tai josv′(x)2 = 1
c2 . Jälkimmäinen vaihtoehto antaa

v(x) = ±x− x0

c
jollakin x0 ∈ R,

mistä edelleen saamme

u(x) = ccoshv(x) = ccosh
x− x0

c
.

Geometrisesti ratkaisu on ns. ketjukäyrä, ja parametric pyritään ratkaisemaan annetuista
reunaehdoista: 

u(0) = α ⇐⇒ ccoshx0
c = α

u(1) = β ⇐⇒ ccosh1−x0
c = β.

Jälleen on syytä kysyä onko nyt löydetty myös alkuperäisen minimointiongelman rat-
kaisu? Osoittautuu, että tilanne ei ole aivan yksinkertainen, sillä

• Kun α ja β on annettu, voi muotoau(x) = ccoshx−x0
c olevia käyriä, jotka toteuttavat

ko. reunaehdot, olla 0,1 tai 2 kappaletta.
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• Voidaan osoittaa, että "minimoija"on aina olemassa ja se on joko ketjukäyrä tai kah-
desta pyörähdyskiekosta muodostuva ns. Goldschmidtin ratkaisu. Goldschmidtin rat-
kaisu ei kuitenkaan kuulu avaruuteenW1,1, ja sen roolin ymmärtäminen vaatisikin
funktionaalinI laajentamista rajoitetusti heilahtelevien funktioiden luokkaan.

• Minimointiongelman ratkaisu ei aina ole yksikäsitteinen.

b) Brachistochrone-ongelma, jossa tutkittava funktionaali on

I (u) =

1∫

0

√
1 + u′(x)2

−u(x)
dx,

missäu ∈ W1,1(]0,1[), u(0) = 0 > −β = u(1) ja u(x) ≤ 0 kaikilla x ∈]0,1[. Tässä tapauk-

sessa siisF(s, ξ) =

√
1+ξ2

−s , joten ∂F
∂s = 1

2

√
1 + ξ2(−s)−3/2 ja ∂F

∂ξ
=

√
1
−s

1
2(1 + ξ2)−1/22ξ. Näin

ollen Eulerin yhtälön vahva muoto on

(1 + (u′)2)u′′ − (u′)2

√−u(1 + (u′)2)3/2
− (u′)2

2(−u)3/2
√

1 + (u′)2
+

√
1 + (u′)2

2(−u)3/2
= 0.

Eulerin yhtälön ensimmäinen integraali puolestaan saa muodon
√

1 + u′(x)2

−u(x)
− u′(x)

u′(x)
√−u(x)

√
1 + u′(x)2

= c,

joka sievenee helposti yhtälöksi

u(x)(1 + u ′(x)2) = − 1
c2

=: k.

Tämän differentiaaliyhtälön ratkaisu on kätevintä esittää muodossa


x(t) = − k
2(t − sint),

y(t) = k
2(1− cost).

Parametrik ratkaistaan jälleen reunaehdon avulla:x(t) = 1 =⇒ y(t) = −β. Geometrisesti
ratkaisu on sykloidi eli käytä, joka syntyy ympyrän kehällä olevan pisteen ratana ympyrän
pyöriessä suoraa viivaa pitkin.

B. Funktio F(x, s, ξ) ei riipu muuttujasta s

Tällöin Eulerin yhtälön vahva muoto on

− d
dx

(
∂F
∂ξ

(x,u′(x))

)
= 0,

minkä perusteella kuvausx 7→ ∂F
∂ξ

(x,u′(x)) on identtisesti vakio.
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Esimerkki 5.3.1. Olkoon

I (u) =

1∫

0

h(x)
√

1 + (xu′(x))2 dx,

missäh on annettu jatkuva funktio. Tällöin siisF(x, s, ξ) = h(x)
√

1 + (xξ)2 ei riipu muut-
tujastas ja siten

∂F
∂ξ

= h(x)
x2u′(x)√

1 + (xu′(x))2
≡ c.

Tästä saadaan
h(x)2x4u′(x)2 = c2x2u′(x)2,

mistä voidaan ratkaistau′:

u′(x) = ±
√

c2

h(x)2x4 − c2x2
= ±c

x
1√

h(x)2x2 − c2
.

Tämän jälkeen funktiou saadaan integroimalla,

u(x) =

x∫
u′(y) dy+ c.

Harjoitustehtäviä

1. Johda funktionaalin

I (u) =

∫ 1

0
u(x)

√
1 + u′(x)2 dx, u ∈W1,1(]0,1[)

Eulerin yhtälön heikko esitysmuoto.

2. Osoita, että funktionaalin

I (u) =

∫

Ω

1
2
|Du(x)|2 − h(x)u(x) dx, u ∈W1,2

0 (Ω),

missäh ∈ L2(Ω), minimoija u0 on ainoa funktio joukossaW1,2
0 (Ω), joka toteuttaa

ehdon ∫

Ω

Du(x) · Dψ(x) dx =

∫

Ω

h(x)ψ(x) dx kaikilla ψ ∈ C∞0 (Ω).

(Vihje: Näytä ensin, että yo. ehto pätee myös josψ ∈W1,2
0 (Ω).)

3. Olkoon

I (u) =

∫ 1

−1
u(x)2(2x− u′(x))2 dx, u ∈W1,2(] − 1,1[),

ja reunaehtoinau(−1) = 0, u(1) = 1. Osoita, että ongelmalla on yksikäsitteinen
ratkaisuu0 ∈ C1(]0,1[) \C2(]0,1[).
(Vihje: Ratkaisu löytyy “valistuneella arvauksella”.)
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4. Määritä edellisen tehtävän funktionaalin Eulerin yhtälö heikossa ja vahvassa muo-
dossa.

5. Määritä funktionaalin

I (u) =

∫

Ω

√
1 + |Du(x)|2 − u(x) dx, u ∈W1,1(Ω)

Eulerin yhtälö heikossa ja vahvassa muodossa.

6. Määritä funktionaalin

I (u) =

∫ 1

0
(1− u′(x)2)2 dx, u ∈W1,4

0 (]0,1[)

Eulerin yhtälö heikossa muodossa ja etsi sellainen funktiou ∈ W1,4
0 (]0,1[), joka

toteuttaa ko. Eulerin yhtälön, mutta ei kuitenkaan minimoi funktionaaliaI .

7. Laplace-operaattorin ominaisarvo-ongelma tapauksessa yhdessä ulottuvuudessa: Et-
si kaikki parit(u, λ), jotka toteuttavat differentiaaliyhtälön

−u′′(x) = λu(x)

välillä ]0,1[ ja joille u(0) = u(1) = 0.

8. Mikä edellisen tehtävän ominaisfunktioistau , 0 antaa pienimmän arvon osamää-
rälle ∫ 1

0
|u′(x)|2 dx

∫ 1

0
|u(x)|2 dx

?

(Vihje: Voit laskea suoraan tai käyttää ominaisfunktion ja sitä vastaavan ominaisar-
von välistä yhteyttä.)

9. Olkoon

I (u) =

∫ 1

0

√
1 + u′(x)2

u(x)
dx, u ∈W1,1

0 (]0,1[), u(x) > 0 kaikilla x ∈]0,1[.

MääritäI :n Eulerin yhtälö heikossa ja vahvassa muodossa.

10. Määritä edellisen tehtävän Eulerin yhtälön ensimmäinen integraali ja etsi funktiot,
jotka toteuttavat ko. ehdon annetuille reunaehdoillau(0) = u(1) = 0.
(Vihje: etsityn funktion kuvaaja on ympyrän kaari.)

11. Olkoon v ∈ W1,p(Ω), 1 ≤ p < ∞. Keksi sellainen variaatio-ongelma (siis funktio-
naali I (u) =

∫
Ω

F(x,u,Du) dx ja sopivat reunaehdot), jonka yksikäsitteinen ratkaisu
annettu funktiov on.
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Luku 6

Ratkaisujen säännöllisyydestä

Olkoonu0 funktionaalin

I (u) =

∫

Ω

F(x,u,Du) dx

annetussa joukossaK minimoiva funktio. Josu0 ∈ C2, niin tiedämme, ettäu0 toteuttaa
funktionaaliaI vastaavan Eulerin yhtälön sekä heikossa että vahvassa muodossa. Toisaalta
kurssilla on tullut jo vastaan useita esimerkkejä funktionaaleista, joiden minimoijat eivät
oleC2-funktioita. Nämä havainnot johtavat luonnolliseen kysymykseen: mitä tulee olettaa
funktiostaF, jotta voisimme päätellä funktionaalinI minimoijan olevanC2-funktio?

Minimointiongelmien ratkaisujen säännöllisyyden tutkiminen on yksi variaatiolasken-
nan haastavimmista osa-alueista ja sillä saralla on yhä edelleen runsaasti avoimia ongel-
mia. Tällä kurssilla keskitymme edellisen luvun tapaan lähinnä yksiulotteiseen tapaukseen;
useampiulotteisen tapauksen kattava käsittely vaatisi nimittäin aivan oman kurssinsa.

6.1 Yksiulotteinen tapaus

Lause 6.1.1.OlkoonΩ = ]a,b[ rajoitettu väli ja F ∈ C2([a,b] × R × R) siten, että

(I) on olemassaα, β > 0 ja 1 ≤ p < ∞ siten, että

α|ξ|p ≤ F(x, s, ξ) ≤ β(1 + |ξ|p) kaikilla (x, s, ξ) ∈ [a,b] × R × R.

(II) on olemassa funktioM :]0,∞[→]0,∞[ siten, että

|∂F
∂s

(x, s, ξ)| + |∂F
∂ξ

(x, s, ξ)| ≤ M(R)(1 + |ξ|p)

kaikille (x, s, ξ) ∈ [a,b] × R × R, joille
√

x2 + s2 ≤ R.

(III) ξ 7→ F(x, s, ξ) on tasaisesti aidosti konveksi kaikilla(x, s), ts. on olemassaε > 0
siten, että

∂2F
∂ξ∂ξ

(x, s, ξ) ≥ ε > 0 kaikilla (x, s, ξ) ∈ [a,b] × R × R.
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Olkoong ∈ W1,p(Ω) annettu jau ∈ W1,p
g (Ω) funktionaalinI (v) =

∫
Ω

F(x, v(x), v′(x)) dx

minimoija joukossaW1,p
g (Ω). Tällöin u ∈ C2(Ω) ja u toteuttaa Eulerin yhtälön vahvan

muodon

− d
dx

(
∂F
∂ξ

(x,u(x),u′(x))

)
+
∂F
∂s

(x,u(x),u′(x)) = 0 kaikilla x ∈]a,b[.

Huomautus6.1.2. (i) Voidaan osoitaa, että josF ∈ Ck, 2 ≤ k ≤ ∞ ja (I)-(III) ovat voimassa,
niin ratkaisu on yhtä säännöllinen eliu ∈ Ck(Ω).

(ii) jos p > 1, niin ehdon (III) sijaan riittäisi olettaa, että
∂2F
∂ξ2

(x, s, ξ) > 0 kaikilla

(x, s, ξ) ∈ [a,b] × R × R.

Esimerkkejä. a) Olkoon I (u) =
1∫

0

(
u′(x)2 − 1

)2
dx, u ∈ W1,4

0 (]0,1[). Tällöin esimerkiksi

funktio

u(x) =


x, x ∈]0, 1

2[,

1− x, x ∈ [ 1
2,1[,

on minimoija (silläu′(x)2 = 1 m.k. x), mutta se ei ole edes jatkuvasti derivoituva määritte-

lyvälillään. Huomaa, ettäF(x, s, ξ) = F(ξ) = ξ4 − 2ξ2 + 1, joten
∂2F
∂ξ2

= 12ξ2 − 4 < 0 kun

|ξ| on riittävän pieni.

b) Olkoon I (u) =
1∫
−1

u(x)2 (2x− u′(x))2 dx, u ∈ W1,2(] − 1,1[) siten, ettäu(−1) = 0,

u(1) = 1. Ongelmalla on ratkaisu

u(x) =


0, x ∈] − 1,0[,

x2, x ∈ [0,1[

ja u ∈ C1(Ω) \ C2(Ω). Huomaa, ettäF(x, s, ξ) = s2(2x − ξ)2, joten
∂2F
∂ξ2

= 2s2 ≥ 0. Näin

ollen ehto (III) on optimaalinen.

Absoluuttisesti jatkuvista funktioista

Lauseen 6.1.1 todistamisessa käytetään hyväksi absoluuttisesti jatkuvien funktioiden pe-
rusominaisuuksia, jotka seuraavassa palautetaan mieliin:

Funktio h : [a,b] → R on absoluuttisesti jatkuvavälillä [a,b], jos kaikille ε > 0 on
olemassaδ > 0 siten, että aina kun]ai ,bi[⊂ [a,b], i = 1, . . . ,m ovat pareittain pistevieraita

välejä siten, että
m∑

i=1

|bi − ai | < δ, niin

m∑

i=1

|h(bi) − h(ai)| < ε.
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On helppo nähdä, että jokainen absoluuttisesti jatkuva funktio on jatkuva. Lisäksi jos
h on absoluuttisesti jatkuva välillä[a,b], niin sen tavallinen derivaattah′(x) on olemassa
m.k. x ∈]a,b[, h′ ∈ L1(]a,b[) ja

h(x) = h(a) +

x∫

a

h′(t) dt kaikilla x ∈ [a,b].

Kääntäen, josw ∈ L1(]a,b[) ja α ∈ R, niin funktio

h(x) := α +

x∫

a

w(t) dt, x ∈ [a,b]

on absoluuttisesti jatkuva välillä[a,b], h(a) = α ja h′(x) = w(x) m.k. x.
Absoluuttisesti jatkuvilla funktioilla on myös läheinen yhteys yksiulotteisiin Sobolev-

avaruuksiin:

• jos u ∈W1,p(]a,b[), 1 ≤ p < ∞, niin on olemassãu :]a,b[→ R siten, että

a) u(x) = ũ(x) m.k. x,

b) ũ on absoluuttisesti jatkuva jokaisella välillä[c,d] ⊂]a,b[, ja

c) u:n Sobolev derivaattaDu(x) on sama kuinũ:n pisteittäinen derivaattãu′(x)
m.k. x.

• Kääntäen, josu :]a,b[→ R on absoluuttisesti jatkuva jokaisella välillä[c,d] ⊂]a,b[
ja u,u′ ∈ Lp(]a,b[), niin u ∈W1,p(]a,b[).

Lauseen 5.1 todistus.Koska Ω =]a,b[ on rajoitettu jau absoluuttisesti jatkuva, niin on
helppo nähdä, ettäu ∈ L∞(]a,b[). Siten on olemassaR > 0 siten, että

√
x2 + u(x)2 ≤ R

kaikilla x ∈]a,b[.
Oletuksen (II) nojalla

b∫

a

∣∣∣∣∣
∂F
∂s

(x, v, v′)
∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣
∂F
∂ξ

(x, v, v′)
∣∣∣∣∣ dx≤

b∫

a

M(1 + |v′|p) dx< +∞

josv ∈W1,p(Ω), joten Lauseen 5.1.3 nojallau toteuttaa Eulerin yhtälön heikon muodon, ts.

b∫

a

∂F
∂ξ

(x,u(x),u′(x))ψ′(x) +
∂F
∂s

(x,u(x),u′(x))ψ(x) dx = 0 kaikilla ψ ∈ C∞0 (Ω).

Osittaisintegrointi antaa

b∫

a

∂F
∂s

(x,u(x),u′(x))ψ(x) dx = −
b∫

a



x∫

a

∂F
∂s

(t,u(t),u′(t)) dt

ψ
′(x) dx
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joten

b∫

a


∂F
∂ξ

(x,u(x),u′(x)) −
x∫

a

∂F
∂s

(t,u(t),u′(t)) dt

ψ
′(x) dx = 0 kaikilla ψ ∈ C∞0 (Ω).

Lemman 5.2.2 nojalla on olemassa vakioc ∈ R siten, että

∂F
∂ξ

(x,u(x),u′(x)) = c +

x∫

a

∂F
∂s

(t,u(t),u′(t)) dt m.k. x ∈]a,b[.

Koska
∣∣∣∂F
∂s (t,u(t),u′(t))

∣∣∣ ∈ L1, niin kuvaus

x 7→ ∂F
∂ξ

(x,u(x),u′(x))

on absoluuttisesti jatkuva ja sen derivaatta

d
dx

(
∂F
∂ξ

(x,u(x),u′(x))

)
=
∂F
∂s

(x,u(x),u′(x)) m.k. x ∈]a,b[.

Todistamme seuraavaksi, ettäu ∈ C1(]a,b[). Tätä varten merkitään

θ :]a,b[×R × R→ R3, θ(x, s, ξ) := (x, s,
∂F
∂ξ

(x, s, ξ)).

Selvästiθ ∈ C1 ja

detDθ(x, s, ξ) = det


1 0 0
0 1 0
∂2F
∂ξ∂x

∂2F
∂ξ∂s

∂2F
∂ξ2

 =
∂2F
∂ξ2

(x, s, ξ) > 0.

Koska kuvausξ 7→ F(x, s, ξ) on aidosti konveksi, onξ 7→ ∂F
∂ξ

(x, s, ξ) aidosti kasvava. Näin
ollen θ on injektio, ja siten käänteiskuvauslauseen nojalla diffeomorfismi kuvajoukolleen,
ts. on olemassa jatkuvasti differentioituva käänteiskuvaus

θ−1 : θ( ]a,b[ × R × R)→ ]a,b[ × R × R.
Koska ∂2F

∂ξ2 (x, s, ξ) ≥ ε > 0, onlimξ→±∞ ∂F
∂ξ

(x, s, ξ) = ±∞. Näin ollen

θ( ]a,b[ × R × R) = ]a,b[ × R × R.
Olkoon nyt

h(x) := c +

x∫

a

∂F
∂s

(t,u(t),u ′(t)) dt.

Tällöin

θ(x,u(x),u′(x)) =

(
x,u(x),

∂F
∂ξ

(x,u(x),u′(x))

)
= (x,u(x),h(x)) m.k. x ∈]a,b[,
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joten
u′(x) = θ−1

3 (x,u(x),h(x)) m.k. x

ja

u(x) = u(a) +

x∫

a

u′(t) dt = u(a) +

x∫

a

θ−1
3 (t,u(t),h(t)) dt.

Koska ∂F
∂s (x,u,u′) ∈ L1, niin h on absoluuttisesti jatkuva. Erityisesti siis kuvausx 7→

θ−1
3 (x,u(x),h(x)) on jatkuva ja näin ollen jotenu ∈ C1(]a,b[).

Lopuksi osoitamme vielä, ettäu ∈ C2(]a,b[). Koska tiedetään jo, ettäu ∈ C1(]a,b[), on
x 7→ ∂F

∂s (x,u(x),u′(x)) jatkuva, ja siten funktio

∂F
∂ξ

(x,u(x),u′(x)) = c +

x∫

a

∂F
∂s

(t,u(t),u′(t)) dt

on jatkuvasti derivoituva. Olkoon nyt

G(y, η) =
∂F
∂ξ

(y,u(y), η) − h(y),

jolloin G ∈ C1(]a,b[×R). Koska ∂G
∂η

(x, η) = ∂2F
∂ξ2 (x,u(x), η) , 0 ja G(x,u′(x)) = 0 kaikilla

x ∈]a,b[, niin implisiittifunktiolauseen nojallau′ ∈ C1(]a,b[), ja

u′′(x) = −
∂2F
∂x∂ξ (x,u(x),u′(x)) + ∂2F

∂s∂ξ (x,u(x),u′(x))u′(x) − ∂F
∂s (x,u(x),u′(x))

∂2F
∂ξ2 (x,u(x),u′(x))

,

mistä seuraa suoraan, ettäu toteuttaa Eulerin yhtälön sen vahvassa muodossa. �

6.2 Yleinen tapausn ≥ 1

Useampiulotteisessa tapauksessa minimointiongelman ratkaisun säännöllisyysominaisuuk-
sien todistamisessa käytetään yleensä eri metodeja kuin edellä käsitellyssä yksiulotteises-
sa tapauksessa. Perusoletukset ovat kuitenkin lähes samat, ja niistä tärkein on funktion
F(x, s, ξ) aito konveksisuus muuttujanξ suhteen.

Lause 6.2.1.OlkoonΩ ⊂ Rn rajoitettu ja F ∈ C∞(Ω × R × Rn) siten, että
(I) on olemassaα, β > 0 ja 1 < p < ∞ siten, että

α|ξ|p ≤ F(x, s, ξ) ≤ β(1 + |ξ|2)p/2

(II) on olemassa vakiotc0, c1 > 0 siten, että
∣∣∣∣∣∣
∂2F
∂ξi∂ξ j

(x, s, ξ)

∣∣∣∣∣∣ ≤ c0 kaikilla (x, s, ξ) ja kaikilla i, j = 1, . . . , n
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ja
n∑

i, j=1

∂2F
∂ξi∂ξ j

(x, s, ξ)ηiη j =
(
D2
ξξF(x, s, ξ)η

)
· η ≥ c1(1 + |ξ|2)p/2|η|2

(III) on olemassa rajoitettu, jatkuva, kasvava ja konveksi funktioω : [0,∞) → [0,∞)
siten, ettäω(0) = 0 ja

|F(x, s, ξ) − F(y, r, ξ)| ≤ (1 + |ξ|2)p/2ω(|x− y|2 + |s− r |2).

Tällöin josu ∈W1,p(Ω) minimoi funktionaalin

I (u) =

∫

Ω

F(x,u,Du) dx

joukossaW1,p
u (Ω), niin u ∈ C2(Ω).

Lauseen 6.2.1 todistus löytyy esimerkiksi viitteistä [9] ja [12].
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