Fourier-analyysin peruskurssi 2014
24. tammikuuta 2015

Ohessa on laskuharjoitusten ratkaisuja. Luvussa 1 on jokaisesta tehtavistd tehtavanan-
to ja ratkaisu sekd mahdollisesti "lisdys”-kohta, jossa on sanottu jotain yliméaraista ai-
heeseen liittyvad. Luvussa 2 on joitakin lisdyksid. Matlabilla voi tehdéd visualisointeja.
Laskuharjoitusten pitdja on kiinnostunut kuulemaan vaihtoehtoisista ratkaisutavoista ja
neuvoo mielelldan vaikkapa Matlabin kaytossa silloin kun ehtii.

1 Laskuharjoitusten ratkaisuja

Sisalto




1.1 Harjoitus 1

H1T1. Olkoon A > 0, ja olkoon f(z) jaksollinen funktio, jonka perusjakso on a. Osoita,
ettd funktio g(x) = f’(Ax) on jaksollinen ja madraa sen perusjakso.

Ratkaisu. Nyt siis
fleta)=flz), zeR, (1)

ja a > 0 on pienin positiivinen luku, jolla on tdma ominaisuus. Oletetaan, ettd f on
derivoituva kaikkialla. Nyt derivoimalla yhtaloa () puolittain saadaan

f(x+a)=f'(x), zeR.
Siis funktiolle g patee
g9(x) = f'(A\x) = f'(Az +a) = Mz + a/N)) = g(z + a/}), z€R,

eli g on a/A-jaksollinen. Nyt a/A > 0. Osoitetaan, ettd a/\ on funktion g perusjakso eli
pienin positiivinen jakso. Jos luvulle b > 0 pétee

glx+0b)=g(x), z€eR,
eli
Az +Xb) — f/(Ax) =0, xeR,

niin saadaan
0— /Ot Pz +Ab) — f'Oa)dar = % FOE+ M) — fO8)], tER,
eli merkitsemélld \f = x saadaan
flx+Xb) = f(z), x€R,

joten koska a > 0 on funktion f perusjakso ja Ab > 0, niin taytyy olla \b > a eli b > a/\.
Néhdéan, ettd mielivaltainen funktion g positiivinen jakso b on vihintdan a/\. Siis a/\
on funktion g perusjakso.

H1T2. Olkoon g(z) parillinen funktio. Osoita, etta

/a g(z)dr =2 /ag(x)dx.
— 0
Ratkaisu. Péatee siis

g(x) =g(-x), zeR

Nyt .
| s@dr= [ g@)dz+ [ g(@)ar

—
eli riittaa osoittaa

/0 g(x)dx = /Oa g(x)dx.

—



Tekeméllda muuttujanvaihto x = —s ja kdyttamalld oletusta saadaan

/0 g(x)dw = /Og(—S)(—ds) =— /Og(s)ds = /Oag(s)d&

—Q « «

eli vaite patee.

H1T3. Olkoon g(z) parillinen funktio. Osoita, etta ¢'(z) ja

ovat molemmat parittomia funktioita.

Ratkaisu. Péatee siis
g(x) =g(-x), zeR.

Derivoimalla tédta puolittain, saadaan

g(z) =g(—2)(-2) = —g'(-2), z€eR,

eli ¢’ on pariton funktio. Toisaalta tekemélld muuttujanvaihto t = —s saadaan oletuksen
nojalla

G(=a) = [ gt = [ g(=s)(~ds) = = [ g(s)ds = ~G(a)

eli G on pariton funktio.

Lisdys. Induktiolla nahdéan, ettd ¢™ ja

0" (z) = /O”C /Otl.../otnlg(tn)dtn..-dthtl _ ) /Ox(x—t)"_lg(t)dt

(n—1

ovat parittomia, kun n on pariton ja parillisia, kun n on parillinen. Tésséd ¢™ on funk-
tion g astetta n oleva integraalifunktio, jonka laskemiseen kéaytetddan Cauchyn kaavaa
toistetulle integroinnille.

H1T4. Olkoon f : R — R funktio. Osoita, etta

Pl = H 2 2)

on parillinen, ja

on pariton funktio. Esitd tdta tietoa kiyttden funktiot p(z) = 23 + 222 + z ja q(x) =
1/(1 — z) parillisen ja parittoman funktion summana.

Ratkaisu. Sieventdmaélla ndhdédén, etté

Fleay - IED I f@ ) g

2 2

r € R,

ja

G(—x) = = =—-G(z), zeR,



Siis F' on parillinen ja G on pariton. Huomataan myos, etta

f@) + f(=2) | f@) = f(-2)
2 - 2

F(z) 4+ G(z) = = f(z).
Siis kirjoittamalla f = F'4+G on funktio f saatu esitettya parillisen ja parittoman funktion
summana.

Nyt funktiolle p(z) = a3 + 222 + x pitee

34+ 202 + o+ (=) + 2(—2)? + (—x)  4a? 0,2
= = — = €T .

Fy(x) 9 9

Funktio G)(x) voidaan laskea tehtévipaperin kaavasta tai laskemalla
Gp(r) =p(z) — Fy(z) = 2° + 22° + 2 — 22° = 2° + =

Siis
p(x) = Fy(z) + Gylx) = 22% + (2° + x),

missd [}, on parillinen ja G, on pariton.

Funktiolle ¢ voidaan laskea

1 1 1+x 1—x
F(x)zﬂ+1+—x:m+1fx2: 1
a 2 2 1— g2
ja
1L e .
G _ 1—x 1+x — 1—x —x?
o(7) 2 2 1— 22
eli
1 €T

g(w) = Fy(w) + Gy()

:1—ZL‘2+1—ZL‘27

missd [}, on parillinen ja G, on pariton.

Lisdys. Nahdéan, ettd f voidaan esittda parillisen ja parittoman funktion summana vain
yvhdella tavalla. Nimittéin, jos g on seké parillinen etté pariton, niin
9(x) = g(=2) = —g(x), z€eR,
joten
g(x) =0, zekR.

Siis jos funktio on seké parillinen ettd pariton, niin se on identtisesti nolla. Lisdksi on
selvad, etta parillisten funktioiden lineaarikombinaatio on parillinen ja parittomien funk-
tioiden lineaarikombinaatio on pariton. Oletetaan, ettd f = FF+G = H+ I, missa F ja H
ovat parillisia ja G ja I ovat parittomia. Néin ollen g = F — H = I — G on seka parillinen
ettéd pariton ja siten identtisesti nolla. Siis F' = H ja G = [.

H1T5. Olkoon m,n € N\ {0}. Osoita, etta
1 ™
—/ cos(mx) cos(nx)dr = Oy,
™ J—m
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missé d,,, on Kroneckerin deltafunktio.
Ratkaisu. Koska kosini on parillinen, kaavalla

cos(x —y) + cos(x + y)

COS T COSYy =

2
saadaan
1 /= 1 /=
— [ cos(mz) cos(nx) dx = —/ cos(max) cos(nx) dz
™ J—m ™ Jo
(2)
1 /= 1 /=
= —/ cos([m — n]z) d:z:—i——/ cos([m + n|z) dx
7 Jo 7 Jo
Toisaalta 1
—/ cos(kx) dx = oro, k € Z.
7 Jo
Nimittain | |
—/ COS(O-IL‘)dl‘:—/ lder =1
7 Jo 7 Jo
ja

l{;/o7r cos(kz) dx = [sin(kz)]]_, = sin(km) — sin(0) = sin(k7) =0, k€ Z,

miki antaa tulon nollasddannolla

l/Oﬂcos(k:c)ala::0, keZ\{0}.

T
Siis

% /:T cos(max) cos(nx) dz
= l/07r cos([m — n]z) dx + %/OW cos([m + nlx) dx (3)

m
= 50,mfn +0= 5m,n-

H1T6. Oletetaan, ettd f(x) on jaksollinen funktio jaksonaan 27, joka voidaan esittdé
muodossa

f(x) = %ao + il (ay, cos(nx) + b, sin(nz)) , (4)

missa a,, ja b, ovat reaalisia vakioita. Maaraa vakiot b, kertomalla (] puolittain funktiolla
sin(mz) ja integroimalla termeittain.

Ratkaisu. Siis

1 o
f(z) = S0+ > (ay cos(nz) + by sin(nx)),
n=1
miké antaa
1 o0 o0
f(z)sin(mx) = 500 sin(maz) + Y a, cos(nz) sin(mz) + Y _ by, sin(nz) sin(maz).
n=1 n=1



Nyt vaihtamalla integroinnin ja summauksen jarjestysta saadaan sinin parittomuuden ja
Lemman 4.1. nojalla

/7r f(x)sin(mx) dx

™

1 T
= —ao/ sin(max) dz +/ Z a, cos(nx) sin(mz) dz +/ Z by, sin(nx) sin(mz) dx

s

+Y a / cos(nx) sin(mz) dx + Z by, / sin(nx) sin(maz) dx
n=1 4 n=1

Za Z n * Tlpm = Tbyy,.
n=1

Siis |
by, = —/ f(x)sin(mx)dx, m € N.

™ J—7

H1T7. Olkoon f jaksollinen funktio jaksonaan 2 siten, etta
f(x) ==, kun = € (—m, 7.

Piirré funktion f kuvaaja ja muodosta funktion f Fourier-sarja. Maéraé lisiksi ne arvot,
joita kohti Fourier-sarja suppenee funktion f epajatkuvuuskohdissa.

Ratkaisu. Fourier-kertoimet on méaritelty asettamalla

an = %/W f(x) cos(nx)dx, mn € Ny,
ja

b, = %/W f(z)sin(nx)dx, n €N,
ja funktion f Fourier-sarja on B

1 [e.e]
500 + > (a, cos(nz) + by, sin(nz)).
n=1
Nyt koska x cos(nz) on pariton funktio kaikilla n € R, niin
1 /= 1 =
a, = — | f(z)cos(nz)dx = —/ xcos(nx)dr =0, n e N
mwJ—7 mwJ—7

Toisaalta koska x sin(nzx) on parillinen funktio kaikilla n € N, niin

b, = = /jr f(z)sin(nz) dx = %/ﬂ xsin(nzx) dz

= %/OW xsin(nx) dz -

_ % [—x C(;s(nx)]7r B %/OW —COZ(TLZL‘) i )
_ 2| cos(nm) ol —o

. : <[1><71L>" . 2<]1>n+1_



Kuva 1: Funktion f(z) = x Fourier-sarjan 10. osasumma.

Siis
n+1

~ 2 Z ) sin(nz).

Nyt f(z) toteuttaa Dirichlet’'n ehdot: f on méaritelty valilla (—m, ), f on 27-jaksollinen
ja f sekd [’ ovat paloittain jatkuvia valilla (—7?,7r). Nain ollen

1 00 )n+1
§<f(37+)+f = Z sin(nz), = €R.

Funktio f on jatkuva muualla, paitsi pisteissd nmw, missd n on kokonaisluku. Néissé pis-
teissd jaksollisuuden nojalla

(f(=m )+ f(r))==(—m+m) =0

1
2

N | —

1
S (floms) + f(nm ) =
eli Fourier-sarjan summa on 0.

Funktion f Fourier-sarja on Kuvassa [Il joka on piirretty Matlabilla. Vastaavia kuvia voi
piirtdd muun muassa funktioilla, jotka 16ytyvit osoitteesta
http://integraali.com/fourier2014/|

Fourier-sarjan osasummia voi piirtda nappéarasti myos WolframAlpha-sivustolla.
Esimerkki, jossa WolframAlphan komentoriville kirjoitettiin
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http://integraali.com/fourier2014/
http://www.wolframalpha.com/input/?i=2*sum+n%3D1+to+10+%28-1%29%5E%28n%2B1%29*sin%28nx%29%2Fn

2%sum n=1 to 10 (-1)"(n+1)*sin(nx)/n



1.2 Harjoitus 2

H2T1. Olkoon f jaksollinen funktio jaksonaan 2 siten, etta
f(z) = xzsin(pz), kunzx € (—m, 7],

misséd p on positiivinen kokonaisluku. Osoita, ettd funktion f Fourier-kertoimille péatee
b, = 0 kaikilla n € N,

: n 2p
Ty jaa, = (=1)" H]ma n €N\ {p}.

Ratkaisu. Funktion f(z) = wxsin(7z) jaksollisen laajennuksen kuvaaja on Kuvassa [21
Fourier-kertoimet on méaritelty asettamalla

1 T
a, = —/ f(z)cos(nz)dr, n € Ny,
T J—m

ja
1 ™
b, = —/ f(z)sin(nz)dx, n €N,
™ J—7

ja funktion f Fourier-sarja on

1 [e.e]
S0+ > ~(an cos(nx) + by, sin(nz)).
n=1

Nyt, koska f on parillinen, niin f(z)sin(nz) on pariton ja siten b, = 0 kaikilla n € N.
Edelleen f(z)cos(nz) on parillinen, joten

ap = — /07r f(x) cos(nz) dz
= % /07r xsin(pzx) cos(nz) dx (7)
_ % | a(sin((p = ma) + sin((p + n)a)) da
missd kdytettiin kaavaa 2sinx cosy = sin(z — y) + sin(x + y). Nyt
/wasin(k:x) dr =0, k=0,

ja arvoilla k € N\ {0} saadaan

| wsin(kr) dz = lwr - [ L

k —0 k
_ —mcos(km) sin(kz) "
B k L



Néin ollen

1 7 —1)?%p+1
a, = —/ xsin(2pz)dr = (=1
mJo 2p
ja arvoilla n € N\ {p} saadaan
1 (=1)pntl - (—1)ptntl
ap, = — zsin((p —n)z) + zsin((p + n)z)dr = +
= [ wsin((p = m)e) asin((p+ m)dr = S
Nyt huomataan, etta
p—n=(p+n)—2n,
joten koska (—1)72" = 1, niin voidaan laskea
n—2n+1 n+1
a, — (=12 i (=1)pm = (—1)ptntt p+n p—n|_ (—1)ptntt 2p .
p—n pIn P2 —n? ' p?—n2 P2 — n?
Siis .
f(x) = 9o > ay cos(nz),
2 n=1
missa (1y
1) %2
— ; — +n+1
a, = o ja a, = (=1) - n € N\ {p}.
H2T2. Laske . (_1yn . (_1yn
1;2 n2—1 11223 n?—4

kayttaen hyvéaksi tehtdavan 1 Fourier-sarjaa pisteessa x = 0 tai x = 7, kun p = 1 tai p = 2.

Ratkaisu. Arvolla p = 1 saadaan

2.1 1 1
—(=1)—— =2 — (=1 — = _=
w=(Dp—p=2 a=-E03g="5
ja
2 _1n+1
ap = (—1)"+2 —2< ) n>2.

1—-n2 " np2-1"
Nyt funktio f toteuttaa Dirichlet’n ehdot eli f on 27-jaksollinen ja f seka f’ ovat paloittain
jatkuvia valilla (—m, 7. Lisaksi f on kaikkialla jatkuva. Néin ollen

1 1 © (—1)ntl
flz) =zsine == (f(z_)+ f(zy)) =1— Zcosz+2 > <7005(n:c)
2 2 = n?-1
kaikilla z € R. Valitsemalla 2 = 0 saadaan
1 [e’s) (_1)n+1 [e%s} (_1)n 1
0)=0=1—~=+2 7 el A
/() R S ul D S b
Toisaalta valinta x = 7 tuottaisi
1 0 (—1)"+1 s 1 3
0=1+-4+2 ——(—=1)" eli =—.
+2+nz::2n2—1< y.oeli 7;2712—1 1



sarja
funktio
verhokayra

Kuva 2: Funktion f(x) = xsin(7z) jaksollisen laajennuksen kuvaaja
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Arvolla p = 2 saadaan

(—1)2'2+1 1 orop1 272
ja
2.2 4
_ 2+1+1 _
N S T
seké .
an = (—1)* ! 1 = 4=1) n > 3.

4—n2 n2—4’

Koska f(x) = zsin(2x) on jatkuva ja 2w-jaksollinen, sekd f’ on paloittain jatkuva, niin

1 1 4 1 > (=1)"
rsin(2z) = 3 (flz=)+ fzy)) = —5 7t 30087 — cos(2x) + 4; 22 _)4 cos(nx)
kaikilla z € R. Valitsemalla © = 7 saadaan
1 4 1 > 1 s 1 25
______ A = —gsin2r =0 eli — ==
2 374" nggntzi remer = ;n2—4 18
Toisaalta valinta x = 0 antaisi
1 4 1 & (=n ' & (=T
——+=—==-414 =0sin0 =0 el = —.
2 371" nggn?—zl o o ;nQ—éL 12

H2T3. Muodosta funktion f(z) = sinz, z € [0,7], kosiniterminen Fourier-sarja etsi-
malld ensin sopiva funktion f(x) parillinen laajennus. Sarjaksi tulee

flz)=1-2 i 4n21— . cos(nz).

Ratkaisu. Haetaan kosinitermistd Fourier-sarjaa, joten koska kosini on parillinen, niin
tehddan funktiolle parillinen laajennus. Asetetaan siis parillisuuden saamiseksi

f(z) = f(—z) =sin(—z) = —sinx = [sinz|, =z € (—mn,0).

Nahdaan, ettd f(x) = |sinz| kaikilla € (—m, 7] ja nyt f voidaan laajentaa jaksolliseksi
jatkuvaksi funktioksi.

Koska f on parillinen, f(z)sin(nx) on pariton ja b, = 0 kaikilla n € N. Fourier-sarjaan
ei siis tule sinitermejé. Toisaalta, koska f(z)cos(nz) = sinz cos(nx) on parillinen

™ 1 T

an = —/ sin x cos(nz) = —/ sin((1 — n)z) +sin((n + 1)z)dx
0 mJo

kaavan

2sinzcosy =sin(z —y) +sin(z +y), z,y € R,

nojalla. Nyt
/ sin(kz) =0, k=0,
0

12



ja arvoilla k # 0 saadaan

/Owsin(kx):<M> ) :ﬂ:{ov k=2m, m e Ny,

k 2 2 k=2m—1, meN

Siis jos n on pariton, niin 1 —n ja n+ 1 ovat parillisia ja a,, = 0. Olkoon n = 2m jollakin
meN. Nytl—-n=1-2mjan+1=2m+1, joten

1 = 1 2 2
m — i 1-— i 1 dr = —
as 7T/0 sin((1 — n)z) + sin((n + 1)z)dx - (1—2m + 2m+1)
1< 4m+2+4m—2>_ 41
4m2 —1  4m2—1)  7dm? -1

7

Erityisesti ay = %. Koska f toteuttaa Dirichlet’'n ehdot ja on kaikkialla jatkuva, niin
saadaan

f E—

2 4
I

Z ] cos (2nz), ze€R.

H2T4. Osoita tehtdavian 3 avulla, ettéa

> 1 1

;4712—1:5'

Ratkaisu. Sijoittamalla tehtavin 3 sarjaan x = 0 saadaan huomaamalla, ettd f(0) = 0

2 4 1 0 1 1
- — - —— =0 el — = _.
T ﬂ;4n2—1 e ;4#—1 2

Toisaalta koska cos(2nf) = cos(nm) = (—=1)" ja sin(}) = 1, niin sijoittamalla z = 7

saadaan 2 1 (L1) 1) . .
—_1\n o (_1\n T

- — = =1 el — == — —

T ﬂ;4n2—1 e ;4#—1 4 2

Voidaan toki sijoittaa mika tahansa muukin muuttujan x arvo, jolloin saadaan jonkun
sarjan summa. Tietyilld muuttujan = arvoilla cos(2nx) ottaa yksinkertaisen muodon ja
sarja nayttda yksinkertaiselta.

Huomaa, ettéd jos funktio f ei olisikaan jatkuva pisteessa x, niin sarjan summaksi tulisi

(f(z-) + f(zy)) # [ (@)

N | —

Tésséd on mahdollinen virheen paikkal!

H2T5. Osoita, ettd funktiojoukko
{1, cos(2z), cos(4x), cos(6x), . ..}

on ortogonaalinen vélilla [0, 7] ja muodosta sitd vastaava ortonormaali joukko.
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Ratkaisu. Nyt ollaan vélilla [0, 7] ja on siis sisdtulo

(o= | " f@)g(x)dx.

Olkoon fi(x) = cos(2kx) kaikilla k € Ny. Nyt kosinin parillisuuden nojalla

™

(fr, fj) = /O7T cos(2kx) cos(2jz)dr = %/

—Tr

cos(2kx) cos(2jz)dr = gék,j
kaikilla k, 7 € Ny paitsi arvolla k£ = j = 0, silld

1 foll> = (fo, fo) = /0 cos(0) cos(0)dz = weli || fol| = V7.
Niin ollen {1, cos(2x), cos(4x), cos(6x), ...} on ortogonaalinen. Liséksi

LFll” = fo fid = eli kaH:@, ke,

Siis vastaava ortonormaali joukko on
1 2 2 2
{i} = —, \/icos(Qx), \/jcos(ll:c), \/icos(6x), g
1751 VT Q m

H2T6. Laske funktion f(x) = cosz yleistetyt Fourier-kertoimet tehtévin 5 ortonormaalin
joukon suhteen.

Ratkaisu. Nyt vali ja sisitulo ovat samat kuin tehtévissa 5 ja f(x) = cosz. Funktiot

ey = ﬁ sekd e = \/g cos(2kz), k € N, ovat ortonormaaleja, joten jos haetaan Fourier-
kertoimia cg, joille pétisi

o0
f=>" cex,
k=0
niin saadaan yleistettyjen Fourier-kertoimien kaava
o
(fren) =D culer en) =cn, meN.
k=0

Nyt kosinin parillisuuden nojalla

cn={(f,en) = / d,, cos z cos(2nx)dr = dn/ cosx cos(2nx)dr =0, n €N,
0 —T
missa dy = ﬁ jad, = \/g, n € N. Néin ollen kaikki yleistetyt Fourier-kertoimet ovat
nollia.

Nyt funktiota f yritettiin esittad funktioiden e, summana, mutta nahtiin, ettd téallaista
esitysté ei voi tehda. Nahtiin, etta vakiot ¢, ovat nollia, eli funktio f sattuu jopa olemaan
ortogonaalinen jokaisen funktion e, suhteen.
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Analoginen tilanne olisi kokeilla esittdd (1,0,0) € R?® vektorien (0,1,0),(0,0,1) € R?
avulla. Esitysta
(1,0,0) = a(0,1,0) + b(0,0, 1),

missd a,b € R, ei 16ydy. Vektori (1,0,0) sattuu jopa olemaan kohtisuorassa vektoreita
(0,1,0) ja (0,0, 1) vastaan. Esitys ei onnistu, koska {(0,1,0),(0,0,1)} ei ole avaruuden
R3 kanta. Vastaavasti esitys f = 3 cpep, ei onnistu, koska {ex} ei ole kanta tdméanhetkisen
tilanteen funktioavaruudelle, joka sisaltdéd funktion f.

H2T7. Maarita vakiot ag, Bo, 51,70, 71, V2 siten, ettd polynomit

g1(z) = g
g2(z) = Bz + Bo
gs(x) = 72$2 + 7T+ Y

muodostavat ortonormaalin joukon valilla [—1, 1].

Ratkaisu. Nyt ollaan vélilla [—1, 1], joten sisitulona on
1
o9y = [ @@z, g€ C(~1,)

janormi on || f||* = (f, f), kaikilla f € C,(—1,1).

Tapa 1. Lasketaan luvut (gi, g;), k,j € {1,2,3}, ja vaaditaan, etti (g, g;) = 0x;. Saa-
daan kuuden yhtélon yhtdloryhmaé ja voidaan ratkaista kuusi vakiota ag, 8o, 81, Y0, 71, 72
yksikasitteisesti.

Tapa 2. Otetaan funktiojoukko {1, x, 22} ja kiytetdin Gram-Schmidtin ortonormalisoin-
timenetelmaéd. Gram-Schmidtin menetelméassa lineaarisesti riippumattomalle funktiojou-
kolle {f,} tehddan seuraavaa.

Koska funktiot ovat lineaarisesti riippumattomia, mikadn funktio ei ole identtisesti nolla.
Asetetaan

Lk
1= 77
[l
jolloin {e;} on ortonormaali.
Oletetaan, ettd on saatu madriteltyd ortonormaali funktiojoukko {eq, es, ..., e,}. Nyt ase-
tetaan .
Wnp1 = fn+1 - Z <fn+17€k> €k,

k=1

jolloin

<wn+17 em) fn+17 em Z frs1s ek ek7 em) = <fn+17 em> - <fn+17 em> =0,

eli 1oydetaédn uusi ortogonaalinen funktio w, ;. Lineaarisen riippumattomuuden nojalla

w1 Z 0, joten voidaan asettaa w
R _"’
[[wn|
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jolloin {ey, ey, ..., €n, €,11} on ortonormaali joukko.

Jos joukon {f,} lineaarista riippumattomuutta ei vaadita, niin ortonormalisoinnin joka
vaiheessa syntyvin joukon {ej,es, ..., e,} lineaarinen riippumattomuus varmistettaisiin
poistamalla turhat funktiot f;.

Tehdédén nyt Gram-Schmidtin ortogonalisointi funktioille

filz) =1
folz) ==
fa(z) = 2%

Koska ) .
1A = [ @) de= | 1de=2,

niin || f1]] = V2, ja

1
(&) ﬁ
Nyt
_ /1 T
<f27€1>_ 71\/— T =,
joten
Wo = fz - <f2, 61) €1 = f2-
Koska

1 1 )
sl = 1fall* = [ a*de =2 [ a*da ==,
1 0 3

niin ||ws|| = 1/2/3, ja

o W9 3
2: == —(L"
[[ws] 2
Nyt
1 ZUQ 1 ZUQ 2 1 \/ﬁ
,6 = —dl’:Z/ —d —_— e — = —
<f31>/1\/§ [ =325 =
ja
NNE!
(f3,€2) = / x| zxdr = 0,
-1 2
joten
21 1
wszfs—<f3,61>61—(f3762>62:x2—§ﬁ:x2—§.
Koska
1 1 1 2 1 2 4 2 8
2 2 2 4 2
— IV dr =29 _z Cdr =2 _Z4,2_°
Jwalf = [ @ = =2 [ at = 2?4 sdr=2 -S4 =L

niin ||ws|| = 1/8/45, ja

1 45 5
es s 45/8<ZL‘2——>: —z? - 3

sl




Valitaan

1 3 5 145
Oéo_ﬁa Bo=0=m, 51—\/;7 ’Yo——\/ga Y2 = §
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1.3 Harjoitus 3

H3T1. Funktion f(z) = sinz kosiniterminen Fourier-sarja valilla [0, 7] on

2 > cos(nm) + 1

flx) ~= Z T cos(nx).

Soveltamalla tata tietoa yhdessa Parsevalin kaavan kanssa osoita, etta

1 N 1 n 1 P 2 —8
12.32  32.52  52.72 16
Ratkaisu. Parsevalin kaava 16ytyy luennoista, mutta laskuharjoitusten pitaja johtaa sen
itselleen tassa. Jos -
f - Z Cn€n,
n=1

missa {e,} on ortonormaali kanta, niin sisdtulon ominaisuuksilla saadaan

oo oo ) oo )
||f|| <Z Cn€n, Z Ck6k> = Z Z CnCl <en76k> = Z CnCn = Z |Cn| .
n=1 n=1

n=1k=1

Nyt sisdtulona on
1

.9y == [ @)

ja ortonormaali kanta on
= U {eos(na)} U fsin(na))
— cos(nx sin(nx
V2

2
.. 2 . aj . 2 92 . 2 12 .
siis ¢g = 3 ja asettamalla vaikkapa c3, | = a;, ja ¢3, = b;, n € N, saadaan luentojen

kaava
Lo 2 ag 2 | 12
[ r@rde =2 4 (a2 + ).
™ J—7 2 n—1

Koska f on pisteiden nm ulkopuolella kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva funktio, jolla on

jaksona 27, niin funktion f Fourier-sarja suppenee tasaisesti kohti funktiota f Lauseen

4.7. nojalla ja Lauseen 8.3. nojalla tdma kaava pétee.

Nyt ag/2 = 2/7 eli ag = 4/7 ja a?/2 = 8/7%. Toisaalta b, = ag,_1 = 0 kaikilla n € N ja

2 cos(2nm) + 1 4 1
gy = = = —— :
T r 11— (2n)? T(2n—1)(2n + 1)
joten
, 16 1
as, = —
2 (2n — 1)2(2n + 1)2
Toisaalta

%/7; f(z)2dr = %/W sin?(z)dr = L /7;(1 — cos(2x))dx = 1.

—T 27T —
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Saadaan

8 16 & 1
l=—+
2 7T2 Z *(2n —1)2(2n + 1)?
eli
2 _i": 1 1 N 1 N 1 N
n = (2n—1)2(2n + 1)? ©12.32 0 32.52 0 52.72
H3T2. Olkoon
-1, kuin — 7 <z <0
f(z) =
1, kun 0 <z <.

Etsi muotoa

N
Z ay, cos(nx) + B, sin(nx))

oleva trigonometrinen polynomi siten, etta
| (@) - F@)de

on mahdollisimman pieni.

Ratkaisu. Luentojen nojalla kyseessd on funktion f Fourier-sarjan /N:s osasumma. Funk-
tion f Fourier-sarjaa voidaan siis pyytda esitettaviksi téllaisellakin tehtdvanannolla. Kos-
ka f on pariton, niin

1 T
a, =— [ f(z)cos(nz)dr =0, n e Ny,
™ J—m
ja
1 = ) 2 (m )
b, = —/ f(z)sin(nz)dx = —/ f(z) sin(nz)dx
™J-7 ™ Jo
2 (m 2
= —/ sin(na)dr = — [— cos(nx)]’_, (8)
7 Jo nm
2
-~ 1N -1 n+1
]
joten
bon =0 ja b -t eN
2n — Ja 2n—1 — 7T(2n _ 1)7 n :
Siis
f(a:)é i ! sin(2k — 1)z
T 2k —1

ja etsitty polynomi on

H3T3. Olkoon f jaksollinen funktio jaksonaan 27 siten, ettd f(x) = €**, kun —7 < z < 7.
Muodosta funktion f kompleksiterminen Fourier-sarja.
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Ratkaisu. Halutaan kirjoittaa

flz) = i cn€ T,

n=—oo

missa

;NI

1 /L oz
cn—ﬁ[Lf(x)e L dx, neN.
Valitaan L = 7, jolloin

f(l’): i Cneinx’

missa .
Cp = _/ f(x)e—ina:dx’ ne N.
27 J—n
Nyt
- i /7r 6(2_in)xd$ _ i e(Q—ir.L)m ™ B e2m (e—in)n _ e._27r (em)n
21 J—n 2r [ 2—in | _ 21(2 —in) o)
(—=1)"(e*™ —e™?™)  sinh(27) (=1)"
- ; = : —, nez.
27(2 —in) T 2 _in

H3T4. Osoita, ettéi
_sin(2m0)
~ siné

2) cos[(2n—1)0] :
n=1
kun 0 # 0, 7, £2m7, . . ..

Ratkaisu. Tapa 1. Noudatetaan tehtédvapaperin vihjetta ja lasketaan samantapaisesti
kuin Tavassa 2.

Tapa 2. Eulerin kaavan mukaan

e = cos(nx) + isin(nz), x € C.

Siis
> cos[(2n—1)z| 44> sin[(2n —1)x]
n=1 n=1
_ Z pi@n—1z _ iz Z (ei2x)”
n=1 - A n=1 A (10)
i 612m<1 _ ezme) 1 — 6—2296
— " . -
1 — esz 1 — 6712:1:
B ez:v(]_ _ 672‘21)(1 _ 6i2xm)
(1 _ eiQJ:)(l _ 6—1’23{:)
Nyt

(1l — e ) = — e = 2jsinx

20



ja ‘ S
(1—e®)(1—e ™) =2 — (e227™") = 2(1 — cos(2z)) = 4sin*(x),

joten

iCOS [(2n —1)a] 4+ i sin[(2n — 1) ]

= n=1
9 si

= Z.Slgx(l—COSQI‘m—iSian‘m) (11)
4sin“ x
sin(2em) 1 — cos(2zm)

- 2sinzx 2sinx

Vasemman ja oikean puolen reaaliosat ovat yhtasuuret, joten saadaan

_ sin(2xm)

ilcos (2n —1)z] = —— (12)

2sinx
ja imaginaariosista saadaan

1 —cos(2zm)  sin®max

ilsm (2n — 1)a] = (13)

2sinx sinx

kun z ¢ 7. Etuna Tapaan 1. oli nyt se, etté saatiin kaava seké kosinin ettd sinin summille,
joissa argumenttia x kerrotaan parittomilla luvuilla.

H3T5. Osoita, ettd Dirichlet-ytimille patee yhtalo

kun z # 0, £27, +47, . . ..

Ratkaisu. Luennoissa maariteltiin

1 k
Dy(x) = 5+ > cos(nz), z€R,keN,.
n=1
Siis
1 k
Dy(z) = —3 + Y cos(nz), z€RkEN,.

n=0

Eulerin kaavan nojalla

m

> cos(nz) +1i Y sin(nz) =Y (e")"
n=0 n=0 n=0
1— (eix)erl 6i(n+1/2):1: _ efim/Q

1 — eiz T eim/2 _ p—iz/2

_ cos(m + 1/2)x — cos(x/2) + i [sin(m + 1/2)z] 4 sin(x/2)
2isin(z/2)

1 sin(m+1/2)x  icos(m+ 1/2)x — cos(x/2)

a7 2sin(z/2) 2 sin(z/2)

21



Vasemman ja oikean puolen reaaliosat ovat yhtasuuret, joten saadaan

i sin(m + 1/2)z
2) cos(nz) = -1+ sin(z/2) (15)
ja imaginaariosista saadaan
o cos(x/2) — cos(m + 1/2)x
2 = 16
nz::Osm(m:) n(2/2) , (16)

kun x ¢ 277Z. Yhtéalo ([I3) on luennoissa mainittu Lagrangen trigonometrinen yhtalo. Siis

sin(m + 1/2)z
2sin(z/2)

Dy(x) = % + ) cos(nz) =

n=1

eli
sin(2k + 1)t

Dy (2t) =
(2t) 2sin(t)
ja siten
=l 1 A= sinQ(Nt)
2 Dy(2t) = — n(2k + 1)t = — 2k -t = ——
];0 K(2t) = t; + Zsm S (D)

missa kiytettiin tehtdvan H3T3 kaavaa ([I3]). Sijoitetaan t = z/2, jolloin saadaan
N-1 . 2
sin(Nz/2)
23 Dy(x) = (L)
> o= ()
kuten haluttiin.

H3T6. Olkoot f,g,h : R — C jaksollisia 2m-jaksoisia funktioita siten, ettd f,g,h €
LY[—m, 7. Osoita, etté
Jelg+h)y=fxg+[xh

Ratkaisu. Konvoluution ja summafunktion maaritelmien seké integraalin ominaisuuksien
nojalla kaikilla z € R

(Fetam)e) = 5 [ F)a+ b = )iy
_ % | Fw)gle = y) + b = y))dy (17)
:%/Wf(y) d?/+_/ vy

Siis fx(g+h)=f*xg+ [ *h.
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1.4 Harjoitus 4

H4T1.

Olkoot f,g : R — C jaksollisia 27-jaksoisia funktioita siten, ettd f, g € L*[—m, 7]. Osoita,
ettd konvoluution f * g kompleksikertoimisille Fourier-kertoimille ¢, pétee

Cn = apb,, n €7,

missa kertoimet a,, ovat funktion f, ja b, funktion g, kompleksikertoimiset Fourier-kertoi-
met.

Vihje: Voit vaihtaa kertoimien ¢, lausekkeessa integroimisjérjestystéd Fubinin lauseen avul-
la.

Ratkaisu. Funktioiden f ja g konvoluutio on maaritelty kaavalla

f fly —y)d r € R.
(f = g)( = o / y)dy,
Saadaan

on=o- [ (Frg)ahe

s

T
( )2/7; Zf Yg(z — y)e ™ dydx
() [ [ swata—y)eazay

missd viimeinen yhtasuuruus seuraa Fubinin lauseesta. Nyt voidaan tehdd muuttujan-
vaihto x — y = t ja huomata, etti funktioiden f,g ja e ™ 2r-jaksollisuuden nojalla
integroimisvalit eivat muutu, jolloin saadaan

1 2 ,r ™ .
W= (= tye M) dtd
c (%) /_ﬂ ~ fWg(t)e y
1 fm , 1 = -
— —my o —int — 7,
(27r _nf(y)e dy) (27r/ g(t)e d:c) apb,, n €.

—T

(18)

(19)

HA4T2.
Olkoon f(x) =z ja g(x) = sinz. Laske konvoluutio (f * g)(x).

Ratkaisu. Kaytetadn konvoluution méaritelméa ja sinin summakaavaa seka huomataan,
ettd y cosy on pariton ja ysiny on parillinen funktio, jolloin saadaan

(F0)@) =5 [ fwate—y)y=5- [ ysin(z — y)dy
= % /_7; y [sin(x) cos(—y) + cos(z) sin(—y)] dy (20)

=— C(:(x) /Owysin(y)dy
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Nyt

/ ysin(y)dy = [~y cos(y / —cos(y)dy = —m cos(m) =,
joten nahdaan, ettda (f * g)(z) = — cos( ) kaikilla z € R.
HA4T3.

Olkoon s, = (—=1)"(2n + 1), missid n € Ny. Osoita, etta

ei suppene kohti raja-arvoa, mutta

N+1Zt

suppenee. Toisin sanoen, Cesaron menettelytavan soveltaminen kerran ei tuota suppene-
vaa jonoa, mutta toinen sovelluskerta kylla.

Ratkaisu. Méaaritelldén Cesaron operaattori. Jos a = (ay,)nen, on jono, niin asetetaan
Ces (a) :72%, N € Ny.

Tavanomaiseen tapaan merkataan funktioiden iteraatteja potensseilla: jos f : X — X
on funktio, niin asetetaan f° = Id ja f™ = f(f" '), n € N. Siis esimerkiksi f3(z) =
F(f(f(z))). Siis jono, joka saadaan, kun jonoon s sovelletaan Cesaron menettelytapaa
kerran, on jono Ces (s). Toisaalta jono, joka saadaan, kun jonoon s sovelletaan Cesaron
menettelytapaa kahdesti, on jono Ces *(s).

Huomataan, ettd funktiolla Ces on kédanteisfunktio. Jos
b= Ces (a)

niin

b, = njltljz:)aj eli é:aj =(n+1)b,, n €N
Siis ag = by ja
an:ia] Zaj— (n+1)b, —nb,—1, neN.
Siis
Ces “'(b)n = (n+ 1)b, —nb,_1, nEN,
missé b_; := 0. Nyt tehtavanannon jonolle saadaan , etta
Ces (8), = (—1)"
eli Ces (s), el suppene, mutta

1+ (=)™ 1

Ces (s), = —
es *(s) 2 n+1
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Taulukko 1: Tehtavin H4T3 jonon (s,) Cesaro-kuvia. Viidennelld rivilla on esimerkkilas-

kuja.
n|1/(n+1)] s, | (n4+1)Ces (s), | Ces (s), | (n+1)Ces?(s), | Ces?(s),
0 1 1 1 1 1 1
1| 12 | -3 2 1 0 0
2 1/3 5 3 1 1 1/3
3| 14 | -7 4 1 0 0
4| 1/5 | 9 |5=1-3+5-749 | 1=5:(1/5) | 1=1-1+1-1+1 |1/5=1-(1/5)
D 1/6 -11 -6 -1 0 0
6| 1/7 |13 7 1 1 1/7
7 1/8 -15 -8 -1 0 0
8| 19 |17 9 1 1 1/9
9 1/10 -19 -10 -1 0 0
10 1/11 21 11 1 1 1/11
11 1/12 -23 -12 -1 0 0
12 1/13 25 13 1 1 1/13
13 1/14 =27 -14 -1 0 0
14 1/15 29 15 1 1 1/15
15 1/16 -31 -16 -1 0 0

kun n — oo.

Sivuston http://integraali.com/fourier2014/cesaro/ Matlab-funktiolla ’cesaro.m’
voi kiyttdd Cesaron menetelméé erilaisiin lukujonoihin. Taulukon [ BTEX-koodi saatiin
Matlabista funktiolla 'latextaulukkor.m’

HA4T4.

Anna esimerkki jonosta, jossa Cesaron menettelytavan soveltaminen kaksi kertaa ei tuota
suppenevaa jonoa, mutta kolmas sovelluskerta tuottaa.

Ratkaisu. Tehtavassa 3 jonolle Cesaron menettelytapaa piti kayttda kahdesti, ettd jo-
no saatiin suppenemaan. Kayttamaéalla kaanteistd Cesaron menettelytapaa tehtdavan 3
jonoon saadaan siis haluttu jono. Siis olkoon s = (s,) kuten tehtavissa 3 ja valitaan
a = Ces ~*(s). Jonon a lukuja on laskettu Matlabilla Taulukkoon [

HATS5.

Osoita, ettéd jos x # 0, +27, 47, ..., niin

1 0
M - 2; sin(jz) Cesaron mielessa.
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Taulukko 2: Tehtavin H4T3 jonon (s,) Cesaro-alkukuva ja sen Cesaro-alkukuva. Viiden-

nelld rivilli on esimerkkilaskuja. Téssé siis esimerkiksi a, = Ces ~'(s), = (n + 1)s, —
nsS,_1, missa s_ := 0.
n|1/(n+1)] s, | (n+1Ds, | an= Ces ' (s), | (n+1)a, | Ces (s),
0 1 1 1 1 1 1
1 1/2 -3 -6 -7 -14 -15
2 1/3 ) 15 21 63 7
3| 1/a | 7 |-28=4(7) 43 172 235
4 1/5 9 45=5-9 73=45-(-28) 365 537
5 1/6 -11 -66 -111 -666 -1031
6 1/7 13 91 157 1099 1765
7 1/8 -15 -120 -211 -1688 -2787
8 1/9 17 153 273 2457 4145
9 1/10 -19 -190 -343 -3430 -5887
Ratkaisu. Yhtalon (I6) nojalla
5 i sin(ja) cos(z/2) - cos((m + 3)z) _ 1 B cos(.(m + %)x)’
o sin(z/2) tan(x/2) sin(z/2)
joten
i , 1 cos((m + 3)x)
(z) jZOSln(jfL') tan(x/2) sin(z/2)
Yhtéalon (I2) nojalla saadaan arvoilla 2t = = ¢ 277
1 ¥ 1
—— > Sp(r)=——=) Sk(2t
N+15&, () N+1l§ (20)
-1 ivj (2k + 1)t
= ——— ) COS
sint N +1 /= (21)
-1 1 N+1
= —— cos(2k — 1)t
sint N +1 /=
~ —1 1 sin(2x(N +1))
~ sint N +1 2sint =0
kun N — oo. Siis Cesaron mielessa
- 1
lim 2 in(jr) — ———= =0.
ntibo jzosm(]x) tan(x/2)

HAT6.

Olkoon f : R — C jatkuva ja jaksollinen funktio, jaksonaan 27. Jos funktion f Fourier-
sarja suppenee pisteessi g € [—, 7|, eli raja-arvo

¢ = i, Swt)
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on olemassa, niin néyté, ettd talloin valttamatta a = f(xo).

Ratkaisu. Oletuksista seuraa, ettd f € L°°[—m, 7]. Néin ollen Fourier-sarja Cesaro-
suppenee pisteessi, rg funktion arvoon:

on(zo) = f(zo), N — oo
Oletuksen nojalla Fourier-sarja suppenee myos tavallisessa mielessa pisteessé x:
Sn(xo) = a, N — oco.

Kun tavallinen raja-arvo on olemassa, niin Cesaro-raja-arvo yhtyy tédhan, eli
o S; —a, N — o00.
v (o) N +14 Z

Néin ollen raja-arvon yksikésitteisyyden nojalla a = f(zo).
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1.5 Harjoitus 5

H5T1. Jatkuvan, mutta ei missdén derivoituvan funktion olemassaolo on dariesimerkki
siitd, ettd funktion toistuva derivointi voi johtaa hyvin poikkeukselliseen (ja huonoon)
funktiokéayttaytymiseen. Olkoon £ > 0, K > 0 ja n € N mielivaltaisesti valittuja vakioita.
Maaraa vakiot A, M ja @ siten, ettd funktiolle

f(x) = Asin(Mz + 0)
pitee | f*)(z)| < ¢ kaikilla z € R ja 0 < k < n, mutta |f™(0)| > K.

Ratkaisu. Sinin summakaavan nojalla

d
o sin(z) = cos(x) =sin (z + 7/2), =z €R,
x

mista saadaan ketjusaannolla

d d
%cos(x) = %sin (x+m/2) =cos(x+m/2), z€R.

Siis jos derivoidaan sinié tai kosinid, niin argumentti kasvaa luvulla 7 /2. Induktiolla saa-
daan

dk

e sin(z) = sin(z + k7 /2),
JF (22)
—- cos(z) = cos(x + kn/2), zeR kel

dzk
Nyt siis
¥ (z) = AM*sin(Mz + 60 + kn/2), z€R, ke Ny,
eli
F™(0) = AM™sin(0 + nr/2)
ja asettamalla § = —(n — 1)7/2 saadaan

F™(0) = AM™sin(r/2) = AM™.
Oletetaan, etta A, M > 0, jolloin saadaan

If®(z)] < AM*, zeR,keN,

23
|F™(0)] = AM™. )

Oletetaan aluksi, ettd K < e. Nyt voidaan valita M =1 ja A = K, jolloin
IfB (@) < AM* =K <e, zeR keN, (24)

|fM(0)] = AM" = K.

Oletetaan nyt, ettd K > ¢. Pitiisi saada
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AM*F <e, 0<k<n-1

K < AM™ (25)
Jos M > 1, niin k — MP* on kasvava ja riittdi saada vaikkapa
AM™ ! = ¢,
AM" = K (26)

J

joka toteutuu, kun M = K/e > 1 ja A = ¢"/K"!. Valitaan siis
6’:—(n—1)g, M=1, A=K, kun K <g¢,

ja
T K en
9:—(77,—1)57 M:?, AIW’ kunK>€.

H5T2. Kokonaislukujonon {a, },en sanotaan olevan lakunaarinen, jos

0<a; <ag <---

ja jos on olemassa ¢ > 1 ja N > 1 siten, ettd a,.1; > qa, kaikille n > N. (Tami on
eri asia kuin luentorungossa esitetty lakunaarinen Fourier-sarja, vaikkakin asiayhteys on
olemassa.) Mitké seuraavista jonoista ovat lakunaarisia? Perustele vastauksesi.

a) {ar}tren = {2 }ren

b) {artren = {(k1)* tren

¢) {artren = {k(k 4+ 1)(k + 2) }ren

Ratkaisu. a) Nyt

At :ﬁ:ZZ:q>1, k>1=:N,
ay 2k

eli lukujono on lakunaarinen.

b) Nyt
>
ak+1: <k+) :<k+1)2222:4Q7 kleN,
ag k!
eli lukujono on lakunaarinen.
c) Nyt
a1 (k+1)(k+2)(E+3) k+3 3
— = =1+-—=1, k .
o W+ D)(k +2) k: TR o

Néin ollen lakunaarisuusehto ei voi patea. Ehdon sarkyminen voidaan laskea vaikka seu-
raavalla tavalla. Olkoon ¢ > 1 mielivaltainen. Valitaan K € N siten, ettd K > 3/(q — 1)
elig—1>3/K. Nyt

Af+1 3

3
=1+-<1+—=x<1 —-1= k>K
. TErSit R +4q q k2,
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eli lakunaarisuusehto ei voi pateéa arvolla q.

H5T3. Olkoon (71,172,753 ...) tasan jakautunut vélille [0, 1) ja olkoon b € [0, 1). Osoita,
etta
1<n<N:n,el0b
i AL Sn< N, €[0,b)}

N—oo N

=b.

Vihje:
#{1<n<N:in, €[0,0)} =#{1<n<N:n, €(0,b)} +#{1 <n < N:n, =0}

Ratkaisu. Tasan jakautuneisuuden méaaritelmian mukaan ehdosta (a,b) C [0, 1) seuraa

#{1<n<N:n,€(a,b)}

A, N =b-a
Erityisesti
<n< :
o LSS N e},
N—o0 N

Siis "satunnaisesti lukujonosta valittu alkio on valilla (0,b) todennékoisyydelld b” tai
"lukujonon alkioista 1000 % on valilla (0,b)".

Osoitetaan nyt, ettd "satunnaisesti lukujonosta valittu alkio on 0 todennékdisyydella 0.
Sitten voidaan vihjettd noudattaen padtella, ettda "satunnaisesti lukujonosta valittu alkio
on valilla [0, b) todennakoisyydella b” eli, ettd nollan lisidminen suotuisien tapahtumien
joukkoon ei lisda todennakoisyytta.

Aluksi ndhdéan, etta
N _ #{1<n<N:ip,€[0,1)}

1
#1<n<N:n,e{0}} #{1<n<N:n,e(0,1)}
— + .
N N
Siis
1<n<N: 1<n<N: 1
i LSS N €400 gy #UEERS N €O g,
N—o0 N N—o0 N
Nain ollen
< .
lim #{1<n<N:n,€[0,b)}
N—o0 N
po HLSn<N:n, €{0}}  #H1<n< N, €(0,0)} (28)
= lim +
N—o0 N N
=0+ (b—-0)=0.

H5T4. Olkoon (11,72,73...) tasan jakautunut vélille [0,1) ja olkoon 0 < a < b < 1.
Osoita kiyttamalld apuna tehtavia [5T3] etté

. 1 X 1
]\}vli;noo N 7;1 X[a7b) (nn) = /0 X[a,b) (I)dx
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Ratkaisu. Huomataan, etta

N
#F1<n<N:n,€[0,b)} = Z X[O,b)(nn)-
n=1

Siis tehtavan [HET3 nojalla

Jim NZX[Ob M) —b—/ X0 (

Nyt Xjap) = X[0,6) — X[0,0) J& voidaan laskea

NIL”;NZXM M) = Jm NZX[%) ) — lim —mea )

1 1
= /O X(o,b)(%)dz — /0 X[0,0)(%)dz (29)

H5T5. Olkoon (71,79,7m3...) tasan jakautunut vilille [0,1) ja olkoon 0 < a; < b <1
kaikilla £k =1,..., K. Olkoon

K
= Z Ak Xag bi) (), Ay A, € C

Osoita kiyttamalld apuna tehtavia [I5T4] etté

1
lim —Zg M) —/0 g(z)dz.

N—)oo -
Ratkaisu. Tehtavan [0 T4] avulla voidaan laskea

hm_zgnn = hm_zz)‘ankbk nn Z)\k hm_ZX[akbk) nn

N—ooo NV —1 N—ooo N it N—oco NV

1
:Z)\k/ Xlag,b) ( dx—/ Z)‘ankbk dx—/o g(z)dz.

(30)
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1.6 Harjoitus 6
H6T1. Osoita, ettd yhtalolla
4
y" + 0,02y 4 25y = — cos(nt)
™

on yksityisratkaisu
yn = A, cos(nt) + B, sin(nt),

missa

B 4(25 — n?)
2 [(25 — n2)2 + (0,02)?]

ja
0.08

B = T2 — 2 1 (0,027

Ratkaisu. Olkoon n € N kiinnitetty. Lahdetddn etsimaén yksityisratkaisua yritteella.
Koska oikealla puolella on termi cos(nt), niin yritteeksi tulee valita jotain samannakoéisté,
ja sopivan mielivaltaista. Kosinin lisaksi mukaan on hyva ottaa sini. Tehdaén siis yrite

y = Acos(nt) + Bsin(nt).

Saadaan
y' = —Ansin(nt) + Bn cos(nt)
y" = —An?cos(nt) — Bn®sin(nt) = —n’y.
Siis
y" 40,02y + 25y
= (25 —n*)y + 0,02/
= {A(25 —n?%) +0, OQBn} cos(nt) + [3(25 —n?) -0, 02An} sin(nt)
4
=— cos(nt)
Saadaan

4
A(25 —n?) 4 0,02Bn = —;
™n

B(25 —n?) — 0,02An = 0.
Voidaan ratkaista alemmasta yhtalosta

0,02An

B="s "0y

ja kun tamaé sijoitetaan ylempédan yhtdloon, saadaan

0,02A4n (25— n2)? 4+ (0,02n)2] 4
A25 —n?)+0,02——n=A ’ = .
( ) +0,0 (25—n2)n (25 — n?) n?
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Siis ) 425 — n?)
2 [(25 — n2)2 + (0,02)?]

ja

5 0.024n 0,021 4(25 — n?) B 0.08
(25 —n2) (25 —n2)mn2[(25 —n2)2 + (0,02)2]  wn[(25 — n2)2 + (0,02)]

Saatiin halutut vastaukset. Vakioiden A ja B arvot riippuvat luvusta n, joten merkitdan

A=A, ja B=B,.
H6T2. Etsi yksityisratkaisu yhtalolle

y' +cy +y= Ksint,
missa ¢ > 0 ja K € R ovat vakioita.

Ratkaisu. Jos K = 0, niin selvésti y = 0 on yhtalon ratkaisu. Jos K # 0, niin etsitadn
ratkaisua yritteelld. Oikealla puolella on sint, joten valitaan yritteeksi sinin ja kosinin
lineaarikombinaatio

y = Acost + Bsint.

Saadaan

y' = —Asint + Bcost
y" = —Acost — Bsint = —y.

Siis
y' +cy +y=cy = —Acsint + Bccost = K sint.

Siis valitaan B = 0 ja A = —K/c. Tama valinta toimii myos tilanteessa K = 0. Etsitty
ratkaisu on siis

K
y(t) = —— cost.
c

Lisdys. Huomataan, etta jos ¢ < 0, niin ratkaisutapa toimii myos. Jos olisi ¢ = 0, niin
ratkaisua ei saataisi talla menettelylla vaan oltaisiin umpikujassa 0 = K sint. Katsotaan
mielenkiinnon vuoksi tdma tilanne ldpi. Olkoon ¢ = 0. Nyt y = Asint+ B cost on ratkaisu
homogeeniyhtélolle

Yy +y=0.

Ratkaistaan epahomogeeninen yhtalo
y'+y=Ksint
vakion varioinnilla. Annetaan vakioiden A ja B ollakin funktioita A(t), B(t). Saadaan

y(t) = A(t)sint + B(t) cost
y'(t) = A'(t)sint + A(t) cost + B'(t) cost — B(t) sint
y"(t) = A"(t)sint + 2A'(t) cost — A(t)sint + B"(t) cost — 2B'(t) sint — B(t) cost.
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Saadaan
y'+y=A"(t)sint + 2A'(t) cost + B"(t) cost — 2B'(t)sint = K sint.

eli vaikkapa A” — 2B’ = K ja 2A’ + B” = 0. Siis vaikkapa A = 0 ja B = —Kt/2 kiy.

Haluttu ratkaisu olisi
Kt .
y(t) = —— sin t.

H6T3. Osittaisdifferentiaaliyhtéloiden vakiokertoimista paédstdan usein eroon sopivalla
muuttujanvaihdolla. Etsi sopiva vakio A siten, etta sijoitus t = A7 lampoyhtaloon

ou  J%u

o~ “ox?
sieventaa sen muotoon

ou  J’u

or 9z

Muunna vastaavalla tavalla aaltoyhtalo

Pu 0%

—_— = —
ot? oxr?
muotoon
Pu  Pu
or?2  ox?’

Ratkaisu. Ketjusadannon ja alkuperaisen yhtalon nojalla

du_oudr _ uodr o
87'_8t87'_a8x2 or -« oxr?’

Lampoyhtdlon muuttujanvaihdossa tulee siis valita A = 1/a.

Merkitadn nyt derivointia alaindeksilld. Siis esimerkiksi

ou
— = w.
o
Aaltoyhtélolle saadaan ketjusdannon, tulon derivoimissaénnon ja alkuperaisen yhtalon
nojalla

o
o2

Nyt t = At elit, = A jat,, = 0. Saadaan

= Urr = (U/T)T = (utt’r)T = utt(tfr)2 + Ut = 02u$$(t’r)2 + Uglrr.

Urr = AUy,
Aaltoyhtdlon muuttujanvaihdossa tulee siis valita A = 1/c tai A = —1/c.
H6T4. Etsi muotoa u(x,t) = X (z)T'(t) oleva ratkaisu lampdyhtalolle

ou 0%u

=2— 0O<zx< t>0
ot “ox2 T !
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kun w(0,t) = u(w,t) = 0 kaikilla t > 0 ja
u(z,0) =1+ 3cos(2x) + 2cos(4z), 0<z <.

Ratkaisu. Yhtalo on nyt annettu alueessa 0 < o < m, ¢ > 0eli "suorakulmiossa” (x,t) €
(0,7) x (0,00). Koska alue on suorakulmio, on mielekésté yrittdé separoida muuttujat eli
tehda yrite u(z,t) = X (x)T(t).

Yritteen antama ratkaisu on johdettu luentorungossa ja siten
© 2
u(z,t) =" Age ' sin(ka),
k=1
missa

Ak:——Awwﬁwﬁn%wdt

Nyt
up(z) =14 3cos(2z) +2cos(4x), 0<z<m,

ja tulisi siis laskea kertoimet Aj. Lasketaan kertoimet osissa ja kaytetadn ylaindeksejé.
Ensimméinen termi antaa

A} = %/Oﬂ 1-sin(kt)dt = [%S(kt)] 2

Siis indeksin k parillisilla arvoilla A} = 0 ja

4 1

A =t
el om — 17

Tamén laskun nojalla
9 2 (T : L. .
A = —/ cos(2t) - sin(kt)dt = —/ sin((k — 2)t) + sin((k + 2)t)dt
0 0

g (1~ (DA =)+ (1= (1))

-0 00 () )

Siis indeksin k parillisilla arvoilla AZ = 0 ja muulloin

41 1 Sk
e \r—2 k2 T o a

eli s 9 .
43 S Am= .
el (2m —1)2 — 4 meN
Analogialla ndhdééan, etta
=2 |
S = ;/0 cos(4t) - sin(kt)dt = 0,
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kun k on parillinen ja etta

8 2m —1
7 (2m —1)2 — 16’

Siis As,, =0, m € N, ja

4 1 6(2m — 1) 4(2m — 1)
Agn1 = Al 3A2 245, = — -
2m—1 i T T R N e (2m—1)2—-4 * (2m —1)2—-16

H6T5. Etsi muotoa u(z,t) = X (x)T'(t) oleva ratkaisu aaltoyhtélolle

Pu 0%

ﬁ:(ﬁ@, 0<l’<77, t>0,
kun w(0,t) = u(m, t) = 0 kaikilla t > 0 ja
u(z,0) = z(m — x), %(:p,O):Q 0<z<m.

Ratkaisu. Luentorungossa johdettiin ratkaisulle kaava

u(z,t) = 2 i sin(kx) [Ay cos(ket) + By sin(ket)],

T =1

missa .
Ay = / wo(t) sin(kt)dt
0

ja
1 T
By = — /0 wa () sin(kt)dt.
Nyt ui(x) = uy(x,0) = 0, joten By = 0, k € N. Vastaavasti ug(z) = u(z,0) = z(r — x),
joten

Ay = /O "t — 1) sin(kt)dt.

Taulukkointegroimalla (osittaisintegroimalla) saadaan

D I F R
mt — 12 | sin(kt)
T — ot —cf)]:(:t) t(ﬂ' o t) _(':O]::Ct)
-2 LQ(” (7‘(‘ _ Qt) SII}C(Q t)
0 Coz(?fft) _9 coi(ft) 0
Eli y . y
/t(?T —t) sin(kt)dt = t(m — t)%ﬁ) + (7 — 2t)smkg2 ) 2002(3 )
Siis
— cos(kt) sin(kt) _cos(kt)]"
Ay = [#(m — — 2t —2
k [ (7T ) k (7T ) k2 k3 .
- (31)




Siis
Agm = 0, m € N,
ja
4

Aoy = 7(2771 1) m € N.

Sijoittamalla kertoimet A sarjaan, saadaan

8 & 1 :
- k;l ETEEE sin((2k — 1)z) cos((2k — 1)ct.

u(zx,t) =

H6T6. Osoita Fourier-integraaliesitysta kayttamalla, ettéa

% cos(wz) + wsin(wz) 0, kun x < 0,
/ cos(wz) + wsin(wz) , /2, kun = 0,

0 1+ w?
me ", kun x > 0.

Ratkaisu. Valitaan

f(x):{o’ ) <0

me ", x> 0.

Koska f ja f’ ovat paloittain jatkuvia, niin Lauseen 17.4 nojalla

fla=) + fz+)
5 ,

F(x) = /OOO A(w) cos(wz) + B(w) sin(wzx) = z € R,

Alw) = % 1) costutya
ja
Blw) = % | r@)sintutyir

Tulee siis laskea kerroinfunktiot A ja B. Nyt

Alw) = %/O:O f(t) cos(wt)dt = /OOO e~ cos(wt)dt.

Taulukkointegroimalla (osittaisintegroimalla) saadaan

D | 1| F | R
cos(wt) et
—wsin(wt) | —e~ " | —cos(wt)e™"
—w?cos(wt) | et | wsin(wt)e ™ | —w? cos(wt)e
eli
/cos(wt)e’tdt = — cos(wt)e™" + wsin(wt)e " + / —w? cos(wt)e "dt
eli

wsin(wt)e™" — cos(wt)e™
14 w? '

/ cos(wt)e 'dt =
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Siis

=04+0+0 = .
T Jr1+w2 14 w?

wsin(wt)e™" — Cos(wt)et] OO 1 1
Vastaavasti

joten taulukko

D | 1| F | R
sin(wt) et
weos(wt) | —e ' | —sin(wt)e™"

—w?sin(wt) | et | —wcos(wt)et | —w?sin(wt)e™!

antaa
/sin(wt)e‘tdt = —sin(wt)e™" — w cos(wt)e™" + / —w? sin(wt)e'dt
eli . .
_ Ne—t — sin(wh)e-
/sin(wt)e*tdt _ w cos(wt)e sin(wt)e .
1+ w?
Siis
Blw) = —w cos(wt)e™ — sin(wt)e ] 0404 Lo _w
1+ w? 0 1+ w? 1+ w?
Siis
. 0, kun x < 0,
Flz) = / cos(wz) + wsm(wx)dw _ flx=)+ f(z+) . ke 7 = 0,
0 1+ w? 2
me ", kun x > 0.
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1.7 Harjoitus 7

H7T1. Osoita Fourier-integraaliesitysta kayttamalla, etté

oo 1 —
/ cos(mw) sin(wa)dw — /2, kin0<z<m
0 w 0, kun z > 7.

Ratkaisu. Integraalissa on sin(wz) mutta ei tekijdéd cos(wz). Kyseessé on siis Fourier'n
sini-integraali. Tulee saada A(w) = 0 eli tulee esimerkiksi kiyttaa jotain paritonta funk-
tiota. Valitaan

o O<z<m
flx)=4-5%, —rT<x<0
0, muulloin.

Nyt A(w) =0 ja
B(w) = %/OOO f(t)sin(wt)dt = /07r cos(wt)dt = [Mr = w.

w w

t=0

Siis

o] — t
/ 1= cos(wt) sin(wz)dw = , xzeR.
0 w 2

H7T2. Osoita Fourier-integraaliesitysta kayttamalla, ettéa

/oo oS (%) cos(wx)dw | Zcosz, kun|z| <m/2
0 1 — w2 0, kun |z| > 7/2.

Ratkaisu. Kyseessd on kosini-integraali, eli tulee saada B(w) = 0. Taméan vuoksi tulee
tehda kosini-integraaliesitys parilliselle funktiolle. Yhtélon oikean puolen funktio f on
tarkoitukseen sopiva. Saadaan

Alw) = % /_O:O f(t) cos(wt)dt = /OW/2 cos(t) cos(wt)dt

_ %/0”/2 cos((w — 1)) + cos((w + L)t)dt

1 [sin((w— 1)) sin((w+ 1))]™?

= - + (32)
2 w—1 w+1 0

_ Lsin(4F —F) | Isin(4F + F)

2 w-1 2 w+1

Lcos(%F) ~ lcos(%)  cos(5F)

91w 214w 1-w?

H7T3. Muodosta funktion

r, kin0<x<a
f(x)_{(), kun x > a
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kosini-integraaliesitys.
Ratkaisu. Jatketaan f parilliseksi, jolloin
1 )
B(w) = - / F(#) sin(wt)dt = 0
T J—o00
ja
1 yoo 2 [ 2 [a
A(w) = —/ f(t) cos(wt)dt = —/ f(t) cos(wt)dt = —/ t cos(wt)dt.
0 m Jo

™ J—00 m

Osittaisintegroimalla saadaan

Alw) = 2 |sin(wt)  cos(wi) ¢ _ 2|1+ w sin(wa) — cos(wa) .
T w wr |, T w?
Siis
- 2 e’} 1 1 _ _
Fla) = _/ + wsin(wa) — cos(wa) cos(we)dw — flxz—) + f(a:+)’ 20
mJo w? 2
H7T4. Muodosta funktion
flz)=e"+e 2, x>0,
kosini-integraaliesitys.
Ratkaisu. Esimerkin 17.6 tai seuraavan tehtédvan nojalla
2 [k
ek = ;/0 NEEE cos(wz)dw.
Siis
2 [ 1 2 [ 2
6T 42T ;/0 RN cos(wz)dw + ;/0 FENT cos(wz)dw
2 [ 1 2
- ;/o (w2 +1 - w? + 22) cos{wa)duw (33)
2 /00 3w? + 6 (w)d
= - cos(wzx)dw
mJo (w?41)(w?+4)
H7T5. Etsi

1
]:c<1+x2)'

Ratkaisu. Laskuharjoitusten pitaja laskeskelee tahan itselleen Esimerkin 17.6. ja kayt-
tdé sen tulosta. Lasketaan siis funktion f(x) = e~** Fourierin sini- ja kosini-integraalit.
Kosini-integraalille

Vihje: Sovella Laplacen integraalia.

Alw) = — /OOO f(t) cos(wt)dt = %/OOO e * cos(wt)dt. (34)
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Osittaisintegroimalla kahdesti ja ratkaisemalla syntynyt algebrallinen yhtalo saadaan
/e‘kt cos(wt) =

g wsin(wt) — k cos(wt)
w? + k2

Néin ollen

Alw) = 2 ot sin(wt) — kcos(wt)|™ 2k
7| w? + k2 o TWHE

Sini-integraalille saadaan vastaavasti

/ e M sin(wt) =

-t cos(wt) + ksin(wt)
w? + k2

ja

2 [ W cos(wt) + l{;sm(wt)] _2_w F(f).

w? + k2 _;w2+k2

Saadaan siis Laplacen integraalit

2 (< k
ek = —/ ———— cos(wz)dw
0

7r w? + k2
ja
2 [ w
—kx .
e "= ;/0 FERE sin(wzx)dw

Nyt voidaan lukea néisté kaavoista, etta

2 k
W):\f;m
2
f*”ﬂg%w-
. 2 1
A )=

Fourier-kosinimuunnos on oma kaanteismuunnoksensa eli kyseessa on involuutio. Siis,
koska F_. ! = F,, niin saadaan

fc(lfwz)=@fc(ﬁ+wz) JER (B () = [

H7T6. Etsi funktion

ja

Siis arvolla k = 1 saadaan

e kunz >0
f(x)_{(), kun z < 0

Fourier-muunnos.

Ratkaisu. Suoralla laskulla saadaan

f(f) —t —Zwtdt

T/ 2 )

NI

—Zwtdt

:\/%/“f
ke

1+zw)tdt
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1.8 Harjoitus 8

H8T1. Etsi funktion
fz) = e’, kun —1<z<1
= 0, muulloin

Fourier-muunnos.

Ratkaisu. Suoralla laskulla ndhdéaan, etta

F(f) = (t)e " tdt = \/% /11 ooty
= L/ (=)t gy ; {6(1_1‘11}),5}1 _ Qsinh((l — zw))
\/ﬁ -1 \/%(1 — Z'w) t=—1 \/7_1' (1 o zw)

1 o0
—= f
var /m (36)

H8T2. Olkoon F(f(t)) funktion f(t) Fourier-muunnos ja a € R vakio. Osoita, etté
F(f(t—a)) =e ™" F(f(t)).

Ratkaisu. Maaritelman mukaan

F(f(t—a) f(t —a)e ™ dt.

= [

Tehdéaan tdhan muuttujanvaihto t—a=s,t=s+a,dt =ds, rajat siilyvit. Saadaan

—zw s+a)d8 . e—zwa

F(f(t—a) e ids = e " F(f(t)).

HS8T3. Etsi Lauseen 19.9 avulla ,
F (a:e’:” ) )

Ratkaisu. Laskuharjoitusten pitédja laskeskelee tahén itselleen Esimerkin 19.7. ja kayttaa
sen tulosta.

Lasketaan funktion f(z) = e~*" Fourier-muunnos. Aluksi todetaan, etté

fathfiwtdt _ ef(atQJriwt) dt.

F(f)

“v I

Eksponentti voidaan tédydentéda nelioon

at2+iwt:(\/_t)+2\/_t\/_ (%)2—@[) <\/_t+ \[>2

Sitten integraalissa voidaan tehda integroimisrajat siilyttiva muuttujanvaihto /at = s,
Vadt = ds. Saadaan

2




Viela yhdella muuttujanvaihdolla saadaan

2\ oo
F(f) = Tlﬁa exp (—%) Lm e % ds.

Funktio g : (0,00) x (0,27) — (—00,00)?, g(r,0) = (xcosf,rsinfd) on bijektio ja sen
Jakobin determinantti on

cosf) —rsinf
sinf rcos6

(rcos®), (rcosf)y
(rsinf), (rsinf)y

| = rcos® Orsin®6 = r,

joten

o 5 2 0o oo 5 o 1 2r foo 5
(/ e ” daz) = / / e @) dudy = 5/ / 2re” " drdf = .
e oo oo o Jo

Siten [*°_e %" ds = /7 ja edelleen

F() = e (—ﬁf—) |

Nyt derivaatan Fourier-muunnoksen kaavalla ja Fourier-muunnoksen lineaarisuuden no-
jalla saadaan

H8T4. Olkoon g € L'(—00, o). Kiytd Fourier-muunnosta differentiaaliyhtilon
u' —u+2g(x) =0

ratkaisun u(r) = g * e 1%l 16ytamiseksi. Mité oletuksia ratkaisun tulee toteuttaa, jotta
menetelmad voi soveltaa?

Ratkaisu. Voidaan laskea

0=F(0) = F(u" —u+2g) = F(u") = F(u) + 2F(g)

= —w'F(u) = F(u) + 2F(g) = =(1 + w*) F(u) + 2F(g), o
joten 9
Flw) = Flg) g = Fl@)F(e™™)

Konvoluutiolauseen nojalla

Tarvittavia oletuksia:

1. Taytyy olettaa, ettd F(g) on olemassa.
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2. Lausetta 19.9. varten, ettd saadaan F(u”) = —w?F(u), tiytyy olla

7 W)+ W @)ds <,
ja
lu(x)| + |/ (z)| = 0, x — Foo.

3. Jotta konvoluutiolausetta voidaan kiyttid, tiytyy olettaa, etti g,u € L'(—o0,0)
ja etta g ja u ovat rajoitettuja.

H8T'5. Osoita, etté
frxg=g*f

missa [ ja g sellaisia funktiota, ettd konvoluutiot f * ¢ ja g * f ovat hyvin méariteltyja.

Ratkaisu. Tapa 1. Konvoluution maaritelman mukaan

(f*xg)(x \/—/ F)gla —t)dt, zecR.

Tehddan muuttujanvaihto * —t = s, t = x — s, —dt = ds, t = —o0 +— s = 00,
t =00 +— s = —00. Saadaan

()@ === [ e = 9a(s)=ds) = = [~ g(5)f(@ = s = (9= 1)@
kaikilla x € R.

Tapa 2. Konvoluutiolauseen nojalla Fourier-muunnokselle péatee, etta "konvoluution
muunnos on muunnosten tulo”. Siis, koska tulo on vaihdannainen, niin konvoluutio on
vaihdannainen ainakin sellaisille funktioille, joilla on olemassa Fourier-muunnos.

H8T6. Olkoot f: R - R, g: R — R ja h: R — R sellaisia funktiota, etta (f *g) - h ja
f * (g - h) ovat hyvin méaariteltyja. Tarkastele pateeko yhtélo

(fxg)-h=[x*(g-h),
toisin sanoen, onko konvoluutio assosiatiivinen tulon kanssa?

Ratkaisu. Ei ole. Etsitddn vastaesimerkki. Valitaan

g(z) = {O’ vy

1, x> 1,

ja h(x) =1—g(z). Nyt g(x)h(x) =0, joten f * (g-h) = 0. Tulisi osoittaa, etta ((f * g) -
h)(x) # 0 jollakin x € R. Voidaan laskea

(f xg)(z) = (g f)(x \/ﬁ/ flo—t)dt = \/ﬁ/ flx—t)dt, z€R,
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eli

((f*g)-h)(x):\/%/Ooof(w—t)dt, v <0,

Nyt vain valitaan sopiva funktio f, esimerkiksi f(z) = e~ . Nyt esimerkiksi

(F29)-W(=2) = o= [Tt a0,

eli konvoluutio el ole assosiatiivinen tulon kanssa.
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1.9 Harjoitus 9

H9T1. Etsi muotoa A A
p(z) = co + c1e™ + cpe*™®

oleva trigonometrinen polynomi siten, etta

p(0) = fo
p(27/3) = hfi
p<4ﬂ-/3) = f27

missa f07f17f2 cR.

Ratkaisu. Selvésti diskreetti Fourier-muunnos liittyy kysymykseen. Kaytetdan diskreetille
Fourier-muunnokselle lyhennetta DF'T ja nopealle Fourier-muunnokselle lyhennetta FEFT.
Tehdéan DFT ja poimitaan vastaus muunnoksesta, jos mahdollista. Olkoon (z(k)), ., 3-
jaksollinen jono siten, etta

z(0) = fo
(1) =hfi
Luennoissa maériteltiin n-jaksollisen jonon diskreetti Fourier-kerroin kaavalla
A 1 5 N —omijk/ 1 ? N —ik
2(k) == x(j)e ™" = =3 x(j)w,”",
ni5 n i

2mi/n Naiden kertoimien jonoa kutsutaan sitten diskreetiksi Fourier-muunnokseksi.
2mi/3 ;
ja

missa w,, = e
Nyt n = 3 jasiis wy = e

A 1 ’ -\ —2mij
(k) = gZI(])e 2mijk/3,
=0

Laskeskellaan ndmé sijoittamalla eri k:n ja j:n arvoja. Arvolla k = 0 saadaan

#(0) = % ((0)e” + 2(1)e” + w(2)e”) = w

Sitten arvolla k& = 1 tuloille 2jk saadaan 2-(0,1,2) -1 = (0,2,4) ja saadaan

_ f0+f1€—2ni/3_'_f26—47ri/3
3 .

(1) = % (:E(O)eo + x(l)e—Qni/i’) + x(2)6—4m/3)

Koska eksponenttifunktio on 27i-jaksollinen, niin funktio e(™/?* on 6-jaksollinen. Arvolla

k = 2 tuloille 2jk saadaan 2 - (0,1,2) -2 = (0,4,8) = (0,4,2) mod 6 ja siten

1 B f0+f1€_4m/3+f2€_2m/3

#(2) = 5 (2(0)e + 2(D)e ™ 4 a(2)e "7

Nyt luentojen Lauseen 20.5. nojalla

n 3
x(]) _ Z ;i’(k)e%ijk/n _ Z £<k>€ik(2jﬂ/3) _ j(o)eo + f(k)eiy = i’(/{?)emy’
k=0 k=0
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missa y(j) = 2jm/3, kaikilla 7 = 0,1,2. Siis z(j) = p(y(j)) saadaan, kun valitaan ¢y =
2(0),cp = (1) ja co = 2(2).

H9T2. Olkoon (z(j) : j € Z) n-jaksollinen jono. Osoita, etté
2(k+n) = z(k)
kaikilla k£ € Z.

Ratkaisu. Koska jono (z(j));c; on n-jaksollinen, niin myés siirretty jono (z(j +n))
on n-jaksollinen. Diskreetit Fourier-kertoimet on maaritelty kaavalla

i —27rijk/n.

JEZL

1

3

Sijoitetaan luvun k paikalle k£ + n. Saadaan

3
Zx 727rijk/n6727ri _ .ﬁi‘(l{?),

J=0

3
Z z(j 727r2](k:+n n
J=0

2(k+n)=

3|H

silld e=2™ = 1.
H9T3. Olkoon {z(j) : j € Z} n-jaksollinen jono. Osoita, etta

n+q—1

()= 3 BRI
k=q
kaikilla ¢ € Z.
Ratkaisu. Lauseen 20.5. nojalla
n—1 -
2(j) = > #(k)e*™ ik j=0,1,...,n—1.
k=0

Koska (x(j) : 7 € Z) on n-jaksollinen, niin Huomautuksen 20.4. nojalla

(y(j) = 3(j)e?rakin . 4 ¢ Z) on myos. Siis jono y koostuu n-vektoreista, joita on ladottu
perakkain. Jos poimitaan jonosta y satunnaisesta kohtaa n perakkaistd termié, niin saa-
daan aina sama n-vektori - luvut ovat korkeintaan eri jarjestyksessé. Siis olipa ¢ € Z miké
tahansa, niin summissa

n—1 N n+q—1 N
Z i‘(k})eQW”k/n ja Z :i,(k,)ebrz]k/n
k=0 k=q

on samat luvut mahdollisesti eri jarjestyksessa. Siis summat ovat samat.

Tehtavin voi tehdd myos muuttujanvaihdolla. Toinen summista joudutaan talloin jossain
tapauksessa jakamaan kahteen osaan. Analoginen tulos jaksollisille funktioille kuuluu seu-
raavasti: jos a-jaksollinen funktio f on integroituva valilla [0, a|, niin

/Oa f(x)dx = /a+a f(z)dz, «a€R.

a

47



H9T4. Olkoon (z(j) : j € Z) 4-periodinen jono siten, etta

z(0) =0
z(l) =1
z(2) =0
z(3) =-—1.

Etsi jonon {z(j) : j € Z} diskreetti Fourier-muunnos.

Ratkaisu. Tapa 1. Tulee laskea summat

A 13 N\ —2mijk/n 13 Nop—Jk
T(k) = n z(j)e o ZSU(J)wn )
Jj=0 Jj=0
missi w, = €>™/" arvoilla k = 0,1,...,n — 1. Nyt n = 4 ja siten w, = e™/? = i.

Laskennan selkeyttamiseksi voidaan tehdé taulukko.

W lji=0 1 2 3
k=0 1 1 1
1 1 - —1 1
2 1 -1 1 -1
3 1 . —1 —i
x(7) 0 1 0 -1
Nyt saadaan
0+14+0+ (-1
5(0) = +14+0+( ):0
4
ja
0—1+0—2 ?
T ]_ = = ——
(1) 1 5
ek 0—-140 1
#(2)= 1210 (D
4
ynna
. O0+i+0—(—7) i
3) = = -
2(3) 1 5
Siis , , , ,
5 — ottt
x-(...,O, 2,0,2,0, 2,0,2,...).

Tapa 2. Lasketaan DFT matriiseilla. Luentojen mukaan, kun asetetaan ¢, = Z(k) ja
T

fie = a(k) ja merkitiin lybyesti muun muassa z = (o(1), 2(2) 2(3), 2(4))", niin
Fi=u,
missa ij = ngfl)(kfl) ja
1
T = -G,



missid G = ij = w,U~DE=D Nyt siis

1 1 1 1
1 ¢+ -1 —
F=11 41 1 4
1 —2 -1
ja
1 1 1 1
1 —2 -1 3
G= 1 -1 1 -1
1 2 -1 —
Saadaan
11 1 1 0 Gela0l 0
1 111 — =1 4 1 0=i£0—¢ —4i
T = — = — = 4 e 2
x—4Gx i1 11 1 0 0-1+0-1 0
- 0+14+0+17 7
1 ¢ -1 —i -1 % 5
Siis

Tapa 3. Lasketaan Matlabilla. Tarkistetaan, miten DFT toimii Matlabissa kirjoittamalla

help fft.

>> help fft

fft Discrete Fourier transform.
fft(X) is the discrete Fourier transform (DFT) of vector X. F or
matrices, the fft operation is applied to each column. For N- D
arrays, the fft operation operates on the first non-singlet on
dimension.
fft(X,N) is the N-point fft, padded with zeros if X has less
than N points and truncated if it has more.
fft(X,[],DIM) or fft(X,N,DIM) applies the fft operation ac ross the

dimension DIM.

For length N input vector x, the DFT is a length N vector X,
with elements

N
X(Kk) = sum  x(n) *exp(s§ *2xpi *(k-1) *(n-1)/N), 1 <= k <= N.
n=1
The inverse DFT (computed by IFFT) is given by
N
x(n) = (1/N) sum X(k) xexp( j *2xpi *(k-1) *(n-1)/N), 1 <= n <= N.
k=1

See also fft2, fftn, fftshift, fftw, ifft, ifft2, ifftn.

Overloaded methods :
uint8/fft
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uint16/fft

gof/fft
codistributed/fft
gpuArray/fft
gfft/fft

iddata/fft

Reference page in Help browser
doc fft

Huomataan, ettd Matlabin kaavoissa 1/N on eri paikassa kuin luennoissa. Otettaessa
DFT, taytyy kertoa tekijalla 1/N ja otettaessa kddnteinen DFT, téytyy kertoa tekijalla
N, ettd saadaan luentojen kanssa yhtenevit méaritelmét. Lasketaan siis seuraavasti.

>> x=[0 1 0 -1];
>> y=fft(x)/4

y =
0
0 - 0.5000i
0
0 + 0.5000i

Siis saatiin sama vastaus kuin aiemmin.

HI9T5. Olkoon {Z(k) : k € Z} 4-periodinen jono siten, ettd

2(0) =0
z(1) :—%z
(2 =0

£(3) =3i.

Etsi jonon {Z(k) : k € Z} diskreetti Fourier-kdanteismuunnos.

Ratkaisu. Tapa 1. Huomataan, ettd Z on nyt sama kuin tehtavassa H9T4. Siis Lauseen
20.5. nojalla x on sama myos. Siis

z={(..,01,0-1,01,0,—1,...).

Tapa 2. Lasketaan luvut z(j), j = 0, 1,2, 3, kiyttamalla Lauseen 20.5. tarjoamaa kaavaa

2(j) = #(k)e*™ k4 §=0,1,2,3.
k=0

Tapa 3. Lasketaan Matlabilla. Merkitdan y = 2. Matlab antaa

y=[0,-1/12,0,i/2]’,
>> x=ifft(y) *4

X =
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Siis saatiin sama vastaus kuin aiemminkin.

H9T6. Olkoon {x(j) : j € Z} 4-periodinen jono siten, etta

Etsi jonon {z(j) : j € Z} diskreetti Fourier-muunnos kayttdméalla Lausetta 20.10.

Ratkaisu. Tapa 1. Lasketaan késin. Luentojen mukaan, jos n = 2M, niin

n—1 ‘k 1 1 M—-1 " N 1 M—-1 "

‘ x(])w;j = 5 M jzo xe(])ijj +w, M = xo(])ijj )
missi, wy, = e¥™/™ 1.(j) = x(25) ja 2,(j) = x(25 + 1). Siis

N e ke

i(k) = 5 (Fo(k) + w, To(k)) -

Siis tehdaén diskreetit Fourier-muunnokset jonoille z. ja x, ja muodostetaan jonon & DF'T
sitten néistd. Nyt M = 2 ja siten wy, = >™/? = ¢™ = —1. Nyt

z(0) =1=ux.(0)
z(l) =1=1,(0)
2(2) =1=a.(1)
z(3) =—-1=u1mx,(1).
Siis 0 .
@<0> _ xe( )‘;_xe< ) 1= @(2)
ja
@(1) xe(l) ; xe<1) 0= @(3)
seké
w(0) = 2O g 7
ynna | |
w1 = Pl ),
Nyt w;* = (e727/*)k = (—i)* ja saadaan edelleen laskettua, etti

30) = 2 (@(0) + (-5 () = 22— L
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ja

(1) = % (@(1) + (—¢)1x0(1)) _ 0 ; L
seka
£(2) = % (72(2) + (-)*7,(2)) = % -
ynna A . - .
i(3) =5 (72(3) + (-1)°7,(3)) = —=
Siis L .
(o rerrrre)

Tapa 2. Lasketaan Matlabilla. Merkitaén y = 2. Matlab antaa
>> x=[1 1 1 -1];
>> y=fft(x)/4
y =
0.5000
0 - 0.5000i

0.5000
0 + 0.5000i

Saatiin sama tulos kuin aiemmin.
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cos(a+B) sina sinf sinfa-B) cosa sinf

(9} o
@ =
o] a
7 o,
— -il — :
oo w 18 ™
+ i
o =
i W
Iz @, 8 a
= 0
o o
0 o
[s]
o &
™ ™
cos a cos p sina cos B
sinfa+P)=sinacosf+cosasin sinfla-B)=sinacosP -cosasinp
cosia+pB)=cosacosP -sinasinp cosfa-B)=cosacos B +sinasin

Kuva 3: Sinin summakaava.

2 Lisayksia

2.1 Trigonometrisia kaavoja

Tehtéavassa [H1TH tarvittiin kaavaa

cos(z — y) + cos(z + y)

COST COSY = B s

z,y € R.
Kerrataan kaavan
2sinz cosy = sin(z +y) —sin(z —y), x,y € R. (38)

alkeisgeometrinen todistus ja johdetaan siita tehtdvan H1T5H kaava. Kaavan oikeellisuus
nahdaan Kuvasta [3 joka loytyi Googlen kuvahaulla osoitteesta
http://i.stack.imgur.com/dhFCv. jpg.

Ohessa oleva todistus on peréisin lehdestéd Dimensio 6/2013, sivu 62.
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Oheisessa kuvassa
h=bsina =asinf

eli ] )
sina  sin 3

a b

Symmetrian nojalla
sina sinf8 sinvy

a b c
Tata kutsutaan sinilauseeksi. Nyt kosinin maéritelméan ja sinilauseen nojalla

sin av sin
c=acosf+bcosa = (c - )cosﬁ—i—(c : B) cos av.
sin 7y sin 7y

Kertomalla puolittain luvulla (sin-y)/c saadaan
sin y = sin av cos B + sin 3 cos .

Koska kolmion kulmien summa on 7, niin v = 7 — (a + (). Toisaalta yksikkdympyrésta
néahdédén, ettéd sin(m —z) = sin x kaikilla z. Néin ollen siny = sin(r —a — §) = sin(a+ ().
Siis saatiin

sin(a + ) = sin acos § + sin 3 cos a.

Sijoittamalla luvun £ paikalle luku —/ saadaan
sin(a — ) = sina cos 5 — sin 3 cos a.
Summaamalla kaksi viimeista kaavaa yhteen, saadaan
sin(a — ) + sin(a + ) = 2sinacos 3
eli kaava (B8) patee. Nyt kaava (3] eli
2sinx cosy = sin(x —y) +sin(zr +y), =z,y € R,
antaa derivoimalla puolittain muuttujan = suhteen
2cosxcosy = cos(x —y) +cos(r +vy), x,yeR.
Jos taas derivoidaan muuttujan y suhteen ja kerrotaan luvulla —1, saadaan
2sinzsiny = cos(x —y) —cos(x +vy), x,y€R.
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Siis kaavat
2sinx cosy = sin(x — y) + sin(x + y);

2coszcosy = cos(x — y) + cos(z + y); (39)
2sinzsiny = cos(z — y) — cos(z + y);

patevat kaikilla z, y € R. Jos yksi kaava tiedetadn, muut saadaan siita esimerkiksi derivoi-
malla. Voidaan itseasiassa osoittaa, ettd funktiot sin ja cos voidaan jatkaa derivoituviksi
koko kompleksitasossa ja etta ylldolevat kaavat péatevat kaikilla x,y € C.

2.2 Perusjakson olemassaolosta

Antti Puurosen esittamalla todistustavalla saadaan seuraava tulos.

Lause 2.1. Jaksollisella ei-vakiolla funktiolla, joka on jatkuva vihintddan yhdessd pistees-
sd, on perusjakso.

Todistus. Olkoon f : R — R jaksollinen perusjaksoton funktio ja jatkuva pisteessa
a € R. Olkoon ¢ > 0. Koska f on jatkuva pisteessa a, niin on olemassa § > 0 siten, etté
f(a) € (f(z)—e, f(a)+e) kaikilla z € (a—d,a+0). Koska funktiolla f ei ole perusjaksoa,
loydetaan ¢ € (0, ) siten, ettd ¢ on funktion f jakso. Néin ollen

f(R) C f(la,a+¢)) € f((a—0d,a+0)) C(fla) —¢, f(a) +¢).

Luku £ > 0 oli mielivaltainen. Siis

FR) € N (f(a) = ¢, fla)+e) = {f(a)}

e>0

eli f on vakio. 0
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2.3 Konformikuvauksia eli ”tehdaan hassuja kuvia”

Tehtavassi [H2TT7 ortonormitettiin monomit {1, z, 2%} sisitulon

(F.o)= [ o)

suhteen kédyttamalla yhtaloryhméa tai Gram-Schmidtin ortonormitusmenetelméa. Vas-
taavalla tavalla Gram-Schmidtin ortonormitusmenetelmélla monomeista voidaan orto-
normittaa myo6s muiden sisidtulojen suhteen. Toisaalta kun lasketaan funktion yleistetyt
Fourier-kertoimet jonkun ortonormaalin kannan suhteen voidaan funktio joskus esittéa
sarjana kannan alkioista. Témaéa on hyvin yleinen toiminta-ajatus.

Kirjassa Duren, Schuster - Bergman spaces, kerrotaan seuraavaa.

Olkoon €2 kompleksitason C osajoukko niin, ettd 2 on rajoitettu yhdesti yhtendinen
(reidton) alue (yhtendinen avoin joukko). Télloin on olemassa Bergmanin ydinfunktio
K : Qx Q — C siten, ettd jos f : © — C on analyyttinen (derivoituva) funktio ja
pintaintegraali

[ 1r)PaA) (40)

on adrellinen, niin voidaan kirjoittaa

12 = [ JOK(QdAQ), e
Siis funktion f arvo jossain tietyssa pisteessi z saadaan laskemalla sisdatulo

(f. k=)

missé k,(() = K(z, () ja sisiatulo on méaéritelty asettamalla

(£.9) = [ F)9EIA).

Funktiolla K on paljon hyvid ominaisuuksia. Paljastuu, etté jos {¢,}, .y on ortonormaali
kanta ehdon () toteuttavien analyyttisten funktioiden funktioiden avaruudelle A%(),
niin

K0 =Y el #CEQ

Siis funktio K tiedetdén heti, jos 16ydetdén joku ortonormaali kanta {¢n},, -

Toisaalta, jos ¢ on ns. normalisoitu Riemannin kuvausfunktio alueelle € pisteessi ( eli
¢:0Q —{z€C:|z| <1} on analyyttinen bijektio ja ¢({) =0 ja ¢'(¢) > 0, niin

o(2) = /K(Z, OK(Z, ), z€q.

Nain ollen funktion K avulla saadaan ¢ ja sitten tata integroimalla saadaan .

Siis ortonormittamalla monomit sisdtulon suhteen, laskemalla vihén ja integroimalla ker-
ran saadaan funktio (. Funktio ¢ on kiinnostava sen vuoksi, ettd se on bijektiivinen
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Kuva 4: Shakkilauta ja osa venytetysta shakkilaudasta.

kuvaus alueelta € yksikkokiekolle D = {z € C : |z| < 1} ja analyyttisend funktiona ¢ séi-
lyttad kulmien suuruudet. Tavallaan ¢ "vdantelee ja venyttelee siistilla tavalla” alueesta
Q2 alueen D.

Aiheeseen liittyviad kuvia on nahtavilla osoitteessa
http://integraali.com/fourier2014/conformal/. Demojen pitaja piirsi "venytetyt”
kuvat Matlabilla kiayttden kansion "functions” Matlab-funktioita. Kuitenkin projekti jai
jostain syysté aikoinaan kesken. Kuva [l on vajavainen makupala.
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murtoviiva
gauss
3l dirichlet
fejer
25F
2 =
1.5F
l =
05F
0 -
_05 | | | | | | | J
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Kuva 5: Muutama ydin.

2.4 Konvoluutioita

Sivulla http://integraali.com/fourier2014/konvoluutioita/| on laskuharjoitusten
pitdjan tekemia konvoluutioihin liittyvia Matlab-funktioita.

o Funktio 'murtof.m’ piirtdd murtoviivafunktion ammuttavasta pistejoukosta.
o Funktio ’konvydin.m’ piirtda konvoluutioytimen ammuttavasta pistejoukosta.
o Funktio 'ytimet.m’ antaa Gaussin, Dirichlet’n ja Fejerin ytimié.

o Funktio 'konvo.m’ laskee kahden tiettyéd tyyppia olevan funktion konvoluution.

Kuvat esittdvat muutaman ytimen sekd erdan murtoviivafunktion konvoluutioita néi-
den ytimien kanssa.
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funktio
12+ murtoviivakonvoluutio

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Kuva 6: Konvoluutio murtoviivan kanssa.

funktio
10+ gausskonvoluutio

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Kuva 7: Konvoluutio tyyppid y(z) = exp(—1/(1 — 2?)) olevan Gaussin kiyrin kanssa.
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funktio
10+ dirichletkonvoluutio

_Zk
_4k
1 1 1 1 1 1 1 1 1 J
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
Kuva 8: Konvoluutio Dirichlet-ytimen D7 kanssa.
funktio
10+ fejerkonvoluutio

Kuva 9: Konvoluutio Fejer-ytimen F» kanssa.

60



2.5 Cesaro-operaattorista

Laskuharjoitusten pitdjéd on parasta aikaa funktionaalianalyysin kurssilla ja padtti sen
vuoksi piristad mieltdan lukemalla internetistd lisad Cesaron menetelméstda. Jos a =
(a,)5°, on jono kompleksilukuja, niin asetetaan

00 1/17
laf, = (z |an|p)
n=0

arvoilla p € (0,00). Jos [|a]|, < oo, niin merkitdén a € (¥ eli 7 on 7itseisesti potenssilla
p summautuvien jonojen avaruus”. Koska kurssilla, esimerkiksi tehtavassa [H4T3] nahtiin,
ettd Ces (a) on kiyttaytyy jossain mielessd jonona paremmin kuin a, niin voi aavistaa,
ettd || Ces (a)|, olisi joskus jossain mielessé rajoitettu luvulla |laf .

Sivulla
https://datuanbpdes.files.wordpress.com/2014/08/hardys-inequality.pdf
osoitetaankin, ettd jos p € (1,00), niin kompleksiselle lukujonolle by

1 n p P P oo
LSy, g(—) g
n+1,§0 p—1 ,;)

Kolmioepéyhtélon avulla ja soveltamalla tulosta tapauksessa b, = |ay|, saadaan

o0

>

> Z<§( 1 i|ak|)p<(—p )piw
—olnt+1/= T aoo\n+ 1= “\r-1) =5
Siis
0o 1 n p\ 1/p p oo 1/p P
Ces (a)||. = a < — ag|? =—|lall. .
jos @l = (3 |y S| ) <52 (Shar) =52l
Siis
| Ces (a)l], D
sup < .
lal, 20 llall, p—1

Sanotaan, ettd Ces : 7 — (P on rajoitettu operaattorimielessa: "kuvan normi on kor-
keintaan vakio kertaa argumentin normi”. Nahdaan viela, etta jos a ja b ovat jonoja ja
a, p € C ovat vakioita, niin Ces (aa+3b) = aCes (a)+ [ Ces (b). Siis Ces on lineaarinen.

On nahty, etta vaikka sarja hajaantuu, silla voi olla mielekds summa, kun summataan
lukuja jollain uudella tavalla. Summausmenetelmista puhutaan esimerkiksi Wikipediassa:
http://en.wikipedia.org/wiki/Divergent series.

Joku voi pitaéd hajaantuvien sarjojen kayttoa outona - Wikipediasta l0ytyy hauska kasku:

Borel, then an unknown young man, discovered that his summation method
gave the 'right’ answer for many classical divergent series. He decided to make
a pilgrimage to Stockholm to see Mittag-Lefler, who was the recognized lord of
complex analysis. Mittag-Leffler listened politely to what Borel had to say and
then, placing his hand upon the complete works by Weierstrass, his teacher,
he said in Latin, "The Master forbids it’.

— Mark Kac, quoted by Reed & Simon (1978, p. 38)
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2.6 Episykleja

Jonon z, joka on n-jaksollinen, diskreetti Fourier-muunnos
122 -
Fk) = = > a(j)e ki
ni=
antaa kertoimet 7 siten, etté

z(k) = zn: Z(j)e*miakin,

0

<.
Il

Siis trigonometriselle polynomille

#(j)e
0

p(z) = 'n

pétee p(2mk/n) = x(k).

Trigonometrinen polynomi on selvésti jatkuva 27-jaksollinen funktio ja kun kuvakayra
p([0,27)) piirretdén kokonaisuudessaan, saadaan siled kayra, joka kulkee pisteiden z(k)
kautta. Matlab-koodi

figure

axis([0,1,0,1])

N=10; %number of points

s=linspace(0,N,1000);

g=ginput(N);  %shooting the points with a mouse
G=g(;,1)+1i =*qg(:;,2);

plot(G, 'k *')

hold on

for n=1:N

E(n,))= exp(j * 2% pi *S* (N-1)/N);

end

h=fft(G); %FFT does the trick

kay=(h' *E)'/N;

plot(kay, 'b' ) %here you can define the color - b stands for blue

antaa "ampua'hiirelld 10 pistetta ja sitten piirtaa kayran p(t), ¢ € [0, 27) naiden pisteiden
kautta. Kuvassa on yksi tallainen kayra. Kayra nayttad pelkistetyn kukkapiirroksen
kukan aariviivalta ja yksi kuvaava nimi kayrélle voisi olla vaikkapa “lastentarhakukka”
tai "Marimekko-Matlab-kukka” Itse asiassa saadut kayrat ovat episyklien yleistyksia.

Kuvassa [[2 ndkyviat GeoGebralla piirretty Aurinkokunnan aurinkokeskinen ja maakeski-
nen malli. Kuvassa on Aurinko, Maa, Mars ja Jupiter, naiden radat, seka paikkavektorit,
kun origo on Maassa.

Vasemmanpuoleisessa aurinkokeskisessd mallissa Aurinko ja planeetat kiertavét ellipsira-
toja, jotka ovat ldhes ympyroitd. Koska Auringon massa on suuri, Aurinko pysyy ldhes
paikallaan.
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Kuva 10: Kymmenen hiirelld "ammutun” pisteen kautta kulkeva silea kayré.

Oikeanpuoleisessa maakeskisessi mallissa Maa pysyy paikallaan, kun taas Aurinko, Mars
ja Jupiter kiertdvat sitd. Radat ovat episykleja tai kurssiin liittyen janan janan [0, 27)
osajoukkojen kuvia, jotka on kuvattu kompleksisilla trigonometrisilla polynomeilla.

Maakeskisen mallin kannattajilla oli suuria vaikeuksia kertoa, miksi planeetat nayttivét
vélilla muuttavan liikkeensé suuntaa. Suunnanmuutos on vain ndenndinen ja johtuu siita,
ettd planeetat eivit todellisuudessa kierrda maata.

Wikipediassa sanotaan: "In the fully developed Aristotelian system, the spherical Earth
is at the center of the universe, and all other heavenly bodies are attached to 47-55
transparent concentric spheres which rotate around the Earth. (The number is so high
because several spheres are needed for each planet.) ”

Occamin partaveitsen mukaan yksinkertaisin selitys on paras. Wikipedian mukaan: "Occa-
min partaveitsi (usein myos Ockhamin partaveitsi, sddstéviisyyden periaate) on periaate,
jonka mukaan ilmio6ita selittavien tekijoiden méadran tulee olla mahdollisimman véhéainen.
Selityksisté tulee siis karsia kaikki ylimaaraiset tekijat eli teorioiden tulee olla mahdolli-
simman yksinkertaisia. Occamin partaveitsen mukaan kilpailevista, yhta selitysvoimaisis-
ta teorioista tulisi valita kaikkein yksinkertaisin.”

63



0.8

0.7

0.5F

0.4

0.3

0.2

maa

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

=

Kuva 11: Matlabilla piirrettyja lastentarhakukkia.

jup a,

mars,

2

Kuva 12: GeoGebralla piirretty Aurinkokunnan aurinkokeskinen ja maakeskinen malli.
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