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1. Funktion f(x) = sin x kosiniterminen Fourier-sarja välillä [0, π] on

f(x) ∼ 2

π
+

2

π

∞∑
n=2

cos(nπ) + 1

1− n2
cos(nx).

Soveltamalla tätä tietoa yhdessä Parsevalin kaavan kanssa osoita, että

1

12 · 32
+

1

32 · 52
+

1

52 · 72
+ · · · = π2 − 8

16
.

2. Olkoon

f(x) =

{
−1, kun − π ≤ x < 0
1, kun 0 ≤ x ≤ π.

Etsi muotoa

F (x) = A+
N∑
n=1

(αn cos(nx) + βn sin(nx))

oleva trigonometrinen polynomi siten, että∫ π

−π
(f(x)− F (x))2 dx

on mahdollisimman pieni.

3. Olkoon f jaksollinen funktio jaksonaan 2π siten, että f(x) = e2x, kun −π < x ≤ π.
Muodosta funktion f kompleksiterminen Fourier-sarja.

4. Osoita, että

2
m∑
n=1

cos[(2n− 1)θ] =
sin(2mθ)

sin θ
,

kun θ 6= 0,±π,±2π, . . ..
Vihje: Kirjoita yhtälön vasen puoli ensin muodossa

e−iθ
m∑
n=1

(ei2θ)n + eiθ
m∑
n=1

(e−i2θ)n

ja käytä sitten yhtälöä
m∑
n=1

zn =
z(1− zm)
1− z

, z 6= 1.

5. Osoita, että Dirichlet ytimille pätee yhtälö

2
N−1∑
k=0

Dk(x) =

(
sin(Nx/2)

sin(x/2)

)2

,

kun x 6= 0,±2π,±4π, . . ..

6. Olkoot f, g, h : R→ C jaksollisia 2π-jaksoisia funktioita siten, että f, g, h ∈ L1[−π, π].
Osoita, että

f ∗ (g + h) = f ∗ g + f ∗ h.


