Fourier-analyysin peruskurssi
5. harjoitus 2014

1. Jatkuvan, mutta ei missdén derivoituvan funktion olemassaolo on aériesimerkki sii-
td, ettéd funktion toistuva derivointi voi johtaa hyvin poikkeukselliseen (ja huonoon)
funktiokayttdytymiseen. Olkoon ¢ > 0, K > 0 ja n € N mielivaltaisesti valittuja
vakioita. Maariaa vakiot A, M ja 6 siten, ettd funktiolle

f(z) = Asin(Mx + 0)
pitee |f*)(x)| < ¢ kaikilla z € R ja 0 < k < n, mutta |f™(0)] > K.
2. Kokonaislukujonon {a, },en sanotaan olevan lakunaarinen, jos
0<ar <as <---

jajos on olemassa ¢ > 1ja N > 1 siten, ettd a,1 > qa, kaikillen > N. (T4méi on eri
asia kuin luentorungossa esitetty lakunaarinen Fourier-sarja, vaikkakin asiayhteys
on olemassa.) Mitké seuraavista jonoista ovat lakunaarisia? Perustele vastauksesi.

a) {artren = {2" b ren
b) {axtren = {(k)*}ren
¢) {axtren = {k(k + 1)(k + 2) bren

Tehtavat 3-5 vol ratkaista itseniisesti olettamalla edellisen tehtdvan tunnetuksi.

3. Olkoon (11, m2,7m3 . ..) tasan jakautunut vélille [0, 1) ja olkoon b € [0, 1). Osoita, etté

<n< :
i TPALsn< N, €[0,0)}
N—oo N

=b.
Vihge:
#{1<n<N:n, €[0,0)} =#{1<n<N:m, € (0,0)}+#{1 <n < N:p, =0}.

4. Olkoon (n1,m2,73 . ..) tasan jakautunut vélille [0, 1) ja olkoon 0 < a < b < 1. Osoita
kiayttamallad apuna tehtdvia 3, etta

LN 1
lim —Zx[a,b)(nn) :/ X[ap) () dx.
1 0

N—oo N
n=

5. Olkoon (71,7M9,m3...) tasan jakautunut vélille [0,1) ja olkoon 0 < ap < by < 1
kaikilla £ = 1,..., K. Olkoon

K
g(x) = Z e X[ag,be) (), A,..., A\ €C.
k=1

Osoita kayttamalld apuna tehtavas 4, etta

1 & !
]gglwﬁ;g(nn)zfo g(x)dz.



