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1. Johdanto

Olkoon f : [0,27] — C tai f : [0,27r] — R Riemann integroituva. Fourier-analyysin
perusajatuksena on esittdéd funktio f(x) Fourier- eli trigonometrisena sarjana muodossa

flx)=) cne™, (1)

n=—oo

missé
e =cosx +isinx.

Monet 1700-luvun matemaatikot, mm. Bernoulli, Euler ja Lagrange tiesivét “kokeellises-
ti”, ettd muotoa ([1)) oleva esitys voidaan 16ytaé joillekin yksinkertaisille funktioille. Fourier
vaitti (1807), etté esitys on aina olemassa, ja ndytti kuinka lineaarisia osittaisdifferen-
tiaaliyhtéloitd voi ratkaista tdmén sarjakehitelmén avulla.

Sarjakehitelmélld (1) on monia etuja verrattuna esimerkiksi Taylorin sarjaan.

e Fourier-sarja on yleispatevé: esitys (|1]) toimii oikein tulkittuna myos esim. epajatkuville
funktioille.

e Toimii hyvin fysikaalisissa malleissa: eksponenttifunktiot e* kuvaavat jaksollista
aaltoliikettd, varahtelyja, jne.

e Differentiaalioperaatoreiden toiminta:

d . ‘
—enT — Znema:)

dx

joten e on operaattorin 0, ominaisvektori.

Tarkasteltaessa sarjaa nousee mieleen kysymys siitd, ettd kuinka 16ydetdéan kertoimet
c,? Téta tarkoitusta varten oletetaan, ettd f on trigonometrinen polynomi

N N

f(z) = Z o Z cp(cos(nx) + isin(nx)).

n=—N n=—N

Kertomalla timéi yhtilo puolittain termilld e~ ja integroimalla saadaan

1 2m 1 N 2 ( )
—tkx _ = i(n—k)x _
o ), f(z)e " dx = . n;Ncn/O e dx = ¢y,
joten

1 o —ikx £

Cr =5 f(x)e ™ dx =: f(k).

T Jo

Yleiselle funktiolle f etsitddn vastaavaa esitysté

fa)=") f(n)em™. (2)

n=—oo



Kysymyksié:

e Milloin sarja suppenee?
e Misséd mielessd suppeneminen tapahtuu?
o Miiirdiks Fourier-sarja (2)) funktion f(x) yksikisitteisesti?

e Miten kertoimet ¢, kuvaavat funktion f(x) ominaisuuksia?

Edelliset ja vastaavat kysymykset ovat olleet keskeisid modernin analyysin kehitykselle.
Esimerkiksi Lebesgue-integraali kehitettiin alun perin Fourier-analyysin tarpeisiin.

Kurssin ensimmaéisessé osassa késitellddn Fourier-sarjojen perusominaisuuksia ja toisessa
osassa niiden sovelluksia eri kysymyksiin. Kurssin kolmas osa keskittyy jatkuvaan Fourier-
muunnokseen

f(6) = /R e f(r)de,  EER

ja sen yhteyksiin esimerkiksi differentiaaliyhtéloihin.

Esimerkki 1.1. Fourier-sarjojen peruskysymykset nousevat esiin jo tavallisissa fysiikan
ongelmissa. Tarkastellaan vérédhtelevaé kieltéd, jonka pituus on L > 0. Olkoon u = u(x,t)
kielen poikkeama tasapainotilasta (u = 0) hetkelld t pisteessd x € [0, L]. Kun oletetaan,
ettd kieli on ddrettomén ohut, venyméton (ts. poikkeamat ovat niin pienid, ettei venymista
tarvitse huomioida) ja homogeeninen (rakenne on sama kaikkialla), voidaan osoittaa, ettd

Otu(z,t) = *0%u(x, t), (3)
misséd ¢ on jousesta riippuva vakio. Yhtélo on ns. aaltoyhtalo. Oletetaan, ettd
e Kielen péadtepisteet ovat kiinnitetty:
u(0,t) =0 =wu(L,t)
kaikilla t > 0.
o Alkuarvot hetkelld t = 0:

— alkupoikkeama u(x,0) = f(z) ja
— alkunopeus dyu(zx,0) = g(z),

missd f(x) ja g(x) ovat annettuja funktioita.
Tehtavéa: Maarda u(x,t) alkuarvojen f ja g avulla.

Ratkaisu: Havaitaan, etta funktiot

. /nmx nwt . nmt
up(z,t) = sin (T) {An coS (CT> + B, sin (CT)]



toteuttavat yhtéalon ja lisédksi pétee
un(0,t) =0 = up (L, 1)

kaikilla t € R. Etsitddn seuraavaksi u:ta ratkaisujen w, summana,

u=3u,
n=1
Kuinka télloin valitaan tuntemattomat kertoimet A, ja B,? Alkuhetkelld t = 0 pétee

™
un(z,0) = A, sin A

misté seuraa - -
™
- - mn J - A’n ' <_ '
f(z) = u(z,0) n§1:u (z,0) ;1: sin (=7 )

Mista saadaan selville kertoimet A,,7 Formaalisti laskien

L . kmx > L nrey kmx L
/0 f(x)sin (T) dr = ;An/o sin (T) sin (T) dr = Ak?
Valitaan siis .
2
= Z/o f(x)sin (/mrTx) dzx. (4)
Vastaavalla laskulla

Ouy, : . t t
%(m,t} = %T sin (%) [—nAn sin (cn%) + nB,, cos (cn%)] ,

misté jéalleen formaalilla laskulla saadaan

Oyu(x,0) Z@tun z,0) il ZnB sin <sz) = g(z)

n=1

ja, paétellen kuten edelld, valitaan

B, 2 /0 “sin (aaprens (5)

CTn

Néin on saatu idea aaltoyhtédlon ratkaisemiseksi: Kun f ja g on annettu, lasketaan A,
ja B, kaavoista ja , ja otetaan summa

ula. Zsm(”y) s (270 ) s (1))

Kysymys: Saadaanko néin aaltoyhtélon (3) ratkaisu?



Ongelmia:

1. Millaisilla f ja g kertoimet A,, ja B, ovat olemassa?
2. Misté tiedetadn, ettd sarjat

;An sin (?) , Zan sin <n_z:v)

n=1
ja
> un(,t)
n=1

suppenevat? Tamé riippuu kertoimista A, ja B,, ja siis funktioista f ja g, mutta
miten?

3. Missd mielessd sarjat (jos suppenevat) esittdvét funktioita f ja g?

4. Vaikka ylld olevat sarjat olisivatkin hyvin méériteltyjé ja niiden summat oikeat funk-
tiot, niin voidaanko sarjaa  , u,(x,t) derivoida kahdesti termeittdin? Jos voidaan,
niin milloin? Derivointi kasvattaa sarjojen kertoimia (A, — nA,), joten suppene-
minen heikkenee.



Osal

Fourier-sarjat

2. Jaksolliset funktiot

Maaritelma 2.1. Funktio f : R — R on jaksollinen, jos on olemassa a > 0 siten, etta

f(x+a) = f(x) (6)

kaikilla x € R. Téll6in a on funktion f jakso. Pienin Iuku a > 0 siten, ettd funktiolla f
on jaksona a, on funktion f perusjakso.

Huomioita:

e Vakiofunktiolla f(z) = ¢ (¢ € R) ei ole perusjaksoa.

e Funktion sin x perusjakso on 27 ja funktion cos(27z/a) perusjakso on a. Esimerkiksi
funktiot x ja 2? eivit ole jaksollisia.

e Jos f on médritelty valilld (a, a+a], niin f voidaan laajentaa jaksolliseksi funktioksi
koko reaalilukujen joukossa R “kopioimalla” f kaikille vileille

(a+ma,a+ (m+ 1)al,

jossa m kiy ldpi kaikki luvut joukossa Z \ {0}.

Tasmaéllisesti ottaen funktion f jaksollinen laajennus F' mééritellaan seuraavasti: Olkoon
x € R mielivaltainen, niin on olemassa yksikésitteinen luku m € Z siten, etta

r—ma € (o, a+ al.

Asettamalla
Flz) = f(x —ma),

ja kaymalla 1api kaikki reaaliluvut z € R, saadaan muodostettua jaksollinen funktio F,
jonka jaksona on a.

Jaksollisten funktioiden ominaisuuksia:

Jos f ja g ovat jaksollisia funktioita, jaksonaan a, niin

1. f ja g ovat jaksollisia jaksonaan na kaikilla n € N.
2. h = af + g on jaksollinen, jaksonaan a, kaikilla «, 5 € R.
3. fg on jaksollinen jaksonaan a.

4. Olkoon A > 0. Télléin f(Ax) on jaksollinen jaksonaan a/\.



5. Jos f on integroituva vélilld [0, a], niin

/Oa f(z)de = /:Jra f(z)dz

kaikilla a € R.

Reaaliarvoinen trigonometrinen polynomi on muotoa

N
Z (an cos + b,, sin m)
L )

n=0

missd L > 0 ja a,,b, € R. Tdmén funktion jakso on 2L. Erés Fourier-sarjojen teorian
tarkeistd kysymyksistd on se kuinka annettua jaksollista funktiota voidaan approksimoida
trigonometrisilla polynomeilla.



3. Parilliset ja parittomat funktiot

Maaritelma 3.1. Funktio f : R — R on pariton, jos

kaikilla x € R.

2n+1

Esimerkiksi sin(Ax), missd A € R, ja x , missd n € N, ovat parittomia funktioita.

Maaritelma 3.2. Funktio f : R — R on parillinen, jos

kaikilla x € R.

Esimerkiksi cos(Az), missd A € R, ja 22", missd n € N, ovat parillisia funktioita.

Parillisten ja parittomien funktioiden ominaisuuksia:

1. Jos f on pariton, niin f(0) = 0.

2. Jos f on pariton, niin

kaikilla a € R.

3. Jos g on parillinen, niin

/—Z g(x)dx = /004 g(x)dx

4. Jos funktiot f ja f ovat parittomia ja g ja § parillisia, niin fg on pariton, ff
parillinen ja gg parillinen funktio.

kaikilla a € R.

10



4. Fourier-sarja 2n-jaksoisille funktioille

Olkoon f jaksollinen funktio, jonka jaksona on 27. Tavoitteena on esittdd f muodossa

flz) = %ao + Z (a, cos(nx) + b, sin(nx)) , (7)

n=1

missi a, ja b, ovat reaalisia vakioita. Huomaa, ettd sin(nz) ja cos(nz) ovat jaksollisia
funktiota jaksonaan 27 kaikilla n € N. Pyrimme vastaamaan seuraaviin kysymyksiin:

Kysymys 1: Jos oletetaan, ettd yhtalo on voimassa, niin voidaanko vakiot a,, ja b,
esittdd funktion f avulla?

Kysymys 2: Milloin (jos milloinkaan) néilld vakioiden a, ja b, arvoilla yht&lo on
voimassa?’

Tarkastellaan ensin kysymystd 1. Oletetaan, etti on voimassa, ja ettd se voidaan
integroida termeittéain. Talloin

T ™1 e T T
/ f(x)dx = / éagdm + Z (an/ cos(nzx)dxr + bn/ sin(nx)dx) :
—m -7 n=1 - -7
josta seuraa

ao = % / i F(@)de. (8)

Siis ag on tunnettu. Kertoimien a, ja b, késittelyd varten tarvitaan seuraavaa aputulosta.
Lemma 4.1. Olkoon m,n € N\ {0}. Télléin

(2 ﬂ
/ sin(ma) cos(nz)dz = 0,

—Tr

(b) .
/ sin(ma) sin(nz)dz = T,

—T

(¢) .
/ cos(mx) cos(nx)dr = moum,

—T
missé 90, on Kroneckerin deltafunktio

5 _{ 0, kunn#m

1, kunn=m.

11



Etsitdan nyt vakiot a, ja b, olettamalla, etta on tosi. Kerrotaan yhtalo (7)) puolittain
funktiolla cos(mz) ja integroidaan termeittiin, jolloin saadaan

/_:rr f(z) cos(mz)dx = %ao /—7; cos(mx)dz + gan /:r cos(nz) cos(mx)dx

+ i b, /7r sin(nx) cos(maz)dz.
= J-x
Soveltamalla Lemmaa [4.1] saadaan
/7r f(z) cos(mx)dx = Z AT Oy, = Ty,
- n=1
joten
Uy = % ' f(z) cos(ma)dz, 9)

kun m # 0. Itse asiassa aiemmin todettiin, ettd kaava @ pétee myos tapauksessa m = 0,
ks. (§). Témén takia yhtdlon (7)) vakiotermi kirjoitettu muodossa ag/2.

Kertomalla yhtalo @ puolittain funktiolla sin(mz) ja integroimalla termeittéin, saadaan
vastaavasti

1 s
by = —/ f(zx) sin(mx)dx. (10)
™ —T
Maaritelma 4.2. Olkoon f sellainen funktio, ettd
1 ™
a, = —/ f(z) cos(nz)dz
™ —T
ja
1 s
b, = —/ f(z) sin(nz)dz
™ —Tr

ovat olemassa kaikilla n € N. Téalloin merkitddn

1 [e.e]
r) ~ =ag+ a, cos(nx) + b, sin(nx
fl@) ~ a0 ;( (nz) (nx))
ja tata sarjaa kutsutaan funktion f Fourier-sarjaksi riippumatta siitd suppeneeko se kohti
funktiota f vai ei. Vakioita a,, ja b, kutsutaan funktion f Fourier-kertoimiksi.

Esimerkki 4.3. Olkoon f jaksollinen funktio, jonka jaksona on 2w, ja jolle pédtee
f(z) =|z|, kunzx € (—m, 7).

Etsi funktion f Fourier-sarja.

Tarkastellaan seuraavaksi kysymysté 2 seuraavan esimerkin valossa.

12



Esimerkki 4.4. Olkoon f jaksollinen funktio, jonka jaksona on 2w, ja jolle pétee

flz) = 1, kinO0<x<nm
)= —1, kun —7m <z <0.

Funktion f Fourier-sarja on

Kysymys 2 kuuluu, ettd milloin

f(z) = %ao + Z (an cos(nz) + by, sin(nx))?

n=1
Funktion f(x) Fourier-sarja voidaan kirjoittaa raja-arvona

lim s,(x),
n—oo

missé
4 i sin((2m + 1)z)

sn(r) = om + 1

Kysymys on siis suppeneeko s,(x) kaikilla x? Jos suppenee, niin onko raja-arvo f(z)?

Konvergenssista:

Edellisessé esimerkissé sarjan osasummat vaikuttavat todellakin suppenevan kohti funk-
tiota f(x). Epédjatkuvuuskohdissa ne suppenevat kohti nollaa. Vastaava tulos pétee laajal-
le funktiojoukolle. Tamén tuloksen esittdmistd varten tarvitaan yksipuoleisen raja-arvon
késitetta.

Funktion f oikeanpuoleinen raja-arvo pisteessd ¢ € R on

fles) = lim f(e+h),

jos tdmaé raja-arvo on olemassa. Vastaavasti funktion f vasemmanpuoleinen raja-arvo
pisteessd ¢ € R on

fleo) = lim f(c—h),

h—0+

jos se on olemassa. Olemassaolon toteaminen on térkedd, koska esimerkiksi f(z) = sin(1/x)
on funktio, jolla ei ole kumpaakaan edelld mainituista raja-arvoista.

Maéaritelmi 4.5. Funktio f on paloittain jatkuva viélilli I = (a,b), jos

(i) vali I voidaan jakaa dérellisen moneen osaviliin Iy, ..., I, siten, ettd f on jatkuva
jokaisen osavélin jokaisessa sisdpisteessd, ja

(ii) funktiolla f on osavélien I,..., I, alku- ja loppupisteissi vastaavasti oikean- ja
vasemmanpuoleiset raja-arvot.

13
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Kuva 1: Sarjan osasummia s, (z) esimerkissé [4.4]

Toisin sanoen funktio on paloittain jatkuva, jos silld on vain &érellinen ma&ra epdjatku-
vuuskohtia, joissa kaikissa funktiolla on seké oikean-, ettd vasemmanpuoleiset &dérelliset

raja-arvot.

Lause 4.6 (Konvergenssilause). Olkoon f funktio, joka toteuttaa Dirichlet’s ehdot:

(a) f(x) on mééritelty valilli (—m, ) paitsi mahdollisesti dérellisen monessa pisteessé

x € (—m,m).
(b) f(z) on jaksollinen funktio jaksonaan 2.

(c) f(x) ja f'(x) ovat paloittain jatkuvia valilla (—m, ).

Télloin funktion f Fourier-sarja suppenee pisteesséd x kohti arvoa

S (@) + ),

toisin sanoen

1
2

n=0

14

(flxp)+ f(zo)) = %ao + Z (an, cos(nz) + by, sin(nz)) .

(11)

(12)



Huomioita:

Jos funktio f on jatkuva pisteessd x, niin

flay) = flao) = flo),
joten télloin Fourier-sarja suppenee kohti arvoa f(z).

e Ehdot (a), (b) ja (c) ovat riittévid, mutta eivat valttdméttomia Fourier-sarjan sup-
penemiselle.

e Pelkistéd funktion f jatkuvuudesta ei vield seuraa Fourier-sarjan suppeneminen.

e Jos annettu funktio on jatkuva vélilla, jonka pituus on 27, niin funktion jaksollisen
laajennuksen Fourier-sarja voidaan 16ytdd méaritelmén avulla. Yhtalo on
talloin voimassa alkuperéisen vélin sisépisteissd Lauseen nojalla olettaen, ettéa
my6s funktion derivaatta on paloittain jatkuva valilld (—m, 7). Valin padtepisteissi
tulee olla tarkkana, koska niissé joudutaan ajaudutaan helposti epédjatkuvuuskohtiin,
jolloin Fourier-sarja suppenee kohti arvoa .

Olettamalla, ettéd funktio f kdyttaytyy vield hieman paremmin kuin konvegenssilauseessa,
saadaan Fourier-sarja suppenemaan tasaisesti.

Lause 4.7. Olkoon f : R — R kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva funktio, jolla on jak-
sona 27. Taélloin funktion f Fourier-sarja suppenee tasaisesti kohti funktiota f.

15



5. Fourier-sarja mielivaltaisen jakson tapauksessa

Olkoon L > 0. Tarkastellaan jaksollista funktiota f, jonka jakso on 2L. Tavoitteena on
esittdd funktio f sarjana, jossa esiintyvat termit

(nwx) ) ) (nwx)
cos 7 ja  sin 7 )

Téata varten tehdadn muuttujanvaihto

T
X =—
L
ja madgritellaan
LX
o) = flo) = (),

jolloin

o+ 2m) =  (FEE2) — (B ar) = (22) = a0,

e

Siis g on jaksollinen funktio, jonka jakso on 27, joten luvun |4| tuloksia voidaan soveltaa sen
tarkasteluun. Paadytaan seuraavaan madritelméaén 2 L-jaksoisen funktion Fourier-sarjaksi.

Maaritelma 5.1. Olkoon f sellainen funktio, ettd

a, = %/_LLf(x) cos (?) dx

b, = %/i f(z)sin (?) dx

ovat olemassa kaikilla n € N. Téalloin merkitddn

flx) ~ %ao + f: (an coS <n_zx> + b, sin (?))
n=1

ja téata sarjaa kutsutaan funktion f Fourier-sarjaksi riippumatta siitd suppeneeko se kohti
funktiota f vai ei. Vakioita a,, ja b, kutsutaan funktion f Fourier-kertoimiksi.

ja

Sijoittamalla funktio

o(X) = 10 = 1 (25) (13)

™

Lauseeseen [4.6] saadaan konvergenssilause mielivaltaisen jakson tapauksessa.

Lause 5.2 (Konvergenssilause). Olkoon [ funktio, joka toteuttaa Dirichlet’s ehdot:

(a) f(x) on mééritelty valilli (—L, L) paitsi mahdollisesti dédrellisen monessa pisteesséi
x € (—L,L).

16



(b) f(x) on jaksollinen funktio jaksonaan 2L.

(c) f(x) ja f'(z) ovat paloittain jatkuvia valilla (—L, L).

Téalloin funktion f Fourier-sarja suppenee pisteessd x kohti arvoa

5 ) + fa)), (14)

toisin sanoen

(flzy)+ f(zo)) = 1ag + i (an cos <n_7[r/:p) + by, sin (?)) . (15)

1
2 2

n=0

Esimerkki 5.3. Olkoon

[z, kunz € (0,L]
flw) = { 0, kunz € (—L,0].

Etsi funktion f 2L-jaksollisen laajennuksen Fourier-sarja ja osoita, etta

1w
2m+1)2 8"

m=0

Fourier-sarjan tasaista suppenemista késittelevé lause yleisen jakson tapauksessa saadaan
sijoittamalla funktio Lauseeseen .

Lause 5.4. Olkoon f : R — R kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva funktio, jolla on jak-
sona 2L, L > 0. Talloin funktion f Fourier-sarja suppenee tasaisesti kohti funktiota f.

Sarjaa N
A+ ; <an Ccos (?) + B, sin (%)) : (16)

missd A, a,, 5, € R ovat vakioita, kutsutaan trigonometriseksi sarjaksi valilla [—L, L].

Jos sarjat
doaw o ja ) b
n=1 n=1

suppenevat itseisesti, niin trigonometrinen sarja (16)) suppenee tasaisesti. Funktion f
Fourier-sarja on aina trigonometrinen sarja. Jos tdmé sarja suppenee tasaisesti, niin se on
talloin yksikasitteinen.

Lause 5.5. Jos muotoa oleva sarja suppenee kohti funktiota f tasaisesti vélilla
[—L, L], niin on funktion f Fourier-sarja. Toisin sanoen A = ag/2, a,, = a, ja
B, = b, kaikillan € N.

17



Lauseesta [5.5| seuraa, ettd jokainen trigonometrinen polynomi on itsensd Fourier-sarja.
Toisin sanoen, jos

N
flz)=A+ ; <ozncos (?) + [, sin (?)) ,
niin funktion f Fourier-sarjan kertoimet ovat ag = 2A,

Joap, kin1<n<N
Un = 0, kunn>N

ja

b Bn, kuin1<n <N
" 10, kunn>N '

18



6. Sini- ja kosinisarjat

Olkoon reaaliarvoinen funktio f mééritelty valilla [0, L]. Tarkoituksena on etsid funktiota
f kuvaava sarjakehitelmé, joka siséltdéd ainoastaan kosinitermejé, tai ainoastaan siniter-
meji. Tama tehdédédn laajentamalla f ensin parilliseksi (kosinitermisen sarjan tapauksessa)
tai parittomaksi (sinitermisen sarjan tapauksessa) funktioksi valilla [—L, L], joka edelleen
laajennetaan 2L-jaksoiseksi funktioksi. Tamén jilkeen etsitdén saadun jaksollisen funk-
tion Fourier-sarja.

Siis, jos f on mééritelty vélilla [0, L], niin sen parillinen laajennus F, on funktion

B f(x), kunz € [0, L]
fela) = { f(=2), kunw € (—L,0)

jaksollinen laajennus. T&lloin F, on jaksollinen funktio, jaksonaan 2L, jolle pétee liséksi

F.(x) = F.(—x) kaikilla z € R.

Funktion f pariton laajennus F, on funktion

f(z), kun z € [0, L]
fo(z) = { —f(—=x), kun z € (—-L,0)

jaksollinen laajennus. Talloin F,, on 2L-jaksollinen funktio, jolle patee F,(z) = —F,(—x)
kaikilla z € R siten, ettd x # nlL, n € N.

Siten

[e.9]

nmx
N——i-nz::lancos( >, (17)

missé

an:l/LF(x)cos<n—zx)d:c

/ fla Cos )dm

Yhtalon oikeaa puolta kutsutaan funktion f kosinitermiseksi Fourier-sarjaksi.

Vastaavasti

x) ~ ;bnsin (n_zx) ,
= %/OL f(z)sin (?) dx,

on funktion f siniterminen Fourier-sarja.

missé
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Huomautus 6.1. Jotta funktio F, olisi aidosti pariton funktio (eiké vain pariton laa-
jennus), niin tulisi olla voimassa F,(0) = 0. Tama seuraa sijjoittamalla x = 0 parittoman
funktion mééritelmédn. Koska

F5(0) = —F,(=0),

niin F,(0) = 0. Lisdksi jaksollisuuden nojalla
Fo(L) = —Fo(—L) = —F,(L),

joten F,(L) =0, ja siis F,(nL) = 0 kaikilla n € Z.

Esimerkki 6.2. Olkoon f(x) = z kaikilla x € [0, L]. Etsi funktion f sini- ja kosinitermi-
set Fourier-sarjat.
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7. Ortogonaaliset funktiot

Olkoot f ja g jatkuvia funktioita vélilla [a, b]. Jactaan véli [a, b] tasamittaisiin osavéleihin,
joiden pituus on
Az="""" NeN
r=— :
N Y

Valitaan jokaiselta osavililtd piste xy, missd k € {1,..., N}. Télloin

joten
b N
[ r@g@lde = 3 ach, (18)
a k=1

missi ap = f(xx)VAz ja by = f(xx)V/Az. Titen yhtélon vasen puoli on likim&érin
yhté suuri kuin kahden vektorin sisdtulo N-ulotteisessa vektoriavaruudessa, kun N on
suuri. Antamalla N — oo tésta likiarvosta saadaan yhtdsuuruus. Siten on perusteltua
médritelld funktioiden f ja g sisdtulo alla olevalla tavalla .

Olkoon C,(a,b) kaikkien niiden funktioiden joukko, jotka ovat paloittain jatkuvia valilla
la, b]. Mééritellddn funktioiden f, g € C,(a,b) sisdtulo kaavalla

mmz/fm%Mw (19)

Koska f ja g ovat paloittain jatkuvia valilld [a, b], niin my6s fg on paloittain jatkuva sa-
malla vélilla. Siten fg on Riemann-integroituva vélilla [a, b] ja siis yhtélo on hyvin
maédritelty sisdtulo avaruudessa C,(a, b). Télld sisdtulolla on paljon vastaavia ominaisuuk-
sia kuin tavallisella dérellisulotteisen vektoriavaruuden sisétulolla.

Lemma 7.1. Olkoon f,g,h € Cy(a,b) ja c € R. Talloin

(a) (f,9) = (9, f)

(b) (frg+h)=(f9)+(fh)
(c) (cf,g)=c(f.9)

(d) (f,f)=0

Analogiaa vektoriavaruuksien kanssa voi vieda eteenpéin méaarittelemalld normi avaruu-
dessa Cy(a, b) sisdtulon avulla seuraavasti:

1/2

In=viEn=([wr) . recn.
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Kaksi funktiota f,g € C,(a,b) ovat ortogonaalisia, jos

(f,9) =0,
toisin sanoen, kun

b
/ f(x)g(x)dz = 0.

Lisdksi funktion f € Cp(a,b) sanotaan olevan normalisoitu, jos || f|| = 1.

Edelld mainitussa analogiassa geometrinen tulkinta ei sdily. Funktion f € C,(a, b) normilla
ei ole pituusmerkitysté, eikd kahden funktion f, g € C,(a,b) ortogonaalisuus kerro mitaén
néiden funktioiden, kohtisuoruudesta toisiinsa néhden. Niin sanottu etéisyys funktioiden
f e Cyla,b) jage Cyla,b) vililla,

1/2

b
I =all= | [ () - 0 o
on mitta funktioiden f ja g kuvaajien keskivertoetiisyyksista.

Olkoon {g, }nen joukko funktioita siten, ettd g, € Cp(a,b) kaikilla n € N. Témén joukon
sanotaan olevan ortogonaalinen, jos

aina kun m # n. Jos {g, tnen on ortogonaalinen joukko, ja lisdksi

lgnll =1

kaikilla n € N, niin joukon {g, }nen sanotaan olevan ortonormaali. Ortogonaalisesta jou-
kosta voidaan muodostaa ortonormaali jakamalla kukin joukon funktioista omalla normil-
laan, edellyttden ettéd kaikkien joukon funktioiden normit ovat nollasta eridvia.

Esimerkki 7.2. Funktiot g, (z) = sin(mx), m € N, muodostavat ortogonaalisen joukon
vélilli [—m, 7|, koska selviisti g, € Cy(a,b) kaikilla m € N, ja Lemman [4.1] nojalla

(> gn) = /7T sin(ma) sin(nz)dx = 0

—T
aina kun m # n. Saman lemman nojalla

lgmll? = / sin(mz)dz = .

—T

joten ||gm|| = /7. Néin ollen ortogonaalista joukkoa {g, }nen vastaava ortonormaali jouk-

ko koostuu funktioista ) . .
sinz sin2z sin3z

VAVC RV
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Esimerkki 7.3. Vililld [—m, 7| muodostetuissa Fourier-sarjoissa esiintyvét funktiot
{90, 91, 92, ...} = {1, cos z, sin z, cos 2z, sin 2z, . . .} (20)

muodostavat ortogonaalisen joukon Lemman [4.1| nojalla.

Kehitettdessé jaksollista 2m-jaksoista funktiota f(z) Fourier-sarjaksi, saadaan muotoa

f(x) = cugal) (21)

oleva kehitelmé, misséd funktiot go, g1, ... ovat joukon (20) ortogonaalisia funktioita ja
vakiot ¢y, cq, ... niihin liittyvid Fourier-kertoimia (poislukien ¢y, joka on muotoa ¢y =
ao / 2)

Yleisemmin voidaan kysyé, onko téllainen esitys mahdollinen, jos Esimerkin sijas-
ta tarkastellaan jotain muuta ortogonaalista funktiojoukkoa go(x), g1(x),... Jos muotoa
(21)) oleva kehitelm& on t&lloin olemassa, niin se on funktion f yleistetty Fourier-sarja ja
sen kertoimet ovat funktion f yleistettyji Fourier-kertoimia tarkasteltavan ortogonaalisen
joukon suhteen. Naméa kertoimet saadaan selville vastaavalla menetelmalld kuin tavalli-
set Fourier-kertoimet. Kerrotaan ensin yhtélo puolittain funktiolla g,,(x). Talloin
saadaan yhtalo

f(@)gm(z) = chgn(x>gm($)a

josta seuraa, edellyttiden ettéd sarja voidaan integroida termeittéin,

/abf(x)gm(a:)da: = ni;ocn /ab (%) g (@),

missé [a,b] on se véli, jossa funktiojoukko on ortogonaalinen. Ortogonaalisuuden nojalla
seuraa

b 00
[ 1@n(e)is =3 enlgngm) = enllgnl
a n=0
joten ,
1
= T [ 1@anta)ia

on Fourier-kertoimien lauseke yleisessé tapauksessa. Esimerkin [7.3|tapauksessa tdmé kaa-
va antaa lausekkeet tavallisille Fourier-kertoimille.
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8. Pienimmin nelion approksimointi
Tarkastellaan 3-ulotteista vektoriavaruutta, jonka virittavét ortonormaalit vektorit {e;, ea, e3}.
Kahden vektorin lineaarikombinaatio

k = ve1 + Yo

sijaitsee aina ejes-tasossa. Jotta k olisi paras mahdollinen kolmiulotteisen vektorin = ap-
proksimaatio, niin k:n on oltava Z:n projektio ejes-tasoon. Tastéd seuraa, etté

Y1 = (I7 el)
ja

Y2 = (f7 62)'
Vastaavasti kertoimet

Cp = <f7 en)

approksimoivat vektoria T parhaiten, kun vektori £ muodostetaan lineaarikombinaationa
mistd hyvénsd joukon {ej,eq,e3} osajoukosta. Fourier-kertoimille on olemassa vastaava
karakterisointi.

Olkoon f € Cy(a,b), ja olkoon

91(2), 92(2), -, gm ()

funktioita, jotka kuuluvat ortonormaaliin joukkoon {g,}nen. Olkoon

Kpn(7) = 101(2) +7292(2) + -+ + Y () (22)
funktioiden g1, ..., g,, lineaarikombinaatio. Pyritdan madraaméadn yhtalon (22) vakioker-
toimet 7y, ...,7v, siten, ettd K, approksimoi funktiota parhaalla mahdollisella tavalla

siind mielessé, ettéd virhe
b
E= [ 1f(e) = Knla)] do

on mahdollisimman pieni. Tdméa on funktion f pienimmén nelion approksimaatio. Huo-
maa, ettd virhe F on funktioiden f ja K, etdisyyden ||f — K,,|| nelio.

Lause 8.1. Olkoon {g1,...,gm} ortonormaalin joukon {g, }n,en osajoukko ja olkoon f €
Cp(a,b). Télloin funktion f(x) yleistetyn Fourier-sarjan osasumma

c1g1(z) + 292(x) + - -+ + Cmgm (), (23)

joukon { g, }nen suhteen, on paras funktion f(z) pienimmén nelién approksimaatio kaikista
mahdollisista joukon {gi, ..., gm} lineaarikombinaatioista.

Edellisessd lauseessa funktion f € C,(a,b) yleistetylld Fourier-sarjalla tarkoitetaan tés-
maéllisesti ottaen funktion f jaksollisen laajennuksen, jonka jaksona on b — a, yleistettya
Fourier-sarjaa. Sama pétee Seurauksessa ja Lauseessa alla. Koska on funktion
f(z) yleisen Fourier-sarjan osasumma ortonormaalin joukon {g, },en suhteen, niin kertoi-
met ¢y, Ca, ..., Cp ovat funktion f(z) m ensimmaéista yleistettya Fourier-kerrointa joukon

{gn}nen suhteen.
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Seuraus 8.2 (Besselin epiyhtils). Olkoon f € Cpy(a,b) ja olkoot ¢y, ..., ¢, funktion
[ yleistettyja Fourier-kertoimia ortonormaalin joukon { g, }nen suhteen. Télloin funktion
f(z) yleistetyn Fourier-sarjan osasumma

b
Gyt < / f()2de = || ] (24)

Termi ||f||* Besselin epiyhtélon (24) oikella puolella ei riipu vakiosta m, joten kun m
kasvaa, niin epayhtélon (24]) vasemman puolen summat muodostavat kasvavan jonon, joka
on ylhailta rajoitettu. Siten tdmé& jono suppenee kohti raja-arvoa, joka on korkeintaan
| f]|?. Tésté seuraa, ettd Fourier-kertoimien nelidisté muodostettu sarja suppenee, ja

> < [l (25)

joten ¢, — 0 kun n — o0 ja siis

lim ¢, = lim (f, g,) = 0. (26)
n—oo

n—oo

Esimerkissé [7.2] todettiin, ettd joukko

U

on ortonormaali valilla [—7, w]. Yhtélosta seuraa siten, etté

™

lim f(z)sin(nz)dx = 0.
n—oo [__

{% \/gcos(nx)}n

on ortonormaali valilld [0, 7], joten

Vastaavasti esimerkiksi joukko

eN

™

lim f(z) cos(nz)dz = 0.

n—oo 0

Tietyilla ehdoilla epayhtalossa pétee yhtasuuruus.

Lause 8.3 (Parsevalin kaava). Olkoon f € C,(—L,L). Téalloin funktion f tavallisille
Fourier-kertoimille pétee

—L

L 2 o0
7 [ e =+ S+,

jos f:n Fourier-sarja suppenee tasaisesti kohti funktiota f vililld [—L, L].
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9. Kompleksitermiset Fourier-sarjat

Olkoon f : [a,b] — C kompleksiarvoinen funktio, joka voidaan esittdd muodossa

f(t) = u(t) + iv(t), (27)

missi u ja v ovat reaaliarvoisia reaalimuuttujan funktiota valilld [a, b] ja ¢ on imagindéri-
yksikko. Funktion f derivaatta on

F1(t) = /() +iv'(2),

olettaen ettd u ja v ovat derivoituvia. Vastaavasti

LU@@:L%@ﬁHl%@@

jos u ja v ovat integroituvia valilli [a, b]. Olkoon

F(#) = u(t) — iv(?)

funktion f kompleksikonjugaatti. Talloin

[FO] = 1)

Vastaavasti voidaan osoittaa, ettd reaaliarvoisten funktioiden perusominaisuudet, kuten
esimerkiksi tulon derivoimisséanto, patevit myos muotoa oleville kompleksiarvoisille
funktioille. Liséksi, jos u(t) ja v(t) ovat jatkuvia vélilla ¢ € [a, b] ja jos

F(t) = U(t) +iV(t)

on sellainen funktio, ettd F'(t) = f(t) kaikille ¢ € [a, b], niin

b
/f@ﬁ:ﬂm—ﬂ@
Kompleksiarvoinen eksponenttifunktio on muotoa
e =e"(cosy + isiny), (28)

missd z = x + iy, x,y € R. Tamé saadaan ns. Eulerin kaavan

619

= cosf +isinb, 0 e R, (29)

avulla. Maaritelméan eksponenttifunktio toteuttaa tavalliset eksponenttifunktion las-
kukaavat. Lisdksi, jos © = x(t) ja y = y(t) ovat reaalifunktioita, niin

2= 2(t) = o(t) + iy(t),

ja

d d
Zert) — o2
i e dtz(t).

Kompleksisen eksponenttifunktion avulla Fourier-sarja voidaan esittdd kompaktimmassa
muodossa.
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Maéaritelméa 9.1. Olkoon L > 0 ja olkoon f sellainen funktio, ettd

1 [*
Cp = ﬁ/_Lf(x)eZ L dx

ovat olemassa kaikilla n € 7. T4allbin merkitaan
o) N
jnmz . jnTT
flz) ~ Z Cpe' L —]\}1_{{130 Z Cpe' L
n=—oo n=—N

ja tatd sarjaa kutsutaan funktion f kompleksitermiseksi Fourier-sarjaksi riippumatta siité
suppeneeko se kohti funktiota f vai ei. Vakioita c,, kutsutaan funktion f kompleksitermisiksi
Fourier-kertoimiksi.

Kayttden hyviksi kompleksisen eksponenttifunktion ominaisuuksia voidaan osoittaa to-
deksi myo6s ns. Lagrangen trigonometrinen yhtalo, vaikka tdméa yhtalo itse ei sisdlla
kompleksilukuja.

Lause 9.2 (Lagrangen trigonometrinen yht#ls). Olkoon m € N ja 6 € R. Télloin

sin((m +1/2)0)
sin(6/2)

2 i cos(nf) = —1+ (30)

kun 6 # 0, £27, +4m, . ..
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10. Dirichlet ydin

Fourier-sarja pisteittiistd suppenemista (vrt. Lause [4.6)) voidaan tietyissd tilanteissa tar-
kastella ns. Dirichlet ytimen avulla. Olkoon f(z) paloittain jatkuva jaksollinen funktio
jaksonaan 27. Télloin

~ 30 + ; a, cos(nx) + by, sin(nz)], (31)
missé 1 /7
= —/ f(s) cos(ns)ds, neN
T J 7
ja

- %/W f(s)sin(ns)ds, n € NU{0}.

Sijoittamalla kertoimien a, ja b, lausekkeet Fourier-sarjan (31)) osasummaan, saadaan

Olkoon

Funktio D,,(u) on Dirchlet ydin, ja se toteuttaa yhtalot

/Oﬂ Dy, (u)du = _0 Dy, (u)du = (32)

o] 3

ja

sin[(m + 1/2)u]
2sin(u/2)

joista jilkimmé&inen seuraa Lagrangen trigonometrisen yhtélon (30) nojalla. Dirichlet yti-

men avulla Fourier-sarjan (31]) osasummat saadaan esitettyd muodossa

D, (u) = u# 0, +2r, H47, ..., (33)

/ F(8)Dun(s — 2)ds. (34)

Lis#iksi pitee seuraava aputulos, jota tarvitaan Dirichlet konvergenssilauseen (Lause [4.6])
todistuksessa. Aputuloksen esitystéd varten kerrataan toispuoleisen derivaatan mésritelma.

Funktion f: R — R vasemmanpuoleinen derivaatta pisteessd zo € R on

fL(zo) = lim M)

T—x0— Tr — ,I'O
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Kuva 2: Esimerkin askelfunktion h(z) Fourier-sarjan osasumma S,,(x) tapauksessa
m = 20.

jos tdmé raja-arvo on darellisend olemassa. Funktion f oikeanpuoleinen derivaatta pis-
teessd xg € R on vastaavasti
0

! IR T f(x) B f(IO>
fle) = e

jos kyseinen raja-arvo on ddrellisend olemassa.

Lemma 10.1. Olkoon funktio F(u) paloittain jatkuva vililld (0, ) ja olkoon oikeanpuo-
leinen derivaatta F’ (0) olemassa. Télloin

™

lim [ F(u)Dy(u)du = gF(O+).

m—r0o0 0
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Esimerkki 10.2 (Gibbsin ilmi6). Tarkastellaan askelfunktion

h(z) = 1, kuinO<z<n7
1 0, kun —m<2<0

jaksollista 2m-jaksoista laajennusta H(x). On olemassa jono positiivisia reaalilukuja

{xm}meN

siten, etta
Tm — 0, kun m — oo,

ja funktion H(x) Fourier-sarjan osasummien arvot Sy,(x,,) néissé pisteissé ylittaviét askel-
funktion h(x) arvot noin yhdeksélld prosentilla, kun m on suuri. Osoittautuu, ettid timé
ns. Gibbsin ilmio esiintyy aina, kun tarkasteltavalla funktiolla on epéjatkuvuuskohta.
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11. Konvoluutiot ja hyvit ytimet

Edellisessé luvussa osoitettiin, ettd Fourier-sarjan /N:s osasumma voidaan kirjoittaa muo-

dossa e
Su(@) == [ F($5)D(s — 2)de,
™ —T
missd D, on Dirichlet ydin. Fourier-osasummien késittely johtaa siten luonnollisella ta-
valla niin sanottuihin konvoluutio-operaattoreihin. Ennen tidmén késitteen tasméllisté

médrittelyd otetaan kdyttoon joitakin merkintoja.

Merkinti. Olkoon f : [a,b] — C integroituva funktio, toisin sanoen

b
£l ::/ F(b)]dt < oo

Talloin merkitaan
f € L'a,b).

Jos f : [a,b] — C on rajoitettu, toisin sanoen on olemassa K > 0 siten ettd |f(z)| < K
kaikilla € [a, b], niin kiytetddn merkint&a

f € L™[a,b].

Maaritelma 11.1. Olkoot f,g : R — C jaksollisia 2m-jaksoisia funktioita siten, ettd
f’g € Ll[_ﬂ-v 7T].

Téalloin funktioiden f ja g konvoluutio f * g on
1 ™
(9@ =5 [ f@ole— )y

Konvoluutio on integraali, jonka voi ajatella ilmaisevan funktioiden f ja g paillekkaisyyden
méarad, kun g lilkkkuu funktion f yli. Siten se erdésséa mielessd “yhdistdd” funktiot f ja g.
Konvoluutiolla ei ole “ykkosalkiota” siind mielessé, etté ei ole olemassa funktiota g siten,
etta

fxg=1Ff

kaikilla f. On kuitenkin mahdollista 16ytédé jonoja g, siten, etta

[ *gn — f,

kun n — oo (vrt. alla oleva Lause [11.4). Seuraavassa lauseessa luetellaat keskeisimmiit
konvoluution perusominaisuudet.

Lause 11.2. Olkoot f,g,h: R — C jaksollisia 2m-jaksoisia funktioita siten, ettd
f7g7h S Ll[_7T77T]7

ja olkoon o € C. Téllbin
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(a) fx(g+h)=[f*xg+[fxh,

(b) (af)*g=a(f=g),

(c) fxg=gx*f,

(d) f*g on jatkuva, jos f tai g on jatkuva.

Tarkastellaan seuraavaksi yleisid integraaliytimid, joilla on tiettyja hyvid ominaisuuksia
konvergenssin kannalta.

Maaritelma 11.3. Perhe {K,,}°° | on hyvé perhe ytimid, jos

1 U
- K, (z)dx =1, kaikillan € N (35)
™ -7
1 s
2—/ Ko(@)ldz < C, C>0, kaikillan €N (36)
™ —T
1
|K(x)|de — 0, kunn — oo, kaikilla d >0 (37)

21 Js<|a|<n

Seuraava lause on erittdin hyddyllinen erilaisissa konvergenssitarkasteluissa. Hyvén yti-
men ominaisuuksissa - on abstraktoitu ne piirteet, jotka tekevét konvergenssista
helppoa.

Lause 11.4. Olkoon {K,}°, perhe hyvia ytimid ja f € L®[—m,]. Télloin
Tim (K, # )(x) = f(2)
jokaisessa pisteessé x, jossa f on jatkuva.

Kysymys. Toteuttavatko Dirichlet ytimet hyvien ytimien ehdot?

Yhtéalon nojalla

1 4 1 /7 «
or | 2Pwde=2{5+5) =1

joten ydin 2Dy toteuttaa ehdon kaikilla N € N. Enté& ehto , joka takaa ytimen

tasaisen integroituvuuden? Osoittautuu, etta

1 (7 1

— 2Dn(x)|dz > —log N — o0,

2 J_. T
kun N — oo. Siis Dirichlet ytimet {2Dy}nen eivit muodosta hyvad perhettd ytimié.
Téasté johtuen Fourier-sarjojen pisteittédisen suppenemisen taydellinen ymmaéartdminen on
vaikeaa. Itse asiassa on olemassa esimerkkejé jatkuvista funktioista, joiden Fourier-sarja

hajaantuu joissakin pisteissa.

Dirichlet konvergenssilause (Lause sanoo, ettd jos 2mw-jaksoiset funktiot f ja f’ ovat
paloittain jatkuvia, niin
Sp(z) = f(z), kun n — oo,

aina kun f on jatkuva pisteessi x. Mutta:
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Esimerkki 11.5 (du Bois-Reymond 1873). On olemassa jatkuva funktio f siten, ettd

limsup S,,(0) = 0.
n—oo

Toisaalta Carleson osoitti vuonna 1966, ettd jatkuvan funktion Fourier-sarja suppenee
melkein kaikkialla (Lebesguen mitan mielessé).

Kaikista néisté vaikeuksista huolimatta hyvia perheitéd ytimia voidaan hyddyntéa Fourier-
sarjojen teoriassa, kuten seuraavassa luvussa ilmenee.
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12. Fejér ydin
Esimerkin [11.5| valossa on luonnollista esittdd seuraava kysymys:

Jos jatkuvan funktion f : |a,b] — C Fourier-kertoimet on annettu, niin onko mahdollista
loytida f(t) kaikilla t € [a,b]?

Fejér antoi tdhén kysymykseen (kaikkien ylldtykseksi) positiivisen vastauksen vuonna
1899. Perusajatus Fejérin paéttelyn taustalla on seuraava. Jos Fourier-sarjan osasummat

So(x), S1(x), Sa2(), - ..
kdyttaytyvit huonosti (ts. jono hajaantuu), niin tarkastellaan keskiarvoa

Sola), LT, !

joka voi kéyttaytyd paremmin konvergenssin mielessd. Tamé ilmio oli ollut tunnettu jo
Eulerin ajoista ldhtien, mutta ensimméinen henkil joka tutki asiaa systemaattisesti oli
Cesaro 1800-luvun loppupuolella.

Lemma 12.1 (Cesaro). Olkoon s, € C kaikillan € N.

(a) Jos s, — s, kun n — oo, niin

1 n
n = Sp — S
? n+1§

(b) On olemassa jonoja {s,}° siten, ettd s, ei suppene kohti raja-arvoa, kun n — oo,

mutta .
1
o = nH;sn

suppenee.

Huomautus. Yleisesti, kun tarkastellaan sarjan

suppenemista, niin voidaan tutkia osasummien

n
Sn — E Qg
k=0

suppenemista. Merkitdan




jolloin sanotaan, ettd sarja Cesaro suppenee, jos raja-arvo

lim 0, =a € C
n—oo

on olemassa. Cesaron lemman (Lemma [12.1)) nojalla pétee, etta

o oo
E a suppenee —> g ar Cesaro suppenee,
k=0 k=0

mutta implikaatio ei pade kiddnteiseen suuntaan (<=). Siis Cesaro suppeneminen on hei-
kompi ehto, kuin ns. tavallinen suppeneminen.

Esimerkki 12.2. Olkoon a, = (—1)"™! kaikille n € N. Télléin {a, },en on jono
1L,-1.1,—1,...,
joten osasummat
w=Ya,
j=1
muodostavat jonon {s, },en, joka on
1,0,1,0,. ..

Tamaé ei selvastikdédn suppene. Toisaalta

muodostaa jonon

joten

lim o, = —.
n—soo 2

Jonon {a, }nen Cesaro summa on 1/2.

Olkoon toisaalta a, = 1 kaikille n € N. T&ll6in {a, }nen on jono
1,1,1,1,...
ja osasummat

n
Sp = 5 Ay,
J=1

muodostavat jonon {s, }nen, joka on

1,2,3,4,...
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Selvésti tdma jono hajaantuu kohti dédretonta. Jono {0, nen, missé

s1+ o+ s,
Op = )
n

on muotoa
1 36 10 15 21 28

I7§7§a17€7€777"'7
joka hajaantuu myos kohti ddretontéd. Jono {a, }nen €l suppene tavallisessa eikd Cesaron
mielessa.

Esimerkki 12.3. Olkoon x # n2r kaikille n € Z. Talléin

+ Z cos(jx) =0

=1

N —

Cesaron mielessé. Toisin sanoen Dirichlet ydin D,,(z) — 0 Cesaron mielessé, kun m — oo.

Edellisessé esimerkissé ollaan ldhelld Fejérin perusajatusta Fourier-sarjojen suppenemi-
sesta. Olkoon

N
Sn(x) = Z c;e?,
j=—N
funktion f(x) kompleksitermisen Fourier-sarjan N:s osasumma, missi
¢ = L f(z)e *dz, jEeN,
2m ) .

ovat funktion f kompleksitermiset Fourier-kertoimet. (Tdssd L = m, eli f(z) oletetaan
jaksolliseksi funktioksi, jonka jaksona on 27.) Maéritellddn Fejér-ydin

N
1
Fy(z)=——3S D
missd Dy (x) on Dirichlet-ydin. Kirjoitetaan
1 N
= — S
owle) = 3 S

ja pyritddn esittaméadn funktio oy (x) Fejér-ytimen avulla. Osoittautuu, ettd funktion f
Fourier-sarjan osasummien Sy (z) Cesaro-summa oy (z) voidaan ilmaista funktion f ja
Fejér-ytimen konvoluution avulla muodossa

on(z) =2(f * Fy)(z). (39)
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Dirichlet-ydin eri n:n arvoilla

Kuva 3: Dirichlet ydin 2Dy ().

Liséksi Fejér ytimen avulla saadaan muodostettua perhe hyvia ytimié, joten se on ainakin
suppenemistarkasteluiden kannalta parempi tyokalu kuin Dirichlet-ydin.

Lause 12.4. Joukko {2Fy}yen on perhe hyvid ytimia. Toisin sanoen
(i) 5= |7 2Fn(x)dz =1 kaikilla N € N.
(ii) On olemassa C > 0 siten, etté 5= [ |2Fy(z)|dx < C kaikilla N € N.
(iii) Kaikille § > 0 pétee 5=

féglx\gw 12FN(z)|dx — 0, kun N — oo.

Lisdksi pétevit seuraavat Fejér-ytimen perusominaisuudet.
Lemma 12.5. Olkoon N € N. Téll6in
(i) Fy(z) > 0 kaikilla x € [—7, 7.
(ii) Kaikille § > 0 pétee Fy(x) — 0, kun N — oo tasaisesti vélin [—0, §] ulkopuolella.
(iii)
2FN(x)

_ 1 (sin[(N + 1)33/2])2
N+1 sin(z/2) ’
kun z € [—-m, 7]\ {0}.

(jV) FN(O) = N'f‘ 1.

37



Fejér-ydin eri nin arvoilla

20

Kuva 4: Fejér ydin 2Fy(z).

Perusajatus Fejérin tarkastelun taustalla on seuraava. Olkoon § > 0 pieni ja N € N suuri.
Talloin, jos f on jatkuva 27-jaksollinen funktio, niin

1 [ 1[0
o)== [ fao=9Fuis~ = [ fa= (s

koska Lemman nojalla vilin [0, §] ulkopuolisen osan vaikutus integraaliin on hyvin
pieni. Toisaalta, koska 6 on pieni ja f on jatkuva, niin se on ldhes vakiofunktio valilla

[ — 9,2+ 0]

Siis
[z —s) = f(x)
kaikilla s € [—9, d], joten

1 /9
on(z) =~ - /—5 f(z)Fy(s)ds

) (% / i 2FN(s)ds>
~ f(2) (% /_ 7;2FN(s)ds)

= f(x).

Edelld kahdessa viimeisesséd askeleessa on kéytetty hyvén ytimen 2Fy ominaisuuksia ()
ja (iii) Lauseessa [12.4]

38



Y1l olevan tarkastelun perusteella funktion f Fourier-sarjan osasummien Sy(z) Cesaro-
summa oy (z) on lahelld tarkasteltavaa funktiota f(z), kun N on suuri. Tadsméllisesti
ottaen on voimassa seuraava lause.

Lause 12.6 (Fejér). Olkoon f € L*®[—m, 7] jatkuva funktio pisteessid x € [—m, m|. Télloin
on(z) = f(x),

kun N — oo.

Huomautus. Jos f € L®[—m, 7] on jatkuva koko vélilld [—m, 7], niin Lauseen sup-
peneminen on tasaista.

Fejérin lauseesta seuraa, ettd jatkuvan funktion Fourier-kertoimet maéadradvat funktion
yksikésitteisesti.

Lause 12.7. Jos f, g : [—m,m| — C ovat jatkuvia ja funktioiden f ja g kompleksitermisille
Fourier-kertoimille ¢, (f) ja c,(g) pétee

kaikille n € N, niin tdlloin f = g.

Fejérin lauseesta seuraa myos, ettd trigonometriset polynomit
n
Q<t> = Z ajezjt> Qaj € C,
j=—n

ovat tiheédssd jatkuvien funktioiden joukossa metriikan

p(fi9) = sap {|f(x) —g(z)[}

z€[—m,m]

suhteen.

Lause 12.8. Jos f : [—m,n] — C on jatkuva ja € > 0, niin on olemassa trigonometrinen
polynomi P siten, etté

p(f, P)= sup {|f(z)—P(z)[} <e.

T€[—m,m]
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Osa 11

Fourier-sarjojen sovelluksia

13. Jatkuvat, ei missddn derivoituvat funktiot

Riemann ehdotti vuonna 1861, ettd funktio

=L sin(n’mz)
R(‘r):ZTa LS [_]—71]7
n=1
ei ole missdén pisteessi derivoituva, mutta ei antanut télle asialle todistusta. Weierstrass
antoi ensimméisen pitdvin esimerkin jatkuvasta, ei missdédn derivoituvasta funktiosta.
Han osoitti, ettd funktiolla

oo
W(zx) = Z b" sin(a"mx)
n=1
ei ole derivaattaa missddn pisteessé tietyilla vakioiden a ja b arvoilla siten, ettd
0<b<1<a, ab > 1.

Tasséa luvussa osoitetaan todeksi eréds versio Weierstrassin tuloksesta.

Riemannin funktioon R(x) liittyen Hardy osoitti vuonna 1916, ettd R ei ole derivoituva
irrationaalipisteissé. Lopullisen ratkaisun asialle antoi Joseph Gerver vuonna 1969. Hén
osoitti, ettd R(x) on derivoituva pisteissa

T ==,
q

missd p ja g ovat parittomia kokonaislukuja, mutta ei missdan muualla.
Osoitetaan seuraava tulos.

Lause 13.1. Jos 0 < « < 1, niin funktio

o0

fla) = falx) =) 272"z e[-m7] (40)

n=0

on jatkuva ja 2m-jaksollinen, mutta ei derivoituva missdén pisteessia x € |—m, 7.
Havaitaan, ettd funktiolla f, on seuraavat ominaisuudet.

(1) Funktio f, on jatkuva: Olkoon

N
gN(x) _ Z 2—naei2nx‘
n=0
Talloin limy 00 gv = fa, funktio gy on jatkuva kaikilla N € N ja funktion f,
madrittelevi sarja suppenee itseisesti ja tasaisesti. Téstéd seuraa, etté
— 1
fo= lim gy

on jatkuva.
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(2) Monet funktion f, Fourier-kertoimista ovat nollia:

Con — (2”)70[, nec N,
cp =0, kun k # 2™ kaikilla m € N.

Téllaista Fourier-sarjaa sanotaan lakunaariseksi.

Muokataan Fejér-ytimia lakunaaristen Fourier-sarjojen késittelyd varten. Seuraavassa tar-
kastellaan jaksollista funktiota ¢, jonka jaksona on 2m. Téllin voidaan osoittaa, etté
funktion g Fejér ytimen avulla saadaan

O'N($) = (2FN * g>($) = Z (1 — NL—l—ll) Ckeikw (41)

k=—N

ja Dirichlet-ytimell&
N

Sy(z) = (2Dy * g)(x) = Z cpet*®

k=—N

missé ¢ on funktion g kompleksinen Fourier-kerroin. Vastaavasti pelkille ytimille 2Fy(x)
ja 2Dy (z) saadaan yhtalot

= |k
v = 3 (1- )
k=—N
ja
N
2DN = Z ei’”.
k=—N

Tavoitteena on muodostaa jonkinlainen néiden ytimien véalimuoto, joka sailyttda hyvia
ominaisuuksia molemmista lahtoytimista.

Maéritelmé 13.2. Kun g € L'[—n, 7], asetetaan
AN(Z') = 20’2]\771(1') — 0N71<.Z‘) = ((4F2N71 — 2FN71) * g)(a:), (42)

missd x € [—m, 7).

Ytimen 4F5y_y — 2Fy_; Fourier-kertoimet ¢y ovat

Clk| = 1, kun 0 < |k“ <N

k
c|k|:2—%, kun N+ 1< |k] <2N -1

cp =0, kun |k| > 2N.
Siis funktiota Ay (z) vastaava ydin 4Fyy 1 — 2Fy_1 toimii kuin Dirichlet-ydin Fourier-
vélilla k € [— N, N] ja sen Fourier-kertoimet laskeutuvat lineaarisesti nollaan (kuten Fejér-

ytimen tapauksessa) kun k € [-2N, —N]| tai k € [N, 2N]. Tallsin
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(a) Funktio Ay(z) perii funktion oy (x) hyvét summausominaisuudet.
(b) Jos g on lakunaarinen ja N = 2", niin

Osoitetaan todeksi yhtalo (43| . Yhdistamalla yhtéalot (41 . ) ja (42)) saadaan,

An(z) = 209n-1(z) — on_1(x)

. k .
ckezkx o Z <1 . %) Ckezkw

k=—N+1

)
- 2 e 3 [0 F)ee
SR CROLEE W

N<|k|<2N-1 —N+1
_ Z <2 . | |) Ckeikx + Z Ckeik:p
N+1<[k|<2N—1 k=—N
Koska oletuksen nojalla funktio g on lakunaarinen, ja N = 2", niin
ey = con #£ 0,

mutta
CN41 = = CoN-—1 = 0,

koska lukuja N +1,...,2N — 1 ei voi esittdd muodossa 2", m € N. Siten

P, ()

N+1<|k|<2N—1

yhtaloketjussa , joten

N
x) = Z cre™ = Sy ().
k=—N

Lisdksi Lauseen funktiolle f,(z) pétee
Aoy (x) — Ay(z) = 27 (mHDee2 e, (45)

missd N = 2" ja x € [—m, 7]. Lause seuraa alla olevan tuloksen avulla.

Lemma 13.3. Olkoon g : [—m, 7] — C jatkuva. Jos g on derivoituva pisteessi xo €
[—7, ], niin talloin

o (z0) = O(log N),

kun N — oo.
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Merkinté: Lukujonojen {a,}nen ja {by}nen sanotaan toteuttavan
a, = O(by), n — oo,
jos ja vain jos on olemassa vakio K > 0 siten, etté
la,| < Cb,

kaikilla n € N.

Jos halutaan kompleksiarvoisen funktion f, sijasta muodostaa reaaliarvoinen, jatkuva,
mutta ei missddn derivoituva funktio, niin voidaan valita esimerkiksi

(e 9]

ga(x) = Z 27" cos(2"x).

n=0
Talloin saadaan, vastaavasti kuten yhtélon tapauksessakin,
Aoy (z) — Ay (z) = 27D cos(27H 1),

missd N = 2". Mutta nyt
| cos(2"x)| # vakio,

joten tilanne on téltd osin oleellisesti erilainen kuin yhtélon tapauksessa, jossa vas-
taavalle funktiolle ¢2""'# on voimassa

2" e = 1.

Tastd syysta Lemmaall3.3|ei voida suoraan soveltaa funktion g, tapauksessa. Téata varten
tarvitaan Lemman tarkennus, joka sanoo etta

A'y(xo + h) = O(log N)

kun |h] < 1/N ja g on jatkuva ja derivoituva pisteessid xy. Valitsemalla nyt sopiva h
saadaan
Ay (o) — Aly(wo)| = 207D = (2N) 17,

joka osoittaa, etta g, ei ole derivoituva missdéan pisteessi.
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14. Weylin teoreema ja irrationaaliluvut
Tarkastellaan seuraavaksi Fourier-analyysin sovellusta lukuteoriaan.

Jos z,y € R ja v — y € Z, niin merkitdan
r=y (mod?Z)

ja sanotaan, ettd x ja y ovat kongruentteja modulo Z. Kun x € R, niin on olemassa
yksikésitteinen luku < z >€ [0, 1), jolle

r=<xz> (modZ).

Lukua < x > kutsutaan z:n desimaaliosaksi.

Ongelma: Jos 7 € R, niin mitd voidaan sanoa jonosta
<> <2y >, <3y >, <4y >, ... (€10,1)).

1. Jos v = p/q € Q, niin jono on jaksollinen.

2. Jos 7 € Q, niin jonon alkiot ovat erillisid ja irrationaalisia.

Tapauksessa, jossa 7 ¢ Q, asiasta voidaan sanoa viela paljon enemmén. Téta varten
tarvitaan seuraava madritelma.

Maaritelma 14.1. Jono lukuja

(alaa%&?n .- ')a

missd o € [0,1), j € N, on tasan jakautunut, jos jokaisella vélillé

(a,b) € [0,1)
pétee
<n< :
th #{1<n< ]\]fv ap € (a,b)} b
—00

Huomautus: Merkintd # A tarkoittaa “joukon A alkioiden lukumé&arda.”

Huomautus: “Tasan jakautunut” = “tihed joukossa [0, 1)”, mutta

“tihed joukossa [0,1)” % “Tasan jakautunut”
Seuraava lause antaa vastauksen ylld olevaan ongelmaan.

Lause 14.2. Jos 7 on irrationaalinen, niin jono
(<y>,<2y>,<3y>,...)

on tasan jakautunut vilille [0, 1).

44



Ennen viitteen todistamista muotoillaan se analyyttisin termein.

Merkitéén: Jos (a,b) C [0,1), niin olkoon x(q)(t) vélin (a,b) karakteristisen funktion
jaksollinen 1-jaksoinen jatko. Toisin sanoen

X(ap)(t) =1
jos ja vain jos
t € (a,b) modZ
ja
X(ap)(t) =0
jos ja vain jos

t ¢ (a,b) mod Z.

Edellisilla merkinnoilla

N
#{1 <n<N:< ny >¢c (CL, b)} = ZX(a,b)(n/y)a

n=1

joten Lause voidaan kirjoittaa muodossa

N 1

1

Nwa(m) — /0 X(aw) (1),
n=1

kun N — oo, kaikilla v € R\ Q.

Tamén raja-arvon, ja siten Lauseen [14.2] oikeaksi todistamiseksi tarvitaan seuraava apu-
tulos.

Lemma 14.3. Olkoon v € R\ Q ja f : R — C jatkuva jaksollinen funktio, jaksonaan 1.
Télloin

¥ ) — [ (16)

kun N — oo.
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Perusajatus Lauseen todistuksessa on todistaa véite ensin trigonometrisille polyno-
meille ja sen jilkeen kiyttda yleisid approksimaatioargumentteja. Siten, jos tarkasteltava
jono
(<y><2y>,<3y>,...)
korvataan yleiselld lukujonolla
(11,12, M35 - - )

ja Lemma [14.3] saadaan todistettua télle yleiselle jonolle, niin talla paédttelylla seuraa
puolet seuraavan Weylin tasa-arvolauseen todistuksesta.

Lause 14.4 (Weylin kriteeri). Jono (n1,12,7s, ...), missd n; € [0, 1) kaikilla j € N, on
tasan jakautunut vélille [0, 1), jos ja vain jos

kaikilla k € Z \ {0}.
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15. Harmoninen varihtelija

Jouseen ripustetun massan m liikettd kuvaa vaimennetun véardhtelyliikkeen differentiaali-
yhtils
my" +cy’ + ky =0, (47)

missé ¢ on vaimennuskerroin ja k jousivakio. Tapauksessa ¢ > 0 yht&lon jokainen ratkaisu
y(t) lahestyy arvoa 0, kun ¢ — oco. Jos massaan m vaikuttaa liséksi y-akselin suuntainen
ajasta riippuva ulkoinen voima r(t), véirdhtelyd kuvaava differentiaaliyhtdlo on

my" + ¢y’ + ky = r(t). (48)
Tarkastellaan erikoistapausta, jossa r(t) on jaksollinen siten, etta
r(t) = Fpcos(wt), (49)
missd Fj > 0 ja w > 0 ovat vakioita. Télloin yhtalolla on muotoa
Yp(t) = acos(wt) + bsin(wt) (50)

oleva yksityisratkaisu, missid vakiot a ja b voidaan etsid madrddméattomien kertoimien
menetelmalld. Toisen kertaluvun lineaaristen differentiaaliyhtdloiden teorian mukaan jo-
kainen yht&lon ratkaisu saadaan lisdamalld ratkaisuun jokin homogeenisen yh-
talon ratkaisu yy(t). Koska

t—00

niin ndhdéén, ettd jokainen yhtdlon (48) ratkaisu ldhestyy asymptoottisesti yksityisrat-
kaisua , kun ¢ — oo. Jos ulkoinen voima () on jaksollinen, mutta ei sinimuotoinen,
yhtalon yksityisratkaisu voidaan 16ytaa kehittaméalla r(t) Fourier-sarjaksi.

Esimerkki 15.1. Olkoon r(t) funktio, jolla on jaksona 27 ja jolle

<
T‘(t):{ t+m/2, kun —7m <t<0 (1075 N)

—t+7/2 kun 0 <t <.

Etsitédan yhtalolle yksityisratkaisu, kun m =1 (g), ¢ = 0,02 (g/s) ja k = 25 (g/s?).
Funktion r(t) kosiniterminen Fourier-sarja on

r(t) = % (cost + % cos(3t) + % cos(5t) + - - ) (51)

Tarkastellaan epdhomogeenista yhtéloé
4
y" 40,02y + 25y = —; cos(nt), (52)
™m

missé oikealla puolella on Fourier-sarjan (51)) n:s termi (n = 1,3, 5, ...). Oikea puoli on siis

muotoa , missd w = n. Yhtalolla on néin ollen muotoa oleva yksityisratkaisu

Yn = A, cos(nt) + B, sin(nt).
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Vakiot A,, ja B, voidaan méaéréata sijoittamalla yhtdloon , jolloin saadaan

4(25 — n2)
A, =——"
2D
ja
0,08
Bn = ’—7
mnD
mMIissé

D = (25 — n*)* + (0,02n)>.
Laskemalla puolittain yhteen yhtélot
4
yn + 0,02y, + 25y, = — cos(nt)
™m
eri n:n arvoilla ndhdéan, ettd summa
Sp=y1+tys+-+ Y
toteuttaa differentiaaliyhtédlon
S"+0,025! + 255, = r,(t)

missé r,(t) on Fourier-sarjan osasumma

n

rn(t) = Z 7r(2+—|—1)2 cos|(2k + 1)t].

k=0

Tarkempi analyysi osoittaa, ettéd raja-arvo

y = lim S,

n—oo
on olemassa ja antaa etsityn yksityisratkaisun yhtélolle (48)). Siis
Y=Y +ystys+---,

missé
Yn = A, cos(nt) + By, sin(nt).

Tutkitaan ratkaisun luonnetta: lasketaan varahtelyjen vy, amplitudit

4
_ /A2 2 _
Cn= VAL + By = an2v/D’

missé

D = (25 — n?)* + (0,02n),
arvoillan =1,3,5,7,9:

C, = 0,0530
Cy = 0,0088
Cs = 0,5100
Cy = 0,0011
Cy = 0,0003.

Huomataan, ettd amplitudi on suurimmillaan ldhinné systeemin luonnollista vérédhtelytaajuutta
siten, ettd y ~ ys. Kysymyksesséd on siten lihes harmoninen vérdhtely, jonka taajuus on
viisi kertaa ulkoisen voiman taajuus.
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16. Reuna-arvotehtavit

Monet fysiikan ongelmat johtavat osittaisdifferentiaaliyhtéléihin. Naihin ongelmiin usein
liittyvét reunaehdot johtavat puolestaan vastaaviin osittaisdifferentiaaliyhtdaléiden reuna-
arvotehtaviin. Tarkastellaan seuraavaksi esimerkinomaisesti reuna-arvotehtévien ratkaise-
mista Fourier-sarjateorian avulla. Menetelmé antaa mahdollisuuden konstruoida ratkaisu
eksplisiittisesti.

Lampoyhtalo

Lammonjohtumista homogeenisessé, ulospéain eristetyssa (ts. lampoé ei pidse virtaamaan
pois) tangossa kuvaa reuna-arvo-ongelma

ou 0%u

— =a—, O<z<m, t>0

uw(0,t) =u(m,t) =0, t>0

u(x,0) = up(z), 0<z<m wueLY0,m),

missid u(z,t) on lampdtila ja m on tangon pituus (7 voidaan korvata mielivaltaisella pi-
tuudella ¢). Yhtalo (53)) on ns. ldmpdyhtalo. Sijoitetaan yrite

u(z,t) = X(x)T(t)
yhtaloon , jolloin saadaan

Ou(w,t) 0T (t)
o @
ja
O?u(x,t) 0*X ()
ox? ) or? '
joten
or(t) 0?X ()
X(x) T aT'(t) 92 (54)
Tasté seuraa, ettd
o PX(x) 1 OT(t) (55)
X(z) ox2  T(t) Ot
eli
l . iT ey —]{]205
T4 (56)
i — X =k«
X dx? ’

misséd k on vakio, koska yhtédlon vasen ja oikea puoli ovat toisistaan riippumattomia.
Yhtéaloiden ratkaisut reunaehdoilla

w(0,t) =0 ja wu(mt)=0

ovat
2
Tk(t) = Cke_k ot
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ja
Xi(z) = Dy sin(kx),

missd k € N ja Cy, Dy ovat vakioita. Siis osaongelmalla

ou 0*u
a = Oé@, U/(O,t) =0= u(7r, t)

on (erdat) ratkaisut
up(z,t) = Xp(2)Tp(t) = Age " sin(kz),
missd k € N ja A, € R. Namaé ratkaisut eivit kuitenkaan vélttaméattd toteuta ehtoa
ug(z,0) = up(z).

Haetaan ratkaisua u sarjamuodossa
[e.e] o
u(z,t) = Z up(x,t) = Z Ape F o sin(ka)
k=1 k=1

olettaen, ettéd tdmé sarja suppenee joukossa
E={(z,t):0<z<m 0<t<oo}

ja ettd sarjasta kerran ¢:n suhteen ja kaksi kertaa x:n suhteen termeittdin osittaisderi-
voimalla saatu sarja suppenee tasaisesti jokaisessa kompaktissa joukossa K C E. Talloin
havaitaan, ettd u toteuttaa yhtalon

o _
ot _O‘a:ﬁ’

koska sarjan u(z,t) jokainen termi wg(z,t) toteuttaa tdmén yhtélon. Lisdksi ndhdéén
sijoittamalla x = 0 ja x = 7, etta

u(0,t) = u(m,t) =0
kaikilla ¢ > 0. Edelleen funktio u« toteuttaa reunachdon
u(z,0) = up(x),
jos

Z Ay sin(kz) = up(x).

Ottamalla funktiosta ug pariton jaksollinen laajennus valilla [—m, 7] ja muodostamalla
tdmén laajennuksen Fourier-sarja, havaitaan, etta

A= 2 / "ot sin(kt)dt.

™
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Siten saadaan (formaali) ratkaisu

(e, t) = iz ( / sm(kt)dt) ot gin (k).
Sis
ZAke Kot gin(kx),

misséa

A =— /7T wo(t) sin(kt)dt

™

on reuna-arvo-ongelman jatkuva ratkaisu, jos sarja (esim.) suppenee tasaisesti joukossa E.

Esimerkki 16.1. Etsi reuna-arvotehtdvéan (53)) ratkaisu, kun

up(z) = x(m — x).

Aaltoyhtilo

Johdannossa tarkasteltiin esimerkkiéd ohuesta ja venymittomaésta vardhtelevista kielesté,
joka on molemmista péistddn tukevasti kiinnitetty. Sovelletaan seuraavaksi Fourier-sarjojen
teoriaa tamén esimerkin késittelyyn. Olkoon u = u(z,t) kielen poikkeama tasapainotilas-
ta (u = 0) ajan hetkelld ¢ pisteessd x € [0, 7]. Talloin

Pu 1 0%

@ZE@’ O<x<m, t>0

u(0,t) = u(m,t) =0, t>0 (57)
u(z,0) = ug(x), 0<z<m,

9u(x,0) = uy (), 0<zxz<m,

missi alkuarvot uy ja u; toteuttavat wg,uy; € L'(0,7), ja kielen pituus on 7. Edelld
mainittu osittaisdifferentiaaliyhtilo on ns. aaltoyhtdlo 1-ulotteisessa tapauksessa. Haetaan
téalle ratkaisua muodossa

u(z,t) = X(x)T(t). (58)
Koska o 2T
U
= X(p) ==
BIE () 5
ja
0%u 0?°X
T
0z?2 (*) ox?’
niin sijoittamalla yrite aaltoyhtaloon
Pu 1 0%
2 _ -~ 59
0x?2 2 Ot? (59)
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saadaan

Tasta seuraa edelleen

1 &X(@) 1 1 &T) )
X(z) da®2 2 T() 42 7

koska muuttujat x ja t ovat toisistaan riippumattomia. Téten saadaan yhtalot
X"+2X =0

ja
T" + AN\T = 0.

Reunaehdoista
u(0,t) = u(m,t) =0

seuraa, etta

Jos A < 0, niin reuna-arvotehtavéalla

X"+ AX =0
{ X(0)=X(m)=0

(60)

(61)

on vain triviaali ratkaisu X = 0. Mielenkiintoisempi tapaus on A > 0, jossa ei-triviaaleja
ratkaisuja on olemassa. Merkitidn tillsin w = vk ja siten reuna-arvotehtévi saa

muodon
X"+ kKX =0
X(0) = X (r) = 0.
Yhtalslla on ei-triviaaleja ratkaisuja, jos ja vain jos
k=1,2,3,...
Némaé ratkaisut ovat muotoa

X (x) = Asin(kz), k e N.

Toisaalta yhtalon
T"+ XTI =0

ratkaisut, kun A = k2, ovat
T(t) = Bcos(kct) + C'sin(kct).

Siten aaltoyhtalolla on ratkaisut

ug(x,t) = Xp(2)T(t) = Apsin(kz) [By, cos(ket) + Cy sin(ket)], k€N,

jotka toteuttavat reunaehdot

uk(O,t) = Uk(ﬂ',t) = 0.
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Ratkaisun u tulee viela toteuttaa alkuehdot

u(z,0) = ug(x) ja %(z,O) = uy (), z € [0, 7).

Kyseiset ehdot eivit valttamatta toteudu edelld mainituilla ratkaisuilla u,. Haetaan rat-
kaisua sarjayritteelld

u(z,t) = ZXk(a:)Tk(t) = Z A sin(kz) [By cos(kct) + Cy sin(ket)] .

k=1

Olettaen, ettd tdastd sarjasta kaksi kertaa derivoimalla muuttujien x ja t suhteen saatu
sarja suppenee tasaisesti, havaitaan, ettd u(z, t) toteuttaa yhtalon ja reunaehdot
kaikilla ¢ > 0. Ehto

u(z,0) = ug(x)

toteutuu, jos

Z AkBk Sll’l(kil?) = Uo(l'),
k=1

miké on voimassa esimerkiksi jos Ay =1 ja

Bi— 2 / o (£) sin () dt.
™ Jo
Ehto 5
u
0 2,0) = wr(x)

toteutuu, jos (Ax = 1)
Z kcsin(kx) [— By sin 0 + Cy cos 0] = uq(z),
k=1

mik& on voimassa, jos
Z kcCy sin(kzx) = uy (),
k=1
eli, jos
2 s
Ck = % . Ul (t) sm(kt)dt

Siis on 16ydetty jatkuva ratkaisu

u(z,t) = ;f:sin(lm) K /O " o®) sin(k:t)dt) cos(ket) + (é /O " (t) sin(k;t)dt) sin(kct)] ,

mikéli ug ja u; ovat sellaisia, ettd kyseessd olevasta sarjasta kaksi kertaa termeittédin
osittaisderivoimalla saatu suppenee tasaisesti joukossa

{(z,t):0< 2z <m, 0<t<o0}
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Osa II1

Fourier-muunnokset

17. Fourier-integraali

Jos Fourier-sarja suppenee, niin sen esittdma funktio on aina jaksollinen. Fourier-analyysi&
voidaan kuitenkin soveltaa myos sellaisiin koko reaaliakselilla méériteltyihin funktioihin,
jotka eivat ole jaksollisia.

Esimerkki 17.1. Tarkastellaan kanttiaaltofunktiota, jolla on jaksona 2L > 2, ja jolle
pétee
0, kun —L<zx<-—1
fo(z)=< 1, kun —1 <z <1
0, kunl1l <z < L.

Antamalla L. — 0o, saadaan funktio, joka ei endé ole jaksollinen:

1, kun —1<x<1
0, muulloin.

)= Jim o) = {

L—oo
Esimerkki 17.2. Olkoon f;(z) funktio, jolla on jaksona 2L, ja jolle pétee
fo@)=e 1 kun —L <z < L.
Antamalla L. — oo saadaan jélleen funktio, joka ei ole jaksollinen:

fla) = lim fr(z)=e V.

L—oo

Yleisemmin jokainen funktio voidaan esittdd muodossa

f(x) = lim fi(x),

L—oo

missé funktio fr(z) on jaksollinen jaksonaan 2L ja

fu(z) = f(x),

kun —L < z < L. Jos funktio f(z) on riittdvan sddnnollinen, niin fr(z) voidaan esittdd
Fourier-sarjana kaikilla L > 0 muodossa

fr(x) = % + ni; (an coS (?) + by, sin (?)) .

Sijoittamalla tdhdn Fourier-kertoimien lausekkeet saadaan

=5 [ fultyar + - i (cs("T) [ fultyoos ("7 ) a

+ sin (?) /_LL fo(t) sin (n%t) dt).

o4
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Olkoon F' reaaliarvoinen funktio F': [0,00) — R siten, ettd

/0 " Fw)duw

on adrellisend olemassa. Télloin Riemannin integraali voidaan esittda raja-arvona

[ee]

/ F(w)dw = lim F(wn)Aw (64)
0 Aw—)() —

missd Aw = wy41 — Wy, ja wy1 > w, kaikilla n € N. Pyritdan kayttdméain yhtaloa (64])
Fourier-sarjan tarkastelussa. Téata varten merkitaan

nm
Wy = —,
L
jolloin
s
Aw—wnﬂ—wn—z
ja siis
1 Aw
L
Téaten

L S
fr(x) = %/_Lﬁ(t} Z (cos Wy, T Aw/ fr(t) cos (wpt) dt

+ sin (wnz) Aw /_ LL Fu() sin (wnt) dt) |

/_ LL Fu(t)dt

pysyy rajoitettuna, kun L — oo, niin

1 L
_L /L fL(t)dt — 0,

kun L — oo. Yhtélon summatermissi Aw = 7/L — 0 ja fr(t) — f(t), kun L — oo,

joten wvatkuttaisi siltd, ettéa

fule) = 2 [ (costun) [~ s cos wya

(65)

Jos integraali

+ sin (wz) / Z F£(t) sin (wt) dt) dw.

Tata kautta padadytddan seuraavaan madritelmasn.
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Maaritelma 17.3. Olkoon f : R — R sellainen funktio, ettéd integraalit
A(w) = %/OO f(t) cos(wt)dt
Ja R
Bw) - % / () sin(wh)dt
ovat olemassa ja ddrellisia. Télloin integra_a?a
F(z) = /OO [A(w) cos(wz) + B(w) sin(wz)] dw
0

kutsutaan funktion f Fourier-integraaliksi.

Ennen Maégritelmaa tehty péattely ei osoita sité, ettd Fourier-integraalille péatee

F(x) = f(z)
vaikka f olisikin hyvin kdyttaytyva funktio (esim. jatkuva). Rajankédynti L — oo yhtélossa
(65]) on vaikea tehtéva. Ei ole lainkaan selvéa, ettd yhtalon oikean puolen jalkimméinen

termi ldhestyy Fourier-integraalia F (), kun Aw — 0. Tarkempi analyysi antaa seuraavan
riittdvan ehdon.

Lause 17.4. Olkoon f : R — R paloittain jatkuva funktio siten, ettd myds derivaatta-
funktio f' on paloittain jatkuva. Talloin

= flxy) + flxo)

Fz) = 221
kaikilla x € R. Erityisesti, jos f on jatkuva pisteessd x € R, niin
F(z) = ().

Lause ([17.4]) on Dirichlet:n lauseen (Lause vastine Fourier-integraaleille.

Esimerkki 17.5. Olkoon
[ 1, kun|z| <1
flz) = { 0, kun |z| > 1. (66)

Etsitédédn funktion f Fourier-integraaliesitys.

Esimerkissa askelfunktio esitetdén epéjatkuvuuskohtien ulkopuolella Fourier-
integraalin avulla muodossa

Y

2 [ cos(wx)sinw
=2 [ etz
7 Jo w
joka on epéoleellisen integraalin méaaritelméan nojalla
2 * cos(wx) sinw
fo) = 2 i [ costwa)sinw
T a—0o0 0 w
Tésté seuraa, ettd funktiota f(z) voi approksimoida integraalin
2 /a cos(w) sinwd
0

™ w

w, a >0,

avulla, vastaavasti kuin Fourier-sarjan osasummia voi kayttéé jaksollisen funktion approk-
simointiin.
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Kuva 5: Esimerkin askelfunktion f(z) Fourier-integraali osavililla [0, 20].
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Sini- ja kosini-integraalit

Parillisten ja parittomien funktioiden tapauksessa Fourier-integraali yksinkertaistuu. Ole-
tetaan ensin, ettd f(z) on parillinen funktio ja tarkastellaan kertoimia A(w) ja B(w)
Mééritelméssi [17.3] Tallsin osoittautuu, etté

Aw) = % /0 () cos(wt)dt (67)
ja
B(w) = 0.

Toisin sanoen parillisen funktion f(z) Fourier-integraali F'(z) sievenee muotoon

F(z) = /000 A(w) cos(wz)dw,

missé A(w) on muotoa (67). TAmé& on funktion f kosini-integraali.
Vastaavasti, jos f(z) on pariton, niin M#éritelmasté saadaan

A(w) =0
Ja 5 oo
B(w) = ;/0 f(t) sin(wt)dt. (68)

T&llsin parittoman funktion f(z) Fourier-integraali F(z) sievenee sini-integraaliksi

F(z) = /00 B(w) sin(wz)dw,
0
missi B(w) on muotoa (68).

Esimerkki 17.6 (Laplacen integraali). Etsitdédn Fourier sini- ja kosini-integraalit funk-
tiolle
fz) =e ", k>0,

kun f:(0,00) — R.
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18. Fourier sini- ja kosinimuunnokset

Kosinimuunnos
Parillisen funktion f(z) Fourier-integraali voidaan esittdd kosini-integraalina muodossa
= /00 A(w) cos(wz)dw, (69)
0
missa

/ f(t) cos(wt)d (70)

Yhtalossa on oletettu, ettd funktio f(x) on jatkuva ja toteuttaa Lauseen oletuk-
set. Tamé siksi, ettd yhtdsuuruus F(z) = f(z) saadaan olemaan voimassa. Maarltellaan

jolloin

— \/g/ooo F(t) cos(wt)dt. (71)
_ \/g /O " o (w) cos(wa)duw. (72)

Miidritelms 18.1. Funktio f,(w) yhtéléssi on funktion f(x) Fourier kosinimuunnos.

Toisaalta

Muodostamalla funktion f,(w) kosinimuunnos, piadytisn yhtilon (72) nojalla takaisin
alkuperiiseen funktioon f(x).

Sinimuunnos

Parittoman funktion f(z) Fourier-integraali voidaan esittaé sini-integraalina muodossa

F(z)= f(z) = /00 B(w) sin(wz)dw, (73)
/ f(t) sin(wt)d (74)

Yhtéalossa . on oletettu, ettd funktio f(x) on jatkuva ja toteuttaa Lauseen oletuk-
set. Méaaritelldan

fulw) =4/ 5 B(w),
jolloin
2 [e.@]
:\/;/o f(t) sin(wt)dt. (75)
Toisaalta

- \/g /0 h folw) sin(wz)dw. (76)
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Maédritelms 18.2. Funktio f,(w) yhtilossé on funktion f(x) Fourier sinimuunnos.

Muodostamalla funktion fs(w) sinimuunnos, paadytdan yhtalon nojalla takaisin al-
kuperiiseen funktioon f(z).

Kosini- ja sinimuunnoksille kdytetdan myos merkintoja
F(f)=1f ja  F(f)=f
Kaanteismuunnosta merkitdian vastaavasti

FAN  da FUD.

Esimerkki 18.3. Olkoon

k kun0O<z<a
f(m)—{ 0 kun z > a.

Etsi funktion f(z) Fourier sini- ja kosinimuunnokset.

Lineaarisuus

Fourier sini- ja kosinimuunnosten olemassaolo on taattu, jos f : (0,00) — R on paloittain
jatkuva funktio siten, ettd integraali
oo
| 1@l
0

suppenee. Jos edelld mainittu suppenemisehto on voimassa funktiolle f : (0,00) — R,
niin talloin merkitéiéin f € L'(0, 00).

Lemma 18.4. Olkoon a,b € R, ja olkoot f ja g paloittain jatkuvia funktioita siten, etti
f,g € L*(0,00). Tallsin

(i) Felaf +bg) = aF.(f) + bFc(g)
(ii) Fs(af +bg) = aF(f) + bFs(g).
Toisin sanoen Fourier sini- ja kosinimuunnokset ovat lineaarisia operaatioita. Tamé&n

lisdksi ne muuntavat tietyssd tilanteessa derivoinnin algebralliseksi operaatioksi, kuten
seuraava lause naytta.

Lause 18.5. Olkoon f : [0,00) :— R jatkuva funktio siten, ettd f € L'[0,00) ja olkoon
sen derivaattafunktio f': [0,00) :— R paloittain jatkuva. Jos

lim f(z) =0,

T—00

niin
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(a) Fu ) = wFu(f) = /2£(0)
(b) fs(f,) = _w"rc(f)

Soveltamalla Lausetta kaksi kertaa saadaan algebralliset kaavat myos toisen asteen
derivaatoille, edellyttien ettd myds derivaattafunktio f’ toteuttaa Lauseen [18.5] ehdot.
T&lloin saadaan

(a2) Fo(f") = —wFo(f) — /2 1'(0)
(b2) Fo(f") = —w?F,(f) + 1/ 2wf(0).

Esimerkki 18.6. Etsi F.(f), kun f(x) =€~ jaa > 0.
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19. Fourier-muunnos

Kompleksinen Fourier-integraali

Reaalimuuttujan kompleksiarvoisten funktioiden integrointi noudattaa ldhes identtisesti
samoja sdantoja kuin reaalifunktioiden integrointi. Jos f : R — C on muotoa

f(z) = u(z) +iv(x),

missd u : R — R ja v : R — R, niin esimerkiksi

b
/ f(@)de = F(b) — f(a).

kun maaritellaan

Edelleen , ,
/ af(r)dr = a/ f(x)dz, aeC,
ja tulon derivoimiskaavasta
(fo)' = f'g+ fg

seuraa osittaisintegroinnin kaava

/abfg’dx = a/;g - /ab f'gdzx

kompleksiarvoisille funktioille f ja g.

Esimerkki 19.1. Olkoon a € R. Talloin

d ar) __ d ; Qi

T (e"7) = o (cos(ax) + isin(az))
= —asin(ax) + ia cos(ax)
= ia cos(ar) + i*asin(ax)
= ta(cos(ax) + isin(az))

= jae'*".

Ennen kuin varsinaiseen kompleksiseen Fourier-muunnokseen paastéan kiinni, tarvitaan
kompleksisen Fourier-integraalin késite.

Maaritelma 19.2. Integraalia

Flr) = o- /_ Z [ /_ Z f(t)ei(“’xm)dt} duw

kutsutaan funktion f : R — R kompleksiseksi Fourier-integraaliksi edellyttden, ettéd se on
ddrellisend olemassa.
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Jos oletetaan, ettéd funktio f(x) on riittdvéan sdannollinen, jotta

missi F on funktion f (reaalinen) Fourier-integraali, niin tdlloin vastaava yhtdlo pétee
my0s kompleksiselle Fourier-integraalille. Erityisesti on voimassa seuraava versio Dirich-

let:n lauseesta (Lause .

Lause 19.3. Olkoon f : R — R paloittain jatkuva funktio siten, ettd myos derivaatta-
funktio f' on paloittain jatkuva. T&lloin

Plz) = flzy) —;— flz)

kaikilla x € R. Erityisesti, jos f on jatkuva pisteessd x € R, niin

Fourier-muunnos

Maaritellaan

A

1 * —iwt
flo) = o= [ rwear (77)
jolloin

1 * 2 we
@) = <= / Fwyedu, (78)

Maéritelms 19.4. Funktio f(w) yhtilossé on funktion f(z) Fourier-muunnos.

Jos Fourier-muunnos f(w) on tiedossa, niin lihtéfunktio f(z) saadaan selville yhtilon (78)
avulla. Sanotaan, ettd f(z) on Fourier-muunnoksen f(w) kdénteinen Fourier-muunnos.
Vaihtoehtoisesti merkitaéan

ja k#sinteismuunnosta symbolilla F L.

Dirichlet:n konvergenssilauseen integroitu versio saadaan Fourier-muunnoksen avulla seu-
raavaan muotoon.

Lause 19.5. Olkoon f : R — R paloittain jatkuva funktio siten, ettd myds derivaatta-
funktio f' on paloittain jatkuva. Télloin

fla)+fle) 1 [% 5 e
5 = \/g/_oof(w)e dw

kaikilla x € R. Erityisesti, jos f on jatkuva pisteessd x € R, niin

1 <2 W
@) = <= / fwyedu,
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Esimerkki 19.6. Olkoon f : R — R muotoa

f(x):{ k, kun0<z<a

0, muulloin.

Etsi funktion f Fourier-muunnos.

Huomautus. Jos f : R — R on parillinen funktio, niin

F(f) = Felf).

Toisaalta, jos f : R — R on pariton, niin

F(f) = —iF(f)

Téasté seuraa, ettd parillisen reaalifunktion Fourier-muunnos on reaalinen, mutta paritto-
man reaalifunktion Fourier-muunnos on puhtaasti imaginéérinen.

Esimerkki 19.7. Laske funktion f: R — R,

Fourier-muunnos.
Fourier-muunnos on lineaarinen operaatio.

Lause 19.8. Olkoon a,b € R ja f : R — R ja g : R — R sellaisia funktioita, joiden
Fourier-muunnokset ovat olemassa. Téalloin

Flaf +bg) =aF(f) + bF(g).

My®os yleisen Fourier-muunnoksen avulla derivointi saadaan tietyissé olosuhteissa muutet-
tua algebralliseksi operaatioksi. Itse asiassa télloin saatava algebrallinen derivointikaava
on yksinkertaisempi yleisen Fourier-muunnoksen tapauksessa, kuin sini- ja kosinimuun-
noksilla.

Lause 19.9. Olkoon f : R — R paloittain jatkuva funktio siten, ettd myds derivaatta-
funktio f' on paloittain jatkuva. Télloin, jos liséksi

/_ @)l < oo,

ja
f(z) =0, kun x— too,

niin

F(f'(x)) = iwF(f(z))
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Soveltamalla Lausetta kaksi kertaa perdkkéin, saadaan
F(f") = —w’F(f) (79)

olettaen ettd myos derivaattafunktio f’ toteuttaa lauseen ehdot.

Esimerkki 19.10. Tarkastellaan x-akselilla sijaitsevaa ddrettomén pitkdd homogeenista
kaapelia, jonka pinta on eristetty ja jonka limpoétila kohdassa x ajan hetkelld t on u(zx,t).
Oletetaan, ettéd

u(z,0) = f(z) (80)

ja ettd kaikilla muuttujan t arvoilla

0
li )= lim —u(x,t) = 0.
|z\1£>noo ul(z, 1) |x\1£>noo ax“(x )
Maééritetdan kaapelin limpdtila kohdassa x hetkelld t. Funktio u(x,t) toteuttaa I-ulotteisen

lampoyhtéalon
2

0 50
au(x,t) =c %u(x,t), (81)

missd ¢ € R on vakio. Pidetdéan t kiinnitettyné ja muodostetaan yhtélon (81f) vasemman ja
oikean puolen mdéérittelemien x:n funktioiden Fourier-muunnokset. Kayttadmalld kaavaa

saadaan télloin

f(%mgw)—8f<§;wxw)—3bﬂﬂfW>

Toisaalta

a 1 > a —iwx
F (au(ac,t)> = \/—27/_00 Eu(m,t)e dx

1 9 - —lwx
= \/_2_7r§/ u(z, t)e " dx

0
= —F(u),
57 (W)
mikéli derivoinnin ja integroinnin jérjestyksen vaihto on sallittua. Funktiolle t = JF(u)
saadaan néin ollen differentiaaliyht&lo

9 2, 25
— = —cwu.
ot

Jokaisella kiintedlld muuttujan w arvolla tdmé yhtélé voidaan ratkaista erottamalla muut-

tujat. Tulos on
2 2t

a(w,t) = C(w)e <", (82)

missd integroimisvakio C'(w) riippuu muuttujan w arvosta. Alkuehdosta seuraa muo-
dostamalla puolittain Fourier-muunnokset

a(w,0) = F(f(z) = f(w),
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joten sijoittamalla t = 0 yhtélossa (82) saadaan
i(w,0) = C(w) = f(w),

josta edelleen
N 2,2
i(w,t) = flw)e ™"

Pitamélla edelleen t kiintednd téstéd saadaan kdanteinen Fourier-muunnos (kaava )

1 R ~
u(z,t) = E/ Flw)e W e duy.

Konvoluutio

Jos f : R — R on sellainen funktio, etti

| 1@l <.

[e.o]

niin merkitdéin f € L'(—oo,00). Méiritelldin konvoluutio yli koko reaaliakselin seuraa-
vasti.

Maaritelma 19.11. Olkoot f : R — R ja g : R — R sellaisia funktiota, ettd f,g €
L'(—00,00) ja joko f tai g on rajoitettu. Télloin konvoluutio on kuvaus

(f * 9)(a) = %2_7? / Z F(t)g(x — tydt.

Vakio \/% on skaalausvakio, joka jatetdin usein pois konvoluution méaéritelmésta.

Huomautus. Mééaritelmén (19.11] oletukset takaavat sen, ettd f * g on hyvin mééritelty,
toisin sanoen, ettéd integraali

/_ " f(Ogle — e

suppenee. Tasméllinen suppenemistarkastelu sivuutetaan.

Lause 19.12. Olkoot f : R —- R, g : R — R ja h : R — R sellaisia funktiota, etti
f,9,h € L'(—00,00) ja g ja h ovat rajoitettuja. Téll6in

(i) f*xg=gx [ (kommutatiivisuus),
(ii) f*(g+h)= f*g+ f*h (osittelulaki),

(iii) (f*g)*xh = f*(g*h) (assosiatiivisuus).

Lause 19.13 (Konvoluutiolause). Oletetaan, ettd f,g € L'(—o00,00) ja ettd f ja g
ovat paloittain jatkuvia ja rajoitettuja. Télloin

F(fxg)=F(f) Flg).
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Konvoluutio f * g voidaan ilmaista myos Fourier-muunnosten F(f) ja F(g) avulla. Koska
Konvoluutiolauseen nojalla

F(fxg)=F(f) Flg),
fxg=F 1 F(NHF@)],
eli

1 B ‘
xg)(r) = —— w)g(w)e™ dw,
e == [ fwiw)
missi on kéytetty merkintsja F(f) = f ja F(g) = g.
Esimerkki 19.14. Laske funktion

fla) =

konvoluutio itsensé kanssa.

Esimerkki 19.15 (Laplace-yhtils). Ratkaise alkuarvotehtéva

aul(e,y) + Syu(z,y) =0, (z,y) € R x (0,00)

u(z,0) = g(z)
sup (1 + 2°)[u(z,y)| < oo
zeR,y>0
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20. Diskreetti Fourier-muunnos

Jos Dirichlet:n lauseen (Lause [4.6)) ehdot ovat voimassa, niin funktion f(x) Fourier-sarja
suppenee ja esittdd funktiota f(z) kokonaisella vélilla. Tétd vastaava diskreetti ongelma
voidaan muotoilla seuraavasti.

FEtsi trigonometrinen polynomi, joka saa annetut arvot ddrellisen monessa annetussa pis-
teessa.

Tarkastellaan tatd kysymysta ensin esimerkin kautta.
Esimerkki 20.1. Etsitddn muotoa

p(z) = co + c1e™ + coe®™ + cze’™” (83)

oleva trigonometrinen polynomi, joka saa pisteissd v = 0, x = 7/2, x = 7, * = 37w/2
vastaavat arvot 2, 4, 6 ja 8. Toisin sanoen p(x) toteuttaa

(0)
(m/
()
(

=S
\‘:3

Il
SE ||

™

31/2) =8.

i~

p

Edellisen esimerkin mukainen trigonometrinen interpolointitehtdvi voidaan ratkaista sa-
maan tapaan myos tilanteessa, jossa solmupisteité ja tuntemattomia polynomin kertoimia
on n kappaletta. Talloin etsitddn muotoa

n—1

E :Cké’ikx

k=0
olevaa trigonometristd polynomia, joka saa solmupisteissi
215
n

annetut arvot f;, missd 0 < j < n — 1. Ratkaistavana on siis yhtéloryhmé

n—1

S et = 0<j<n—1.
k=0

Sijoittamalla

w, = eQﬂ'z/n

tdmé yhtaloryhmé saa muodon

n—1

chkaij7 0<j<n-1
k=0
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Sen kerroinmatriisi F;, on tyyppid n X n ja F,:m jk:s alkio on

wl=DE=),

Ka#nteismatriisi saadaan yhtalosta
1— —

Fl=-F,, (ts. ', F, = nl), (84)
n
missé matriisin F,, jk:s alkio on
oy HED, (85)
Systeemin
F.c=f
ratkaisu on siis ]
c=F'f==F,f (86)
n
Taméa on oleellisesti jonon f = (fo, f1,- .., fu_1) diskreetti Fourier-muunnos. Téasméllinen

maaritelmé esitetdan alla.

Komponenteittain kirjoitettuna on
1 n—1 1 n—1
_ = —jk __ —2mijk/n
Cp = nzofjwn = ?”L.Zofje . (87)
j= j=

Tama on jatkuvan funktion Fourier-sarjan kertoimen

1 [7 ,
— / f(z)e *dy
2 ) .
diskreetti analogia. Yhtalon oikea puoli on myos edellisen integraalin likiarvo.

Diskreetin Fourier-muunnoksen méaaritelméé varten tarvitaan jaksollisen jonon késitetta.
Maaritelma 20.2. Olkoon n € N. Jono
{z(j):7€Z}CC
on n-periodinen (tai n-jaksollinen), jos
z(j +n) = x(j)
kaikilla j € Z.

Maéaritelladan edellisen tarkastelun pohjalta diskreetti Fourier-muunnos tésmaéllisesti.

Madéritelmé 20.3. Olkoon jono {z(j)};ez n-periodinen. Téll6in jonon {x(j)} ez diskreetti
Fourier kerroin on

I
—

n

z(j)e 2kin ke Z. (88)

=
=
I
3|

.
Il
o

Jono
{2(k)}rez

on jonon {x(j)};ez diskreetti Fourier-muunnos.
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Huomautus 20.4. Diskreetti Fourier-muunnos on n-jaksollinen, aina kun ldhtGjono on
n-jaksollinen.

Seuraavaksi etsitdan kaava diskreetin Fourier-muunnoksen kaanteismuunnokselle.

Lause 20.5. Olkoon {z(j) : j € Z} n-periodinen jono, jonka diskreetti Fourier-muunnos
on {z(k) : k € Z}. Télloin

i
L

o) = 3 (k)i
0

e
Il

kaikille 5 =0,...,n — 1.

Kirjallisuudessa on diskreetti Fourier muunnos on usein mééritelty ilman skaalausvakiota
1/n kaavassa (88)). Téllsin vakio 1/n ilmestyy Lauseen kaavaan. Skaalausvakioksi
voidaan asettaa myos 1/4/n, jolloin se esiintyy molemmissa kaavoissa.

Otetaan seuraavaksi konkreettiset esimerkit diskreetin Fourier-muunnoksen, seké sen ka#n-
teismuunnoksen, laskemisesta.

Esimerkki 20.6. Olkoon {z(j) : j € Z} 4-periodinen jono siten, ettd

z(0) =2
z(l)=3
z(2) = —1
z(3) = 1.

Toisin sanoen,
{z(j):jezy=4..,2,3,—1,1,2,3,—1,1,...}.

Etsi jonon {xz(j) : j € Z} diskreetti Fourier-muunnos.

Esimerkki 20.7. Olkoon {z(k) : k € Z} 4-periodinen jono siten, etti

2(0) =%

#(1) =3 — 50
#(2)=-3
£(3) = 2 4 i

Toisin sanoen,

31,33,
120 Ty

| Ot

{z(k): ke Z} = {,
FEtsi jonon {z(k) : k € Z} diskreetti Fourier-kddnteismuunnos.

Huomautus 20.8. Jos jono {z(j) : j € Z} on n-periodinen, niin

BE) = = 3 alf)e (59)

n <
J=q
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ja
n+q—1

w() = D Ak (90)

k=q

kaikille q € Z. Erityisesti, josn =2M + 1 jaq= —M, missa M € NU {0}, niin

M
~ 1 -\ _—2mijk/n
Bk) == > w(j)e > (91)
n
ja
M
w(j) = Y @(k)e>™ M, (92)
k=—M
Otetaan taas kayttoon merkinté
w, = e27m'/n

yhtéloiden késittelyn yksinkertaistamiseksi (vrt. yhtdlo (85]) edelld). Seuraavassa lauseessa
on lueteltu joitakin keskeisid diskreetin Fourier-muunnoksen ominaisuuksia.

Lause 20.9. Olkoot {z(j) : j € Z} ja{y(j) : j € Z} reaalisia n-periodisia jonoja. Téalloin

n—1 n—1
1
1. — E z(fy(m —3) =Y 2(k)g(k)w™  kaikillam € Z  (konvoluutiolause)
n

2. Tpo(k) = 2(k)w, ™% missd ,,,(j) := x(j —myg) (siirto-ominaisuus)

n—1 n—1
1 RN A A
3 o z(7)y(j) = #(k)y(k)  (Parseval)
Jj=0 k=0
1 n—1 n—1
4. o Z lz(7)|* = Z |2(k)|*  (Energialause)
j=0 k=0

Nopea Fourier-muunnos (FFT)

Diskreettia Fourier-muunnosta laskettaessa on maarattava kutakin k = 0,..., N —1 kohti
summa

i
L

—2mijk/n

=
=z
I
S

x(j)e

3 .
Il
—= O

(93)

i
o
8
P
<.
S
3
<.
o

Sl— 3~

(Dw" + -+ (n = Duw, V]

X
S
+
8
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Lausekkeita 2(0), . .. #(n—1) laskettaessa tulee siis tehdd (n—1)?4n kertolaskua. Seuraava
lause antaa keinon vihentdd laskutoimitusten madréé oleellisesti.

Otetaan kiyttoon merkinndt x.(j) := z(25) ja 2,(j) := x(25 + 1), missd j € Z.

Lause 20.10. Olkoon n = 2M, missa M € N. Télloin

1 1 M-1 1 M-1
N Nk k Sk
01§ ( 3y D it s iy 3 sl

J=0 J=0

kaikilla k = 0,...,n — 1.

Merkitédian
| M-l .
f%e(k:) = M 4 xe(j) ]\/[]
7=0
ja
| M ‘
i’o<k> = M . xo(])“h;fjk
7=0
Kun n = 2M, niin laskemalla diskreetit Fourier-muunnokset z(0),...,&(n — 1) kaavalla

tarvitaan
my = (2M — 1)® +2M = 4M? — 2M + 1 ~ 4M?

kertolaskua. Kéayttamaélla Lausetta [20.10| lasketaan aluksi

1 1
§fe(k) ja 5.12’0(]{),
jolloin #(k) : n laskemiseen, kun k£ = 0,...,n — 1, tarvitaan

my = 2(M — 1) +4M + 1 = 2M? + 3 ~ 2M?
kertolaskua, sillad {Z.(k) : k € Z} ja {Z,(k) : k € Z} ovat M-periodisia. Siten suurilla M:n
arvoilla kertolaskujen lukuméaéra likimaérin puolittuu.

Oletetaan nyt, ettd n = 2°. Jatkamalla edelld olevaa tarkastelua induktiivisesti, on osoi-
tettavissa, ettd suurilla s:n arvoilla

F(n) =~ nlogyn,

missd F'(n) on kertoimien z(0),...,#(n — 1) laskemiseen tarvittavien kertolaskujen lu-
kumaédré. Suoraan kaavalla laskettaessa

F(n) ~ n?

joten Lauseen [20.10| avulla laskutoimituksia voidaan vahentédé oleellisesti. Vastaava mene-
telmé soveltuu myos kadnteisen diskreetin Fourier-muunnoksen laskemiseen. Lauseeseen
20.10| perustuvaa nopeaa algoritmia diskreetin Fourier-muunnoksen laskemiseksi kutsu-
taan nopeaksi Fourier-muunnokseksi (FFT). Nopea Fourier-muunnos on muun muassa
Matlab-ohjelmistossa siséddnrakennettuna.
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Fourier-sarjan approksimointi

Tarkastellaan seuraavassa funktion arvojen likimaaraista laskemista niin sanotuissa “otos-
pisteissd” tai “solmupisteissd” (vrt. Esimerkki[20.1]), kun Fourier-kertoimet ¢; tunnetaan
valilla

—M < k<M.
Olkoon .
flz) = Z cre™, (94)
k=—00
missé,

1 [" ,
Cp = % /;ﬂ— f(:c)eflk‘rdx

(esimerkiksi, kun Dirichlet:n lauseen oletukset ovat voimassa, niin (94) on voimassa laa-
jassa R:n osajoukossa).

Olkoon n = 2M + 1 ja katkaistaan sarja (94)), kun |k| > M, jolloin

M

f(z) ~ Z cre™® =1 Sy ().

k=—M

Tarkastellaan osasummaa Sy/(z) “otospisteissi”
2T
Ty =T+l —
n

vélilla [—7, 7). Talloin havaitaan, etté

M
Su(r) = Z cpe’
k=M

M
_ Z ck627rikl/n€—ik7r
k=—M
M

= Z (—1)*cpwk.

k=—M
Otosarvot f(z;) saadaan siis likiméérin laskettua relaatiosta

M

f(z) = Sy(x)) = Z (—D)Fewft, 1=0,...,n—1. (95)

k=—M

Tarkastellaan kéédntden Fourier-kertoimien c¢; laskemista otosarvojen avulla. Koska n =
2M + 1, niin samalla tavoin kuin Lauseessa havaitaan, ettd relaatiosta seuraa

2M
1
(_1>kck = WZSM<J}Z)UJ;M, k= —M,...,M. (96)
=0
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Erityisesti, kun n = 2M + 1 havaitaan, ettd yhtalon oikea puoli méérittelee jonon

periodisen jatkon diskreetin Fourier-muunnoksen ja on sen diskreetti Fourier-kéan-
teismuunnos. Kaytdannossa yhtilo korvataan likimaérdiselld kaavalla

2M
1
(=Dkep ~ AT S faywM, k=-M,.. . M, (97)
=0

josta Fourier-kertoimet ja diskreetti Fourier-muunnos voidaan laskea otosarvojen f(x;)
nojalla likim#arin. Kaavat ja ovat tarkkoja, jos f(z) = Sy (z), toisin sanoen,
jos f on trigonometrinen polynomi.
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21. Fourier-kidianteismuunnoslause

Téssé luvussa todistetaan Lauseen [19.5] yleistys. Tété varten tarvitaan ensin hieman esi-
tietoja.

Maaritelméa 21.1. Olkoon f kuvaus [a,b] — C, missd a < b. Téll6in f on rajoitetusti heilahteleva
vélilld |a, b], jos on olemassa M > 0 siten, etté

D 1 f(aw) = flanon)| < M

k=1
kaikille vélin [a,b] jaoille P = {xq, ..., Zp}.
Esimerkki 21.2. Olkoon f : [a,b] — R jatkuva ja derivoituva funktio kailla x € [a, b

siten, etta
f@) <A<oo, wel(ab).

Télloin f on rajoitetusti heilahteleva véalilld [a,b]. Nimittéin, jos

P=A{xg,...,xp}

on mielivaltainen viélin |a, b] jako, niin véliarvolauseen nojalla

Z‘f(fﬁk) (2k-1) Z |[(zg — 2p-1)
k=1

k=1
SAZ T — Tp—1)
k=1
=A(b—a) <

missd & € (r_1, %) kaikilla k € {1,...,m}.

Lause 21.3. Funktio f : [a,b] — R on rajoitetusti heilahteleva, jos ja vain jos on olemassa
kasvavat funktiot g : [a,b] — R ja g3 : [a,b] — R siten, ettd

f=01—go.

Huomautus 21.4. Edellisen lauseen esitys rajoitetusti heilahtelevalle funktiolle ei ole
vksikésitteinen, koska

f=(n+9g) —(92+9),

missé g : [a,b] — R on mielivaltainen kasvava funktio.

Seuraus 21.5. Olkoon f : [a,b] — R rajoitetusti heilahteleva. Télloin raja-arvot f(a, )
ja f(by ovat ddrellisind olemassa. Liséksi raja-arvot f(x4) ovat dérellisind olemassa kaikille

€ (a,b).

Seuraava lause on Lauseen [19.5] yleistys.
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Lause 21.6 (Fourier-integraalilause). Olkoonz € R jad > 0, ja olkoon f € L'(—o00,00)
rajoitetusti heilahteleva viélilli [x — §, z + ¢]. Tallbin

%/OOO (/: F(t) cos(€(t — a:))dt) ¢ = %(f(m) + flz2)).

Muuntamalla Fourier-integraalilause alla olevaan kompleksiseen muotoon ja kdyttamalla
Esimerkkia 21.2] Lauseen viite seuraa.

Seuraus 21.7. Olkoonz € R jad > 0, jaolkoon f € L'(—o0, 00) rajoitetusti heilahteleva
valilli [x — §,x + §]. Télloin

1 = 2 ifx _
zﬁ/;f@k de =

Lemma 21.8 (Riemann-Lebesgue). Olkoon f Riemann-integroituva vililld [a, b], missé
a < b. Talloin

(f(zq) + flz-)).

N —

b
lim [ f(x)sin(az)dr = 0.
a—0o0 a

Liséiksi, jos f € L'(—00,00), niin

o0

lim f(z)sin(ax)dz = 0.
a—oo f_ o

Lause 21.9 (Jordan). Olkoon f : [0, 6] rajoitetusti heilahteleva. Téll6in

)
im 2 [ (1)

a—o0 T J

sin(at)

dt = f(0,).
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